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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЖИЗНЬ

STANISLAV NIKOLAYEVICH KHARIN
(to his 80-th anniversary)

Stanislav Nikolayevich Kharin
was born 4th December, 1938 in
the village of Kaskelen, Alma-Ata
region. In 1956 he graduated from
high school in Voronezh with a gold
medal, and applied to the Faculty
of Mathematics and Mechanics of
Kazakh State University, which he
graduated with honors in 1961. In
1961-1964, as a graduate student of
the Department of the Equations
of Mathematical Physics at Kazakh
State University, he was in Kharkov,
where he joined the great science

under the guidance of E.I. Kim.
Already in these years S.N. Kharin showed outstanding abilities in the field

of mathematical physics, as evidenced by his first scientific publication in a
prestigious "Engineering Physics Journal". After that he has published many
papers related to mathematical modeling phenomena in electrical contacts
and thermo-bimetallic elements which used for the elaboration of new types
of low voltage electrical equipment and put into mass production.

For these achievements S.N. Kharin was awarded the Badge of Honor
"Inventor of the USSR" and the Gold Medal of the All Union Exhibition of
Achievements of the People Economy of the USSR.

After graduating in 1964, Stanislav Nikolayevich was sent to work in
the Mathematics and Mechanics Sector of the Academy of Sciences of the
Kazakh SSR, transformed in 1965 into the Institute of Mathematics and
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Mechanics of the Academy of Sciences of the Kazakh SSR, where all his
further work activities take place. In 1968, S.N. Kharin defended his candidate
dissertation, which was devoted to the solution of singular integral equations
related to the problems of mathematical modeling of thermal phenomena in
electrical contacts. In 1980 S.N. Kharin was worked as a senior researcher in
the laboratory of equations of mathematical physics, and in 1980-1994 as the
Deputy Director for Research of the Institute of Mathematics.

In 1990, Stanislav Nikolayevich defended his doctoral thesis on the topic
"Mathematical models of thermo-physical processes in electrical contacts"
at the Institute of Thermal Physics of the Siberian Branch of the Academy
of Sciences of the USSR (Novosibirsk). In 1994 S.N. Kharin was elected a
Corresponding Member of the National Academy of Sciences, and in 2005,
her full member. In 1994-1996 he headed the Department of Physical and
Mathematical Sciences of the Academy of Sciences as its Academician-
Secretary, was a member of the Presidium of the Academy of Sciences of the
Kazakhstan and at the same time headed his laboratory at the Institute of
Mathematics.

Original scientific results obtained by S.N. Kharin, was the reason that in
1997 he was invited to the one of the most prestigious universities in Pakistan,
GIK Institute of Engineering Sciences and Technology, as a professor, where
he worked until 2001. This stage turned out to be one of the most fruitful
in the scientific activity of Stanislav Nikolayevich. For the results obtained
in the field of mathematical modeling of thermal and electrical phenomena,
he was elected a Foreign Member of the National Academy of Sciences of
Pakistan and was appointed curator of the section on mathematics in the
central journal "News of the Academy of Sciences of Pakistan".

In 2001 S.N. Kharin is invited to the position of the professor at the
University of the West of England (Bristol, England), where he worked until
2003. Here, a fruitful team was created to study such complex and important
for practice phenomena as the transition of an arc discharge into a glowing one,
vibration of the contacts of vacuum switches under the action of a metal arc
vapor, stagnation of an arc spot and others. Mathematical models developed
by S.N. Kharin undergo experimental verification in the laboratories of Prof.
D. Amft (Chemnitz, Germany), Prof. B. Miedzinsky (Wroclaw, Poland) and
Prof. H. Nouri (Bristol, England). As a result of this collaboration a series of
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to his 80-th anniversary 7

joint original publications in leading internation journals were published.
In the Fall, 2003, Stanislav Nikolayevich returned to Pakistan, where he

continued to work as a professor at the GIK Institute until the Summer
of 2005. In 2005, he came back to Kazakhstan and was invited to work at
Kazakh-British University as a professor of mathematics, where he is currently
working. In Demirel Kazakh-Turkish University, Al-Farabi Kazakh National
University also conducts training of young specialists.

The research results of Stanislav Nikolayevich Kharin were presented
at international conferences and congresses in the USA, England, Japan,
Canada, Germany, France, Switzerland, Poland, Bulgaria, Pakistan, as well
as at many All-Union and republican conferences. He published over 300
scientific papers in leading foreign and republican journals and 4 monographs,
and received 12 inventor certificates for inventions. S.N. Kharin organized
and conducted All-Union Seminar "Mathematical and theoretical problems
in contact technology" (Alma-Ata, 1970), II All-Union Seminar "Heat and
mass transfer in electrical contacts" (Alma-Ata, 1979), III All-Union seminar
"Unsteady arc and near-electrode processes in electrical devices and plasma
torches "(Baikal, 1991), International Symposium" Electrical contacts,
"Theory and application – ISECTA-93" (Alma-Ata, 1993). In 2015 in San
Diego He was awarded by the International Holm Award for the outstanding
achievements in the theory and applications of electrical contacts.

Stanislav Nikolayevich paid much attention to the training of scientific
personnel. Under his scientific leadership, 10 candidate dissertations and 4
teses for the PhD degree were successfully defended. He was the Chairman
of the Committee on Scientific and Technical Cooperation between the
Republic of Kazakhstan and the Islamic Republic of Pakistan (1996-2001)
and the President of the Small Academy of Sciences of schoolchildren. Now
he continues his research activity successfully and evidence of this is a new
monograph "Mathematical Models of Phenomena in Electrical Contacts"
published last year in Novosibirsk.

The staff of the Institute of Mathematics and Mathematical Modeling
and numerous friends, colleagues, students of Stanislav Nikolayevich Kharin
heartily congratulate him on his anniversary and wish him health, success and
happiness.
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8 STANISLAV NIKOLAYEVICH KHARIN

List of scientific works and inventions of
Kharin Stanislav Nikolayevich

More than 300 publications, including 4 monographs and 12 inventor’s
certificates

Books:

1 Ким Е.И., Омельченко В.Т., Харин С.Н. Математические модели
тепловых процессов в электрических контактах. – Изд. Наука, Алма-Ата,
1977. – 236 с.

2 Намитоков К.К., Пахомов П.И., Харин С.Н. Радиация газоразрядной
плазмы. – Изд. Наука, Алма-Ата, 1984. – 304 с.

3 Намитоков К.К., Пахомов П.И., Харин С.Н. Математическое модели-
рование процессов в газоразрядной плазме. – Изд. Наука, Алма-Ата, 1988.
– 208 с.

4 Kharin S.N. Mathematical Models of Phenomena in Electrical Contacts.
– The Russian Academy of Sciences, Siberian Branch, A.P. Ershov Institute of
Informatics System, Novosibirsk, 2017. – 193 p.

Main journal papers and publications in the proceedings of
international conferences

1 Харин С.Н. и др. Решение уравнения теплопроводности с разрывны-
ми коэффициентами и его приложение к проблеме электрических контак-
тов // Инженерно-физический журнал. – 1965. – Т. VIII, № 6. – 1965. – С.
761-767.

2 Харин С.Н. и др. Расчет температурного поля при размыкании элек-
трических контактов // Известия Академии наук Каз. ССР, серия физ.-
мат. – 1966. – № 12. – С. 14-20.

3 Харин С.Н. и др. О задаче теплопереноса в электрических контактах
// Известия Академии наук Каз. ССР, серия физ.-мат. – 1969. – № 3. – С.
5-9.

4 Харин С.Н. и др. Плавление и сваривание замкнутых электрических
контактов // Известия Академии наук Каз. ССР, серия физ.-мат. – 1970.
– № 3. – С. 6-12.

5 Харин С.Н. и др. Исследование температурных режимов электриче-
ских контактов в последовательных стадиях их работы // Сборник статей
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"Сильноточные электрические контакты". – Киев, Наукова Думка. – 1970.
– С. 12-17.

6 Харин С.Н. и др. Температурное поле замкнутых электрических
контактов с воздушным охлаждением // Сборник статей "Сильноточные
электрические контакты". – Киев, Наукова Думка. – 1970. – С. 108-115.

7 Харин С.Н. и др. Температурное поле разнозродных электрических
контактов внахлест // Сборник статей "Сильноточные электрические кон-
такты". – Киев, Наукова Думка. – 1970. – С. 116-125.

8 Харин С.Н. и др. Динамика теплопереноса в замкнутых неидеальных
электрических контактах // Сборник статей "Электрические контакты".
– Москва, Наука. – 1972. – С. 24-28.

9 Харин С.Н. и др. Трехмерная задача теплообмена в неидеальном
контакте с сопротивлением, зависящим от температуры // Известия Ака-
демии наук Каз.ССР, серия физ.-мат. – 1973. – № 5. – С. 36-41.

10 Харин С.Н. и др. Расчетная схема контактного соединения внахлест
// Вестник Харьковского политехнического института. – 1973. – Часть 5.
– С. 14-20.

11 Kharin S.N. et al. Zastosowanie metod obliszeniowych przy
konstruowaniu termo bimetali // Proc. of the Poznan Polytechnic Institute,
the Section of Electrical Apparatus. – 1975. – P. 167-174 (Pol.).

12 Харин С.Н. и др. Влияние твердости контактного материала на про-
цесс сваривания // Вестник Харьковского политехнического института. –
1975. – Часть 1, № 110. – С. 53-58.

13 Харин С.Н. и др. Модель термоупругого разрушения электродов в
импульсном разряде // Известия Академии наук Каз. ССР, серия физ.-
мат. – 1976. – № 5. – С. 19-23.

14 Kharin S.N. Models for Investigation of Heat and Mass Transfer in
Electrical Contacts // Proc. of the 8-th IEEE Int. Conf. on Electrical Contacts,
Tokyo, Japan, 1976. – P. 553-558.

15 Kharin S.N. et al. Investigation of Physical Processes at the Initial Stage
of Opening of Electrical Contacts // Proc. of the 8-th IEEE Int. Conf. on
Electrical Contacts. – Tokyo, Japan, 1976. – P. 25-29.

16 Kharin S.N. et al. Calculation of Bimetallic Elements of Automatic
Circuit Breakers and Thermo-Regulators of Electrical Appliances // Proc.
of the 3d Int. Symp. "Perspectives and Problems of Low Voltage Electrical
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10 STANISLAV NIKOLAYEVICH KHARIN

Apparatus" (SIELA-77). – Plovdiv, Bulgaria, 1977. – P. 7-10.
17 Харин С.Н. и др. Математические модели тепловых процессов в

электрических контактах // Известия ВУЗов, Электромеханика. – 1978. –
№ 1. – С. 5-28.

18 Харин С.Н. и др. Постановка задач в теории мостиковой эрозии
электрических контактов // Труды 5-го сов.-чехосл. симп. по прилож. мет.
теории функций и функц. анал. к пробл. мат. физ. – Новосибирск, 1979. –
С. 43-49.

19 Харин С.Н. Механизм термоупругого разрушения электродов // Из-
вестия СО АН СССР, серия техн. – 1980. – Т. 3, № 13. – С. 42-45.

20 Харин С.Н. и др. Об одном классе задач нелинейного теплопереноса
в теории электрических контактов (Kharin S.N. About One Class of Non-
linear Heat Transfer Problems in the Theory of Electrical Contacts) // Межд.
конф. по дифф. уравн. и вычислит. мат. – Новосибирск. – 1980. – С. 83-86.

21 Kharin S.N. et al. The Analysis of the Influence of Various Factors
on the Process of the Arc Erosion of Electrical Contacts // Proc. of the 4th
Int. Symp. "Perspectives and Problems of Low Voltage Electrical Apparatus"
(SIELA-80). – Plovdiv, Bulgaria, 1980. – P. 3-9.

22 Kharin S.N. et al. Mathematical Models of the Bridge Erosion in Low
Voltage Electrical Contacts // Proc. of the 4th Int. Symp. "Perspectives
and Problems of Low Voltage Electrical Apparatus" (SIELA-80). – Plovdiv,
Bulgaria, 1980. – P. 112-118.

23 Харин С.Н. и др. Электромагнитное и температурное поля в за-
мкнутых электрических контактах // Известия ВУЗов, Электромеханика.
– 1981. – № 810. – С. 1075-1078.

24 Kharin S.N. Thermo-physical Processes in Electrical Contacts with
Short Arc // Proc. of 11-th ICEC Conf. on Electrical Contacts, Berlin (West),
VDE-Verlag GmbH, 1982. – P. 82-93.

25 Харин С.Н. и др. Математическая модель сваривания электрических
контактов при их вибрации // Известия ВУЗов, Электромеханика. – 1982.
– № 8. – С. 986-989.

26 Харин С.Н. и др. Модели теплового воздействия дуги при размыка-
нии контактов // Известия ВУЗов, Электромеханика. – 1982. – № 8. – С.
1473-1474.

27 Харин С.Н. Механизм разрушения поверхностного слоя металла в
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процессе импульсной электрической обработки // Численные методы ме-
ханики твердого тела. – 1982. – Т. 13, № 3. – С. 118-121.

28 Харин С.Н. Тепло- и массоперенос в жидкометаллических мостиках
между электрическими контактами // Электронная обработка металлов.
– 1983. – Т. 2, № 1. – С. 20-22.

29 Ким Е.И., Харин С.Н. Модель термоупругого разрушения в про-
цессе электроэрозионной обработки металлов // Электронная обработка
металлов. – 1983. – Т. 2, № 2. – С. 5-6.

30 Kharin S.N. Thermo gas-kinetic Model of Arc and Near-electrode
Phenomena in Electrical Contacts // Proc. of the 5th Int. Conf.
Kontaktronika’85. – Bydgoszcz, Poland, 1985. – P. 22-31.

31 Kim E.I., Kharin S.N. Thermo-physical Model and Erosion of Electrical
Contacts During Their Opening // Proc. of the Int. Conf. IC-GEMCA. –
Nagoya, Japan. – 1986. – P. 195-197.

32 Kim E.I., Kharin S.N. The Influence of Surface Films on the Heating of
Closed and Opening Electrical Contacts // Proc. of the Int. Conf. IC-GEMCA,
Nagoya, Japan, 1986. – P. 362-268.

33 Kharin S.N. Mathematical Models of Heat and Mass Transfer in
Molten Metal Electrical Contact Bridges // Proc. of the 6th Int. Conf.
Kontaktronika’88. – Bydgoszcz, Poland, 1988. – P. 89-94.

34 Kharin S.N. The Influence of Near- and Intro-electrode Processes on the
Dynamics of Electrical Arc and Contact Erosion // Proc. of the Int. Conf. IC
- ECEMC. – Bejing, China, 1989. – P. 598-608.

35 Kharin S.N. et al. Dynamics of Thermo-physical Processes on the
Cathode at the Electric Arc Influence // Proc. of the 6th Int. Conf. on
Switching Arc Phenomena. – Lodz, Poland, 1989. – P. 259-262.

36 Kharin S.N. et al. The Influence of Electrical Parameters of Circuit on
Arc Process at Low Current // Proc. of the 6th Int. Conf. on Switching Arc
Phenomena. – Lodz, Poland, 1989. – P. 263-267.

37 Kharin S.N. Thermo-capillary Mechanism of Contact Erosion during
Arcing // Proc. of the 36th IEEE Holm Conf. and 15th Int. Conf. on Electric
Contacts. – Montreal, Canada, 1990. – P. 37-47.

38 Kharin S.N., Mikhailov V.V., Batalin A.S. Dynamic and Thermo-
physical Processes in Low Current Sliding Contacts // Proc. of the 36th IEEE
Holm Conf. and 15th Int. Conf. on Electric Contacts. – Montreal, Canada,
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1990. – P. 301-305.
39 Харин С.Н. Динамика взаимодействия приэлектродных и внутри-

электродных процессов в электрической дуге // Труды межд. сем. по ди-
намике сильноточного дугового разряда в магнитном поле, Новосибирск,
1990. – С. 18-33.

40 Kharin S.N. Transient Thermo-physical Phenomena at the Pre-arcing
Period during Opening of Electrical Contacts // Proc. of the 37th IEEE Holm
Conf. on Electrical Contacts. – Chicago, USA, 1991. – P. 53-65.

41 Харин С.Н. и др. Физические и химические процессы в зоне рас-
плава циркониевого катода // Труды межд. сем. "Нестационарная дуга
и приэлектродные процессы в электрических аппаратах и плазмотронах.
Озеро Байкал". – Изд. Гылым, Алматы, 1991. – С. 60-67.

42 Харин С.Н. Математическое моделирование процессов дуговой эро-
зии // Труды межд. сем. "Нестационарная дуга и приэлектродные про-
цессы в электрических аппаратах и плазмотронах. Озеро Байкал". – Изд.
Гылым, Алматы, 1991. – С. 150-153.
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80 Miedziński B., Wísniewski G., Okraszewski W., Nouri H., Kharin S.
Analysis of an Arc to Glow Transition Using Fast Photography // Proc. of the
52nd Int. Relay Conf. Oak Brook. – Illinois, USA, 2004. – P. 8-1–8-5.

81 Nouri H., Kharin S.N., Tirmizi S.I., Siraj-ul-Islam Modelling of Arc
Duration and Erosion in Electrical Contacts of Circuit Breakers // Proc. of
the 39th Int. Universities Power Engineering Conf. (UPEC 2004). – Bristol,
UK, 2004. – V. 1. – P. 103-108.

82 Skachek S.M., Nouri H., Kharin S.N. The Experimental Investigation of
the Effect of Circuit Parameters on Erosion Dynamics in Silver Contacts in Air
// Proc. of the 39th Int. Universities Power Engineering Conference (UPEC
2004). – Bristol, UK, 2004. – V. 1. – P. 109-113.

83 Kharin S.N., Nouri H., Amft D. Dynamics of Arc Phenomena at Closure
of Electrical Contacts in Vacuum Circuit Breakers // Invited Paper. Proc.
of the 21st Int. Symp. on Electrical Discharges and Insulation in Vacuum
(ISDEIV-2004). – Yalta, Ukraine, 2004. – V. 2. – P. 301-306.

84 Kharin S.N., Nouri H., Amft D. Dynamics of Arc Phenomena at Closure
of Electrical Contacts in Vacuum Circuit Breakers // IEEE Transactions on
Plasma Science. – 2005. – V. 19, No 1. – P. 491-497.

85 Kharin S.N., Nouri H., Miedzinski B. Model of Arc Root Immobility in
Vacuum Circuit Breakers // IEEE Transactions on Plasma Science. – 2007. –
№ 10. – DOI: 10.1109/HOLM.2002.1040842.
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НЕЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ТРИКОМИ
ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ МНОГОМЕРНОГО

ГИПЕРБОЛО-ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

С.А. Алдашев

Аннотация. В работе показано, что однородная задача Трикоми для вырождаю-
щегося многомерного гиперболо-параболического уравнения имеет бесчисленное
множество нетривиальных решений.

Ключевые слова. Вырождающиеся уравнения, задачи Трикоми, нетривиальные
решения, функция Лежандра.

1 Введение

Краевые задачи для гиперболо-параболических уравнений на плоско-
сти изучались в монографии [1, гл. 9], в которой исследовались задача
Трикоми и первая краевая задача.

Смешанная задача, характеристическая задача Коши и задача Дарбу
для многомерных гиперболо-параболических уравнений рассматривались
в монографии [2, гл. 2].

Задача Трикоми для гиперболо-параболических уравнений в много-
мерных областях ставилась в [3, с. 117] и исследовалась другими авторами
(см., например, монографию [1] и приведённую в ней библиографию).

В работах [4], [5] показана неединственность решения задачи Трикоми
для модельного многомерного гиперболо-параболического уравнения.

В данной работе доказано, что однородная задача Трикоми для вы-
рождающегося многомерного гиперболо-параболического уравнения име-
ет бесчисленное множество нетривиальных решений.
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c© С.А. Алдашев, 2018.



Неединственность решения задачи Трикоми ... 23

2 Постановка задачи и результат

Пусть D – конечная область евклидова пространства Em+1 точек
(x1, ..., xm, t), ограниченная в полупространстве t > 0 коноидами K0 : |x| =

2
2+p t

(2+p)
2 , K1 : |x| = 1 − 2

2+p t
(2+p)

2 , 0 ≤ t ≤ (2+p
4 )

2
2+p , а при t < 0 – цилин-

дрической поверхностью Γ = {(x, t) : |x| = 1} и плоскостью t = t0 < 0, где
|x| – длина вектора x = (x1, ..., xm), p = const > 0.

Обозначим через D+ и D− части области D, лежащие соответственно в
полупространствах t > 0 и t < 0. Части коноидов K0,K1, ограничивающих
области D+, обозначим через S0, S1. Пусть S = {(x, t) : t = 0, 0 < |x| <
1}, Γ0 = {(x, t) : t = 0, |x| = 1}.

В области D рассмотрим модельное смешанное гиперболо-
параболическое уравнение с многомерным оператором Геллерстедта

0 =

{
tp∆xu− utt, t > 0,
∆xu− ut, t < 0,

(1)

где ∆x – оператор Лапласа по переменным x1, ..., xm, m ≥ 2.
Следуя [3], в качестве многомерного аналога задачи Трикоми рассмот-

рим следующую задачу.
Задача T. Найти решение уравнения (1) в области D при t 6= 0 из класса
C(D̄ \ Γ0) ∩ C1(D) ∩ C2(D+ ∪D−), удовлетворяющее краевым условиям

u|S0 = 0, u|Γ = 0. (2)

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат
x1, ..., xm, t к сферическим r, θ1, ..., θm−1, t, r ≥ 0, 0 ≤ θ1 < 2π, 0 ≤ θi ≤
π, i = 2, 3, ...,m− 1.

Пусть {Y k
n,m(θ)} – система линейно независимых сферических функций

порядка n, 1 ≤ k ≤ kn, (m − 2)!n!kn = (n + m − 3)!(2n + m − 2), θ =
(θ1, ..., θm−1).

Через τ̄kn(r), ν̄kn(r) обозначим коэффициенты разложения рядов по
сферическим функциям Y k

n,m(θ) соответственно функций τ(r, θ) =
u(r, θ, 0), ν(r, θ) = ut(r, θ, 0).

Имеет место
Теорема. Задача T имеет бесчисленное множество нетривиальных реше-
ний.
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Отметим, что эта теорема при p = 0 показана в [4].
Доказательство. В сферических координатах уравнение (1) в области
D+ имеет вид [6, c. 238]

tpurr +
m− 1

r
tpur −

tp

r2
δu− utt = 0. (3)

При t→ −0 на S получим функциональное соотношение между τ(r, θ)
и ν(r, θ)

τrr +
m− 1

r
τr −

1

r2
δτ = ν(r, θ), (4)

где

δ ≡ −
m−1∑
j=1

1

gj sinm−j−1 θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 θj

∂

∂θj

)
,

g1 = 1, gj = (sin θ1... sin θj−1)2, j > 1.

Известно [6], что спектр оператора δ состоит из собственных чисел
λn = n(n + m − 2), n = 0, 1, ..., каждому из которых соответствует kn
ортонормированных собственных функций Y k

n,m(θ).
Искомое решение задачи T в области D+ будем искать в виде

u(r, θ, t) =
∞∑
n=0

kn∑
k=1

ūkn(r, t)Y k
n,m(θ), (5)

где ūkn(r, t) – функции, подлежащие определению.
Подставляя (5) в (3) и (4), используя ортогональность сферических

функций Y k
n,m(θ) [6], будем иметь

tpūknrr +
m− 1

r
tpūknr − ūkntt −

λn
r2
tpūkn = 0, (6)

τ̄knrr +
m− 1

r
τ̄knr −

λn
r2
τ̄kn = ν̄kn(r), 0 < r < 1, (7)

при этом первое из краевых условий (2) запишется в виде

ūkn

[
r,

(
(2 + p)

2
r

) 2
2+p

]
= 0, 0 ≤ r ≤ 1

2
, k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (8)
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В (6)–(8) произведя замену ūkn(r, t) = r
(1−m)

2 ukn(r, t) и положив затем

r = r, x0 =
2

2 + p
t
(2+p)

2 , соответственно получим

Lαu
k
α,n ≡ ukα,nrr − ukα,nx0x0 −

α

x0
ukα,nx0 +

λ̄n
r2
ukα,n = 0, (9α)

τknrr +
λ̄n
r2
τkn = νkn(r), 0 < r < 1, (10)

ukα,n(r, r) = 0, 0 ≤ r ≤ 1

2
, k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (11)

0 < α =
p

2 + p
< 1, λ̄n = ((m− 1)(3−m)− 4λn)/4,

τkn(r) = r
(1−m)

2 τ̄kn(r), νkn(r) = r
(1−m)

2 ν̄kn(r).

Наряду с уравнением (9α) рассмотрим уравнение

L0u
k
0,n ≡ uk0,nrr − uk0,nx0x0 +

λn
r2
uk0,n = 0. (90)

Как показано в [7], [8], существует следующая функциональная связь
между решениями задачи Коши для уравнений (9α) и (90).

Утверждение 1. Если uk,10,n(r, x0) – решение задачи Коши для уравнения
(90), удовлетворяющее условиям

uk,10,n(r, 0) = τkn(r),
∂

∂x0
uk,10,n(r, 0) = 0, (12)

то функция

uk,1α,n(r, x0) = γα

1∫
0

uk,10,n(r, ξx0)(1− ξ2)
α
2
−1dξ (13)

при α > 0 является решением уравнения (9α) с условием (12).

Утверждение 2. Если uk,10,n(r, x0) – решение задачи Коши для уравнения
(90), удовлетворяющее условиям

uk,10,n(r, 0) =
νkn(r)

(1− α)(3− α)...(2q + 1− α)
,

∂

∂x0
uk,10,n(r, 0) = 0,
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то при 0 < α < 1 функция

uk,2α,n(r, x0)=γ2−α+2q

(
1

x0

∂

∂x0

)q [
x1−α+2q

0

1∫
0

uk,10,n(r, ξx0)(1− ξ2)q−
α
2 dξ

]
(14)

является решением уравнения (9α) с начальными данными

uk,2α,n(r, 0) = 0, lim
x0→0

xα0
∂

∂x0
uk,2α,n = νkn(r),

где q ≥ 0 – наименьшее целое число, удовлетворяющее неравенству 2−α+
2q ≥ m− 1.

Теперь рассмотрим задачу (9α), (11), для которой имеет место соотно-
шение (10). Ее решение будем искать в виде ukα,n(r, x0) = uk,1α,n + uk,2α,n, где
uk,1α,n(r, x0) – решение уравнения (9α) с данными

uk,1α,nx0(r, 0)=0, 0<r<1, uk,1α,n(r, r)=0, 0 ≤ r ≤ 1

2
, k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (15)

а uk,2α,n(r, x0) – решение краевой задачи для (9α) с условием

uk,2α,n(r, 0) = 0, 0≤r≤1, uk,2α,n(r, r)=0, 0≤r≤ 1

2
, k=1, kn, n = 0, 1, ... . (16)

Учитывая формулы (13), (14), задачи (9α), (15) и (9α), (16) соответ-
ственно сводим к задаче для (90) с условием

uk,10,nx0
(r, 0)=0, 0<r<1, uk,10,n(r, r)=0, 0≤r≤ 1

2
, k=1, kn, n=0, 1, ... , (17)

при этом uk,10,n(r, 0) = τkn(r) в случае задачи (9α), (15) и uk,10,n(r, 0) =

νkn(r)

(1− α)(3− α)...(2q + 1− α)
в случае задачи (9α), (16).

В [7] показано, что задача (90), (17) имеет нетривиальные решения вида

uk,10,n(r, x0) =
1

2

[(
r + x0

2

)β
+

(
r − x0

2

)β]
−
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−x0

2r

(r+x0)
2∫

(r−x0)
2

ξβ−1
1 P ′λ

(
r2 − x2

0 + 4ξ2
1

4rξ1

)
dξ1, (18)

β = λ− 2s > 1, s = 1, 2, ... , Pλ(z) – функция Лежандра, λ = n+ (m−3)
2 .

Далее, используя Утверждения 1 и 2, установливается, что задачи (9α),
(15) и (9α), (16) (также (9α), (11)) имеют ненулевые решения, при этом
учитывая соотношеня (10) и (18), будем иметь

τkn(r) = rβ, νkn(r) = C1r
β−2,

C1(1− α)(3− α)...(2q + 1− α) = β(β − 1) + λ̄n, s = 1, 2, ... .

Из оценок [9]

|kn| ≤ c2n
m−2,

∣∣∣∣∣ ∂p∂θpj Y k
n,m(θ)

∣∣∣∣∣ ≤ c2n
m
2
−p+1, c2 = const,

j = 1,m− 1, p = 0, 1, ..., нетрудно показать, что ряд

τ(r, θ) =
∞∑
n=1

kn∑
k=1

n−lrβ+
(1−m)

2 Y k
n,m(θ) (19)

сходится абсолютно и равномерно, если l > 3m
2 , β >

m−1
2 .

Следовательно, функция

u(r, θ, t) =
∞∑
n=1

kn∑
k=1

n−lr
(1−m)

2 ukn(r, t)Y k
n,m(θ) (20)

является решением задачи (3), (2), (19) в области D+, где функции ukn(r, t)
определяются из двумерных задач и принадлежат классу C(D̄+)∩C1(D+∪
S) ∩ C2(D+).

Таким образом, мы пришли в области D− к первой краевой задаче для
уравнения

∆xu− ut = 0 (21)
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с условиями
u|S = τ(r, θ), u|Γ = 0. (22)

Решение задачи (21), (22) будем искать в виде (5).
Подставляя (5) в (21), получим

uknrr − uknt +
λ̄n
r2
ukn = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (23)

при этом краевое условие (22) имеет вид

ukn(r, 0) = n−lrβ, ukn(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (24)

Решение задачи (23), (24) будем искать в виде

ukn(r, t) = Rkn(r)T kn (t). (25)

Подставляя (25) в (23), с учетом (24) получим

Rknrr +
λ̄n
r2
Rkn + µRkn = 0, 0 < r < 1, (26)

Rkn(1) = 0, |Rkn(0)| <∞, (27)

T knt + µT kn = 0. (28)

Ограниченным решением задачи (26), (27) является функция [10]

Rkn(r) =

∞∑
s=1

√
ras,nJν(µνsr), 0 < r < 1, (29)

ν = n+ (m−2)
2 , Jν(z) – функция Бесселя, µνs− ее нули, µ = (µks)

2, а решением
уравнения (28) является

T ks,n(t) = exp[−(µνs)2t]. (30)

Далее из (25), (29), (30) с учетом (24) имеем

n−lrβ−
1
2 =

∞∑
s=1

as,nJν(µνs,nr), 0 < r < 1. (31)
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Разлагая функцию rβ−
1
2 в ряд Фурье-Бесселя [11], найдем из (31) ко-

эффициенты as,n:

as,n =
2n−l

[Jν+1(µνs)]2

1∫
0

ξβ+ 1
2Jν(µνsξ)dξ, (32)

при этом µνs – положительные нули функции Бесселя, расположенные в
порядке возрастания.

Таким образом, из (25), (29), (30) следует, что решением задачи (21),
(22) в области D− является функция

u(r, θ, t) =

∞∑
n=1

kn∑
k=1

∞∑
s=1

as,nr
(2−m)

2 J
n+

(m−2)
2

(µνsr) exp(−(µνs)2t)Y k
n,m(θ), (33)

которая принадлежит классу C(D̄− \ Γ0) ∩ C1(D− ∪ S) ∩ C2(D−), где as,n
определяются из (32).

Следовательно, задача T имеет бесчисленное множество нетривиаль-
ных решений вида (20) и (33).

Теорема доказана.
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Алдашев С.А. АЗЫНҒАН КӨП ӨЛШЕМДI ГИПЕРБОЛАЛЫҚ-
ПАРАБОЛАЛЫҚ ТЕҢДЕУ ҮШIН ТРИКОМИ ЕСЕБIНIҢШЕШIМIНIҢ
ЖАЛҒЫЗ ЕМЕСТIГI

Жұмыста азынған көп өлшемдi гиперболалық-параболалық теңдеу
үшiн бiртектi Трикоми есебiнiң шексiз көп тривиалды емес шешiмдерiнiң
бар болатындығы көрсетiлген.

Кiлттiк сөздер. Азынған теңдеу, Трикоми есебi, тривиалды емес ше-
шiмдер, Лежандр функциясы.
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ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ВЫРОЖДАЮЩЕЙСЯ

ОБЛАСТИ

М.Т. Дженалиев, С.А. Искаков, М.И. Рамазанов

Аннотация. Исследуется разрешимость граничной задачи для уравнения
теплопроводности в нецилиндрической области с производной по времени на по-
движной границе. Граничная задача путем введения новой неизвестной функции
редуцирована к особому интегральному уравнению типа Вольтерра второго рода.
Для однородной граничной задачи показано, что в некотором весовом классе
существенно ограниченных функций существует ненулевое решение с точностью
до постоянного множителя. С помощью резольвенты построено общее решение
исходной граничной задачи.

Ключевые слова. Краевая задача, уравнение теплопроводности, нецилиндриче-
ская область, нетривиальное решение, резольвента, весовое пространство.

1 Введение

Как известно, решение задач типа Стефана сопряжено со значитель-
ными трудностями в связи с их существенной нелинейностью и требует
привлечения новых идей, использования всего арсенала конструктивных
методов нелинейного анализа и возможностей современной вычислитель-
ной техники.

В работе [1] было отмечено, что краевая задача

∂u(x, t)

∂t
− a2∂

2u(x, t)

∂x2
= g(x, t), {x, t} ∈ G = {x, t : 0 < x < k t, t > 0}, (1)

∂u(x, t)

∂x
|x=0 = u0(t), b

∂u(x, t)

∂x
|x=k t +

dũ(t)

dt
= u1(t), (2)

2010 Mathematics Subject Classification: 45D05.
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где ũ(t) = u(k t, t), b > 0, k > 0, в нецилиндрической области G, вы-
рождающаяся в начальный момент времени, оказывается полезной при
изучении однофазной задачи Стефана. Там же в весовых гельдеровских
пространствах было показано, что задача (1)–(2) однозначно разрешима.
В настоящей работе мы устанавливаем, что соответствующая однородная
задача имеет ненулевое решение с точностью до постоянного множителя
в классе существенно ограниченных функций с заданным весом, что поз-
воляет расширить и точно определить классы однозначной разрешимости
неоднородной задачи (1)–(2).

2 Преобразование задачи (1)–(2) и сведение ее к интеграль-
ному уравнению

Преобразуем задачу (1)–(2). Для этого введем функцию v(x, t) =
∂u(x,t)

∂x . Далее, формально дифференцируя по переменной x уравнение (1),
получаем

∂v(x, t)

∂t
− a2∂

2v(x, t)

∂x2
= g̃(x, t), 0 < x < k t, t > 0, (3)

v(x, t)|x=0 = v0(t),

(
∂v(x, t)

∂x
+ ã v(x, t

)
|x=k t = v1(t), (4)

где g̃(x, t) ≡ ∂g(x,t)
∂x , v0(t) ≡ u0(t), v1(t) ≡ u1(t)

a2
, ã = c

a2
, c = b+ k.

Решение задачи (3)–(4) ищем в виде суммы тепловых потенциалов [2]:

v(x, t) =
1

2a
√
π

t∫
0

∞∫
0

1

(t− τ)1/2
exp

{
− (x− ξ)2

4a2(t− τ)

}
g̃(ξ, τ)dξdτ+

+
1

4a3
√
π

t∫
0

x

(t− τ)3/2
exp

{
− x2

4a2(t− τ)

}
ν(τ)dτ+

+
1

2a
√
π

t∫
0

1

(t− τ)1/2
exp

{
− (x− k τ)2

4a2(t− τ)

}
ϕ(τ)dτ, (5)

где функции ν(t) и ϕ(t) являются неизвестными и подлежат определению.
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Удовлетворяя решение (5) первому из условий (4), получаем

ν(t) = − a√
π

t∫
0

1

(t− τ)1/2
exp

{
− k2τ2

4a2(t− τ)

}
ϕ(τ)dτ−

− a√
π

t∫
0

∞∫
0

1

(t− τ)1/2
exp

{
− ξ2

4a2(t− τ)

}
g̃(ξ, τ)dξdτ + 2a2v0(t). (6)

Используя представление (5) и равенство (6), получим следующее вы-
ражение для решения задачи (3)–(4):

v(x, t) =
1

2a
√
π

t∫
0

1

(t− τ)1/2

[
− exp

{
− (x+ k τ)2

4a2(t− τ)

}
+

+exp

{
− (x− k τ)2

4a2(t− τ)

}]
ϕ(τ)dτ + F1[x, t; g̃; v0], (7)

где

F1[x, t; g̃; v0] ≡
1

2a
√
π

t∫
0

x

(t− τ)3/2
exp

{
− x2

4a2(t− τ)

}
v0(τ)dτ+

+
1

2a
√
π

t∫
0

∞∫
0

1

(t− τ)1/2

[
− exp

{
− (x+ ξ)2

4a2(t− τ)

}
+

+exp

{
− (x− ξ)2

4a2(t− τ)

}]
g̃(ξ, τ)dξdτ. (8)

Согласно второму граничному условию из (4) имеем

ϕ(t) +
1

2a
√
π

t∫
0

k(t+ τ)

(t− τ)3/2
exp

{
−k

2(t+ τ)2

4a2(t− τ)

}
ϕ(τ)dτ−
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− 1

2a
√
π

t∫
0

k

(t− τ)1/2
exp

{
−k

2(t− τ)
4a2

}
ϕ(τ)dτ−

− c

a
√
π

t∫
0

1

(t− τ)1/2
exp

{
−k

2(t+ τ)2

4a2(t− τ)

}
ϕ(τ)dτ+

+
c

a
√
π

t∫
0

1

(t− τ)1/2
exp

{
−k

2(t− τ)
4a2

}
ϕ(τ)dτ = F2[k t, t; g̃; v0; v1], (9)

где

F2[x, t; g̃; v0; v1] = −2a2
∂F1[x, t; g̃; v0]

∂x
− 2a2c

a2
F1[x, t; g̃; v0] + 2a2v1(t).

Используя равенства

t+ τ = 2t− (t− τ), (t+ τ)2 = (t− τ)2 + 4tτ,

из (9) получим интегральное уравнение относительно неизвестной функ-
ции ϕ(t):

ϕ(t)−
t∫

0

K(t, τ)ϕ(τ)dτ = f(t), t > 0, (10)

где

K(t, τ) = k(t, τ) exp

{
−k

2(t− τ)
4a2

}
, (11)

k(t, τ) = − 1

2a
√
π

[
2k t

(t− τ)3/2
exp

{
− k2tτ

a2(t− τ)

}
−

− 2c+ k

(t− τ)1/2
exp

{
− k2tτ

a2(t− τ)

}
+

2c− k
(t− τ)1/2

]
, (12)

f(t) = F2[kt, t; g̃; v0; v1]. (13)

Отметим, что ядро K(t, τ) (11) обладает следующим свойством:

lim
t→0+

t∫
0

K(t, τ)dτ = 1.
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Это означает, что к интегральному уравнению (10) неприменим метод
последовательных приближений. Поэтому интегральное уравнение (10)
названо особым.

Решение интегрального уравнения (10) мы будем искать в классе функ-
ций
√
t exp

{
k2t/(4a2)

}
ϕ(t)∈L∞(R+), т.е. ϕ(t)∈L∞

(
R+;
√
t exp

{
k2t/(4a2)

})
. (14)

Отметим, что подобные интегральные уравнения Вольтерра второго
рода были исследованы в работах [3]–[6].

3 Сведение интегрального уравнения (10) к дифференциаль-
ному уравнению в образах Лапласа

Если ввести новые функции

ϕ1(t) = ϕ(t) exp

{
k2t

4a2

}
, f1(t) = f(t) exp

{
k2t

4a2

}
,

то из (10)–(13) следует

ϕ1(t)−
t∫

0

k(t, τ)ϕ1(τ)dτ = f1(t), t > 0. (15)

В интегральном уравнении (15) произведем замену независимой пере-
менной и введем новую неизвестную функцию:

t =
1

t1
, τ =

1

τ1
, ϕ2(t1) =

1√
t1
ϕ1(1/t1), f2(t1) =

1√
t1
f1(1/t1),

в результате этого из (13) и (15) получим

ϕ2(t1) +
1

a
√
π

∞∫
t1

k

(τ1 − t1)3/2
exp

{
− k2

a2(τ1 − t1)

}
ϕ2(τ1)dτ1−

− 1

2a
√
π

∞∫
t1

1

(τ1 − t1)1/2

[
(2c+ k) exp

{
− 1

a2(τ1 − t1)

}
−
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−(2c− k)
]
1

τ1
ϕ2(τ1)dτ1 = f2(t1). (16)

Отметим, что из решения интегрального уравнения (16), возвращаясь
к первоначальному независимому переменному и исходной неизвестной
функции, мы можем получить решение исходного интегрального уравне-
ния (10).

Для решения уравнения (16) будем использовать преобразование Ла-
пласа. Имеем [

1 + exp

{
−2k

a

√
−p
}]

ϕ̂2(p)−

− 1

2a
√
−p

[
(2c+ k) exp

{
−2k

a

√
−p
}
− (2c− k)

] ∞∫
p

ϕ̂2(q)dq = f̂2(p), (17)

здесь были использованы следующие формулы преобразования Лапласа
([7], с. 472) и ([8], с. 158):

L
[∫ ∞

t1

k(t1 − τ1)ϕ2(τ1)dτ1

]
= k̂(−p) · ϕ̂2(p), L

[
1

t1
· ϕ2(t1)

]
=

∞∫
p

ϕ̂2(q)dq.

Перейдем от интегрального уравнения (17) к дифференциальному
уравнению, вводя новую неизвестную функцию-образ:

ψ̂(p) =

∞∫
p

ϕ̂2(q)dq, т.е. ϕ̂2(p) = −
dψ̂(p)

dp
, (18)

dψ̂(p)

ψ̂(p)
+
(2c+ k) exp

{
−2k

a

√
−p
}
− (2c− k)

2a
√
−p
[
1 + exp

{
−2k

a

√
−p
}] dp = − f̂2(p)

1 + exp
{
−2k

a

√
−p
} . (19)

4 Решение интегрального уравнения (10)

4.1 Решение однородного интегрального уравнения

Пусть f(t) ≡ 0. Интегрируя уравнение (19), получаем

ψ̂(p) = C ·
exp

{
(2c+k)k

a

√
−p
}

(
1 + exp

{
2k
a

√
−p
})2c = C ·

exp
{
− (2c−k)k

a

√
−p
}

(
1 + exp

{
−2k

a

√
−p
})2c . (20)
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Используя формулу (18), из равенства (20) находим решение инте-
грального уравнения (17):

ϕ̂2(p) =

[
−2c− k

2
+

2c+ k

2
exp

{
−2k

a

√
−p
}]
×

×
k · exp

{
− (2c−k)k

a

√
−p
}

a
√
−p
(
1 + exp

{
−2k

a

√
−p
})2c+1 . (21)

Далее для нахождения оригинала для функции ϕ̂2(p) будем пользоваться
следующим разложением:

1

(1 + z)2c+1
=
∞∑
n=0

(−1)nA2c+1
n zn, z = exp

{
−2k

a

√
−p
}
, |z| < 1, (22)

где

(−1)nA2c+1
n =

(2c+ 1)2c(2c− 1) . . . (2c− n+ 2)

n!
.

Используя разложение (22), из (21) получим представление функции ϕ̂2(p)
в виде ряда:

ϕ̂2(p) =
k

2a

∞∑
n=0

(−1)nA2c+1
n

[
2c+ k√
−p

exp

{
−(2c− k + 2n+ 2)k

a

√
−p
}
−

−2c− k√
−p

exp

{
−(2c− k + 2n)k

a

√
−p
}]
∀ p ∈ {p : Re {

√
−p} > 0. (23)

Так как имеет место формула обращения для образа Лапласа ([7], с.
497)

L−1
[
exp{−α√q}
√
q

]
=

exp{−α2/(4t1)}√
πt1

, 0 < t1 <∞,

то из (23) имеем функцию-оригинал ϕ2(t1) для всех 0 < t1 <∞:

ϕ2(t1) =
k

2a
√
πt1

∞∑
n=0

(−1)nA2c+1
n

[
(2c+ k) exp

{
−k

2(2c− k + 2n+ 2)2

a2t1

}
−
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−(2c− k) exp
{
−k

2(2c− k + 2n)2

a2t1

}]
.

Далее отсюда, возвращаясь к исходной независимой переменной 0 < t <
∞, получаем

ϕ1(t) =
k

2a
√
π

∞∑
n=0

(−1)nA2c+1
n

[
(2c+ k)ϕ

(1)
1,n(t)− (2c− k)ϕ(2)

1,n(t)
]
, (24)

где 
ϕ
(1)
1,n(t) = exp

{
−k

2(2c− k + 2n+ 2)2t

a2

}
,

ϕ
(2)
1,n(t) = exp

{
−k

2(2c− k + 2n)2t

a2

}
.

(25)

Таким образом, искомое решение исходного интегрального уравнения (10)
(при f(t) ≡ 0) определяется по формуле:

ϕ(t) =
k

2a
√
π

∞∑
n=0

(−1)nA2c+1
n

[
(2c+ k)ϕ(1)

n (t)− (2c− k)ϕ(2)
n (t)

]
, (26)

где 
ϕ
(1)
n (t) = exp

{
−k

2[4(2c− k + 2n+ 2)2 + 1]t

4a2

}
,

ϕ
(2)
n (t) = exp

{
−k

2[4(2c− k + 2n)2 + 1]t

4a2

}
.

(27)

Решение (26) принадлежит классу (16):

L∞

(
R+;
√
t exp

{
k2t/(4a2)

})
.

4.2 Частное решение неоднородного уравнения (19). Образ
резольвенты

Преобразуем уравнение (19) к виду

dψ̂(p)

dp
+

[
(2c+ k)exp

{
−2k

a

√
−p
}
−(2c− k)

]
2a
√
−p
[
1 +exp

{
−2k

a

√
−p
}] ψ̂(p)=− f̂2(p)

1 +exp
{
−2k

a

√
−p
} (28)
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и найдем его частное решение ψ̂part(p). Используя решение однородного
уравнения, методом вариаций постоянных будем иметь

−ψ̂part(p) =
exp

{
−2c−k

a

√
−p
}

(
1 + exp

{
−2k

a

√
−p
}) 2c

k

p∫
−∞

f̂2(q) exp

{
2c− k
a

√
−q
}
×

×
(
1 + exp

{
−2k

a

√
−q
}) 2c

k
−1

d q, (29)

где

f̂2(q) =

∞∫
0

f2(τ1) exp{qτ1}dτ1, Re{q} < 0.

Проведем следующее преобразование равенства (29):

−ψ̂part(p) =

∞∫
0

f2(τ1)R̂
∗(p, τ1)dτ1, (30)

где R̂∗(p, τ1) есть образ резольвенты, который определяется по следующей
формуле:

R̂∗(p, τ1) =

p∫
−∞

exp{τ1q}
exp

{
−2c−k

a

√
−p
}

(
1 + exp

{
−2k

a

√
−p
}) 2c

k

exp

{
2c− k
a

√
−q
}
×

×
(
1 + exp

{
−2k

a

√
−q
}) 2c

k
−1

d q. (31)

Используя следующее представление:

exp
{
−2c−k

a

√
−p
}

(
1 + exp

{
−2k

a

√
−p
}) 2c

k

=
∞∑
n=0

B2c1
n exp

{
−2c+ k(2n− 1)

a

√
−p
}
,

запишем резольвенту R̂∗(p, τ1) (39) в виде

R̂∗(p, τ1)=

∞∑
m=0

C2c1−1
m ÎR̂∗(p,m, τ1)

∞∑
n=0

B2c1
n exp

{
−2c+ k(2n− 1)

a

√
−p
}
, (32)

Математический журнал. — 2018. — Т. 18, № 4



40 М.Т. Дженалиев, С.А. Искаков, М.И. Рамазанов

где

ÎR̂∗(p,m, τ1) =

p∫
−∞

exp

{
τ1q −

k(2m+ 1)− 2c

a

√
−q
}
d q, (33)

C2c1−1
m =

(2c1 − 1)(2c1 − 2)...(2c1 − 1− (m− 1))

m!
=

(
2c1 − 1
m

)
,

B2c1
n =

(−2c1)(−2c1 − 1)...(2c1 − 1− (n− 1))

n!
= (−1)n

(
2c1
n

)
, c1 =

c

k
.

Для получения вышеуказанного ряда мы использовали известное разло-
жение

1

(1 + z)2c1
=

∞∑
n=0

B2c1
n zn, z = exp

{
−2k

a

√
−p
}
, |z| < 1. (34)

Отметим, что интеграл (33) представим в виде разности:

ÎR̂∗(p,m, τ1) =
1

τ1
exp

{
τ1p−

k(2m+ 1)− 2c

a

√
−p
}
−
√
π[k(2m+ 1)− 2c]

2aτ
3/2
1

×

× exp

{
[k(2m+ 1)− 2c]2

4a2τ1

}
erfc

(√
−τ1p+

k(2m+ 1)− 2c

2a
√
τ1

)
. (35)

Используя соотношения (32), (33) и (35), получим следующее выраже-
ние для образа резольвенты:

R̂∗(p, τ1) = R̂∗1(p, τ1)− R̂2(p, τ1), (36)

где

R̂∗1(p, τ1)=
1

τ1
exp{τ1p}+

1

τ1

∞∑
m,n = 0,
m + n 6= 0

C2c1−1
m B2c1

n exp

{
τ1p− (m+ n)

2k

a

√
−p
}
, (37)

R̂2(p, τ1)=
1

τ1

√
π

2

∞∑
m=0

C2c1−1
m

k(2m+1)−2c
a

Î1(p, τ1,m)

∞∑
n=0

B2c1
n Î2(p, τ1, n), (38)

Математический журнал. — 2018. — Т. 18, № 4



Об одной краевой задаче для уравнения теплопроводности ... 41

Î1(p, τ1,m) =
1

τ
1/2
1

exp

{
[k(2m+ 1)− 2c]2

4a2τ1

}
Î∗1 (p, τ1,m), (39)

Î∗1 (p, τ1,m) = exp {−τ1p} erfc
(√
−τ1p+

k(2m+ 1)− 2c

2a
√
τ1

)
,

Î2(p, τ1, n) = exp

{
τ1p−

2c+ k(2n− 1)

a

√
−p
}
. (40)

4.3 Построение резольвенты R(t, τ)

Сначала найдем оригиналы изображений R̂∗1(p, τ1) и R̂2(p, τ1). Для об-
раза R̂∗1(p, τ1) имеем

R̂∗1(p, τ1) +
1

τ1
δ(τ1 − t1) +R1(t1, τ1), (41)

R1(t1, τ1) =
1

τ1

∑
m,n = 0,
m + n 6= 0

C2c−1
m B2c

n

(m+ n)k

a
√
π(τ1 − t1)3/2

exp

{
−(m+ n)2k2

a2(τ1 − t1)

}
. (42)

При выводе соотношений (41)–(42) из (37) были использованы следу-
ющие формулы из [7] , ([9], p. 921, формула (82), Appendix D):

exp{−pτ} + δ(t− τ), exp{−k√p} + k

2
√
π t3/2

exp

{
−k

2

4t

}
.

А для получения оригинала образа R̂2(p, τ1) согласно (38)–(40) до-
статочно найти оригиналы для образов Î1(p, τ1,m), m = 0, 1, 2, 3, (39) и
Î2(p, n), n = 0, 1, 2, ..., (40).

Справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Оригинал образа Î1(p, τ1,m) (39) вычисляется по формуле

Î1(p, τ1,m)+I1(t1, τ1,m)=
1

2π
√
t1(τ1+t1)

exp

{
− [k(2m+ 1)− 2c]2

4a2t1

}
. (43)
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Теперь, используя формулу из ([9], p. 921, formula (82), Appendix D),
найдем оригинал сомножителя Î2(p, τ1, n) (40). Имеем

Î2(p, τ1, n)+I2(t1, τ1, n)=
k(2n− 1)+2c

2a
√
π(τ1 − t1)3/2

exp

{
− [k(2n− 1) + 2c]2

4a2(τ1 − t1)

}
. (44)

Найдем свертку I1(t1, τ,m) ? I2(t1, τ, n) (43) и (44) для каждого m =
= 0, 1, 2, 3, ... и n = 0, 1, 2, 3, ... . Имеем

I1(t1, τ,m) ? I2(t1, τ, n) = exp

{
−(m+ n)2k2

a2(τ1 − t1)

}
×
{

1

2aπ
√
τ1 − t1(2τ1 − t1)

+

+
k(2n− 1) + 2c

4a
√
π
√
τ1(2τ1 − t1)3/2

exp
{
γ2m,n(t1, τ1)

}
erfc(γm,n(t1, τ1))

}
, (45)

где

γm,n(t1, τ1) =
[k(2n− 1) + 2c] · √τ1
2a
√
τ1 − t1

√
2τ1 − t1

+
[k(2m+ 1)− 2c] ·

√
2τ1 − t1

2a
√
τ1 − t1

√
τ1

.

Отсюда

R2(t1, τ1)=
1

4τ1(2τ1 − t1)

∞∑
m,n=0

C2c1−1
m B2c1

n

k(2m+ 1)− 2c

a
exp

{
−(m+ n)2k2

a2(τ1 − t1)

}
×

×
{

1√
π
√
τ1 − t1

+
k(2n− 1) + 2c

2a
√
τ1
√
2τ1 − t1

exp
{
γ2m,n

}
erfc(γm,n)

}
.

4.4 Частное решение интегрального уравнения (16)

Имеем

ψpart(t1) = t−11 f2(t1) +

∞∫
t1

[R1(t1, τ1)−R2(t1, τ1)]f2(τ1)dτ1. (46)

Теперь перейдем от функции ψ(t1) к решению уравнения (17) ϕ2(t1):

ϕ2(t1) = t1ψpart(t1) = f2(t1) +

∞∫
t1

t1[R1(t1, τ1)−R2(t1, τ1)]f2(τ1)dτ1. (47)
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Используя следующие замены:

ϕ2(t1) = t
−1/2
1 ϕ1(t

−1
1 ) = t1/2ϕ1(t) = ϕ2(t

−1),

ϕ1(t) = t−1/2ϕ2(t
−1), f2(t1) = t

−1/2
1 f1(t

−1
1 ) = t1/2f1(t),

ϕ(t) = ϕ1(t) exp

{
− k

2t

4a2

}
, f(t) = f1(t) exp

{
− k

2t

4a2

}
,

определим решение ϕ1(t) (17) и ϕpart(t) – частное решение уравнения (12):

ϕ1(t) = f1(t) +

t∫
0

t−3/2τ−3/2[R1(t
−1, τ−1)−R2(t

−1, τ−1)]f1(τ)dτ, (48)

ϕpart(t) = f(t) +

t∫
0

R(t, τ) exp

{
−k

2(t− τ)
4a2

}
f(τ)dτ, (49)

где
R(t, τ)=R1(t, τ)−R2(t, τ), (50)

R1(t, τ)= t
−3/2τ−3/2R1(t

−1, τ−1)=
∞∑

m,n=0

C2c1−1
m B2c1

n ·
(m+ n)k

a
√
π
·R1,m,n(t, τ), (51)

R1,m,n(t, τ) =
τ

(t− τ)3/2
exp

{
−(m+ n)2

k2tτ

a2(t− τ)

}
, (52)

R2(t, τ) = t−3/2τ−3/2R2(t
−1, τ−1) =

=
∞∑

m,n=0

C2c1−1
m B2c1

n · k(2m+ 1)− 2c

4a
√
π

·R2,m,n(t, τ), (53)

R2,m,n(t, τ)=

{
τ√

t− τ(2t− τ)
+

[k(2n− 1) + 2c]
√
π

2a
· τ

(2t− τ)3/2
×

×
√
τ ·exp

{
γ2(m,n, t, τ)

}
erfc{γ(m,n, t, τ)}·exp

{
−(m+ n)2

k2tτ

a2(t− τ)

}
, (54)

γ(m,n, t, τ) =

√
τ

2a
√
t− τ

· 2k(m+ n)t+ (t− τ)[k(2m+ 1)− 2c]√
2t− τ

. (55)
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Справедлива следующая лемма.
Лемма 2. Для резольвенты R(t, τ) (50)–(55) справедлива оценка

|R(t, τ)| ≤ C τ

(t− τ)3/2
exp

{
− k2tτ

a2(t− τ)

}
, 0 < τ < t < +∞. (56)

На основе Леммы 2 мы устанавливаем следующий результат.
Теорема 1. Для любой правой части f(t) ∈ L∞

(
R+;
√
t exp

{
k2t/(4a2)

})
из класса (14) интегральное уравнение (10) имеет общее решение ϕ(t) ∈
L∞

(
R+;
√
t exp

{
k2t/(4a2)

})
:

ϕ(t) = f(t) +

t∫
0

R(t, τ)f(τ)dτ + C · ϕhom(t), C = const,

где ϕhom(t) определено выражением (26) и для резольвенты R(t, τ) (50)
имеет место оценка (56):

|R(t, τ)| ≤ C τ

(t− τ)3/2
exp

{
− k2tτ

a2(t− τ)

}
, 0 < τ < t < +∞.

5 Решение краевой задачи (1)-(2)

Решение v(x, t) граничной задачи (3)–(4) определяется согласно фор-
мулам (7)–(8) и (26)–(27), а решение исходной граничной задачи (1)–(2)
будет иметь вид [6]

u(x, t) =

x∫
0

v(ξ, t)dξ, (57)

так как согласно классу решений, определяемому ниже в Теореме 2, до-
полнительное слагаемое к интегралу в (57) должно быть равно рулю, то
есть c(t) ≡ 0, где v(x, t) = vhom(x, t) + vpart(x, t), при этом

vhom(x, t) =
1

2a
√
π

t∫
0

1

(t− τ)1/2

[
− exp

{
− (x+ k τ)2

4a2(t− τ)

}
+
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+exp

{
− (x− k τ)2

4a2(t− τ)

}]
ϕ(τ)dτ, (58)

vpart(x, t) =
1

2a
√
π

t∫
0

1

(t− τ)1/2

[
− exp

{
− (x+ τ)2

4a2(t− τ)

}
+ exp

{
− (x− τ)2

4a2(t− τ)

}]
×

×ϕpart(τ)dτ +
1

2a
√
π

t∫
0

∞∫
0

1

(t− τ)1/2

[
− exp

{
− (x+ ξ)2

4a2(t− τ)

}
+

+exp

{
− (x− ξ)2

4a2(t− τ)

}]
g̃(ξ, τ)dξ dτ+

+
1

2a
√
π

t∫
0

x

(t− τ)3/2
exp

{
− x2

4a2(t− τ)

}
v0(τ)dτ, (59)

где ϕhom(t) определяется из формулы (26)–(27), а ϕpart(t) определяется из
формулы (49).

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Для любой правой части f(t) ∈ L∞
(
R+;
√
t exp

{
t/(4a2)

})
из класса (14) и для данных функций g(x, t) ∈ W 1,0

∞ (G;
√
t exp

{
t/(4a2)

}
),

u0(t) ∈ L∞(R+; t
− 1

2 ), u1(t) ∈ L∞(R+; t
1
2 ) граничная задача (1)–(2) име-

ет общее решение u(x, t) ∈ L∞(G; (x + t1/2)−1), которое определяется из
формул (57)–(59).

6 Заключение

Получено представление решения граничной задачи для уравнения
теплопроводности в нецилиндрической области с производной по времени
на подвижной границе. Граничная задача сводится к особому интеграль-
ному уравнению типа Вольтерра второго рода. С помощью построенной в
работе резольвенты найдено общее решение неоднородного интегрального
уравнения в некотором весовом классе существенно ограниченных функ-
ций. Определены классы решений для исходной граничной задачи.
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Дженалиев М.Т., Ысқақов С.А., Рамазанов М.И. АЗЫНҒАН АЙ-
МАҚТАРДАҒЫ ЖЫЛУӨТКIЗГIШТIК ТЕҢДЕУI ҮШIН БIР ШЕТТIК
ЕСЕП ЖАЙЫНДА

Жылжымалы шекарада уақыт бойынша туындысы бар цилиндрлiк
емес аймақтағы жылуөткiзгiштiк теңдеуi үшiн шекаралық есептiң шешiм-
дiлiгi зерттеледi. Шекаралық есеп жаңа белгiсiз функцияны енгiзу арқы-
лы екiншi тектi Вольтерра типтi ерекше интегралдық теңдеуiне редукци-
яланған. Бiртектi шекаралық есебi үшiн белгiлi бiр елеулi шектелген сал-
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мақты функциялар класында нөлдiк емес шешiмiнiң бар екенi тұрақты
көбейткiшке дейiнгi дәлдiкпен көрсетiлген. Резольвентаның көмегiмен ба-
стапқы шекаралық есептiң жалпы шешiмi құрылған.

Кiлттiк сөздер.Шеттiк есеп, жылуөткiзгiштiк теңдеуi, цилиндрлiк емес
аймақ, нөлдiк емес шешiм, резольвента, салмақты кеңiстiк.

Jenaliyev M.Т., Iskakov S.A., Ramazanov M.I. ON ONE BOUNDARY
VALUE PROBLEM FOR THE EQUATION OF A HEAT CONDUCTION
IN A DEGENERATING DOMAIN

The solvability of a boundary value problem for the heat equation in a
non-cylindrical domain with a time derivative at the moving boundary, is
studied. By introducing a new unknown function the boundary value problem
is reduced to a singular integral Volterra type equation of the second kind. For
the homogeneous boundary value problem, it is shown that in a certain weight
class of essentially bounded functions there exists a nonzero solution with an
accuracy up to a constant factor. Using the resolvent, a general solution of the
initial boundary value problem is constructed.

Key words. Boundary value problem, equation of heat conduction, non-
cylindrical domain, nontrivial solution, resolvent, weight space.
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AN ALGORITHM OF SOLVING A LINEAR BOUNDARY
VALUE PROBLEM FOR A LOADED FREDHOLM

INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION

D.S. Dzhumabaev, A.G. Smadiyeva

Abstract. Based on parameterization method an algorithm of solving considered
boundary value problem is proposed. Numerical implementation of the algorithm is
offered.

Keywords. Loaded Fredholm integro-differential equation, parameterization method,
fourth order Runge-Kutta method, Sympson method.

1 Introduction

In the present paper, we consider the boundary value problem

dx

dt
= A(t)x+ ϕ(t)

T∫
0

ψ(τ)x(τ)dτ+

+N(t)x(θ0) +W (t)x(θ1) + Z(t)x(θ2) + f(t), t ∈ (0, T ), x ∈ Rn, (1)

Bx(0) + Cx(T ) = d, (2)

where 0 = θ0 < θ1 < θ2 = T , the (n×n)-matrices A(t), ϕ(t), ψ(t), N(t),W (t),
Z(t) and n-vector f(t) are continuous on [0, T ], ||x|| = max

i=1,n
|xi|.

Let C([0, T ], Rn) be a space of continuous functions x : [0, T ] → Rn with
the norm ||x||1 = max

t∈[0,T ]
||x(t)||. A solution to problem (1), (2) is a continuously
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c© D.S. Dzhumabaev, A.G. Smadiyeva, 2018.



An algorithm of solving a linear boundary value problem ... 49

differentiable on (0, T ) function x(t) ∈ C([0, T ], Rn) satisfying the loaded
Fredholm integro-differential equation (1) and boundary condition (2).

Boundary value problems for the Fredholm integro-differential equations
are studied by many authors [1]–[5]. Loaded differential equations and problems
for these equations are considered in [6]–[10].

By ∆2(θ) we denote the partition of interval [0;T ) into two subintervals:
[0;T ) = [0; θ1) ∪ [θ1;T ).

Denote by C([0, T ],∆2, R
2n) the space of vector functions (x1(t), x2(t)),

where functions xr : [θr−1, θr)→ Rn are continuous and have the finite left-
sided limits lim

t→θr−0
xr(t), r=1, 2, with the norm ||x[·]||2= max

r=1,2
sup

t∈[θr−1,θr)
||xr(t)||.

Let x(t) be a solution to the loaded Fredholm integro-differential equation
(1) and x1(t), x2(t) be its restrictions to the subintervals [0; θ1), [θ1;T ). Then
the system of two functions x[t] = (x1(t), x2(t)) belongs to C([0, T ],∆2, R

2n)
and satisfies the system of loaded Fredholm integro-differential equations

dx1
dt

= A(t)x1 + ϕ(t)

[ θ1∫
0

ψ(τ)x1(τ)dτ +

T∫
θ1

ψ(τ)x2(τ)dτ

]
+

+N(t)x1(0) +W (t)x2(θ1) + Z(t)x(T ) + f(t), t ∈ [0, θ1), x ∈ Rn, (3)

dx2
dt

= A(t)x2 + ϕ(t)

[ θ1∫
0

ψ(τ)x1(τ)dτ +

T∫
θ1

ψ(τ)x2(τ)dτ

]
+

+N(t)x1(0) +W (t)x2(θ1) + Z(t)x(T ) + f(t), t ∈ [θ1, T ), x ∈ Rn, (4)

the boundary condition
Bx1(0) + Cx(T ) = d, (5)

and continuity conditions

lim
t→θ1−0

x1(t) = x2(θ1), (6)

lim
t→T−0

x2(t) = x(T ). (7)

A pair (x(T ), x[t]) with x(T ) ∈ Rn and x[t] = (x1(t), x2(t)) ∈
C([0, T ],∆2, R

2n) satisfying the loaded Fredholm integro-differential equations
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(3), (4), boundary condition (5) and continuity conditions (6), (7) is called a
solution to the problem (3)–(7).

Introducing parameters λ1 = x1(0), λ2 = x2(θ1), λ3 = x(T ) and making
the substitutions ur(t) = xr(t) − λr, t ∈ [θr−1, θr), r = 1, 2, x(T ) = λ3, we
obtain the system of integro-differential equations with parameters

du1
dt

= A(t)(u1 +λ1) +ϕ(t)

[ θ1∫
0

ψ(τ)(u1(τ) +λ1)dτ +

T∫
θ1

ψ(τ)(u2(τ) +λ2)dτ

]
+

+N(t)λ1 +W (t)λ2 + Z(t)λ3 + f(t), t ∈ [0, θ1), (8)

du2
dt

= A(t)(u2 +λ2) +ϕ(t)

[ θ1∫
0

ψ(τ)(u1(τ) +λ1)dτ +

T∫
θ1

ψ(τ)(u2(τ) +λ2)dτ

]
+

+N(t)λ1 +W (t)λ2 + Z(t)λ3 + f(t), t ∈ [θ1, T ), (9)

initial conditions at the beginning points of subintervals

u1(0) = 0, (10)

u2(θ1) = 0, (11)

the boundary condition
Bλ1 + Cλ3 = d, (12)

and continuity conditions

λ1 + lim
t→θ1−0

u1(t)− λ2 = 0, (13)

λ2 + lim
t→T−0

u2(t)− λ3 = 0. (14)

The problem (8)–(11) is called the special Cauchy problem for the system
of integro-differential equations with parameters. A solution to boundary value
problem (8)–(14) is a pair (λ∗, u∗[t]) with λ∗ = (λ∗1, λ

∗
2, λ
∗
3) ∈ R2n and u∗[t] =

(u∗1(t), u
∗
2(t)) ∈ C([0, T ],∆2, R

2n), where the functions u∗1(t), u∗2(t) satisfy the
system of integro-differential equations (8), (9), additional conditions (10)–(14)
with λ1 = λ∗1, λ2 = λ∗2, λ3 = λ∗3 and initial conditions (10), (11).
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Using the fundamental matrix X(t) of a differential equation dx
dt =

A(t)x, t ∈ [0, T ], we reduce the special Cauchy problem for the system of
integro-differential equations with parameters (8)–(11) to the equivalent system
of integro-differential equations:

u1(t)=X(t)

t∫
0

X−1(τ)

[
A(τ)λ1 + ϕ(τ)

( θ1∫
0

ψ(s)(u1(s) + λ1)ds+

+

T∫
θ1

ψ(s)(u2(s)+λ2)ds

)
+N(τ)λ1+W (τ)λ2+Z(τ)λ3+f(τ)

]
dτ, t ∈ [0, θ1), (15)

u2(t) = X(t)

t∫
θ1

X−1(τ)

[
A(τ)λ2 + ϕ(τ)

( θ1∫
0

ψ(s)(u1(s) + λ1)ds+

+

T∫
θ1

ψ(s)(u2(s)+λ2)ds

)
+N(τ)λ1+W (τ)λ2+Z(τ)λ3+f(τ)

]
dτ, t ∈ [θ1, T ). (16)

We consider the auxiliary Cauchy problems for ordinary differential
equations on subintervals:

dz

dt
= A(t)z + P (t), z(0) = 0, t ∈ [0, θ1],

dz

dt
= A(t)z + P (t), z(θ1) = 0, t ∈ [θ1, T ],

where P (t) is a square matrix or vector of dimention n, continuous on [0, θ1] or
[θ1, T ]. Their solutions we denote by a1(P, t) and a2(P, t), respectively. Now,
we set

µ =

θ1∫
0

ψ(s)u1(s)ds+

T∫
θ1

ψ(s)u2(s)ds, ψ̂1 =

θ1∫
0

ψ(s)ds, ψ̂2 =

T∫
θ1

ψ(s)ds

and re-write the system of integro-differential equations (15), (16) as follows:

u1(t) = a1(ϕ, t)µ+[a1(A, t)+a1(ϕ, t)ψ̂1+a1(N, t)]λ1+[a1(ϕ, t)ψ̂2+a1(W, t)]λ2+
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+a1(Z, t)λ3 + a1(f, t), t ∈ [0, θ1), (17)

u2(t) = a2(ϕ, t)µ+[a2(ϕ, t)ψ̂1+a2(N, t)]λ1+a2(A, t)+a2(ϕ, t)ψ̂2+a2(W, t)]λ2+

+a2(Z, t)λ3 + a2(f, t), t ∈ [θ1, T ). (18)

Multiplying both sides of (17), (18) by ψ(s), integrating on the subintervals
[0; θ1] and [θ1;T ], summing up both sides, we obtain the system of linear
algebraic equations with respect to µ:

µ = G(∆2)µ+ V1(∆2)λ1 + V2(∆2)λ2 + V3(∆2)λ3 + g(f,∆2), (19)

with (n× n)-matrices
G(∆2) = ψ̂1(ϕ) + ψ̂2(ϕ),

V1(∆2) = ψ̂1(A) + [ψ̂1(ϕ) + ψ̂2(ϕ)] · ψ̂1 + ψ̂1(N) + ψ̂2(N),

V2(∆2) = ψ̂2(A) + [ψ̂1(ϕ) + ψ̂2(ϕ)] · ψ̂2 + ψ̂1(W ) + ψ̂2(W ),

V3(∆2) = ψ̂1(Z) + ψ̂2(Z),

and vectors of the dimension n:

g(f,∆2) = ψ̂1(f) + ψ̂2(f),

where

ψ̂1(P ) =

θ1∫
0

ψ(s)a1(P, s)ds, ψ̂2(P ) =

T∫
θ1

ψ(s)a2(P, s)ds.

Using the matrices G(∆2), V1(∆2), V2(∆2), V3(∆2), we re-write system (19) in
the form:

[I −G(∆2)]µ = V1(∆2)λ1 + V2(∆2)λ2 + V3(∆2)λ3 + g(f,∆2), (20)

where I is the identity matrix of the dimension n.
Definition. The special Cauchy problem (8)–(11) is called uniquely solvable,
if for any λ ∈ R3n, f(t) ∈ C([0, T ], Rn) it has a unique solution.

The special Cauchy problem (8)–(11) is equivalent to the system of integro-
differential equations (15), (16). This system by virtue of the kernel degeneracy
is equivalent to the system of algebraic equations (19) with respect to µ ∈ Rn.
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Further, we assume that the matrix I − G(∆2) is invertible and [I −
G(∆2)]

−1 = M(∆2). Then, we write µ in the form

µ = M(∆2)V1(∆2)λ1 +M(∆2)V2(∆2)λ2+

+M(∆2)V3(∆2)λ3 +M(∆2)g(f,∆2).

Substituting the right-hand side of (20) into (17), (18) instead of µ, we get
the representation of functions ur(t), r = 1, 2 via λj , j = 1, 3:

u1(t)=D11(∆2, t)λ1+D12(∆2, t)λ2+D13(∆2, t)λ3+F1(∆2, t), t ∈ [0, θ1), (21)

u2(t)=D21(∆2, t)λ1+D22(∆2, t)λ2+D23(∆2, t)λ3+F2(∆2, t), t ∈ [θ1, T ), (22)

with

D11(∆2, t) = a1(A, t) + a1(ϕ, t) · [M(∆2) · V1(∆2) + ψ̂1] + a1(N, t),

D12(∆2, t) = a1(ϕ, t) · [M(∆2) · V2(∆2) + ψ̂2] + a1(W, t),

D13(∆2, t) = a1(ϕ, t) ·M(∆2) · V3(∆2) + a1(Z, t),

D21(∆2, t) = a2(ϕ, t) · [M(∆2) · V1(∆2) + ψ̂1] + a2(N, t),

D22(∆2, t) = a2(A, t) + a2(ϕ, t) · [M(∆2) · V2(∆2) + ψ̂2] + a2(W, t),

D23(∆2, t) = a2(ϕ, t) ·M(∆2) · V3(∆2) + a2(Z, t),

F1(∆2, t) = a1(ϕ, t) ·M(∆2) · g(f,∆2) + a1(f, t),

F2(∆2, t) = a2(ϕ, t) ·M(∆2) · g(f,∆2) + a2(f, t).

Then from (21), (22) we have

lim
t→θ1−0

u1(t)=D11(∆2, θ1)λ1 +D12(∆2, θ1)λ2 +D13(∆2, θ1)λ3 +F1(∆2, θ1), (23)

lim
t→T−0

u2(t)=D21(∆2, T)λ1 +D22(∆2, T)λ2 +D23(∆2, T)λ3 + F2(∆2, T). (24)

Substituting the right-hand sides of (23), (24) into conditions of matching
solution (13) and (14), we obtain the following system of linear algebraic
equations with respect to parameters λj , j = 1, 3:

Bλ1 + Cλ3 = d, (25)
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[I +D11(∆2, θ1)]λ1 + [D12(∆2, θ1)− I]λ2 +D13(∆2, θ1)λ3=−F1(∆2, θ1), (26)

D21(∆2, T )λ1 + [I +D22(∆2, T ]λ2 + [D23(∆2, T )− I]λ3 = −F2(∆2, T ). (27)

The system (25)–(27) can be written as

Q∗(∆2)λ = −F∗(∆2), λ ∈ R3n, (28)

with

Q∗(∆2) =


B O C

I +D11(∆2, θ1) D12(∆2, θ1)− I D13(∆2, θ1)

D21(∆2, T ) I +D22(∆2, T ) D23(∆2, T )− I

 ,

F∗(∆2) =


−d

F1(∆2, θ1)

F2(∆2, T )

 .

The linear boundary value problem for the loaded Fredholm integro-
differential equation (1), (2) is solvable if and only if the system of algebraic
equation (28) is solvable.

Numerical solution to the problem (1), (2) we find by the following
algorithm.

Step 1. By ∆2(θ) we denote the partition of interval [0,T) into two
subintervals: [0, T ) = [0, θ1) ∪ [θ1, T ). Take N1, N2 and divide subintervals
[0, θ1) and [θ1, T ) into 2N1 and 2N2 parts, respectively. Consider the Cauchy
problems for the ordinary differential equations:

dz

dt
= A(t)z + P (t), z(0) = 0, t ∈ [0, θ1], (29)

dz

dt
= A(t)z + P (t), z(θ1) = 0, t ∈ [θ1, T ], (30)

and denote by a1(P, t) and a2(P, t) their solutions.
Solving the problem (29), (30) by Runge-Kutta method of the fourth order

for P (t) = A(t), P (t) = ϕ(t), P (t) = N(t), P (t) = W (t), P (t) = Z(t), P (t) =
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f(t), we obtain (n×n)-matrices ai(A, t), ai(ϕ, t), ai(N, t), ai(W, t), ai(Z, t), i =
1, 2, and n-vector function ai(f, t), i = 1, 2, respectively.
Step 2. Multiply each (n × n)-matrices a1(P, t) and a2(P, t) to the (n × n)-
matrix ψ(t), and using Sympson’s method we evaluate the following integrals:

ψ̂1(A) =

θ1∫
0

ψ(s)a1(A, s)ds, ψ̂2(A) =

T∫
θ1

ψ(s)a2(A, s)ds,

ψ̂1(ϕ) =

θ1∫
0

ψ(s)a1(ϕ, s)ds, ψ̂2(ϕ) =

T∫
θ1

ψ(s)a2(ϕ, s)ds, (31)

ψ̂1(N) =

θ1∫
0

ψ(s)a1(N, s)ds, ψ̂2(N) =

T∫
θ1

ψ(s)a2(N, s)ds,

ψ̂1(W ) =

θ1∫
0

ψ(s)a1(W, s)ds, ψ̂2(W ) =

T∫
θ1

ψ(s)a2(W, s)ds,

ψ̂1(Z) =

θ1∫
0

ψ(s)a1(Z, s)ds, ψ̂2(Z) =

T∫
θ1

ψ(s)a2(Z, s)ds,

ψ̂1(f) =

θ1∫
0

ψ(s)a1(f, s)ds, ψ̂2(f) =

T∫
θ1

ψ(s)a2(f, s)ds,

ψ̂1 =

θ1∫
0

ψ(s)ds, ψ̂2 =

T∫
θ1

ψ(s)ds.

Summing up the definite integrals (31), we obtain (n× n)-matrices:

G(∆2) = ψ̂1(ϕ) + ψ̂2(ϕ).
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If the matrix I−G(∆2) is invertible, then we find its inverse and represent
it in the form [I−G(∆2)]

−1 = M(∆2). From the equalities (12)–(16) we define
(n× n)-matrices:

V1(∆2) = ψ̂1(A) + [ψ̂1(ϕ) + ψ̂2(ϕ)] · ψ̂1 + ψ̂1(N) + ψ̂2(N),

V2(∆2) = ψ̂2(A) + [ψ̂1(ϕ) + ψ̂2(ϕ)] · ψ̂2 + ψ̂1(W ) + ψ̂2(W ),

V3(∆2) = ψ̂1(Z) + ψ̂2(Z)

and vector of the dimension n:

g(f,∆2) = ψ̂1(f) + ψ̂2(f).

Step 3. Form the system of linear algebraic equations with respect to
parameters:

Q∗(∆2)λ = −F∗(∆2), λ ∈ R3n. (32)

Solving the system (32), we find λ∗ = (λ∗1, λ
∗
2, λ
∗
3) ∈ R3n.

Step 4. By the equalities:

µ∗=M(∆2)V1(∆2)λ
∗
1+M(∆2)V2(∆2)λ

∗
2+M(∆2)V3(∆2)λ

∗
3+M(∆2)g(f,∆2),

we find µ∗ ∈ Rn and then solve the Cauchy problems:

dx

dt
= A(t)x+ E∗(t), z(0) = 0, t ∈ [0, θ1],

dx

dt
= A(t)x+ E∗(t), z(θ1) = 0, t ∈ [θ1, T ],

where

E∗(t) = ϕ(t)(µ∗ + ψ̂1λ
∗
1 + ψ̂2λ

∗
1) +N(t)λ∗1 +W (t)λ∗2 + Z(t)λ∗3 + f(t).

Example. Solve the linear two-point boundary value problem:

dx

dt
= A(t)x+ ϕ(t)

T∫
0

ψ(τ)x(τ)dτ+
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+N(t)x(0) +W (t)x(θ1) + Z(t)x(T ) + f(t), t ∈ (0, T ), (33)

Bx(0) + Cx(T ) = d, (34)

where θ1 = 3
5 , T = 1,

A(t) =

(
t3 t2 + 1

2− t 3t

)
, ϕ(t) =

(
2t t2

t2 1

)
, ψ(t) =

(
t2 1

2 3t

)
,

N(t) =

(
t 1

3− t2 t3

)
, W (t) =

(
3− t2 8

t 2 + t3

)
, Z(t) =

(
2 + t 7

5t2 t3

)
,

B =

(
−1 1

1 1

)
, C =

(
0 1

0 1

)
, I =

(
1 0

0 1

)
, d =

(
7

3

)
,

f(t) =

(
3t− (t+ 2) · (t2 + 1)− t3 · (t3 − 2)− t·(t+8)

2 + 152·t2
125 −

4556
125

223·t
125 + (t− 2) · (t3 − 2)− 3 · t · (t+ 2) + t2 − 38·t3

5 + 13
10

)
.

Divide subintervals [0, 0.6) and [0.6, 1) with step h = 0.05. Here (2 × 2)-
matrix I −G(∆2) is invertible and

[I −G(∆2)]
−1 =

(
−0, 5158784435 −1, 9257121683

−3, 2336506172 −3, 3709611826

)
.

(6× 6)-matrix Q∗(∆2) and vector F∗(∆2) ∈ R6 have the form:

Q∗(∆2)=


−1 1 0 0 0 1

−7.96208 −4.13306 −7.81794 −16.99188 −5.00659 −7.31456
−16.55444 −9.13479 −16.26054 −42.04077 −11.97602 −21.37263
−17.37822 −9.47101 −12.71885 −34.76522 −10.73077 −17.95951
−17.37822 −9.47101 −12.71885 −34.76522 −10.73077 −17.95951
−19.58182 −11.37182 −16.25007 −41.36000 −11.03762 −24.55247


and F∗(∆2) =

(
−7; −3; 39.51073; 117.59976; 95.03249; 124.74563

)′
.

The solution to the system of linear algebraic equations is λ = −(Q−1 ·F ),

λ =
(
−2; 1.999998; −1.783998; 2.599998; −0.999996; 3.000001

)′
.

Below in Table 1, we give the results obtained by Mathcad 15:
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Table – Numerical solution to the problem (33), (34)

t x(1)(t) x∗
(1)(t) |x∗

(1)(t)−x(1)(t)| x(2)(t) x∗
(2)(t) |x∗

(2)(t)−x(2)(t)|
0,00 -2 -2 1.8 · 10−15 1.9999989493 2 1.1 · 10−6

0,05 -1.9998749361 -1.999875 6.39 · 10−8 2.0499988067 2.05 1.2 · 10−6

0,10 -1.9989998652 -1.999 1.348 · 10−7 2.0999986715 2.1 1.3 · 10−6

0,15 -1.9966247877 -1.996625 2.123 · 10−7 2.149998546 2.15 1.5 · 10−6

0,20 -1.9919997038 -1.992 2.962 · 10−7 2.1999984322 2.2 1.6 · 10−6

0,25 -1.9843746141 -1.984375 3.859 · 10−7 2.2499983321 2.25 1.7 · 10−6

0,30 -1.9729995187 -1.973 4.813 · 10−7 2.2999982477 2.3 1.8 · 10−6

0,35 -1.9571244179 -1.957125 5.821 · 10−7 2.349998181 2.35 1.8 · 10−6

0,40 -1.9359993118 -1.936 6.882 · 10−7 2.3999981344 2.4 1.9 · 10−6

0,45 -1.9088742002 -1.908875 7.998 · 10−7 2.4499981106 2.45 1.9 · 10−6

0,50 -1.8749990825 -1.875 9.175 · 10−7 2.4999981125 2.5 1.9 · 10−6

0,55 -1.8336239578 -1.833625 1.0 · 10−6 2.5499981439 2.55 1.9 · 10−6

0,60 -1.7839988245 -1.784 1.2 · 10−6 2.5999982092 2.6 1.8 · 10−6

0,65 -1.72537368 -1.725375 1.3 · 10−6 2.6499983141 2.65 1.7 · 10−6

0,70 -1.6569985206 -1.657 1.5 · 10−6 2.6999984653 2.7 1.5 · 10−6

0,75 -1.578123341 -1.578125 1.7 · 10−6 2.7499986718 2.75 1.3 · 10−6

0,80 -1.4879981337 -1.488 1.9 · 10−6 2.7999989445 2.8 1.1 · 10−6

0,85 -1.3858728883 -1.385875 2.1 · 10−6 2.8499992976 2.85 7.0 · 10−7

0,90 -1.2709975907 -1.271 2.4 · 10−6 2.8999997495 2.9 2.5 · 10−7

0,95 -1.1426222213 -1.142625 2.8 · 10−6 2.9500003237 2.95 3.2 · 10−7

1,00 -0.9999967532 -1 3.2 · 10−6 3.0000010507 3 1.1 · 10−6

As we see from the Table, offered numerical algorithm is effective and allows
us to obtain the numerical solution to the linear boundary value problem for
the loaded Fredholm integro-differential equation of higher order accuracy.
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Джумабаев Д.С., Смадиева А.Г. ЖҮКТЕЛГЕН ФРЕДГОЛЬМ ИНТЕ
ГРАЛДЫҚ-ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУI ҮШIIН СЫЗЫҚТЫ
ШЕТТIК ЕСЕПТI ШЕШУ АЛГОРИТМI

Қарастырылып отырған шеттiк есептi шешу алгоритмi параметрлеу
әдiсiнiң негiзiнде ұсынылған. Алгоритмнiң сандық жүзеге асырылуы ұсы-
нылады.

Кiлттiк сөздер. Жүктелген Фредгольм интегралдық-дифференциал-
дық теңдеуi, параметрлеу әдiсi, төртiншi реттi Рунге-Кутта әдiсi, Симпсон
әдiсi.

Джумабаев Д.С., Смадиева А.Г. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЛИ-
НЕЙНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО ИНТЕГРО-
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА

На основе метода параметризации предложен алгоритм решения рас-
сматриваемой краевой задачи. Предложена численная реализация алго-
ритма.

Ключевые слова. Нагруженное интегро-дифференциальное уравнение
Фредгольма, метод параметризации, метод Рунге-Кутты четвертого по-
рядка, метод Симпсона.
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ОБ ОДНОМ ПРИБЛИЖЕННОМ МЕТОДЕ
НАХОЖДЕНИЯ РЕШЕНИЯ ПОЛУПЕРИОДИЧЕСКОЙ

КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО НЕКЛАССИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

С.С. Кабдрахова

Аннотация. Рассматривается полупериодическая краевая задача для одного
неклассического уравнения третьего порядка. Получены достаточные условия,
обеспечивающие оценки близости к точному решению рассматриваемой задачи
тройки функций, построенных с помощью модификации метода ломаных Эйлера.

Ключевые слова. Неклассические уравнения третьего порядка, полупериодиче-
ские краевые задачи, модификация метода ломаных Эйлера, приближенные реше-
ния, периодические краевые задачи, системы обыкновенных дифференциальных
уравнений.

1 Введение

Краевые задачи для уравнений в частных производных третьего поряд-
ка описывают реальные процессы механики, нелинейной акустики, маг-
нитной гидродинамики. Продольные колебания составных стержней, со-
стоящих из упругих и упруго-вязких участков, описываются уравнением
третьего порядка [1]–[5]. Вопросы, посвященные корректной разрешимо-
сти краевых задач для уравнений третьего порядка, и методы их иссле-
дования рассмотрены в работах [6]–[9]. Следует отметить, что существует
так много работ, посвященных существованию решения краевых задач,
где рассматриваются гиперболические уравнения третьего порядка. Тем
не менее, вопросы разрешимости и построения приближенных решений
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Funding: Работа поддержана грантом AP05131220 Комитета науки Министерства

образования и науки Республики Казахстан.
c© С.С. Кабдрахова, 2018.



62 С.С. Кабдрахова

нелокальных задач для уравнений третьего порядка остаются актуальны-
ми. В данной статье исследуется полупериодическая краевая задача для
уравнения третьего порядка с двумя независимыми переменными. С по-
мощью специального преобразования неизвестной функции и ее производ-
ной по временной переменной рассматриваемое уравнение третьего поряд-
ка сводится к системе двух гиперболических уравнений со смешанными
производными. Для нахождения приближенного решения краевой задачи
для системы гиперболических уравнений применяется модификация ме-
тода ломаных Эйлера [10]. Получены условия оценки сходимости метода
ломаных Эйлера к решению рассматриваемой краевой задачи.

В области Ω = [0, ω]× [0, T ] рассматривается полупериодическая крае-
вая задача для одного уравнения третьего порядка неклассического типа:

∂3u

∂x∂t2
=a1(x, t)

∂u

∂x
+a2(x, t)

∂2u

∂t2
+a3(x, t)

∂u

∂t
+a4(x, t)u+f(x, t), (x, t) ∈ Ω, (1)

u(0, t) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (2)

u(x, 0) = u(x, T ), x ∈ [0, ω], (3)

∂u(x, 0)

∂t
=
∂u(x, T )

∂t
, x ∈ [0, ω], (4)

где f(x, t), ai(x, t) (i = 1, 4) – непрерывные на Ω функции, ψ(t) – дважды
непрерывно дифференцируемая на [0, T ] функция, удовлетворяющая усло-
виям ψ(0) = ψ(T ), ψ̇(0) = ψ̇(T ).

Через C(Ω, R2), C([0, T ], R2) обозначим соответственно пространства
непрерывных функций u : Ω→ R2 и ψ(t) : [0, T ]→ R2.

Решением задачи (1)–(4) назовем функцию u(x, t) имеющую непре-

рывные на Ω частные производные
∂u(x, t)

∂x
,
∂u(x, t)

∂t
,
∂2u(x, t)

∂t2
,
∂2u(x, t)

∂x∂t
,

∂3u(x, t)

∂x∂t2
и удовлетворяющую уравнению (1) и условиям (2)–(4).

В задаче (1)–(4) произведем замену

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t),
∂u(x, t)

∂t
= α0[u1(x, t)− u2(x, t)], (5)
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где α0 = max
(
1, max

(x,t)∈Ω
|a1(x, t)|

)
, и введем обозначения

U(x, t)=

(
u1(x, t)
u2(x, t)

)
, V (x, t)=

∂U

∂x
, W (x, t)=

∂U

∂t
,

A(x, t)=
1

2
·

α0 +
a1(x, t)

α0
−α0 +

a1(x, t)

α0

α0 −
a1(x, t)

α0
−α0 −

a1(x, t)

α0

,

B(x, t)=
1

2
·
(
a2(x, t) −a2(x, t)
−a2(x, t) a2(x, t)

)
, F (x, t)=


f(x, t)

2α0

−f(x, t)

2α0

,

C(x, t)=
1

2
·

a3(x, t) +
a4(x, t)

α0
−a3(x, t) +

a4(x, t)

α0

−a3(x, t)− a4(x, t)

α0
a3(x, t)− a4(x, t)

α0

,

Ψ(t)=
1

2

 ψ(t) +
ψ̇(t)

α0

ψ(t)− ψ̇(t)

α0

, Ψ̇(t)=
1

2

 ψ̇(t) +
ψ̈(t)

α0

ψ̇(t)− ψ̈(t)

α0

.
Тогда задачу (1)–(4) можно записать в виде

∂V

∂t
= A(x, t)V +B(x, t)W (x, t) + C(x, t)U(x, t) + F (x, t), (6)

V (x, 0) = V (x, T ), (7)

U(x, t) = ψ(t) +

x∫
0

V (ξ, t)dξ, W (x, t) = ψ̇(t) +

x∫
0

Vt(ξ, t)dξ (8)

для вектор-функции U(x, t)=
(
u1(x, t), u2(x, t)

)
и матрицы A(x, t)=(aij(x, t))

(i, j = 1, 2).
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Определим следующие нормы и обозначения:

‖A(x, t)‖ = max
i=1,2

2∑
j=1

|aij(x, t)|, ‖U(x, ·)‖1 = max
t∈[0,T ]

max
i=1,2

|ui(x, t)|,

‖A(x, ·)‖1 = max
t∈[0,T ]

‖A(x, t)‖,

‖ψ‖1 = max
t∈[0,T ]

|ψ(t)|, ‖Ψ‖α,1 = ‖ψ(t)‖1 +
1

α0
‖ψ̇(t)‖1, α1 = max

(x,t)∈Ω
‖A(x, t)‖,

α2 = max
(x,t)∈Ω

‖B(x, t)‖, α3 = max
(x,t)∈Ω

‖C(x, t)‖, F̂ (t) = max
x∈[0,ω]

‖F (x, t)‖,

‖F‖1 = max
t∈[0,T ]

‖F (x, t)‖.

2 О существовании решений периодической краевой задачи
для систем обыкновенных дифференциальных уравнений

Для нахождения решения задачи (6)–(8) используем модификацию ме-
тода ломаных Эйлера [10]. Разобьем отрезок [0, ω] с шагом h > 0 на N
частей, Nh = ω, и на каждом шаге решаем периодические краевые задачи
для систем обыкновенных дифференциальных уравнений.

Функции V (0)(t), V̇ (0)(t) определим равенствами: V (0)(t)=0, V̇ (0)(t)=0.
Решая периодическую краевую задачу

dV (1)

dt
=A(0, t)V (1)+B(0, t)Ψ̇(t)+C(0, t)Ψ(t)+F (0, t), V (1)(0)=V (1)(T ), (9)

находим функцию V (1)(t).
Функцию V (2)(t) найдем, решая периодическую краевую задачу

dV (2)

dt
= A(h, t)V (2) +B(h, t)

(
Ψ̇(t) + h · V̇ (1)(t)

)
+ C(h, t)

(
Ψ(t)+

+h · V (1)(t)
)

+ F (h, t), V (2)(0) = V (2)(T ). (10)

Считая известной V (i)(t), i = 0, N − 1, функцию V (i+1)(t) находим, ре-
шая периодическую краевую задачу

dV (i+1)

dt
= A(ih, t)V (i+1) +B(ih, t)

(
Ψ̇(t) + h

i∑
j=0

V̇ (j)(t)
)
+
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+C(ih, t)
(
Ψ(t) + h

i∑
j=0

V (j)(t)
)

+ F (ih, t), (11)

V (i+1)(0) = V (i+1)(T ), i = 0, N. (12)

Следующее утверждение устанавливает существование единственного
решения периодической краевой задачи для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (11), (12).
Теорема 1. Пусть выполняется неравенство a1(x, t) ≥ σ > 0 для всех
x ∈ [0, ω]. Тогда для любого h > 0 : Nh = ω периодическая краевая задача
для систем обыкновенных дифференциальных уравнений (11), (12) имеет
единственное решение {V (i+1)(t), i = 0, N} и справедливы оценки

max
(
‖V (i+1)(·)‖1, ‖V̇ (i+1)(·)‖1

)
≤ λ(ω, h)‖Φ(·)‖1,

где λ(ω, h) = K(α0, α1, σ) (1 + (α2 + α3)hK(α0, α1, σ))
ω
h ,K(α0, α1, σ) =

= max
(α0

σ
,
α0α1

σ
+ 1
)
, ‖Φ(·)‖1 = (α2+α3) max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1)+‖F̂‖1.

Доказательство. Рассмотрим задачу (6)–(8). Согласно выбору числа
α0 > 0 выполняется неравенство

α0 −
|a1(x, t)|
α0

≥ 0,

поэтому ∣∣∣∣12
[
α0 +

a1(x, t)

α0

]∣∣∣∣− ∣∣∣∣12
[
α0 −

a1(x, t)

α0

]∣∣∣∣ =
a1(x, t)

α0
,∣∣∣∣12

[
α0 −

a1(x, t)

α0

]∣∣∣∣− ∣∣∣∣12
[
α0 +

a1(x, t)

α0

]∣∣∣∣ =
a1(x, t)

α0
,

это означает, что в матрице A(x, t) имеет место условие диагонального

преобладания по строкам с положительным числом
a1(x, t)

α0
.

Рассмотрим задачу (11), (12). По теореме 4 из [11, с. 392] существует
единственное решение задачи и выполняется оценка

‖V (i+1)(·)‖1 ≤
α0

σ
‖B(ih, ·)‖1

(
‖Ψ̇(·)‖α,1 + h

i∑
j=0

‖V̇ (j)(·)‖1
)

+
α0

σ
‖C(ih, ·)‖1×
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×
(
‖Ψ(·)‖α,1 + h

i∑
j=0

‖V (j)(·)‖1
)

+
α0

σ
‖F (ih, ·)‖1 ≤

≤ α0

σ

(
(α2 + α3) max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1)+

+(α2 + α3)hmax
( i∑
j=0

‖V (j)(·)‖1,
i∑

j=0

‖V̇ (j)(·)‖1
)

+ ‖F̂ (·)‖1
)
. (13)

Так как V (i)(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению (11), то
для ее производной будет справедлива оценка

‖V̇ (i)(·)‖1 ≤ ‖A(ih, ·)‖1‖V (i+1)(·)‖1+‖B(ih, ·)‖1
(
‖Ψ̇(·)‖α,1+h

i∑
j=0

‖V̇ (j)(·)‖1+

+‖F̂ (·)‖1
)

+ ‖C(ih, ·)‖1
(
‖Ψ(·)‖α,1 + h

i∑
j=0

‖V (j)(·)‖1 + ‖F̂ (·)‖1
)
≤

≤ α1‖V (i+1)(·)‖1 + +
(
α2 + α3

)
max(‖Ψ(·)‖1, ‖Ψ̇(·)‖1)+

+
(
α2 + α3

)
h

i∑
j=0

max
(
‖V (j)(·)‖1, ‖V̇ (j)(·)‖1

)
+ ‖F̂ (·)‖1. (14)

Подставляя в правую часть (14) оценку для ‖V (i+1)(·)‖1, получим

‖V̇ (i+1)(·)‖1 ≤
α0α1

σ

[
(α2 + α3) max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1) + (α2 + α3)h×

×max
( i∑
j=0

‖V (j)(·)‖1,
i∑

j=0

‖V̇ (j)(·)‖1
)

+ ‖F̂ (·)‖1
]
+

+
(
α2 + α3

)
max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1)+

+
(
α2 + α3

)
h ·

i∑
j=0

max
(
‖V (j)(·)‖1, ‖V̇ (j)(·)‖1

)
+ ‖F̂ (·)‖1 ≤

≤
(α0α1

σ
+ 1
)[

(α2 + α3) max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1)+
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+(α2 + α3)hmax
( i∑
j=0

‖V (j)(·)‖1,
i∑

j=0

‖V̇ (j)(·)‖1
)

+ ‖F̂ (·)‖1
]
.

Отсюда и из оценки (14) имеем

max
(
‖V (i+1)(·)‖1, ‖V̇ (i+1)(·)‖1

)
≤

≤ max
(α0

σ
,
α0α1

σ
+ 1
)[

(α2 + α3) max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1)+

+(α2 + α3)hmax
( i∑
j=0

‖V (j)(·)‖1,
i∑

j=0

‖V̇ (j)(·)‖1
)

+ ‖F̂ (·)‖1
]
. (15)

Из неравенства (15) при i = 0 получим

max
(
‖V (1)(·)‖1, ‖V̇ (1)(·)‖1

)
≤

≤ max
(α0

σ
,
α0α1

σ
+ 1
)[

(α2 + α3) max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1) + ‖F̂ (·)‖1
]
.

При i = 1 из неравенств (15) с учетом оценки для функций
V (1)(t), V̇ (1)(t) получим

max
(
‖V (2)(·)‖1, ‖V̇ (2)(·)‖1

)
≤

≤ max
(α0

σ
,
α0α1

σ
+ 1
)(

(α2 + α3) max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1) +‖F̂ (·)‖1+

+(α2+α3)hmax
(
‖V (1)(·)‖1, ‖V̇ (1)(·)‖1

))
≤ max

(α0

σ
,
α0α1

σ
+1
)

(1+(α2+

+ α3)hmax
(α0

σ
,
α0α1

σ
+ 1
))(

(α2 + α3) max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1) + ‖F̂ (·)‖1
)
.

Аналогично для V (3)(t), V̇ (3)(t) из (15) имеем оценку

max
(
‖V (3)(·)‖1, ‖V̇ (3)(·)‖1

)
≤

≤ max
(α0

σ
,
α0α1

σ
+ 1
)(

1 + (α2 + α3)hmax
(α0

σ
,
α0α1

σ
+ 1
))2
×

×
{

(α2 + α3) max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1) + ‖F̂‖1
}
.
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Продолжая, для любого i = 0, N установим оценку

max
(
‖V (i+1)(·)‖1, ‖V̇ (i+1)(·)‖1

)
≤

≤ max
(α0

σ
,
α0α1

σ
+ 1
)(

1 + (α2 + α3)hmax
(α0

σ
,
α0α1

σ
+ 1
))i
×

×
{

(α2 + α3) max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1) + ‖F̂‖1
}
≤

≤ K(α0, α1, σ)
(

1 + (α2 + α3)hK(α0, α1, σ)
)

ω
h

{
‖F̂‖1+

+(α2 + α3) max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1)
}

= λ(ω, h)‖Φ(·)‖1. (16)

Докажем единственность решения краевой задачи (11), (12). Пусть су-
ществуют два решения Ṽ (i)(t) и V

(i)
(t). Их разность обозначим через

∆V (i)(t), т.е. ∆V (i)(t) = Ṽ (i)(t) − V (i)
(t). Для ∆V (i)(t) имеем краевую за-

дачу

d∆V (i+1)

dt
= A(ih, t)∆V (i+1) +B(ih, t)h

i∑
j=0

∆V̇ (j) + C(ih, t)h

i∑
j=0

∆V (j),

∆V (i+1)(0) = ∆V (i+1)(T )

и для нее справедлива оценка

max
(
‖∆V (i+1)(·)‖1, ‖∆V̇ (i+1)(·)‖1

)
≤

≤ max
(α0

σ
,
α0α1

σ
+ 1
)

(α2 + α3)h

i∑
j=0

max
(
‖∆V (j)(·)‖1, ‖∆V̇ (j)(·)‖1

)
. (17)

Так как по предположению V (0)(t) = 0 и V̇ (0)(t) = 0, то из (17) при i = 0
получим

‖∆V (1)(·)‖1 = 0, т. е. Ṽ (1)(t) = V
(1)

(t).

Для последующих функций ∆V (i+1)(t), i = 1, N , имеют место оценки

‖∆V (i+1)(·)‖0 ≤ max
(α0

σ
,
α0α1

σ
+1
)(

1 + (α2 + α3)hmax
(α0

σ
,
α0α1

σ
+ 1
))i
×
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× (α2 + α3)hmax
(
‖∆V (1)(·)‖1, ‖∆V (1)(·)‖1

)
= 0.

Отсюда получим, что ∆V (i+1)(t) ≡ 0, i = 1, N, t ∈ [0, T ].

Поэтому Ṽ (i+1)(t) = V
(i+1)

(t) для всех t ∈ [0, T ], i = 0, N, и задача (11),
(12) имеет единственное решение. Теорема 1 доказана.

По найденным функциям V (i+1)(t), i = 0, N, на Ω строятся функции

Uh(x, t) = Ψ(t) + h
i∑

j=0

V (j)(t) + V (i+1)(t)(x− ih), x ∈ [ih, (i+ 1)h),

Wh(x, t) = Ψ̇(t) + h
i∑

j=0

V̇ (j)(t) + V̇ (i+1)(t)(x− ih), x ∈ [ih, (i+ 1)h),

Vh(x, t) = V (i+1)(t)
x− ih
h

+ V (i)(t)
(i+ 1)h− x

h
, x ∈ [ih, (i+ 1)h). (18)

В следующем разделе устанавливается оценка близости построенной
тройки функций {Uh(x, t), Vh(x, t),Wh(x, t)} к точному решению задачи
(6)-(8).

3 Условия разрешимости и алгоритм нахождения решения
полупериодической краевой задачи

Введем обозначения

F̂ (x) = max

(∥∥∥f(x, ·)− f(ih, ·)
2a1(x, ·)

∥∥∥
1
,
∥∥∥f(x, ·)− ((i− 1)h, ·)

2a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
,

A1(x) = max
(∥∥∥a1(x, ·)− a1(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1
,
∥∥∥a1(x, ·)− a1((i− 1))h, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
,

A2(x) = max
{
α0

(∥∥∥a2(x, ·)− a2(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+
∥∥∥a3(x, ·)− a3(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
+

+
∥∥∥a4(x, ·)− a4(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1
,

α0

(∥∥∥a2(x, ·)− a2((i− 1)h, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+
∥∥∥a3(x, ·)− a3((i− 1)h, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
+
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+
∥∥∥a4(x, ·)− a4((i− 1)h, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

}
,

A3(x) = α0

(∥∥∥∥a2(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥a3(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

)
+

∥∥∥∥a4(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

,

A1
h(x) =

[
A1(x) + max

(
A2(x), A3(x)

)
ω
]
λ(ω, h)‖Φ(·)‖1+

+A2(x) max
(
‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1

)
+ ‖F (x, ·)‖1,

A2
h(x) =

1

α0

(
α0 +

‖a1(x, ·)‖1
α0

)
A1
h(x) +

(
‖A(x, ·)−A(ih, ·)‖1+

+‖A(x, ·)−A((i− 1)h, ·)‖1
)
λ(ω, h)‖Φ(·)‖1+

+ max
(
‖B(ih, ·)‖1, ‖B((i− 1)h, ·)‖1

)
+ max

(
‖C(ih, ·)‖1, ‖C((i− 1)h, ·)‖1

)
×

×
[

max(‖ψ(·)‖1, ‖ψ̇(·)‖1) + ω · λ(ω, h)‖Φ(·)‖1
]
+

+ max(‖F (x, ·)− F (ih, ·)‖1, ‖F (x, ·)− F ((i− 1)h, ·)‖1),

Ah(x)=

∫ x

0
max(A1

h(ξ), A2
h(ξ))dξ,

Bh(x)=

∫ x

0
max(A1

h(ξ), A2
h(ξ))dξ+3hλ(ω, h)‖Φ(·)‖1,

α̃ = max

(
1, 1 +

[
α0 +

‖a1(x, ·)‖1
α0

])
, γ(x) = exp

 x∫
0

A3(ξ)dξ

 .

Теорема 2. Пусть выполнены условия Теоремы 1. Тогда на Ω существу-
ет единственное решение u∗(x, t) краевой задачи (1)–(4) и справедливы
оценки

max

(
‖u∗(x, ·)‖1,

∥∥∥∥∂u∗(x, ·)∂t

∥∥∥∥
1

,

∥∥∥∥∂2u∗

∂t2

∥∥∥∥
1

)
≤

≤ max(1, α0)γ(x)

[
2 max(‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1) +

∫ x

0

∥∥∥∥ f(ξ, ·)
a1(ξ, ·)

∥∥∥∥
1

dξ

]
,

max

(∥∥∥∥∂u∗(x, ·)∂x

∥∥∥∥
1

,

∥∥∥∥∂2u∗(x, ·)
∂x∂t

∥∥∥∥
1

)
≤ α̃

2

∥∥∥∥ f(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

+
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+max(1, α0)A3(x)γ(x)

[
2 max(‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1)+

∫ x

0

∥∥∥∥ f(ξ, ·)
a1(ξ, ·)

∥∥∥∥
1

dξ

]
.

Доказательство. При выполнении условий теоремы пока-
жем, что существует решение краевой задачи (6)-(8). Решение
{U∗(x, t), V ∗(x, t),W ∗(x, t)} задачи (6)–(8) найдем методом последо-
вательных приближений. За начальное приближение по U(x, t) и W (x, t)
возьмем Uh(x, t) и Wh(x, t) соответственно, а V (1)(x, t) найдем, как
решение периодической краевой задачи

∂V

∂t
= A(x, t)V +B(x, t)Wh(x, t) + C(x, t)Uh(x, t) + F (x, t), (19)

V (x, 0) = V (x, T ). (20)

Так как условие теоремы обеспечивает выполнение условия теоремы из [12,
С. 104], то существует единственное решение V (1)(x, t) задачи (19), (20).

Оценим разность функций V (1)(x, t) и Vh(x, t) с учетом представления
(18): ∥∥V (1)(x, ·)− Vh(x, ·)

∥∥
1
≤

≤
∥∥∥V (1)(x, ·)

(x− (i− 1)h

h
+
ih− x
h

)
− V (i+1)x− (i− 1)h

h
− V (i) ih− x

h

∥∥∥
1
≤

≤ ‖V (1)(x, ·)− v(i+1)‖1
x− (i− 1)h

h
+ ‖V (1)(x, ·)− V (i)‖1

ih− x
h

≤

≤ max
(
‖V (1)(x, ·)− V (i+1)‖1, ‖V (1)(x, ·)− V (i)‖1

)
. (21)

Обозначим через 4Ṽ (1)(x, t) разность функций V (1)(x, t) − V (i+1)(t), i =
1, N. Учитывая, что V (i+1)(t), i = 1, N и V (1)(x, t) – соответственно реше-
ния задач (11), (12) и (19), (20), то 4Ṽ (1)(x, t) является решением краевой
задачи

∂4Ṽ (1)

∂t
= A(x, t)4Ṽ (1) + [A(x, t)−A(ih, t)]V (i+1)(t)+

+[B(x, t)−B(ih, t)]
(
ψ̇(t) + h

i∑
j=0

V̇ (j)(t)
)

+
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+B(x, t)V̇ (i)(t)(x− ih) + [C(x, t)− C(ih, t)]×

×
(
ψ(t) + h

i∑
j=0

V (j)(t)
)

+ C(x, t)V (i)(t)(x− ih) + F (x, t)− F (ih, t), (22)

4Ṽ (1)(x, 0) = 4Ṽ (1)(x, T ), x ∈ [0, ω]. (23)

Для 4Ṽ (1)(x, t) по теореме из [12, с. 104] справедлива оценка

‖4Ṽ (1)(x, ·)‖1 = ‖V (1)(x, ·)−V (i+1)‖1 ≤ α0

∥∥∥∥A(x, t)−A(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

‖V (i+1)(·)‖1+

+α0

(∥∥∥∥B(x, t)−B(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥C(x, t)− C(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

)
×

×
(

max
(
‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1

)
+ h

i∑
j=0

max
(
‖V (j)‖1, ‖V̇ (j)‖1

))
+

+α0 max
(
‖V (i+1)(·)‖1, ‖V̇ (i+1)(·)‖1

)
×

×
(∥∥∥∥B(x, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥C(x, t)

a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

)
|x− (i− 1)h|+ α0

∥∥∥∥F (x, t)− F (ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

≤

≤
∥∥∥a1(x, ·)− a1(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1
× ‖V (i+1)(·)‖1 +

(
α0

∥∥∥a2(x, ·)− a2(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+

+α0

∥∥∥a3(x, ·)− a3(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+
∥∥∥a4(x, ·)− a4(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
×
[

max
(
‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1

)
+

+h

i∑
j=0

max
(
‖V (j)‖1, ‖V̇ (j)‖1

)]
+
(
α0

∥∥∥a2(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+α0

∥∥∥a3(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+
∥∥∥a4(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
×

×max
(
‖V (i+1)‖1, ‖V̇ (i+1)‖1

)
|x− (i− 1)h|+

∥∥∥f(x, ·)− f(ih, ·)
2a1(x, ·)

∥∥∥
1
≤

≤
∥∥∥a1(x, ·)− a1(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1
‖V (i+1)(·)‖1 +

(
α0

∥∥∥a2(x, ·)− a2(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+

+α0

∥∥∥a3(x, ·)− a3(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+
∥∥∥a4(x, ·)− a4(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
max

(
‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1

)
+

Математический журнал. — 2018. — Т. 18, № 4



Об одном приближенном методе нахождения решения полупериодической ...73

+ max

(
α0

∥∥∥a2(x, ·)− a2(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+ α0

∥∥∥a3(x, ·)− a3(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+

+
∥∥∥a4(x, ·)− a4(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1
, α0

∥∥∥a2(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+ α0

∥∥∥a3(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+

+
∥∥∥a4(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
h
i+1∑
j=0

max
(
‖V (j)‖1, ‖V̇ (j)‖1

)
+

+

∥∥∥∥f(x, t)− f(ih, ·)
2a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

≤
∥∥∥a1(x, ·)− a1(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1
λ(ω, h)‖Φ(·)‖1+

+
(
α0

∥∥∥a2(x, ·)− a2(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+ α0

∥∥∥a3(x, ·)− a3(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+

+
∥∥∥a4(x, ·)− a4(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
max

(
‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1

)
+

+ max

(
α0

∥∥∥a2(x, ·)− a2(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+ α0

∥∥∥a3(x, ·)− a3(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+

+
∥∥∥a4(x, ·)− a4(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1
, α0

(∥∥∥a2(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+
∥∥∥a3(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
+

+
∥∥∥a4(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
× ωλ(ω, h)‖Φ(·)‖1 +

∥∥∥∥f(x, t)− f(ih, ·)
2a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

≤

≤
(
α0

∥∥∥a2(x, ·)− a2(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+ α0

∥∥∥a3(x, ·)− a3(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+

+
∥∥∥a4(x, ·)− a4(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
max

(
‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1

)
+

[∥∥∥a1(x, ·)− a1(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+

+ max

{
α0

(∥∥∥a2(x, ·)− a2(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+
∥∥∥a3(x, ·)− a3(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
+

+
∥∥∥a4(x, ·)− a4(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1
, α0

(∥∥∥a2(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+
∥∥∥a3(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
+
∥∥∥a4(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

}
ω

]
λ(ω, h)‖Φ(·)‖1+
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+
∥∥∥f(x, ·)−f(ih, ·)

2a1(x, ·)

∥∥∥
1
. (24)

Аналогично получим оценку

‖4V (1)
(x, ·)‖1 = ‖V (1)(x, ·)− V (i)‖1 ≤

≤

[∥∥∥a1(x, ·)− a1((i− 1)h, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+ max
{
α0

(∥∥∥a2(x, ·)− a2((i− 1)h, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+

+
∥∥∥a3(x, ·)− a3((i− 1)h, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
+
∥∥∥a4(x, ·)− a4((i− 1)h, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1
,

α0

(∥∥∥a2(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+
∥∥∥a3(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
+
∥∥∥a4(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

}
ω

]
λ(ω, h)‖Φ(·)‖1+

+
(
α0

∥∥∥a2(x, ·)− a2((i− 1)h, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+ α0

∥∥∥a3(x, ·)− a3((i− 1)h, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+

+
∥∥∥a4(x, ·)−a4((i−1)h, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
max

(
‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1

)
+
∥∥∥f(x, ·)−f((i−1)h, ·)

2a1(x, ·)

∥∥∥
1
. (25)

Из оценок (24), (25) получим

‖4V (1)(x, ·)‖1 = max
(
‖V (1)(x, ·)− V (i+1)‖1, ‖V (1)(x, ·)− V (i)‖1

)
≤

≤ max
(∥∥∥a1(x, ·)− a1(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1
,
∥∥∥a1(x, ·)− a1((i− 1))h, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
+

+ max

{
max

[
α0

(∥∥∥∥a2(x, ·)− a2(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥a3(x, ·)− a3(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

)
+

+

∥∥∥∥a4(x, ·)− a4(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

, α0

(∥∥∥∥a2(x, ·)− a2((i− 1)h, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

+

+

∥∥∥∥a3(x, ·)− a3((i− 1)h, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

)
+

∥∥∥∥a4(x, ·)− a4((i− 1)h, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

]
,

α0

(∥∥∥∥a2(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥a3(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

)
+

∥∥∥∥a4(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

]
ω

}
λ(ω, h)‖Φ(·)‖1+
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+max

{
α0

(∥∥∥a2(x, ·)−a2(ih, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1
+
∥∥∥a3(x, ·)−a3(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
+
∥∥∥a4(x, ·)−a4(ih, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1
,

α0

(∥∥∥a2(x, ·)− a2((i− 1)h, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+
∥∥∥a3(x, ·)− a3((i− 1)h, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
+

+
∥∥∥a4(x, ·)− a4((i− 1)h, ·)

a1(x, ·)

∥∥∥
1

}
×max

(
‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1

)
+

+ max
(∥∥∥f(x, ·)− f(ih, ·)

2a1(x, ·)

∥∥∥
1
,
∥∥∥f(x, ·)− f((i− 1)h, ·)

2a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
=
[
A1(x)+

+ max
(
A2(x), A3(x)

)
ω
]
λ(ω, h)‖Φ(·)‖1 + ‖F (x, ·)‖1+

+A2(x) max
(
‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1

)
. (26)

Учитывая равенство (18), имеем

‖V (1)
t (x, ·)− Vht(x, ·)‖1 ≤ ‖V

(1)
t (x, ·)− V̇ (i+1)(·)‖1

∣∣∣x− (i− 1)h

h

∣∣∣+
+‖V (1)

t (x, ·)− V̇ (i)(·)‖1
∣∣∣ ih− x

h

∣∣∣ ≤
≤ max

(
‖V (1)

t (x, ·)− V̇ (i+1)(·)‖1, ‖V (1)
t (x, ·)− V̇ (i)(·)‖1

)
. (27)

Так как функции V (1)(x, t) и V (i+1)(t) удовлетворяют дифференциальным
уравнениям (11) и (19), то справедлива оценка

‖V (1)
t (x, ·)− V̇ (i+1)(·)‖1 ≤

≤ ‖A(x, t)V (1)(x, ·) +B(x, t)Wh(x, t) + C(x, ·)Uh(x, ·) + F (x, ·)−

−A(ih, ·)v(i+1)(·)−B(ih, ·)
(
Ψ̇(·) + h

i∑
j=0

V̇ (j)(·)
)
− C(ih, ·)

(
Ψ(·)+

+h

i∑
j=0

V (j)(t)
)
− F (ih, ·)‖1 ≤ ‖A(x, ·)‖1‖V (1)(x, ·)− V (i+1)(·)‖1+

+‖A(x, t)−A(ih, ·)‖1‖V (i+1)(·)‖1 +
(
‖B(ih, ·)‖1+
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+‖C(ih, ·)‖1
)[

max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1)+

+h

i∑
j=0

max
(
‖V (j)(·)‖1, ‖V̇ (j)(·)‖1

]
+ ‖F (x, ·)− F (ih, ·)‖1. (28)

Аналогично оценке (28) получим

‖V (1)
t (x, ·)− V̇ (i)(·)‖1 ≤

≤ ‖A(x, ·)‖1‖V (1)(x, ·)− V (i)(·)‖1 + ‖A(x, ·)−A((i− 1)h, ·)‖1‖V (i)(·)‖1+

+
(
‖B((i− 1)h, ·)‖1 + ‖C((i− 1)h, ·)‖1

)[
max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1)+

+h

i−1∑
j=0

max
(
‖V (j)(·)‖1, ‖V̇ (j)(·)‖1

]
+ ‖F (x, ·)− F ((i− 1)h, ·)‖1. (29)

Из оценок (28), (29) получим

max
(
‖V (1)

t (x, ·)− V̇ (i+1)(·)‖1, ‖V (1)
t (x, ·)− V̇ (i)(·)‖1

)
≤

≤ ‖A(x, ·)‖1 max
(
‖V (1)(x, ·)− V (i+1)(·)‖1, ‖V (1)(x, ·)− V (i)(·)‖1

)
+

+
(
‖A(x, ·)−A(ih, ·)‖1+

+‖A(x, ·)−A((i− 1)h, ·)‖1
)

max
(
‖V (i+1)(·)‖1, ‖V (i)(·)‖1

)
+

+ max
(
‖B(ih, ·)‖1, ‖B((i− 1)h, ·)‖1

)
+ max

(
‖C(ih, ·)‖1, ‖C((i− 1)h, ·)‖1

)
×

×
[

max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1) + h
i∑

j=0

max
(
‖V (j)(·)‖1, ‖V̇ (j)(·)‖1

]
+

+ max(‖F (x, ·)− F (ih, ·)‖1, ‖F (x, ·)− F ((i− 1)h, ·)‖1) ≤

≤ 1

α0

(
α0 +

‖a1(x, ·)‖1
α0

)([
A1(x) + max

(
A2(x), A3(x)

)
ω
]
λ(ω, h)‖Φ(·)‖1+

+A2(x) max
(
‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1

)
+ ‖F (x, ·)‖1

)
+
(
‖A(x, ·)−A(ih, ·)‖1+

+‖A(x, ·)−A((i−1)h, ·)‖1
)
λ(ω, h)‖Φ(·)‖1+max

(
‖B(ih, ·)‖1, ‖B((i−1)h, ·)‖1

)
+
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+max
(
‖C(ih, ·)‖1, ‖C((i− 1)h, ·)‖1

)
×
[
max(‖Ψ(·)‖α,1, ‖Ψ̇(·)‖α,1)+

+ω · λ(ω, h)‖Φ(·)‖1
]

+ max(‖F (x, ·)−F (ih, ·)‖1, ‖F (x, ·)−F ((i− 1)h, ·)‖1) =

= A2
h(x). (30)

Подставляя оценку (26) в правые части (21), получим∥∥V (1)(x, ·)− Vh(x, ·)
∥∥

1
≤ ‖F (x, ·)‖1 + max(‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1)A2(x)+[

A1(x) + max
(
A2(x), A3(x)

)
ω
]
λ(ω, h)‖Φ(·)‖1 = A1

h(x). (31)

Найденные V (1)(x, t) и V (1)
t (x, t) подставляя в функциональное соотноше-

ние (8), имеем
U (1)(x, t)− Uh(x, t) =

=

x∫
0

(
V (1)(ξ, t)−Vh(ξ, t)

)
dξ+

∫ x

0
Vh(ξ, t)dξ−h

i−1∑
j=0

V (j)(t)−V (i)(t)[x−(i−1)h],

(32)
W (1)(x, t)−Wh(x, t) =

=

x∫
0

(
V

(1)
t (ξ, t)−Vht(ξ, t)

)
dξ+

∫ x

0
Vht(ξ, t)dξ−h

i−1∑
j=0

V̇ (j)(t)−V̇ (i)(t)[x−(i−1)h]. (33)

Из соотношения (18) имеем∫ x

0
Vh(ξ, t)dξ =

∫ h

0

[
V (1)(t)

h− ξ
h

+ V (2)(t)
ξ

h

]
dξ +

∫ 2h

h

[
V (2)(t)

2h− ξ
h

+

+V (3)(t)
ξ − h
h

]
dξ + . . .+

∫ (i−1)h

(i−2)h

[
V (i−1)(t)

ih− ξ
h

+ V (i)(t)
ξ − (i− 1)h

h

]
dξ+

+

x∫
(i−1)h

[
V (i)(t)

ih− ξ
h

+V (i+1)(t)
ξ − (i− 1)h

h

]
dξ=

[
V (1)(t)+V (i)(t)

]h
2
+h
[
V (2)(t)+

+V (3)(t)+. . .+V (i−1)(t)
]
+

x∫
(i−1)h

[
V (i)(t)

ih− ξ
h

+V (i+1)(t)
ξ − (i− 1)h

h

]
dξ. (34)
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В правую часть (32) и (33) подставляя выражения (34) и учитывая оценки
(16), (31), получим

‖U (1)(x, ·)−Uh(x, ·)‖1 ≤
∫ x

0
A1
h(ξ)dξ+max

(
‖V (i)‖1, ‖V (i+1)‖1

)
|x−(i−1)h|+

+ max
(
‖V (i)‖1, ‖V (1)‖1

)
h+ ‖V (i)(·)‖1|x− (i− 1)h| ≤

∫ x

0
A1
h(ξ)dξ+

+3h max
i=1,N

‖V (i+1)‖1 ≤
∫ x

0
A1
h(ξ)dξ + 3hλ(ω, h)‖Φ(·)‖1, (35)

‖W (1)(x, ·)−Wh(x, ·)‖1 ≤
∫ x

0
A2
h(ξ)dξ+max

(
‖V̇ (i)‖1, ‖V̇ (i+1)‖1

)
|x−(i−1)h|+

+ max
(
‖V̇ (i)‖1, ‖V̇ (1)‖1

)
h+ ‖V̇ (i)(·)‖1|x− (i− 1)h| ≤

∫ x

0
A2
h(ξ)dξ+

+3h max
i=1,N

‖V̇ (i+1)‖1 ≤
∫ x

0
A2
h(ξ)dξ + 3hλ(ω, h)‖Φ(·)‖1. (36)

Из оценок (35), (36) получим

max(‖U (1)(x, ·)− Uh(x, ·)‖1, ‖W (1)(x, ·)−Wh(x, ·)‖1) ≤

≤
∫ x

0
max(A1

h(ξ), A2
h(ξ))dξ + 3hλ(ω, h)‖Φ(·)‖1 =

=

∫ x

0
Ah(ξ)dξ + 3hλ(ω, h)‖Φ(·)‖1 = Bh(x). (37)

Снова рассматривая краевую задачу (6), (7) при U = U (1)(x, t), W =
W (1)(x, t) и учитывая оценку (37), получим

max(‖V (2)(x, ·)− V (1)(x, ·)‖1, ‖V (2)
t (x, ·)− V (1)

t (x, ·)‖1) ≤

≤
[
α0

(∥∥∥a2(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+
∥∥∥a3(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
+

+
∥∥∥a4(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

]
max(‖U (1)(x, ·)− Uh(x, ·)‖1, ‖W (1)(x, ·)−Wh(x, ·)‖1) ≤
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≤
[
α0

(∥∥∥a2(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

+
∥∥∥a3(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

)
+
∥∥∥a4(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥
1

]
Bh(x) = A3(x)Bh(x). (38)

При V = V (2)(x, t), Vt = V
(2)
t (x, t) из интегрального соотношения (8) имеем

U (2)(x, t) = Ψ(t) +

x∫
0

V (2)(ξ, t)dξ,W (2)(x, t) = Ψ̇(t) +

x∫
0

V
(2)
t (ξ, t)dξ.

Тогда для разностей U (2)(x, t)−U (1)(x, t), W (2)(x, t)−W (1)(x, t), учитывая
оценку (38), имеем

max(‖U (2)(x, ·)− U (1)(x, ·)‖1, ‖W (2)(x, ·)−W (1)(x, ·)‖1) ≤

≤
x∫

0

max(‖V (2)(ξ, ·)− V (1)(ξ, ·)‖1, ‖V (2)
t (ξ, ·)− V (1)

t (ξ, ·)‖1)dξ ≤

≤
x∫

0

(
α0

(∥∥∥a2(ξ, ·)
a1(ξ, ·)

∥∥∥
1

+
∥∥∥a3(ξ, ·)
a1(ξ, ·)

∥∥∥
1

)
+

+
∥∥∥a4(ξ, ·)
a1(ξ, ·)

∥∥∥
1

)
Bh(ξ)dξ =

∫ x

0
A3(ξ)Bh(ξ)dξ. (39)

Далее краевую задачу (6), (7) решаем при U = U (2)(x, t),W = W (2)(x, t),
находим V (3)(x, t). Аналогично оценкам (38), (39) получим оценки

max
(
‖V (3)(x, ·)− V (2)(x, ·)‖1, ‖V (3)

t (x, ·)− V (2)
t (x, ·)‖1

)
≤

≤ A3(x)

x∫
0

A3(ξ)Bh(ξ)dξ, (40)

max(‖U (3)(x, ·)− U (2)(x, ·)‖1, ‖W (3)(x, ·)−W (2)(x, ·)‖1) ≤

≤
x∫

0

max(‖V (3)(ξ, ·)− V (2)(ξ, ·)‖1, ‖V (3)
t (ξ, ·)− V (2)

t (ξ, ·)‖1)dξ ≤

Математический журнал. — 2018. — Т. 18, № 4



80 С.С. Кабдрахова

≤
x∫

0

A3(ξ)

ξ∫
0

A3(ξ1) ·Bh(ξ1)dξ1dξ ≤
1

2!

( x∫
0

A3(ξ)dξ

)2

Bh(x). (41)

Предполагая, что V (k)(x, t), U (k)(x, t),W (k)(x, t), k = 2, 3, . . . , известны и
установлена оценка

max
(
‖V (k)(x, ·)− V (k−1)(x, ·)‖1, ‖V (k)

t (x, ·)− V (k−1)
t (x, ·)‖1

)
≤

≤A3(x)

x∫
0

max
(
‖V (k−1)(ξ, ·)−V (k−2)(ξ, ·)‖1, ‖V (k−1)

t (ξ, ·)−V (k−2)
t (ξ, ·)‖1

)
dξ, (42)

следующее приближение по V найдем, решая семейство периодических
краевых задач

∂V (k+1)

∂t
= A(x, t)V (k+1)+B(x, t)W (k)(x, t)+C(x, t)U (k)(x, t)+F (x, t), (43)

V (k+1)(x, 0) = V (k+1)(x, T ). (44)

Функции U (k+1)(x, t) и W (k+1)(x, t) определяем из функциональных соот-
ношений

U (k+1)(x, t) = ψ(t) +

∫ x

0
V (k+1)(ξ, t)dξ, k = 1, 2, ...,

W (k+1)(x, t) = ψ(t) +

∫ x

0
V

(k+1)
t (ξ, t)dξ, k = 1, 2, ... .

Отсюда, оценивая U (k+1)(x, t)−U (k)(x, t),W (k+1)(x, t)−W (k)(x, t), получим

max
(
‖U (k+1)(x, ·)− U (k)(x, ·)‖1, ‖W (k+1)(x, ·)−W (k)(x, ·)‖1

)
≤

≤
x∫

0

max(‖V (k+1)(ξ, ·)−V(k)(ξ, ·)‖1,‖V (k+1)
t (ξ, ·)−V(k)t(ξ, ·)‖1)dξ, k=1, 2, ... , (45)

и аналогично (38)–(41) имеем

max
(
‖V (k+1)(x, ·)− V (k)(x, ·)‖1, ‖V (k+1)

t (x, ·)− V (k)
t (x, ·)‖1

)
≤
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≤ A3(x)

∫ x

0
max(‖V (k)(ξ, ·)− V (k−1)(ξ, ·)‖1, ‖V (k)

t (ξ, ·)− V (k−1)
t (ξ, ·)‖1)dξ ≤

≤ A3(x) · 1

(k − 2)!

( x∫
0

A3(ξ)
)
dξ

)k−2

Bh(x), k = 1, 2, 3, ..., (46)

‖V (k+1)(x, ·)− Vh(x, ·)‖1 ≤

≤ ‖V (k+1)(x, ·)− V (k)(x, ·)‖1 + . . .+ ‖V (2)(x, ·)− V (1)(x, ·)‖1+

+‖V (1)(x, ·)− Vh(x, ·)‖1 ≤ Ah(x) +Bh(x) exp

(∫ x

0
A3(ξ)dξ

)
, (47)

(
‖U (k+1)(x, ·)− Uh(x, ·)‖1, ‖W (k+1)(x, ·)−Wh(x, ·)‖1

)
≤

≤ max
(
‖U (k+1)(x, ·)− U (k)(x, ·)‖1, ‖W (k+1)(x, ·)−W (k)(x, ·)‖1

)
+ . . .+

+ max
(
‖U (2)(x, ·)− U (1)(x, ·)‖1, ‖W (2)(x, ·)−W (1)(x, ·)‖1

)
+

+ max
(
‖U (1)(x, ·)− Uh(x, ·)‖1, ‖W (1)(x, ·)−Wh(x, ·)‖1

)
≤

≤ Bh(x) exp

(∫ x

0
A3(ξ)dξ

)
dξ

)
. (48)

Учитывая равномерную непрерывность функции F (x, t) на Ω и структу-
ру функций Ah(x), Bh(x), при h → 0 из оценок (45)–(48) получим, что
последовательность функций {U (k)(x, t),W (k)(x, t), V (k)(x, t)}, k = 1, 2, ...,
на Ω равномерно сходится к {U∗(x, t),W (∗)(x, t), V ∗(x, t)} – решению за-
дачи (6)–(8). Следовательно, система функций {Uh(x, t),Wh(x, t), Vh(x, t)}
является приближенным решением задачи (6)–(8), построенным при по-
мощи модификации метода ломаных Эйлера. Отсюда вытекает, что полу-
периодическая краевая задача (1)–(4) имеет решение u∗(x, t) = u∗1(x, t) +
u∗2(x, t), U∗(x, t) = (u∗1(x, t), u∗2(x, t)).

По теореме из [12, с. 104] для решения V ∗(x, t) задачи (6)–(8) справед-
лива оценка

‖V ∗(x, ·)‖1 ≤ A3(x) max(‖U∗(x, ·)‖1, ‖W ∗(x, ·)‖1) +
1

2

∥∥∥∥ f(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

,
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‖V ∗t (x, ·)‖1 ≤
(
α0 +

‖a1(x, ·)‖1
α0

)
‖V ∗(x, ·)‖1+

+A3(x) max(‖U∗(x, ·)‖1, ‖W ∗(x, ·)‖1) +
1

2

∥∥∥∥ f(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

≤

≤
(
1+

[
α0 +

‖a1(x, ·)‖1
α0

])[
A3(x) max(‖U∗(x, ·)‖1, ‖W ∗(x, ·)‖1)+

1

2

∥∥∥∥ f(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

]
.

Из последних неравенств получим

max(‖V ∗(x, ·)‖1, ‖V ∗t (x, ·)‖1) ≤ max

(
1, 1 +

[
α0 +

‖a1(x, ·)‖1
α0

])
×

×

[
A3(x) max(‖U∗(x, ·)‖1, ‖W ∗(x, ·)‖1) +

1

2

∥∥∥∥ f(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

]
. (49)

Тогда из (8) следует

max(‖U∗(x, ·)‖1, ‖W ∗(x, ·)‖1) ≤ max(‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1)+

+

x∫
0

max
(
‖V ∗(ξ, ·)‖1, ‖V ∗t (ξ, ·)‖1

)
dξ ≤max(‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1)+

+α̃

x∫
0

[
A3(ξ) max(‖U∗(ξ, ·)‖1, ‖W ∗(ξ, ·)‖1) +

1

2

∥∥∥∥ f(ξ, ·)
a1(ξ, ·)

∥∥∥∥
1

]
dξ,

отсюда по неравенству Гронуолла -Беллмана получим

max(‖U∗(x, ·)‖1, ‖W ∗(x, ·)‖1) ≤

≤ α̃max(‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1) exp

 x∫
0

A3(ξ)dξ

+ α̃ exp

 x∫
0

A3(ξ)dξ

×
×1

2

x∫
0

∥∥∥∥ f(ξ, ·)
a1(ξ, ·)

∥∥∥∥
1

dξ=γ(x) max(‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1)+
1

2
γ(x)

x∫
0

∥∥∥∥ f(ξ, ·)
a1(ξ, ·)

∥∥∥∥
1

dξ. (50)
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Подставляя (50) в правую часть (49), имеем

max(‖V ∗(x, ·)‖1, ‖V ∗t (x, ·)‖1) ≤ A3(x)γ(x) max(‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1)+

+
1

2
A3(x)γ(x)

x∫
0

∥∥∥∥ f(ξ, ·)
a1(ξ, ·)

∥∥∥∥
1

dξ +
α̃

2

∥∥∥∥ f(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

. (51)

Согласно обозначениям (5) выполняются неравенства

‖u∗(x, ·)‖1 ≤ 2‖U∗(x, ·)‖1,
∥∥∥∥∂2u∗

∂t2

∥∥∥∥
1

≤ 2α0‖W ∗(x, ·)‖1,

∥∥∥∥∂u∗∂t
∥∥∥∥

1

≤ 2α0‖U∗(x, ·)‖1,
∥∥∥∥∂u∗∂x

∥∥∥∥
1

≤ ‖V ∗(x, ·)‖1,
∥∥∥∥∂2u∗

∂x∂t

∥∥∥∥
1

≤ 2α0‖V ∗(x, ·)‖1

при (x, t) ∈ Ω. С их учетом и учетом неравенств (50), (51) получим оценки

max

(
‖u∗(x, ·)‖1,

∥∥∥∥∂u∗(x, ·)∂t

∥∥∥∥
1

,

∥∥∥∥∂2u∗

∂t2

∥∥∥∥
1

)
≤

≤ 2 max(1, α0)γ(x) max(‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1) + max(1, α0)γ(x)

x∫
0

∥∥∥∥ f(ξ, ·)
a1(ξ, ·)

∥∥∥∥
1

dξ,

max

(∥∥∥∥∂u∗(x, ·)∂x

∥∥∥∥
1

,

∥∥∥∥∂2u∗(x, ·)
∂x∂t

∥∥∥∥
1

)
≤

≤ 2 max(1, α0)γ(x)A3(x) max(‖Ψ‖α,1, ‖Ψ̇‖α,1)+

+ max(1, α0)A3(x)γ(x)

x∫
0

∥∥∥∥ f(ξ, ·)
a1(ξ, ·)

∥∥∥∥
1

dξ +
α̃

2

∥∥∥∥ f(x, ·)
a1(x, ·)

∥∥∥∥
1

.

Единственность решения краевой задачи (1)–(4) доказывается методом от
противного. Теорема 2 доказана.
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Кабдрахова С.С. КЛАССИКАЛЫҚ ЕМЕС ҮШIНШII РЕТТI ТЕҢ-
ДЕУ ҮШIН ЖАРТЫЛАЙ ПЕРИОДТЫ ШЕТТIК ЕСЕПТIҢ ШЕШIМIН
ЖУЫҚТАП ТАБУДЫҢ БIР ӘДIСI

Классикалық емес үшiншi реттi бiр теңдеу үшiн жартылай периодты
шеттiк есеп қарастырылады. Жақсартыған Эйлер сынықтар әдiсi арқылы
құрылған функциялар үшiтiгiнiң қарастырылып отырған есептiң дәл ше-
шiмiне жақындығы бағалауларын қамтамасыз ететiн жеткiлiктi шарттар
алынған.

Кiлттiк сөздер. Классикалық емес үшiншi реттi теңдеу, жартылай пе-
риодты шеттiк есеп, жақсартылған Эйлер сынықтар әдiсi, жуық шешiм-
дер, периодты шеттiк есептер, жәй дифференциалдық теңдеулер жүйе-
лерi.

Kabdrakhova S.S. ON ONE APPROXIMATE METHOD OF FINDING
SOLUTION OF THE SEMIPERIODICAL BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR THE NONCLASSICAL THIRD ORDER EQUATION

Semi-periodical boundary value problem for a non-classical third order
equation is considered. Sufficient conditions are obtained which provide
estimates of the proximity of the constructed three functions to the exact
solution of the considering problem by modifying the Euler’s broken line
method.
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ON INVERSE PROBLEM OF RECONSTRUCTING
SUBDIFFUSION PROCESS WITH DEGENERATION FROM

NONLOCAL DATA

M.A. Sadybekov, A.A. Sarsenbi

Abstract. In this article we consider an inverse problem for one-dimensional degenerate
fractional heat equation with involution and with periodic boundary conditions with
respect to a spatial variable. This problem simulates the process of heat propagation in
a thin closed wire wrapped around a weakly permeable insulation. The inverse problem
consists in the restoration (simultaneously with the solution) of an unknown right-hand
side of the equation, which depends only on the spatial variable. The conditions for
redefinition are initial and final states. Existence and uniqueness results for the given
problem are obtained via the method of separation of variables.

Keywords. Inverse problem, heat equation, equation with involution, subdiffusion
process, equation with degeneration, periodic boundary conditions, method of
separation of variables.

1 Introduction

In recent years, the phenomena of anomalous diffusion has been observed
in many fields, such as turbulence, seepage in porous media, pollution control.
The demand for appropriate mathematical models is high from biomechanics
to geophysics passing by acoustics. A most used approach to depicting a
variety of complex anomalous diffusion phenomena is a nonlinear modeling
that is generally mathematically challenging to analyze and computationally
very expensive to simulate. In addition, the nonlinear models often require
some parameters unavailable from experiments or field measurements. As
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alternative approaches, in recent decades, fractal and fractional derivatives
have been found which is effective in modeling anomalous diffusion processes.
The advantage of the fractal or the fractional derivative models over the
standard integer-order derivative models is in that it can describe accurately
the inherent abnormal-exponential or heavy tail decay processes.

Fractional powers in indicators also arise when describing fractal
(multiscale, whole-like) media. In a fractal environment, unlike a continuous
medium, a randomly wandering particle moves away from the launch site
more slowly, since not all directions of motion become available for it. The
slowing down of diffusion in the fractal media is so significant that the physical
quantities begin to change more slowly than the first derivative and this effect
can be taken into account only in an integral-differential equation containing
the time derivative of fractional order:

Dα
t u(x, t) = Axu(x, t) + F.

In this paper, we consider an inverse problem close to that investigated in
[1], [2]. Together with the solution, it is necessary to find the unknown source
term of the equation. The equation contains a fractional derivative with respect
to time and an involution with respect to the spatial variable. In contrast to
[1], [2], we investigate the problem under nonlocal boundary conditions with
respect to the spatial variable. The conditions for determination are initial and
final states.

The second main difference in our problem is that the unknown function
enters both in the right-hand side of the equation and in the conditions of the
initial and final overdeterminations.

Let us consider a problem of modeling the thermal diffusion process which is
close to that described in the paper of Cabada and Tojo [2], where an example
that describes a concrete situation in physics is given. Consider a closed metal
wire (length 2π) wrapped around a thin sheet of insulation material in the
manner shown in Figure 1.

Assuming that the position x = 0 is the lowest of the wire, and the
insulation goes up to the left at −π and to the right up to π. Since the wire is
closed, points −π and π coincide.

The layer of insulation is assumed to be slightly permeable. Therefore, the
temperature value from one side affects the diffusion process on the other side.
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Φ(−𝜋𝜋) = Φ(𝜋𝜋) 

Φ(−𝑥𝑥) Φ(𝑥𝑥) 

Φ(0) 

Figure 1 – The closed metal wire wrapped around
a thin sheet of insulation material

For this reason, the standard heat equation is modified by adding an extra term

ε
∂2Φ

∂x2
(−x, t) to

∂2Φ

∂x2
(x, t) (where |ε| < 1). Here Φ(x, t) is the temperature at

point x of the wire at time t.
We consider a process which is so slow that it is described by an evolution

equation with a time fractional derivative:

t−βDα
t Φ (x, t)− Φxx (x, t) + εΦxx (−x, t) = f (x) , α+ β > 0, (1)

in the domain Ω = {(x, t) : −π < x < π, 0 < t < T}. Here f(x) stands for
an external source that does not change with time; t = 0 is an initial time
point and t = T is a final one. The derivative Dα

t defined, for a differentiable
function, as

(Dα
t ϕ) (t) = I1−α

[
d

dt
ϕ (t)

]
, 0 < α < 1, t ∈ [0, T ],

is the Caputo derivative built on the Riemann-Liouville fractional integral

I1−α[ϕ(t)] =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

ϕ(s)

(t− s)α
ds, 0 < α < 1, t ∈ [0, T ].

Caputo derivative allows to impose initial conditions in a natural way.
As additional information, we take

Φ (x, 0) = φ (x) , Φ(x, T ) = ψ(x), x ∈ [−π, π]. (2)
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Since the wire is closed, it is natural to assume that the temperatures at
the tips of the wire are equal at all times:

Φ (−π, t) = Φ (π, t) , t ∈ [0, T ] . (3)

If we consider a process in which the temperature at one end at every time
point t is proportional to the (fractional) rate of change speed of the average
value of the temperature throughout the wire, then,

Φ (−π, t) = γt−βDα
t

∫ π

−π
Φ (ξ, t) dξ, t ∈ [0, T ] ; (4)

here γ is the proportionality coefficient.
Thus the investigated process is reduced to the following inverse problem:

Find the source term f(x) of the subdiffusion equation (1), and its solution
Φ(x, t) subject to the initial and final conditions (2), the boundary condition
(3), and condition (4).

Let us mention the case when α = 1, β = 0 was examined in [3], [4].

2 Reduction of the problem

Condition (4) is nonlocal. The integral along inner lines of the domain
is present in this condition. Using the idea of Samarskii, we transform this
condition. Taking into account equation (1) from (4), we get

Φ (−π, t) = γ

∫ π

−π

{
Φξξ (ξ, t)− εΦξξ (−ξ, t) + f (ξ)

}
dξ, t ∈ [0, T ] .

Hence

Φ (−π, t) = γ(1− ε)[Φx (π, t)− Φx (−π, t)] + γ

∫ π

−π
f (ξ) dξ, t ∈ [0, T ] .

As was shown in our work [5], for the existence of a solution, it is necessary
to satisfy the equality ∫ π

−π
f (ξ) dξ = 0. (5)

In what follows, we will assume this equality to be fulfilled.
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Let us set
u(x, t) = Φ(x, t).

Then in terms of the new function u(x, t), we get the following inverse
problem: In the domain Ω = {(x, t) : −π < x < π, 0 < t < T} find a right-
hand side f(x) of the time fractional evolution equation with involution

t−βDα
t u (x, t)− uxx (x, t) + εuxx (−x, t) = f (x) , (6)

and its solution u(x, t)that satisfies one initial condition

u (x, 0) = φ (x) , x ∈ [−π, π], α+ β > 0, (7)

one final condition
u(x, T ) = ψ(x), x ∈ [−π, π], (8)

and the boundary condition{
ux (−π, t)− ux (π, t)− au (π, t) = 0,

u (−π, t)− u (π, t) = 0,
t ∈ [0, T ] , (9)

where φ(x) and ψ (x) are given sufficiently smooth functions, 0 < α < 1, ε is a

nonzero real number such that |ε| < 1 and a =
1

γ(ε− 1)
. Moreover, we assume

that f(x) satisfies condition (5).
In the physical sense, the second of conditions (9) means the equality of the

distribution density at the ends of the interval. And the first of conditions (9)
means the proportionality of the difference of fluxes across opposite boundaries
to the density value at the boundary. We note that in [1] the Dirichlet boundary
conditions u (−π, t) = u (π, t) = 0 were used instead of condition (9).

Let us mention that the well-posedness of direct and inverse problems for
parabolic equations with involution is considered in [6]–[8], and the solvability
of various inverse problems for parabolic equations was studied in papers
of Anikonov and Belov, Bubnov Prilepko and Kostin, Monakhov, Kozhanov,
Kaliev, Sabitov and many others, see [9] and [10]. In [1], good references on
related issues are cited. We note [11]–[31] from recent papers close to the theme
of our article. In these papers different variants of direct and inverse initial-
boundary value problems for evolution equations are considered, including
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problems with nonlocal boundary conditions and problems for equations with
fractional derivatives.

Problem (6)–(9) for a = 0 was considered in [30], and for a = β = 0 in [31].
Let us finally mention that we will use the Fourier method to solve our

problem. Here, we use a spectral problem for ordinary differential operators
with involution. Similar spectral problems are considered in [32]–[43].
Definition 1. A regular solution of the inverse problem (6)–(9), is a pair of
functions (u(x, t), f(x)), u(x, t) ∈ C2,1

x,t (Ω), f(x) ∈ C[−π, π] satisfying Eq. (6)
and conditions (7)–(9).
Definition 2. A generalised solution of the inverse problem (6)–(9), is a pair
of functions (u(x, t), f(x)), u(x, t) ∈ W 2,1

2 (Ω) ∩ C
(
Ω
)
, f(x) ∈ L2 (−π, π) that

satisfy Eq. (6) and conditions (7)–(9) almost everywhere.

3 Spectral problem

A similar spectral problem was considered in [4].
The use of the Fourier method for solving problem (6)–(9) leads to a

spectral problem for the operator L given by the differential expression

LX (x) ≡ −X ′′ (x) + εX ′′ (−x) = λX (x) , −π < x < π, (10)

and the boundary conditions{
X ′ (−π)−X ′ (π)− aX (π) = 0,

X (−π)−X (π) = 0,
(11)

where λ is the spectral parameter.
Spectral problems for Eq. (10) were first considered, apparently, in [34].

There was considered cases of Dirichlet and Neumann boundary conditions,
and cases of conditions in the form (11) for a = 0. Here we consider the case
a > 0.

We search a solution of Eq. (10) in the form:

X (x) = A sin (µ1x) +B cos (µ2x) , µ1 =

√
λ

1 + ε
, µ2 =

√
λ

1− ε
,

where A and B are arbitrary complex numbers. The boundary conditions (11)
lead to equations

sin (µ1π) = 0 , tan (µ2π) =
a

2µ2
.
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Therefore, the spectral problem (10)–(11) has two series of eigenvalues:

λk,1 = (1 + ε) k2, k ∈ N;

λk,2 = (1− ε) (k + δk)
2, δk =

a

k + 1
O (1) > 0, k ∈ N0 ≡ N ∪ {0} ,

with corresponding normalized eigenfunctions given by

Xk,1 (x) =
1√
π

sin (kx) , k ∈ N; Xk,2 (x) = νk cos ((k + δk)x) , k ∈ N0; (12)

here νk is the normalization coefficient:

ν−2
k = ‖ cos ((k + δk)x) ‖2 = π +

a2

(k + δk)
[
a2 + (k + δk)

2 π2
] .

It is easy to see that the system (12) is simultaneously a system of
eigenfunctions for the Sturm-Liouville operator

L1X (x) ≡ −X ′′ (x) = λX (x) , −π < x < π,

with the self-adjoint boundary conditions (11) corresponding to the eigenvalues

λ̂k,1 = k2, k ∈ N; λ̂k,2 = (k + δk)
2, k ∈ N0.

Consequently, the system (12) forms an orthonormal basis of L2 (−π, π).

4 Uniqueness of the solution

Let the pair of functions (u(x, t), f(x)) be a solution of the inverse problem
(6)-(9). Let us set

uk,i (t) =

∫ π

−π
u(x, t)Xk,i (x) dx, fk,i =

∫ π

−π
f(x)Xk,i (x) dx, i = 1, 2. (13)

We apply operator t−βDα to uk,i (t). Then, using Eq. (6) and integrating
by parts, we obtain the problem

t−βDαuk,i (t) + λk,iuk,i (t) = fk,i, 0 < t < T, i = 1, 2; (14)
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uk,i (0) = φk,i, i = 1, 2; (15)

uk,i (T ) = ψk,i, i = 1, 2, (16)

where

φk,i =

∫ π

−π
φ(x)Xk,i (x) dx, ψk,i =

∫ π

−π
ψ(x)Xk,i (x) dx.

It is easy to see that the function ũk,1 (t) = (λk,i)
−1fk,i is a partial

solution of the inhomogeneous equation (14). Using the general solution of the
homogeneous equation (14), which is constructed in ([44], p. 233) for α+β > 0,
we get

uk,i (t) =
fk,i
λk,i

+ Ck,iEα,1+ β
α
, β
α

(
−λk,i tα+β

)
, 0 < t < T, i = 1, 2,

where Eα+β,1,1−α is the generalized Mittag-Leffler function ([43], p. 48):

E
α,1+ β

α
, β
α

(z) =
∞∑
k=0

ckz
k; c0 = 1, ck =

k−1∏
j=0

Γ (j (α+ β) + β + 1)

Γ (j (α+ β) + α+ β + 1)
, k ∈ N,

and the constants Ck,i and fk,i are unknown.
To find these constants, we use conditions (15) and (16). From (15), we

obtain a unique solution of the Cauchy problem (14)-(15) in the form

uk,i (t)=
[
1−E

α,1+β
α
, β
α

(
−λk,i tα+β

)] fk,i
λk,i

+ (φk,i)Eα,1+ β
α
, β
α

(
−λk,i tα+β

)
. (17)

Since λk,i > 0, then by virtue of the well-known asymptotics [44]:∣∣∣Eα,1+ β
α
, β
α

(z)
∣∣∣ ≤ M

1 + |z|
, arg (z) = π, |z| → ∞, M = Const > 0, (18)

T � 1, the estimate

1−E
α,1+ β

α
, β
α

(
−λk,i Tα+β

)
≥ m∗ > 0 (19)

holds; the constant m∗ does not depend on values of the indices k, i.
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Therefore, using condition (16), we get

fk,i = λk,i
ψk,i − φk,iEα,1+ β

α
, β
α

(
−λk,i Tα+β

)
1− E

α,1+ β
α
, β
α

(−λk,i Tα+β)
. (20)

Lemma. If (19) holds for all values of the indices k, i, then the solution
(u(x, t), f(x)) of the inverse problem (6)–(9) is unique.
Proof. Suppose that there are two solutions (u1(x, t), f1(x)) and
(u2(x, t), f2(x)) of the inverse problem (6)–(9). Set

u (x, t) = u1 (x, t)− u2 (x, t) , f (x) = f1 (x)− f2 (x) .

Then the functions u(x, t) and f(x) satisfy Eq. (6), the boundary conditions
(9) and the homogeneous conditions (7) and (8):

u (x, 0) = u(x, T ) = 0, x ∈ [−π, π].

Therefore, by using (13) from (20), we find fk,i = 0.
Whereupon, from (17) and (20), we find

uk,i (t) ≡
∫ π

−π
u(x, t)Xk,i (x) dx = 0, fk,i ≡

∫ π

−π
f(x)Xk,i (x) dx = 0

for all values of the indices k ∈ N for i = 1 and k ∈ N0 for i = 2. Furthermore,
by the completeness of system (12) in L2 (−π, π), we obtain

u (x, t) ≡ 0, f (x) ≡ 0 for all (x, t) ∈ Ω.

The uniqueness of the solution of the inverse problem (6)–(9) is verified.

5 Construction of a formal solution

As the eigenfunctions of the system (12) forms an orthonormal basis
in L2 (−π, π), the unknown functions u(x, t) and f (x) can be formally
represented as

u (x, t) =
∞∑
k=1

uk,1 (t)Xk,1 (x) +
∞∑
k=0

uk,2 (t)Xk,2 (x), (21)
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f (x) =

∞∑
k=1

fk,1Xk,1 (x) +

∞∑
k=0

fk,2Xk,2 (x), (22)

where uk,1 (t) and uk,2 (t) are unknown functions; fk,1 and fk,2 are unknown
constants.

Substituting (21) and (22) into equation (6), we obtain the inverse problems
(14)–(16). If the constants σk,i are assumed to be given, then the solutions of
these inverse problems exist, are unique and are represented by formulas (17)
and (20). Substituting (17) and (20) into series (21) and (22), we obtain a
formal solution of the inverse problem (6)–(9).

Indeed, from (5) and Eq. (1) we have

0 =

∫ π

−π
f (ξ) dξ =

∫ π

−π
t−βDα

t Φ (ξ, t) dξ −
∫ π

−π

{
Φξξ (ξ, t) + εΦξξ (−ξ, t)

}
dξ.

For the first integral, we apply condition (4), and calculate the second
integral. Then we obtain

0 = (1− ε)
[
Φx (−π, t)− Φx (π, t) +

1

γ(1− ε)
Φ (−π, t)

]
.

This means that the boundary conditions (4) and (9) coincide. Hence, problems
(6)–(9) and (1)–(4) also coincide.

Thus, in what follows we shall consider problem (1)–(3) with the boundary
condition

Φx (−π, t)− Φx (π, t)− aΦ (−π, t) = 0. (23)

Thus, in what follows we will consider the inverse problem (1)–(3), (23).
Similarly, as before, the formal solution of this problem can be constructed

in the form of series

Φ (x, t) =

∞∑
k=1

Φk,1 (t)Xk,1 (x) +

∞∑
k=0

Φk,2 (t)Xk,2 (x), (24)

f (x) =
∞∑
k=1

fk,1Xk,1 (x) +
∞∑
k=0

fk,2Xk,2 (x), (25)

where
Φk,i (t) =

(
φk,i −

fk,i
λk,i

)
E
α,1+ β

α
, β
α

(
−λk,i tα+β

)
+
fk,i
λk,i

, (26)
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fk,i = λk,i
ψk,i − φk,iEα,1+ β

α
, β
α

(
−λk,i Tα+β

)
1− E

α,1+ β
α
, β
α

(−λk,i Tα+β)
. (27)

In order to complete our study, it is necessary to justify the smoothness of
the resulting formal solutions and the convergence of all appearing series.

6 Main results

Here we present the existence and uniqueness results for our inverse
problem.
Theorem. Let a > 0, α + β > 0 and T be large enough that the condition
(19) holds for all values of the indices k, i.
(A) Let φ(x), ψ(x) ∈ W 2

2 (−π, π) and satisfy the boundary conditions (11).
Then, for a real number ε such that |ε| < 1, the inverse problem (1)-(3), (23)
has a unique generalized solution, which is stable in norm:∥∥∥t−βDα

t Φ
∥∥∥2

L2(Ω)
+‖Φxx‖2L2(Ω)+‖f‖

2
L2(−π,π) ≤ C

{
‖φ‖2W 2

2 (−π,π) + ‖ψ‖2W 2
2 (−π,π)

}
,

where the constant C does not depend on φ(x), ψ(x).
(B) Let φ(x), ψ(x) ∈ C4 [−π, π] and the functions φ(x), ψ(x) and φ′′(x), ψ′′(x)
satisfy the boundary conditions (11), then, for a real number ε such that |ε| <
1, the inverse problem (1)–(3), (23) has a unique regular solution.
Proof. The generalized Mittag-Leffler function’s estimates (18) and (19) are
known. Therefore, from representations (17) и (20), we get estimates

|fk,i| ≤ C1 |λk,i|
{
|φk,i|+ |ψk,i|

}
, (28)

|Φk,i (t)| ≤ C1

{
|φk,i|+ |ψk,i|

}
, (29)

where the constant C1 does not depend on the indices k, i and on the functions
φ(x), ψ(x). Since the eigenfunctions of the system (12) forms an orthonormal
basis in L2 (−π, π), then by virtue of the Parseval equality, it is easy to obtain
estimates

‖f‖2L2(−π,π) ≤ C
{∥∥φ′′∥∥2

L2(−π,π)
+
∥∥ψ′′∥∥2

L2(−π,π)

}
, (30)

‖Φxx‖2L2(Ω) ≤ C
{∥∥φ′′∥∥2

L2(−π,π)
+
∥∥ψ′′∥∥2

L2(−π,π)

}
. (31)
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In deriving these inequalities, we use the fact that the functions φ(x), ψ(x)
satisfy the boundary conditions (11). Now we can easily obtain an estimate
for t−βDα

t Φ (x, t) from Eq. (6). This together with (30) and (31) gives the
necessary estimate for the solution.

From the obtained estimates it also follows that in the constructed formal
solution of the inverse problem all the series converge, they can be term-by-
term differentiated, and the series obtained during differentiation also converge
in the metrics of L2.

From (21) and (29), by using Holder’s inequality, it is easy to justify the
inequality

max
(x,t)∈Ω

|Φ (x, t)|2 ≤ C
{∥∥φ′′∥∥2

L2(−π,π)
+
∥∥ψ′′∥∥2

L2(−π,π)

}
,

which justifies the continuity of Φ (x, t) in the closed domain Ω.
From the representation of the solution in the form of series (21), (22) and

inequalities (28), (29), it is easy to justify estimate

|Φxx (x, t)|+ |Φtt (x, t)|+ |f (x)| ≤ C
∞∑
k=1

|λk,i|2
{
|φk,i|+ |ψk,i|

}
. (32)

Let φ(x), ψ(x) ∈ C4 [−π, π] and the functions φ(x), ψ(x) and φ′′(x), ψ′′(x)
satisfy the boundary conditions (11), then the series in the right-hand side of
(32) converges. Therefore, in such case, the formal solution gives the regular
solution of the inverse problem (6)–(9). Theorem is completely proved.
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Садыбеков М.А., Сәрсенбi А.А. ЛОКАЛДЫ ЕМЕС ДЕРЕКТЕРI БОЙ-
ЫНША АЗЫНҒАН СУБДИФФУЗИЯЛЫҚ ПРОЦЕССТI ҚАЙТА ҚАЛ-
ПЫНА КЕЛТIРУ КЕРI ЕСЕБI ТУРАЛЫ

Осы мақалада инволюциялы және кеңiстiктегi айнымалысына қатысты
периодты шекаралық шартты бiр өлшемдi бөлшек туындылы жылуөткiз-
гiш теңдеуi үшiн бiр керi есеп қарастырылған. Бұл есеп әлсiз өткiзгiштi
оқшаулауды орайтын жiңiшке тұйықталған сымдағы жылудың тарау про-
цесiн көрсетедi. Керi есеп тек кеңiстiктiк айнымалыға ғана тәуелдi теңде-
удiң белгiсiз оң жақ бөлiгiн (бiр мезгiлде шешiмiмен бiрге) қалпына кел-
тiруден тұрады. Қайта анықтау шарттары ретiнде бастапқы және соңғы
күйi алынған. Берiлген есептiң шешiмiнiң бар болуы және оның жалғы-
здығы айнымалыларды ажырату әдiсiмен алынған.

Кiлттiк сөздер. Керi есеп, жылуөткiзгiштiк теңдеуi, инволюциясы бар
теңдеу, субдиффузиялық процесс, азынуы бар теңдеу, периодты шекара-
лық шарттар, айнымалыларды ажырату әдiсi.
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Садыбеков М.А., Сарсенби А.А. ОБ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ РЕКОН-
СТРУКЦИИ СУБДИФФУЗИОННОГО ПРОЦЕССА С ВЫРОЖДЕНИ-
ЕМ ПО НЕЛОКАЛЬНЫМ ДАННЫМ

В этой статье рассматривается одна обратная задача для одномерного
вырождающегося уравнения дробной теплопроводности с инволюцией и с
периодическими граничными условиями относительно пространственной
переменной. Эта проблема имитирует процесс распространения тепла в
тонкой замкнутой проволоке, обернутой вокруг слабо проницаемой изоля-
ции. Обратная задача состоит в восстановлении (одновременно с решени-
ем) неизвестной правой части уравнения, зависящей только от простран-
ственной переменной. Условиями переопределения являются начальное и
конечное состояния. Результаты существования и единственности для дан-
ной задачи получены методом разделения переменных.

Ключевые слова. Обратная задача, уравнение теплопроводности, урав-
нение с инволюцией, субдиффузионный процесс, уравнение с вырождени-
ем, периодические граничные условия, метод разделения переменных.
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