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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЖИЗНЬ

ЛЮДМИЛА АЛЕКСЕЕВНА АЛЕКСЕЕВА
(К 70-летию со дня рождения)

Исполнилось 70 лет доктору
физико-математических наук,
профессору Алексеевой Людмиле
Алексеевне, известному специ-
алисту в области механики и
математической физики, заведу-
ющей Отделом математической
физики и моделирования Институ-
та математики и математического
моделирования МОН РК.

Л.А. Алексеева родилась 12
января 1947 года в г. Калининграде
(РСФСР) в семье врачей. Из трех
дочерей Людмила – старшая. Дет-

ство прошло в частых переездах в связи с военной службой отца. В 1954
году поступила в советскую среднюю школу в г. Ютербоге (ГДР). Окончив
школу с золотой медалью в 1965 году в г. Муроме Владимирской области,
она в том же году поступила на механико-математический факультет
МГУ им. М.В. Ломоносова, отделение механики. Специализировалась на
кафедре теоретической механики под руководством член-корр. АН СССР,
д.ф.-м.н., проф. Д.Е. Охоцимского (заведующего кафедрой). Училась
отлично, ленинский стипендиат. В марте 1970 года вышла замуж за
Рахимбердиева Марата Исимгалиевича, тоже выпускника мех-мата МГУ,
в это время он был аспирантом.

После окончания МГУ в 1970 году по рекомендации кафедры Людми-
ла Алексеевна поступила в аспирантуру, где стала заниматься задачами
моделирования динамики и управления шагающих систем. Это совершен-
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но новое направление исследований под руководством Д.Е. Охоцимского
проводилось на кафедре теоретической механики мех-мата и в Институте
прикладной математики АН СССР (ныне ИПМ РАН им. М.В. Келдыша),
где он заведовал отделом космических исследований. Эти исследования
были связаны с разработкой различных моделей и макетов луноходов по
проводимой в те годы космической программе полетов на Луну. Работа
над диссертацией проходила в этом отделе в группе тогда еще кандидата,
сейчас д.ф-м.н. Ю.Ф. Голубева.

После окончания аспирантуры Алексеева Л.А. направлена на работу
в Алма-Ату в Институт математики и механики АН КазССР, где начала
работать инженером лаборатории механики горных пород (зав. акад. АН
Каз ССР Ж.С. Ержанов). Для завершения работы над диссертацией по
ходатайству ей была предоставлена научная командировка в ИПМ АН
СССР еще на полгода. В июне 1974 г. в их семье родилась дочь Марина.

Кандидатскую диссертацию на тему "Моделирование динамики и
управления движением шагающего аппарата" по специальности 01.02.01.
теоретическая механика – защитила на мех-мате МГУ в 1976 г. Научные
руководители: Охоцимский Д.Е., Голубев Ю.Ф. В теории шагающих
систем эта была пионерская работа, вызвавшая большой интерес членов
Совета при ее защите. Основные результаты диссертации опубликованы в
виде препринта ИПМ АН СССР [4] и трех статей в Известиях АН СССР,
серии "Техническая кибернетика" [6]–[8].

В 1976 году был организован Институт сейсмологии АН КазССР, куда
были переведены три лаборатории отдела механики ИММ. В ИС АН
КазССР Алексеева Л.А. работала в лаборатории теории сейсмостойкости
подземных сооружений (ЛТСПС), которой заведовал д.т.н. Ш.М. Айта-
лиев (в 1991 году он стал академиком НАН РК). В ней она проработала
15 лет, пройдя путь от младшего до ведущего научного сотрудника. В
1986 году эта лаборатория вернулась в ИММ АН КазССР.

В 1991 г. на Специализированном Совете по механике ИММ АН
КазССР ею была защищена докторская диссертация на тему "Динамика
протяженных подземных сооружений" по специальности 01.02.07 – меха-
ника горных пород, грунтов и сыпучих сред. Ее научные консультанты:
академики НАН РК Ержанов Ж.С. и Айталиев Ш.М. Официальные
оппоненты – известные ученые-механики СССР: д.ф.м.н. Перлин П.И.
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(Москва, МФТИ), д.ф.м.н. Кубенко В.Д. (Киев, Институт механики АН
УССР), д.ф.м.н. Аннин Б.Д. (Новосибирск, ИГД СО АН СССР), д.ф.м.н
Мардонов Б.М. (Ташкент, ИССС АН УзССР); ведущая организация
– МГУ им. М.В. Ломоносова. В 1992 году ВАК СССР присвоил ей
звание профессора по специальности 01.02.04 – механика деформируемого
твердого тела. Основные результаты диссертации вошли в монографии
[2], [3].

После разделения Института математики и механики на четыре
института в феврале 1992 г. в Институте теоретической и прикладной
математики в отделе вычислительной математики по инициативе прези-
дента АН КазССР акад. У.М. Султангазина была образована лаборатория
вычислительных методов волновой динамики. Л.А. Алексеева заведовала
этой лабораторией 20 лет до реорганизации структуры института в
2012 году. С сентября 2012 года по настоящее время она – заведующий
Отдела математической физики и моделирования Института математики
и математического моделирования МОН РК.

Область ее научных исследований: механика, математическая физика,
теория распространения и дифракции волн, электродинамика, теория
поля, механика деформируемого твердого тела, механика горных пород и
грунтов, динамика подземных сооружений, вычислительная математика.

Ее научные интересы во многом сложились под влиянием казахстан-
ской школы механиков, сформировавшейся в шестидесятые-семидесятые
годы прошлого столетия под руководством академика Ж.С. Ержано-
ва для решения актуальных для страны задач динамики наземных и
подземных сооружений и конструкций под действием сейсмических,
транспортных источников возмущения на основе методов математическо-
го моделирования и вычислительных технологий. Активно занимается
научно-исследовательской работой. Она – автор более 300 научных
публикаций, основная часть которых посвящена разработке теории и
методов решения краевых задач для гиперболических уравнений и систем
математической физики, механики и электродинамики, систем уравнений
смешанного типа и исследованию на их основе процессов распространения
и дифракции волн в упругих, термоупругих, многокомпонентных и элек-
тромагнитных средах с концентраторами напряжений в виде полостей и
включений различных форм, а также при действии подвижных нагрузок
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в до-, транс- и сверхзвуковом диапазоне скоростей и др.; разработке и
исследованию математических моделей динамики подземных сооружений
при дифракции сейсмических волн и действии транспортных нагрузок.

Основные научные работы Л.А. Алексеевой опубликованы в извест-
ных периодических международных научных журналах: Известия АН
СССР, Техническая кибернетика; Известия АН СССР, Механика твердого
тела; Прикладная математика и механика, Дифференциальные уравне-
ния, Журнал вычислительной математики и математической физики,
Computational Mechanics, Engineering Analysis in Boundary Elements,
Clifford Analysis,Clifford Algebras and their Applications, Modern Physics
и др., а также в республиканских изданиях: Известия АН КазССР и
Известия НАН РК – серия физико-математическая, Доклады и Вест-
ник АН КазССР и НАН РК, Математический журнал и др., и трех
монографиях [1]–[3]. Она – участник многих международных съездов,
симпозиумов, конференций. Из последних зарубежных : I-IV Конгрессы
Тюрского математического общества, X-XI Всероссийские съезды по
фундаментальным проблемам теоретической и прикладной механики,
VIII-X Конгрессы Ньютоновского математического общества ISAAC и др.
[98]–[130].

Людмила Алексеевна активно занимается подготовкой научных кад-
ров. Ею подготовлено 14 кандидатов наук, была научным консультантом
5 докторских диссертаций. На протяжении многих лет работает по
совместительству профессором в КазНУ им. аль-Фараби на механико-
математическом факультете, читает спецкурсы по математическому
моделированию, динамике упругих сред, теории обобщенных функ-
ций, методу граничных интегральных уравнений и др. для студентов,
магистрантов и докторантов. Руководит научным семинаром Отдела
математической физики и моделирования.

Большое место в ее работе занимает научная экспертиза проектов,
диссертаций, статей, отчетов и др. Она – является постоянным экспертом
госэкспертизы РК, была членом различных Диссертационных Советов
(по механике при Институте сейсмологии АН КазССР, при ИММ АН Каз
ССР, при ИММаш НАН РК, при КазАТК, по математике при Институте
матемтики МОН РК), в 1995-96 г.г. была членом Президиума ВАК РК.
Она рецензент ряда международных и республиканских научных журна-
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лов, член редколлегии журналов "Математический журнал", "Журнал
проблем эволюции открытых систем".

За активную научную работу и полученные результаты д.ф.-м.н.,
проф. Л.А. Алексеева неоднократно получала государственную научную
стипендию для ученых и специалистов, внесших выдающийся вклад в
развитие науки и техники (1997-2000, 2000-2002, 2004-2006, 2008-2010 г.г.).
Награждена тремя Почетными грамотами МОН РК и Знаком отличия
для работников науки и образования РК.

Редакционная коллегия поздравляет юбиляра, желает крепкого
здоровья, благополучия и творческого долголетия.
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25 января 2017 года докто-
ру физико-математических наук,
профессору Дженалиеву Мува-
шархану Танабаевичу, известно-
му специалисту в области тео-
рии дифференциальных уравне-
ний в частных производных и ее
приложениям, главному научному
сотруднику Института математи-
ки и математического моделиро-
вания Комитета науки Министер-
ства образования и науки Респуб-
лики Казахстан исполнилось 70
лет.

М.Т. Дженалиев родился в участке Актобе (ныне хозяйство Толе-би)
Шуского районаЖамбылской области в семье сельских тружеников. Отец
Мувашархана Танабаевича, Жиеналиев Танабай (1894 г.р.), работал мно-
гие годы чабаном, мать, Жиеналиева Тенге (1922 г.р.), помогала мужу в
этом нелегком чабанском деле вплоть до его смерти, наступившей в 1961
г. С 1961 г. до 1978 г. (до ухода на пенсию) она работала на различных
рабочих должностях. Все четверо детей Жиеналиевых получили высшее
образование благодаря самоотверженному труду матери. Тяжелый труд
чабана не является чуждым и для Мувашархана, во время летних кани-
кул он помогал родителям в их нелегком труде.

В 1953 году Мувашархан Танабаевич поступает в семилетнюю казах-
скую школу участка Актобе и заканчивает первый класс с похвальной гра-
мотой. В связи с переездом родителей в пос. Михайловка (в последующем,
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пос. Чатыркуль) в 1954 году он поступает снова в первый класс семилетней
русской школы из-за следующей аргументации руководства школы: Мува-
шархан не владеет русским языком(?!) Однако, он за год успевает овладеть
русским языком так, что первый класс заканчивает также с похвальной
грамотой. И дальше он продолжает обучение только на русском языке и
в 1965 году он заканчивает 11-й класс средней школы им. М. Горького в
селе Новотроицкое (ныне Толе-би). С 9-го класса Мувашархан увлекается
математикой, в чем главную роль сыграл его учитель математики, завуч
средней школы им. М. Горького, Кутузов Александр Яковлевич. В 1964 и
1965 годах в Алматы он участвует во 2-й и 3-й Казахстанских математи-
ческих олимпиадах школьников, в последней из которых он удостаивается
специального приза и диплома второй степени.

В 1965 году он поступает в Казахский политехнический институт им.
В.И. Ленина на факультет Автоматики и вычислительной техники и в
1971 году заканчивает его по специальности "Автоматика и телемеханика"
с квалификацией "Инженер-электрик" .

В 1971-1976 годы М.Т. Дженалиев работает последовательно инжене-
ром, старшим инженером и руководителем группы проектирования в Ка-
захском отделении ГПИ "Проектмонтажавтоматика" (Алматы). Здесь он
занимается вопросами проектирования систем диспетчеризации для объ-
ектов энергоснабжения с использованием телемеханических устройств.

В 1976-1980 годы М.Т. Дженалиев проходит очную аспирантуру в Каз-
ГУ под научным руководством профессора С.А. Айсагалиева, защищает
кандидатскую (1982 г.) и докторскую диссертации (1994 г.). В 1984 го-
ду ему присвоено ученое звание Старший научный сотрудник, а в 1996 –
ученое звание Профессор.

С 1980 года М.Т. Дженалиев работает в Институте математики и меха-
ники АН КазССР (ныне Институт математики и математического модели-
рования КН МОН РК). М.Т. Дженалиев прошел все ступени должностей
академического учреждения: МНС, СНС, ВНС, ГНС, заведующий лабо-
раторией уравнений математической физики, заместитель директора по
научной работе, с 1 января 2007 года исполняющий обязанности и затем с
августа 2008 по 2011 годы – директор Института математики.

Его научные достижения опубликованы в журналах
"Дифференциальные уравнения", "Сибирский математический жур-
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нал", "Boundary value problems", "Advances in difference equations",
"Математический журнал" (Алматы), "Труды Института математики
НАН Беларусь", "Доклады НАН РК", "Неклассические уравнения мате-
матической физики" (Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН),
"Доклады АМАН", "Известия НАН РК". Серия физико-математическая
и другие. Перечислим основные его результаты.

Профессором М.Т. Дженалиевым доказана теорема о достаточных
условиях оптимальности и на ее основе разработан алгоритм приближен-
ного решения задачи оптимального управления параболическим уравне-
нием. Этот результат является развитием принципа оптимальности В.Ф.
Кротова для уравнений в частных производных, учитывающего их разре-
шимость в соответствующих соболевских классах (в смысле интегрального
тождества). Новым здесь явилось введение вспомогательного функциона-
ла и специальных конструкций, позволивших снять ограничение о приве-
дении дифференциальных уравнений в частных производных к нормаль-
ной форме, что позволило свести исходную задачу на условный экстремум
к задаче на безусловный экстремум в функциональных пространствах Со-
болева. Этот результат составил основу кандидатской диссертации М.Т.
Дженалиева.

Для краевых задачах с производными по времени на границе для пара-
болического и гиперболического уравнений М.Т. Дженалиевым обнаружен
эффект "переопределенности" при задании начальных условий в области
и на ее границе из класса квадратично суммируемых функций (которые
не согласованы по теореме о следах). Установлена разрешимость краевых
задач для линейных нагруженных уравнений с нерегулярными коэффи-
циентами. Построены симметризующий оператор для нагруженного пара-
болического уравнения, гильбертово пространство типа пространства К.
Фридрихса и квадратичный функционал, уравнение Эйлера для которого
дает обобщенную постановку исходной граничной задачи. По этим резуль-
татам М.Т. Дженалиевым защищена докторская диссертация.

В терминах (комплексного) спектрального параметра, являющегося
коэффициентом нагруженного слагаемого, найдено описание резольвент-
ного множества и спектра для спектрально-нагруженного параболическо-
го оператора, дана характеристика кратности собственных функций в про-
странстве ограниченных и непрерывных функций в зависимости от значе-
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ния спектрального параметра (совместно с М.И. Рамазановым).
В последние годы М.Т. Дженалиев вместе с сотрудниками ведет ис-

следования по однородным краевым задачам теплопроводности в вырож-
дающихся нецилиндрических областях. Установлено, что здесь наряду с
тривиальным решением существуют и нетривиальные.

М.Т. Дженалиев активно занимается подготовкой научных кадров. Под
его руководством защищены 3 докторских, 7 кандидатских диссертаций и
1 диссертация PhD. С 1980 г. по совместительству он работает и чита-
ет спец.курсы на механико-математическом факультете КазНУ им. аль-
Фараби.

Мувашархана Танабаевича отличает деловое, принципиальное и твор-
ческое отношение, трудолюбие, профессионализм и высокое чувство от-
ветственности. Он пользуется заслуженным уважением в коллективе Ин-
ститута математики и математического моделирования.

Редколлегия журнала поздравляет Мувашархана Танабаевича с 70-
летним юбилеем и желает ему здоровья и творческого долголетия.
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26 февраля 2017 года испол-
нилось 70 лет со дня рождения
известного казахстанского мате-
матика, специалиста в области
функционального анализа, докто-
ра физико-математических наук,
член-корреспондента НАН РК,
профессора Рыскула Ойнарова.

В 1969 г. Р. Ойнаров окон-
чил с отличием механико-
математический факультет
Казахского государственного
университета им. С.М. Кирова по
специальности "Математика".

С 1973 г. до 1997 г. работал в
Институте математики МОН РК в должности МНС, СНС, ВНС, ГНС и
заведующим лабораториями (там же защитил диссертации на соискание
ученой степени кандидата, доктора физико-математических наук по спе-
циальности 01.01.01. – математический анализ).

С 1997 г. по 1999 г. работал заведующим кафедрой в Южно-
Казахстанском государственном университете им. М.О. Ауэзова.

С 2000 г. работает в Евразийским национальном университете им. Л.Н.
Гумилева в должности профессора кафедры фундаментальной математи-
ки.

Рыскул Ойнаров является ученым-математиком, широко известным в
странах ближнего и дальнего зарубежья, как специалист в области функ-
ционального анализа и его приложений. Р. Ойнаров – автор более 100
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оригинальных научных работ (из них более 35-ти изданы в рейтинговых
журналах).

В разные годы профессор Р. Ойнаров вел исследования в следующих
направлениях: свойства нелинейных интегральных операторов типа Уры-
сона в функциональных пространствах; вопросы корректности расшире-
ния и сужения замкнутых операторов в банаховом пространстве и их при-
менения к дифференциальным уравнениям; весовая оценка промежуточ-
ных производных и теоремы вложения весовых классов; установление кри-
териев дискретности сингулярных дифференциальных операторов; поста-
новка корректных граничных условий в сингулярной части границы для
вырождающихся дифференциальных уравнений; оценки норм и установ-
ление критериев ограниченности, компактности интегральных, дискрет-
ных операторов в весовых пространствах. качественные характеристики
линейных и квазилинейных дифференциальных уравнений. Полученные
результаты известны широкому кругу математиков.

Профессор Р. Ойнаров придает большое значение исследованиям ве-
совых оценок интегральных операторов. Эти задачи тесно связаны с от-
крытой проблемой теории интегральных операторов. Здесь для широких
классов интегральных операторов им получены необходимые и достаточ-
ные условия их ограниченности в весовых пространствах. Эти результаты
высоко оценены в данной области научных исследований и на них име-
ются многочисленные ссылки под терминами "ядро Ойнарова" , "условие
Ойнарова" , "класс Ойнарова" в работах математиков ближних и дальних
зарубежных стран.

Р. Ойнаров является членом редакционных коллегий международных
журналов "Journal of mathematical inequalities" , "Advances in Inequalities
and Applications" , "Eurasian mathematical journal".

Профессор Р. Ойнаров уделяет огромное внимание подготовке высо-
коквалифицированных научно-педагогических кадров. Под его руковод-
ством были защищены 1 докторская, 15 кандидатских диссертаций. Он
являлся научным руководителем 9-ти PhD докторов, из них 7, наряду
с казахстанской научной степенью, получили ученую степень "Doctor of
Philosophy (PhD)" за рубежом: 5 защитили PhD диссертации в Лулео тех-
нологическом университете Швеции, а 2 – в Университете Падова Италии.
Кроме того, в декабре 2017 года в Лулео технологическом университете
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(Швеция) под его руководством планируется защита очередной PhD дис-
сертации.

Профессор Р. Ойнаров в 2005 году был награжден нагрудным знаком
"За заслуги в развитии науки Республики Казахстан", в 2007 году – зна-
ком "Почетный работник образования Республики Казахстан" и признан
лучшим преподавателем ВУЗа-2007, 2014. В 2008 году был награжден по-
четной грамотой Республики Казахстан. В 2016 году был удостоен ордена
"Құрмет".

Редколлегия журнала поздравляет доктора физико-математических
наук, член-корреспондента НАН РК, профессора Рыскула Ойнарова с 70-
летним юбилеем и желает ему здоровья и творческого долголетия.
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1. Ââåäåíèå

Ïðè èçó÷åíèè ñåéñìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â çåìíîé êîðå äëÿ ó÷åòà ðåàëü-
íûõ ñâîéñòâ ïîðîäíîãî ìàññèâà èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåë. Íàèáîëåå èçó÷åíû ïðî-
öåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ è äèôðàêöèè âîëí â óïðóãèõ ñðåäàõ ïðè äåéñòâèè
ñîñðåäîòî÷åííûõ è ðàñïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ ðàçëè÷íîãî âèäà. Òåîðåòè-
÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè íà îñíîâå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èìåþò äîâîëüíî îáøèðíóþ áèáëèîãðàôèþ (ñì.
[1]�[4]).
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ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí è åãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå
ñîñòîÿíèå. Ïîýòîìó óñëîæíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ áîëåå ïîëíîãî
ó÷åòà äåéñòâóþùèõ ôàêòîðîâ ïðè èçó÷åíèè ñåéñìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿ-
åòñÿ àáñîëþòíî íåîáõîäèìûì. Îäíèì èç òàêîâûõ ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà
ìàññèâà, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà åãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-
íîå ñîñòîÿíèå ïðè ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ. Èññëåäîâà-
íèå äèíàìèêè òåðìîóïðóãèõ ñðåä ïðè äåéñòâèè íåñòàöèîíàðíûõ ñèëîâûõ
è òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ âîçìóùåíèé îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó ìàëî èçó÷åííûõ
ïðîáëåì ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Áîëüøîé âêëàä â ýòî íà-
ïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé âíåñëè Íîâàöêèé Â. [5], Êóïðàäçå Â.Ä., Ãåãåëèà
Ò.Ã., Áàøåëåéøâèëè Ì.Î., Áóð÷óëàäçå Ò.Â. [6] è äð.

Â ñâÿçè ñî ñëîæíîñòüþ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ òåðìîóïðóãîé ñðåäû, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñèñòåì ñìåøàííîãî
ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, îáû÷íî óðàâíåíèÿ óïðîùàþò, ïðåíåáðå-
ãàÿ âîçäåéñòâèåì óïðóãèõ äåôîðìàöèé íà òåìïåðàòóðíîå ïîëå ñðåäû. Äëÿ
òàêîé ìîäåëè, êîòîðàÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå íåñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè,
âíà÷àëå ìîæíî îïðåäåëèòü òåìïåðàòóðíîå ïîëå, ðåøàÿ õîðîøî èçó÷åííîå
ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, à çàòåì îïðåäåëèòü ïåðåìå-
ùåíèÿ èëè ñêîðîñòè òî÷åê ñðåäû, èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äèíà-
ìèêè óïðóãîãî òåëà, â êîòîðûå ãðàäèåíò òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ âõîäèò êàê
ìàññîâàÿ ñèëà. Íî äàæå äëÿ òàêîé ìîäåëè êëàññ ðåøåííûõ çàäà÷, à òåì
áîëåå êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì î÷åíü îãðàíè÷åí.

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ òåðìîóïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî ïðè íåñòàöèî-
íàðíûõ ñèëîâûõ è òåïëîâûõ âîçäåéñòâèÿõ â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äå-
ôîðìàöèè, äëÿ ÷åãî èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè. Â
ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà ïîñòðîåí òåíçîð Ãðèíà äëÿ òåðìî-
óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè, îïèñûâàþùèé ïåðåìåùåíèÿ ñðåäû ïðè äåéñòâèè
ìãíîâåííûõ ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèëîâûõ è òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ. Íà åãî îñ-
íîâå ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è ïðè äåéñòâèè ïðîèçâîëüíûõ ìàññîâûõ ñèë
è òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè è â
îáùåì ñëó÷àå äëÿ óïðóãîé ñðåäû ðàíåå áûëà ðåøåíà â [4].

2. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè

Èçîòðîïíàÿ òåðìîóïðóãàÿ ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì
òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ: ìàññîâîé ïëîòíîñòüþ ρ , òåðìîóïðóãèìè
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è òåïëîâûìè êîíñòàíòàìè γ, η, k è ïîñòîÿííûìè Ëàìå λ è µ. Âñå ïîñòîÿí-
íûå ïîëîæèòåëüíû.

Äèíàìèêà òåðìîóïðóãîé ñðåäû â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïèñû-
âàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé [5]:

(λ+ µ)uj,ji + µui,jj − γθ,i + Fi = ρüi,

∆θ − 1

κ
θ̇ − ηu̇j,j +

1

κ
Q = 0.

(1)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: ui(x, t), σij(x, t) � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùå-
íèé è òåíçîðà íàïðÿæåíèé òåðìîóïðóãîé ñðåäû

Π = {x ∈ RN : x1 < h (h > 0)},

u3(x, t) = θ � òåìïåðàòóðà; F = Fiei � ìàññîâàÿ ñèëà; Q � ìîùíîñòü òåï-
ëîâîãî èñòî÷íèêà. Ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè N = 2, x = (x1, x2), i, j =
1, 2. Âñþäó ïî îäíîèìåííûì èíäåêñàì áåðóòñÿ òåíçîðíûå ñâåðòêè.

Òåíçîð òåðìîóïðóãèõ íàïðÿæåíèé σij ñâÿçàí ñ êîìïîíåíòàìè ñìåùåíèé
è òåìïåðàòóðîé ñîîòíîøåíèåì Äþàìåëÿ-Íåéìàíà:

σij = (λuk,k − γθ) δij + µ (ui,j + uj,i) , (2)

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Âñþäó ñèìâîëîì ïîñëå çàïÿòîé îáîçíà÷åíû
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì: ui,j ≡ ∂ui/∂xj , à
òî÷êîé íàä ñèìâîëîì - äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè: u̇ = ∂u/∂t .

3. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ òåðìîóïðóãîé ïîëóïëîñêî-

ñòè

Ðàññìîòðèì òåðìîóïðóãóþ ïîëóïëîñêîñòü x1 < h (h > 0). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî èçâåñòíî åå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå:

ui(x, 0) = u0i (x), θ(x, 0) = θ0(x),

u̇i (x, 0) = u̇0i (x) , i = 1, 2.
(3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî u0i (x), θ
0(x) ∈ C(Π)

∩
L1(Π), u̇0(x) ∈ L1(Π) .

Êðàåâûå óñëîâèÿ: ãðàíèöà ïîëóïðîñòðàíñòâà ñâîáîäíà îò íàãðóçîê è
òåïëîâûõ ïîòîêîâ:

σj1(x, t) = 0, ∂ θ(x, t)/∂x1 = 0, j = 1, 2, ïðè x1 = h. (4)
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Äåéñòâóþùèå ìàññîâàÿ ñèëà F (x, t) è òåïëîâîé èñòî÷íèê Q(x, t) èçâåñòíû.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè èíòåãðèðóåìû ïî x â Π è äîïóñêàþò ïðåîáðàçîâà-
íèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíè. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøå-
íèÿìè:

F̄ (x, p) =

∞∫
0

F (x, t) e−ptdt, Rep > 0,

F (x, t) = (2π)−1

p0+i∞∫
p0−i∞

F̄ (x, p)eptdp, p0 > 0.

Äåéñòâóþùèå èñòî÷íèêè âîçìóùåíèé ìîãóò îïèñûâàòüñÿ ñèíãóëÿðíû-
ìè îáîáùåííûìè ñèëàìè. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñëåäóåò áðàòü
ñîãëàñíî åãî îïðåäåëåíèþ â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé (ñì.[7]).

Òàêèìè ôóíêöèÿìè ìîæíî îïèñàòü óäàðíûå ñåéñìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ
íà ïîðîäíûé ìàññèâ, õàðàêòåðíûå äëÿ çåìëåòðÿñåíèé åñòåñòâåííîãî è èñ-
êóññòâåííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå â ñðåäå âîçíèêàþò òåðìîóï-
ðóãèå óäàðíûå âîëíû ñî ñêà÷êîì íàïðÿæåíèé, ñêîðîñòåé è òåïëîâûõ ïîòî-
êîâ íà èõ ôðîíòàõ. Â ðàáîòàõ [8], [9] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ôðîíòàõ óäàð-
íûõ âîëí è äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ òåðìîóïðó-
ãîñòè ñ ó÷åòîì óäàðíûõ âîëí. Çäåñü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèÿ äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì íà ôðîíòàõ.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïåðåìåùåíèÿ, òåìïåðàòóðó è òåðìîíàïðÿæåííîå
ñîñòîÿíèå òåðìîóïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè.

4. Òåíçîð Ãðèíà äëÿ òåðìîóïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàéäåì ìàòðèöó ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé
V k
i (x, t) óðàâíåíèé òåðìîóïðóãîñòè (1). Îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì
ïðè äåéñòâèè èìïóëüñíûõ ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññîâûõ ñèë è òåïëîâûõ èñ-
òî÷íèêîâ, îïèñûâàåìûõ ñèíãóëÿðíûìè äåëüòà-ôóíêöèÿìè:

Lij (∂1, ∂2, ∂t)V
k
j
(x, t) = δki δ(x)δ(t),

L3j (∂1, ∂2, ∂t)V
k
j
(x, t) = δ3i δ(x)δ(t), i = 1, 2, j, k = 1, 2, 3,

(5)
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ãäå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Lij = (λ+ µ) ∂i∂j + (µ∆− ρ∂t∂t)δij − γδj3∂i,

L3j = (∆− κ−1∂t)δj3 − η (1− δj3)∂t∂j .

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4) íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âû÷èñëÿåì ñ èñïîëü-
çîâàíèåì çàêîíà Äþàìåëÿ-Íåéìàíà:

m∑
i1

= (λV m
k,k − γV m

3 )δi1 + µ (V m
i,1 + V m

1,i) = 0, x1 = h, (6)

∂V m
3

∂x1
= 0, (7)

çäåñü
m∑
ij

� íàïðÿæåíèÿ, ïîðîæäàåìûå ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè V

ïðè ôèêñèðîâàííîì m:

Σm
ij = λV m

k,kδij − γV m
3 δij + µ (V m

i,j + V m
j,i ). (8)

Óñëîâèå (7) îçíà÷àåò îòñóòñòâèå òåïëîâîãî ïîòîêà íà ãðàíèöå.
Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ðåøåíèé îä-

íîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Íàçîâåì òåíçîðîì Ãðèíà ìàòðèöó ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (6),(7),
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ è çàòóõàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè:

V k
i (x, t) = 0 ∀t < 0, (9)

V k
i (x, t) → 0 ∀t > 0, ∥x∥ → ∞, (10)

à òàêæå îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ, îïèñûâàþùèì îòðàæåííûå
âîëíû îò ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè, êîòîðûå îïèøåì äàëåå.

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è. Ïðè ïðîèçâîëüíûõ ìàññîâûõ ñèëàõ è
òåïëîâûõ èñòî÷íèêàõ, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñâîéñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ
ðåøåíèé, ðåøåíèå èìååò âèä ñâåðòêè (òåíçîðíàÿ ñâåðòêà ïî ïîâòîðÿþ-
ùèìñÿ èíäåêñàì è ñâåðòêà ïî êîîðäèíàòàì è âðåìåíè ñîãëàñíî ïðàâèëàì
ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé [6]):

ui (x, t) = V k
i (x, t) ∗ F̂k (x, t) + V 3

i (x, t) ∗ Q̂ (x, t) , i = 1, 2,

θ (x, t) = V k
3 (x, t) ∗ F̂k (x, t) + V 3

3 (x, t) ∗ Q̂ (x, t) .
(11)
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Çäåñü
F̂k = Fk(x, t)H(t) + ρu0k(x)δ̇(t) + ρu̇0k(x)δ(t),

Q̂k = Qk(x, t)H(t) + (κ−1θ0(x) + ηdivu0(x))δ(t), k = 1, 2.

Åñëè òåíçîð Ãðèíà ïîñòðîåí, òî ôîðìóëû (11) ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü
äèíàìèêó òóðìîóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèëîâûõ
è òåïëîâûõ âîçäåéñòâèé, â òîì ÷èñëå ñåéñìè÷åñêèõ. Ñ èõ ïðåäñòàâëåíèåì
â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [10].

5. Òåíçîð Ãðèíà è òåíçîð ôóíäàìåíòàëüíûõ íàïðÿæåíèé

Ïðåäñòàâèì V k
i (x, t) â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõ òåíçîðîâ:

V k
i = Uk

i (x, t) + Πk
i (x, t), (12)

ãäå òåíçîð Ãðèíà Uk
i � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ íåîãðàíè÷åííîé òåð-

ìîóïðóãîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5) è óñëîâèÿì (9), (10).
Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ åãî êîìïîíåíò óäàåòñÿ ïîñòðîèòü òîëüêî â
ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà ïî âðåìåíè Ūk

i (ñì. [7], [8]).
Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (6)�(7) ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð Πk

i óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì è ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì íà S:

λΠm
k,kδi1 + µ (Πm

i,1 +Πm
1,i)− γΠm

3,i = −Γm
i1, i = 1, 2, (13)

Πm
3,1 = −∂1U

m
3 ïðè x1 = h. (14)

Çäåñü Γm
i1 � òåðìîóïðóãèå íàïðÿæåíèÿ, ïîðîæäàåìûå ôóíäàìåíòàëüíûì

òåíçîðîì U íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè x1 = h, ãäå íîðìàëü n = (1, 0):

Γm
i (x, t, n) =

(
λUm

k,k − γUm
3

)
ni + µnj (U

m
i,j + niU

m
j,i). (15)

6. Ïîñòðîåíèå òåíçîðà Πm
j â ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-

ïëàñà

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Πm
j ïåðåéäåì â ïðîñòðàíñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëà-

ñà, ãäå îí äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì:

Lij (∂1, ∂2, p) Π̄
k
j
(x1, x2, p) = 0,

L3j (∂1, ∂2, p) Π̄
k
j
(x1, x2, p) = 0

(16)
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è óñëîâèÿì (13)�(14) íà ãðàíèöå. Äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçóåì ïðÿìîå è
îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòå x2 â (16).
Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé ū(x1, x2, p) îíè èìåþò âèä

ū∗(x1, ξ, p) =

∞∫
∞

ū(x1, x2, p)e
iξx2dx2,

ū(x1, x2, p) = (2π)−1

∞∫
−∞

ū∗(x1, ξ, p)e
−iξx2dξ.

Â ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-Ëàïëàñà ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:[

(λ+ 2µ)
d2

dx21
− µξ2 − ρp2

]
ū∗i + iξ (λ+ µ)

d

dx1
ū∗2 − γ

d

dx1
ū∗3 = 0,

iξ (λ+ µ)
d

dx1
ū∗1 +

[
− (λ+ 2µ) ξ2 + µ

d2

dx21
− ρp2

]
ū∗2 − iξγū∗3 = 0,

−ηp
d

dx1
ū∗1 − iξηpū∗2 +

(
d2

dx21
− ξ2 − p

κ

)
ū∗3 = 0

(17)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè x1 = h :

λ ū∗k,kδi1 + µ (ū∗i,1 + ū∗1,i)− γū∗3,i = −Γ̄m∗
i1 (x1,−iξ,p) (18)

ū∗3,1 = −∂1Ū
m∗
3 (x1,−iξ, p), x1 = h. (19)

Çäåñü äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè îáîçíà÷èëè ÷åðåç ū∗j òðàíñôîðìàíòó Ôóðüå-
Ëàïëàñà òåíçîðà Πk

j
ïðè ôèêñèðîâàííîì âåðõíåì èíäåêñå k.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (13)�(14) â ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà
ïðèìóò âèä: ïðè x1 = h :

∞∫
−∞

(Blj(∂1,−iξ, p)ū∗j (x1, ξ, p)+aml (ξ, p)) exp(−ix2ξ)dξ=0, l, j=1, 2, 3, (20)

ãäå Blj(∂1, ∂2, p) � ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèíîìèàëüíûé ìàòðè÷íûé äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, amj � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé
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aml = Γ̄m∗
l1 (h, ξ, p). (21)

Ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû (18) � ýòî âåêòîð-ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

ū∗ = w(k(ξ, p))) exp(k(ξ, p))x1),

ãäå k(ξ, p) � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Ïîñêîëüêó ìû èùåì ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå âîëíû, îòðàæåííûå ïëîñ-

êîé ãðàíèöåé, çàòóõàþùèå ïðè x1 → −∞, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

Imk(ξ, p)) ≤ 0, Rek(ξ, p)) ≥ 0. (22)

Ýòî � äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû(17) èìååò âèä

Det


[
(λ+ 2µ) k2 − µξ2 − ρp2

]
, i (λ+ µ) kξ,−γk

i (λ+ µ) kξ,
[
− (λ+ 2µ) ξ2 + µk2 − ρp2

]
,−iγξ

−ηpk,−iηpξ,
(
k2 − ξ2 − p

κ

)
 = 0. (23)

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ ξ, p îíî èìååò 6 êîðíåé:

kj = kj(ξ, p), kj+3 = −kj , j = 1, 2, 3.

Ìîæíî ïîêàçàòü,÷òî â ñèëó ðàçäåëåíèÿ êîðíåé íà äâå ãðóïïû âñåãäà ìîæ-
íî âûáðàòü òðè êîðíÿ óðàâíåíèÿ (23), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (22).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ, ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ū∗(x1, ξ, p) =
3∑

j=1

Ajw(kj(ξ, p)) exp(kj(ξ, p)x1), (24)

ãäå Aj(ξ, p) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, j = 1, 2, 3. Êîìïîíåíòû âåêòîð-
ôóíêöèè w(kj(ξ, p)) îïðåäåëÿåì, ïîëàãàÿ ω3 (kj) = 1. Òîãäà äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ îñòàëüíûõ äâóõ ìîæíî âçÿòü ëþáûå äâà óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû,
ïåðåíîñÿ ñëàãàåìûå ñ òðåòüåé êîìïîíåíòîé â ïðàâóþ ÷àñòü. Íàïðèìåð,{

i (λ+ µ) kjξ,
[
− (λ+ 2µ) ξ2 + µk2j − ρp2

]
−ηpkj , −iηpξ

}{
w1(kj)
w2(kj)

}
=
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=

{
iγξ

−
(
k2j − ξ2 − p

k

) }
, ω3 (kj) = 1, j = 1, 2, 3.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðåõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé Aj(ξ, p) èìååì òðè ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (18)-(19). Ïîäñòàâëÿÿ â íèõ (24),
ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ Aj :

3∑
j=1

Aje
kjh

3∑
n=1

Bln(kj ,−iξ, p)wn(kj) + aml (ξ, p) = 0, l = 1, 2, 3. (25)

Ee ðåøåíèå åñòü
Aj = ∆m

j (ξ, p)/∆(ξ, p). (26)

Çäåñü ∆(ξ, p) � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû (25):

{bjl}3×3 =

{
ekjh

3∑
n=1

Bln(kj ,−iξ, p)wl(kj)

}
3×3

,

∆m
j (ξ, p) � ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîãëàñíî ïðàâèëó

Êðàìåðà.
Òàêèì îáðàçîì, âñå èñêîìûå ôóíêöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðàíñôîðìàíò

Ôóðüå-Ëàïëàñà òåíçîðà Πk
j
(x1, x2, p) íàéäåíû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì åãî

îðèãèíàë:

Π̄k
j
(x1, x2, p) =

∞∫
−∞

3∑
j=1

Aj(ξ, p)w(kj(ξ, p)) exp(kjx1 − iξx2)dξ,

Πk
j
(x1, x2, p) =

c+i∞∫
c−i∞

Π̄k
j
(x1, x2, p) exp(pt)dp.

(27)

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (12), ïîëó÷èì òåíçîð Ãðèíà äëÿ ïîñòàâëåííîé êðàåâîé
çàäà÷è. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåðìîíàïðÿæåíèé ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü çàêîí
Äþàìåëÿ-Íåéìàíà.

Ïðè äåéñòâèè ïðîèçâîëüíûõ ìàññîâûõ ñèë è òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ â
ôîðìóëå (11), äëÿ âû÷èñëåíèé, ÷òîáû íå áðàòü ñâåðòêè ïî òðåì ïåðåìåí-
íûì, óäîáíåå ïåðåéòè â íèõ â ïðîñòðàíñòâî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-Ëàïëà-
ñà. Ïðè ýòîì îïåðàöèÿ ñâåðòêè ïî ïåðåìåííûì x2, t ïåðåéäåò â ïðîèçâå-
äåíèå òðàíñôîðìàíò è îñòàíåòñÿ òîëüêî îäíà ñâåðòêà ïî ïåðåìåííîé x1.
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7. Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè ìîæíî ñòðîèòü òåíçîð Ãðèíà äëÿ
âñåõ êëàññè÷åñêèõ ÷åòûðåõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ òåðìîóïðóãîé ïîëóïëîñêî-
ñòè, êîãäà íà ãðàíèöå çàäàþòñÿ äâå èç ÷åòûðåõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà
(ïåðåìåùåíèÿ, íàïðÿæåíèÿ, òåìïåðàòóðà, òåïëîâîé ïîòîê).

Ïîñòðîåííûé òåíçîð ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ ìíîãîñâÿçíîé óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè ñ îòâåðñòèÿìè ïðîèçâîëü-
íîé ôîðìû íà îñíîâå ìåòîäà îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ðàçðàáîòàííîãî â [8],
[11] äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ òåðìîýëàñòîäèíàìèêè. Ýòîò êëàññ çàäà÷
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ïîäçåìíûõ ñîîðóæåíèé
ìåëêîãî çàëîæåíèÿ ïðè äèôðàêöèè ñåéñìè÷åñêèõ âîëí è äåéñòâèè äèíàìè-
÷åñêèõ íàãðóçîê â ñàìèõ ñîîðóæåíèÿõ.
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Àëåêñååâà Ë.À., Àëèïîâà Á.Í. ÅÐÊIÍØÅÊÀÐÀËÛ ÒÅÐÌÎÑÅÐÏIÌ-
ÄI ÆÀÐÒÛËÀÉ ÆÀÇÛ�ÒÛ� �ØIÍ ÃÐÈÍ ÒÅÍÇÎÐÛ

Òåðìîñåðïiìäi æàðòûëàé êåiñòiêòi äèíàìèêàñû ñòàöèîíàð åìåñ ê³-
øòiê æºíå æûëóëû© ºñåðëåð êåçiíäåãi áàéëàíûñ©àí òåðìîñåðïiìäiëiê ìî-
äåëií ïàéäàëàíà îòûðûï ©àðàñòûðûëàäû. Óà©ûò áîéûíøà Ëàïëàñ ò³ð-
ëåíäiðóëåði êåiñòiãiíäå ëåçäiê øî¡ûðëàí¡àí ê³øòiê æºíå æûëóëû© ê°ç-
äåð ºñåði êåçiíäåãi îðòàíû îðûí àóûñòûðóûí ñèïàòòàéòûí Ãðèí òåíçî-
ðû ò´ð¡ûçûë¡àí. Åðêií øåêàðàñû áàð òåðìîñåðïiìäi æàðòûëàé êåiñòiê
äèíàìèêàñû åñåáiíi æàëïûëàí¡àí øåøiìi åðiêòi ìàññàëû© ê³øòåð ìåí
æûëóëû© ê°äåðäi ºñåði êåçiíäåãi æàçû© äåôîðìàöèÿ æà¡äàéûíäà ò´ð¡û-
çûë¡àí.

Alexeyeva L.A., Alipova Â.N. GREEN'S TENSOR FOR THERMOELAS-
TIC HALF-PLANE WITH FREE BOUNDARY

Dynamics of a thermoelastic half-space is considered at non-stationary
power and thermal in�uences with use models of the connected
thermoelasticity. In space of Laplace transformations on time Green's tensor
is constructed which describes medium displacements at an action of instant
concentrated power and thermal sources. The generalized solution of the
problem of the dynamics of a thermoelastic half-space with free boundary at
an action of arbitrary mass forces and thermal sources in the presence of plane
deformation is constructed.
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äëÿ îäíîãî êëàññà ãèáðèäíûõ ñèñòåì. Èññëåäóåìàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ýêâèâàëåíò-

íîé çàäà÷å, ñîñòîÿùåé èç ñåìåéñòâà êðàåâûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè

äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî

ïîðÿäêà è èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé. Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñåìåéñòâà êðàåâûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè

óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è è äîêàçàíà åãî ñõîäèìîñòü. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé

ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíîé çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ãèáðèäíîé

ñèñòåìû â òåðìèíàõ èñõîäíûõ äàííûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à, ãèáðèäíàÿ ñèñòåìà, èíòåãðàëüíîå óñëî-

âèå, îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü, àëãîðèòì.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì äëÿ ãè-
áðèäíîé ñèñòåìû â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω = [0, T ]× [0, ω]:

∂u

∂t
= A1(t, x)u+ C1(t, x)

∂v

∂x
+D1(t, x)v + f1(t, x),

∂2v

∂t∂x
= A2(t, x)

∂v

∂x
+B(t, x)

∂v

∂t
+ C2(t, x)u+D2(t, x)v + f2(t, x),

(1)
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P1(x)u(0, x)+S1(x)u(a, x)+

∫ t1

0
K1(τ, x)u(τ, x)dτ = φ1(x), x ∈ [0, ω], (2)

P2(x)v(0, x) + S2(x)v(b, x) +

∫ t2

0
K2(τ, x)v(τ, x)dτ = φ2(x), x ∈ [0, ω], (3)

v(t, 0) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (4)

ãäå u(t, x), v(t, x) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, ôóíêöèè A1(t, x), A2(t, x),
B(t, x), C1(t, x), C2(t, x), D1(t, x), D2(t, x), f1(t, x), f2(t, x) íåïðåðûâíû íà
Ω, ãðàíè÷íûå ôóíêöèè P1(x), S1(x), φ1(x) íåïðåðûâíû íà [0, ω], K1(t, x)
íåïðåðûâíà íà Ω, P2(x), S2(x), φ2(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà
[0, ω], K2(t, x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x íà Ω, ôóíêöèÿ ψ(t)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, T ], 0 ≤ a, b ≤ T , 0 ≤ t1, t2 ≤ T ,
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ äàííûõ çàäà÷è

P2(0)ψ(0) + S2(0)ψ(b) +

∫ t2

0
K2(τ, 0)ψ(τ)dτ = φ2(0).

Ðåøåíèåì íåëîêàëüíîé çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì (1)�(4) íàçû-
âàåòñÿ ïàðà ôóíêöèé (u(t, x), v(t, x)), ãäå ôóíêöèÿ u(t, x) íåïðåðûâíà íà Ω,

èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ
∂u

∂t
íà Ω, à ôóíêöèÿ v(t, x) íåïðåðûâíà

íà Ω, èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
∂v

∂x
,
∂v

∂t
,
∂2v

∂t∂x
íà Ω è óäîâëåòâîðÿ-

åò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) ïðè âñåõ (t, x) ∈ Ω, êðàåâûì
óñëîâèÿì (2)�(4).

Òåîðèÿ ñèñòåì ñîñòàâíîãî òèïà èëè ãèáðèäíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç áóðíî ðàçâèâàþùèõñÿ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Ýòî ñâÿçàíî ñ
ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèìåíåíèÿìè ãèáðèäíûõ ñèñòåì â çàäà÷àõ àâòîìîáèëå-
è àâèàñòðîåíèÿ, ðîáîòîòåõíèêè, ýëåêòðîýíåðãåòèêè, ýêîëîãèè, ôèíàíñîâîé
ìàòåìàòèêè è äð. [1]�[4]. Ãèáðèäíûå ñèñòåìû ìîãóò ñî÷åòàòü íåïðåðûâíûå
è äèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñûâàåìû-
ìè ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè. Êðîìå òîãî, ëèíåàðèçàöèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ÷àñòî ïðèâîäèò ê àïïðîêñèìèðóþùèì ëèíåéíûì çàäà÷àì äëÿ
ãèáðèäíûõ ñèñòåì ñîîòâåòñòâóþùåãî âèäà [5]�[6].

Ãèáðèäíàÿ ñèñòåìà (1), èññëåäóåìàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñîñòîèò èç
äâóõ óðàâíåíèé: äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
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ïåðâîãî ïîðÿäêà è ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñî ñìåøàííîé ïðîèçâîä-
íîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Êðîìå òîãî, êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) âêëþ÷à-
åò èñêîìîå ðåøåíèå (èëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ) äðóãîãî óðàâíå-
íèÿ, ò.å. äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âçàèìîñâÿçàíû ÷åðåç íåèçâåñòíûå
ôóíêöèè u(t, x) è v(t, x). Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà çàäàåòñÿ óñëîâèå, ÿâëÿþùååñÿ ñóììîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè çíà÷å-
íèé èñêîìîé ôóíêöèè íà ëèíèÿõ t = 0, t = a è èíòåãðàëà îò 0 äî t1 îò
èñêîìîé ôóíêöèè ñ íåêîòîðûì ÿäðîì. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
çàäàþòñÿ äâà óñëîâèÿ: ïåðâîå � ñóììà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè çíà÷åíèé èñ-
êîìîé ôóíêöèè íà õàðàêòåðèñòèêàõ t = 0, t = b è èíòåãðàëà îò 0 äî t2 îò
èñêîìîé ôóíêöèè ñ íåêîòîðûì ÿäðîì, âòîðîå � çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèè
íà õàðàêòåðèñòèêå x = 0.

Ãèáðèäíûå ñèñòåìû âèäà (1) âñòðå÷àþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè âîëíîâûõ
ïðîöåññîâ â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ, â òåîðèè ïîïóëÿöèé, â òåîðèè àäñîðáèðó-
åìûõ ñìåñåé, â òåõíîëîãèè î÷èñòêè ìåòàëëîâ è äð. [7]. Èíòåðåñ ê ãèáðèä-
íûì ñèñòåìàì, ñîñòîÿùèì èç óðàâíåíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ, ñâÿçàí êàê ñ èõ
ïðèêëàäíîé âàæíîñòüþ, òàê è ñ íåêëàññè÷åñêèì õàðàêòåðîì ïîëó÷àåìûõ
çàäà÷.

Èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è íåïðåðûâíîé çà-
âèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò èñõîäíûõ äàííûõ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ïóòåì
ââåäåíèÿ íîâûõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé [8]�[16] ñâåäåíà ê ýêâèâàëåíòíîé çà-
äà÷å, ñîäåðæàùåé ñåìåéñòâî êðàåâûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè
äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà è èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Îòäåëüíî èññëåäîâàíî ñåìåé-
ñòâî êðàåâûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäåíû
óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óêàçàííîé çàäà÷è â òåðìèíàõ èñõîä-
íûõ äàííûõ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
ïîëó÷åííîé ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ îñóùåñòâèìîñòè
è ñõîäèìîñòè ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà â òåðìèíàõ äàííûõ çàäà÷è. Ïîëó-
÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ íåëî-
êàëüíîé çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû (1)�
(4).

Çàäà÷à (1)�(4) ïðè C1(t, x) = 0, a = b = T , t1 = t2 = T ðàññìîòðå-
íà â [17]. Ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé è
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ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàå-
ìîé çàäà÷è â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ è ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé. Ðåçóëüòàòû
íàñòîÿùåé ñòàòüè ïðè C1(t, x) = 0, t1 = a, t2 = b àíîíñèðîâàíû â [18].

2. Ñâåäåíèå ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óñëîâèå (3) ïî ïåðåìåííîé x ñ ó÷åòîì ïðåäïîëî-
æåíèé îòíîñèòåëüíî äàííûõ.

Ââåäåì íîâûå ôóíêöèè V (t, x) =
∂v

∂x
,W (t, x) =

∂v

∂t
. Òîãäà íåëîêàëüíóþ

çàäà÷ó (1)�(4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∂u

∂t
= A1(t, x)u+ C1(t, x)V +D1(t, x)v + f1(t, x)

∂V

∂t
= A2(t, x)V +B(t, x)W + C2(t, x)u+D2(t, x)v + f2(t, x)

, (5)

P1(x)u(0, x)+S1(x)u(a, x)+

∫ t1

0
K1(τ, x)u(τ, x)dτ = φ1(x), x ∈ [0, ω], (6)

P2(x)V (0, x) + S2(x)V (b, x) +

∫ t2

0
K2(τ, x)V (τ, x)dτ + P ′

2(x)v(0, x)+

+S′
2(x)v(b, x) +

∫ t2

0

∂K2(τ, x)

∂x
v(τ, x)dτ = φ′

2(x), x ∈ [0, ω], (7)

v(t, x) = ψ(t) +

∫ x

0
V (t, ξ)dξ, W (t, x) = ψ̇(t) +

∫ x

0

∂V (t, ξ)

∂t
dξ. (8)

Çäåñü óñëîâèå (4) îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè v(t, x) íà ëèíèè x = 0
ó÷òåíî â èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèÿõ (8). Çàäà÷à (5)�(8) ñîñòîèò èç ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5), çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà x ñ
íåëîêàëüíûìè èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè (6), (7), è èíòåãðàëüíûõ ñîîò-
íîøåíèé (8). Çàäà÷è (1)�(4) è (5)�(8) ýêâèâàëåíòíû.

Ðåøåíèåì çàäà÷è (5)�(8) ÿâëÿåòñÿ ÷åòâåðêà ôóíêöèé (u(t, x), V (t, x),
v(t, x),W (t, x)), ãäå íåïðåðûâíûå íà Ω ôóíêöèè u(t, x), V (t, x), v(t, x),
W (t, x) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé (5), íåëîêàëüíûì èíòåãðàëüíûì

óñëîâèÿì (6), (7), à ôóíêöèè V (t, x) è
∂V (t, x)

∂t
ñâÿçàíû èíòåãðàëüíûìè ñî-

îòíîøåíèÿìè (8) ñ ôóíêöèÿìè v(t, x) è W (t, x) ñîîòâåòñòâåííî.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷ (1)�(4) è (5)�(8) ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñ-
ëå. Åñëè ïàðà ôóíêöèé (u∗(t, x), v∗(t, x)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�
(4), òî ÷åòâåðêà ôóíêöèé (u∗(t, x), V ∗(t, x), v∗(t, x),W ∗(t, x)), ãäå V ∗(t, x) =
∂v∗

∂x
,W ∗(t, x) =

∂v∗

∂t
, áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (5)�(8). È, íàîáîðîò, åñëè ÷åò-

âåðêà ôóíêöèé (ũ(t, x), Ṽ (t, x), ṽ(t, x), W̃ (t, x)), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
(5)�(8), òî ïàðà ôóíêöèé (ũ(t, x), ṽ(t, x)) áóäåò ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è
(1)�(4).

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ v(t, x),W (t, x) çàäà÷à (5)�(7) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì
òðåõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèé u(t, x), V (t, x), ãäå ïåðåìåííàÿ x èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà ñåìåéñòâà è
íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå [0, ω]. Ïðè D1(t, x) = 0, B(t, x) = 0,

D1(t, x) = 0, a = b = T , t1 = t2 = T , P ′
2(x) = S′

2(x) = 0,
∂K2(τ, x)

∂x
= 0 çàäà-

÷à (5)�(7) èññëåäîâàëàñü â ðàáîòå [16] ìåòîäîì ïàðàìåòðèçàöèè [19]. Áûëè
ïîñòðîåíû àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ è óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ îäíî-
çíà÷íîé êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè â òåðìèíàõ èñõîäíûõ äàííûõ. Äàííûé
êëàññ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì óêàçàííîå ñåìåéñòâî êðàåâûõ çàäà÷
ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì: ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
ñ äâóìÿ èíòåãðàëüíûìè ñëàãàåìûìè îò èñêîìûõ ôóíêöèé ñ ðàçëè÷íûìè
ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñåìåéñòâî òðåõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ èí-
òåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà (5)�(7) ïðè ôèêñèðîâàííûõ v(t, x), W (t, x) òðåáóåò ñïå-
öèàëüíîãî èçó÷åíèÿ.

3. Ñåìåéñòâî òðåõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè

óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå ñåìåéñòâî òðåõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ
èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

{ ∂u
∂t = A1(t, x)u+ C1(t, x)V + g1(t, x)

∂V
∂t = A2(t, x)V + C2(t, x)u+ g2(t, x)

, (9)
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P1(x)u(0, x) + S1(x)u(a, x) +

∫ t1

0
K1(τ, x)u(τ, x)dτ = ϑ1(x), x ∈ [0, ω], (10)

P2(x)V (0, x)+S2(x)V (b, x)+

∫ t2

0
K2(τ, x)V (τ, x)dτ = ϑ2(x), x ∈ [0, ω]. (11)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (9)�(11) ïðèìåíèì ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè [19]. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç λ1(x) çíà÷åíèå ôóíêöèè u(t, x) íà ëèíèè t = 0, ÷åðåç
λ2(x) � çíà÷åíèå ôóíêöèè V (t, x) íà ëèíèè t = 0, ò.å. λ1(x) = u(0, x),
λ2(x) = V (0, x). Â çàäà÷å (9)�(11) îñóùåñòâèì çàìåíó ôóíêöèé u(t, x),
V (t, x): u(t, x) = ũ(t, x) + λ1(x), V (t, x) = Ṽ (t, x) + λ2(x) è ïåðåõîäèì
ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å

∂ũ
∂t = A1(t, x)[ũ+ λ1(x)] + C1(t, x)[Ṽ + λ2(x)] + g1(t, x)

∂Ṽ
∂t = A2(t, x)[Ṽ + λ2(x)] + C2(t, x)[ũ+ λ1(x)] + g2(t, x)

, (12)

ũ(0, x) = 0, Ṽ (0, x) = 0, x ∈ [0, ω], (13)[
P1(x) + S1(x) +

∫ t1

0
K1(τ, x)dτ

]
λ1(x)+

+S1(x)ũ(a, x) +

∫ t1

0
K1(τ, x)ũ(τ, x)dτ = ϑ1(x), x ∈ [0, ω], (14)[

P2(x) + S2(x) +

∫ t2

0
K2(τ, x)dτ

]
λ2(x)+

+S2(x)Ṽ (b, x) +

∫ t2

0
K2(τ, x)Ṽ (τ, x)dτ = ϑ2(x), x ∈ [0, ω]. (15)

Ðåøåíèåì çàäà÷è (12)�(15) ÿâëÿåòñÿ ÷åòâåðêà ôóíêöèé (ũ(t, x), Ṽ (t, x),
λ1(x), λ2(x)), ãäå ôóíêöèè ũ(t, x), Ṽ (t, x) íåïðåðûâíû íà Ω, èìåþò íåïðå-
ðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî t íà Ω, ôóíêöèè λ1(x), λ2(x) íåïðåðûâíû íà [0, ω],
óäîâëåòâîðÿþn ñåìåéñòâó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ôóíêöèîíàëü-
íûìè ïàðàìåòðàìè (12), íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (13), óñëîâèÿì (14), (15).

Çàäà÷è (9)�(11) è (12)�(15) ýêâèâàëåíòíû. Åñëè ïàðà ôóíêöèé
(u(t, x), V (t, x)) � ðåøåíèå ñåìåéñòâà òðåõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ èí-
òåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà (9)�(11), òî ÷åòâåðêà ôóíêöèé
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(ũ(t, x), Ṽ (t, x), λ1(x), λ2(x)), ãäå λ1(x) = u(0, x), λ2(x) = V (0, x), áó-
äåò ðåøåíèåì çàäà÷è (12)�(15). È, íàîáîðîò, åñëè ÷åòâåðêà ôóíêöèé
(ũ(t, x), Ṽ (t, x), λ1(x), λ2(x)) � ðåøåíèå çàäà÷è (12)�(15), òî ïàðà ôóíêöèé
(u(t, x), V (t, x)) = (ũ(t, x) + λ1(x), Ṽ (t, x) + λ2(x)) áóäåò ðåøåíèåì èñõîä-
íîãî ñåìåéñòâà òðåõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè
(9)�(11).

Çàäà÷à (12), (13) ïðè ôèêñèðîâàííûõ λ1, λ2 ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì çàäà÷
Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ðåøå-
íèå ñåìåéñòâà çàäà÷ Êîøè ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà

ũ(t, x) =

∫ t

0
[A1(τ, x)ũ(τ, x) + C1(τ, x)Ṽ (τ, x)]dτ+

+

∫ t

0
A1(τ, x)dτλ1(x) +

∫ t

0
C1(τ, x)dτλ2(x) +

∫ t

0
g1(τ, x)dτ, (16)

Ṽ (t, x) =

∫ t

0
[A2(τ, x)Ṽ (τ, x) + C2(τ, x)ũ(τ, x)]dτ+

+

∫ t

0
A2(τ, x)dτλ2(x) +

∫ t

0
C2(τ, x)dτλ1(x) +

∫ t

0
g2(τ, x)dτ. (17)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A(t, x) =

(
A1(t, x) C1(t, x)
C2(t, x) A2(t, x)

)
, P (x) =

(
P1(x) 0
0 P2(x)

)
,

S̃1(x) =

(
S1(x) 0
0 0

)
, S̃2(x) =

(
0 0
0 S2(x)

)
,

K̃1(t, x) =

(
K1(t, x) 0

0 0

)
, K̃2(t, x) =

(
0 0
0 K2(t, x)

)
,

Q(x) = P (x) + S̃1(x)

[
I +

∫ a

0
A(τ, x)dτ

]
+ S̃2(x)

[
I +

∫ b

0
A(τ, x)dτ

]
+

+

∫ t1

0
K̃1(τ, x)

[
I +

∫ τ

0
A(τ1, x)dτ1

]
dτ +

∫ t2

0
K̃2(τ, x)

[
I +

∫ τ

0
A(τ1, x)dτ1

]
dτ,
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α(x) = max
t∈[0,T ]

||A(t, x)||, λ(x) = (λ1(x), λ2(x))
′, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàç-

ìåðíîñòè 2.
Îïðåäåëèì èç (16) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ũ(t, x) ïðè t = a, t = τ , à èç

(17) � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ṽ (t, x) ïðè t = b, t = τ . Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå
âûðàæåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (14), (15), ñ ó÷åòîì îáî-
çíà÷åíèé ïîëó÷èì

Q(x)λ(x) = −U(x, ũ, Ṽ )−Θ(x), x ∈ [0, ω], (18)

ãäå

U(x, ũ, Ṽ ) =

(
S1(x)

∫ a

0
[A1(τ, x)ũ(τ, x) + C1(τ, x)Ṽ (τ, x)]dτ+

+

∫ t1

0
K1(τ, x)

∫ τ

0
[A1(τ1, x)ũ(τ1, x) + C1(τ1, x)Ṽ (τ1, x)]dτ1dτ,

S2(x)

∫ b

0
[A2(τ, x)Ṽ (τ, x) + C2(τ, x)ũ(τ, x)]dτ+

+

∫ t2

0
K2(τ, x)

∫ τ

0
[A2(τ1, x)Ṽ (τ1, x) + C2(τ1, x)ũ(τ1, x)]dτ1dτ

)′
,

Θ(x) =

(
S1(x)

∫ a

0
g1(τ, x)dτ +

∫ t1

0
K1(τ, x)

∫ τ

0
g1(τ1, x)dτ1dτ − ϑ1,

S2(x)

∫ b

0
g2(τ, x)dτ +

∫ t2

0
K2(τ, x)

∫ τ

0
g2(τ1, x)dτ1dτ − ϑ2

)′
.

Ðåøàÿ çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (16)�(18), íàõîäèì ÷åòâåðêó ôóíê-
öèé (ũ∗(t, x), Ṽ ∗(t, x), λ∗1(x), λ

∗
2(x)) � ðåøåíèå çàäà÷è (12)�(15). Çàòåì, èñ-

ïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷ (9)�(11) è (12)�(15) è îïðåäåëèâ ïàðó
ôóíêöèé (u∗(t, x), V ∗(t, x)) ðàâåíñòâàìè

u∗(t, x) = (ũ∗(t, x) + λ∗1(x), V ∗(t, x) = Ṽ ∗(t, x) + λ∗2(x)),

íàõîäèì ðåøåíèå çàäà÷è (9)�(11). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñåìåéñòâà çàäà÷
(9)�(11)
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü (2 × 2)-ìàòðèöà Q(x) îáðàòèìà äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω] è
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) ||[Q(x)]−1|| ≤ γ(x), ãäå γ(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [0, ω]
ôóíêöèÿ;

2) q(x) = γ(x)

{
||S1(x)||

(
eα(x)a − 1− α(x)a

)
+

+||S2(x)||
(
eα(x)b−1−α(x)b

)
+ t1 max

t∈[0,t1]
||K1(t, x)||

(
eα(x)t1 −1−α(x)t1

)
+

+t2 max
t∈[0,t2]

||K2(t, x)||
(
eα(x)t2 − 1− α(x)t2

)}
≤ χ < 1, ãäå χ � const.

Òîãäà ñåìåéñòâî òðåõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè

(9)�(11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � ïàðó ôóíêöèé (u∗(t, x), V ∗(t, x)),
äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà îöåíêà

max
(
max
t∈[0,T ]

|u∗(t, x)|, max
t∈[0,T ]

|V ∗(t, x)|
)
≤

≤ L1(x)max
(
max
t∈[0,T ]

|g1(t, x)|, max
t∈[0,T ]

|g2(t, x)|, |ϑ1(x)|, |ϑ2(x)|
)
, (19)

ãäå L1(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [0, ω] ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿåìàÿ
÷åðåç γ(x), α(x), q(x).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-
ðåìû 2 èç [16].

4. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5)�(8) è óñëîâèÿ åãî

ñõîäèìîñòè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Åñëè èçâåñòíû ôóíêöèè v(t, x), W (t, x), èç ñåìåéñòâà êðàåâûõ çàäà÷
ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè (5)�(7) ìîæíî îïðåäåëèòü ðåøåíèå � ïàðó
ôóíêöèé (u(t, x), V (t, x)). Åñëè èçâåñòíî ðåøåíèå ñåìåéñòâà êðàåâûõ çà-
äà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè (5)�(7) � ïàðà ôóíêöèé (u(t, x), V (t, x))(
à òàêæå ∂V (t,x)

∂t

)
, òî èç èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (8) ìîæíî îïðåäå-

ëèòü ôóíêöèè v(t, x), W (t, x). Òàê êàê íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ è ôóíê-
öèè v(t, x), W (t, x) è ôóíêöèè u(t, x), V (t, x), ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ðåøåíèé çà-
äà÷è (5)�(8) � ÷åòâåðêè ôóíêöèé (u(k)(t, x), V (k)(t, x), v(k)(t, x), W (k)(t, x))
ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì:
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Step-0. 1) Èñïîëüçóåì óñëîâèå (4) èëè èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (8)
ïðè x = 0. Ñ÷èòàÿ v(t, x) = ψ(t), W (t, x) = ψ̇(t), èç ñåìåéñòâà êðà-
åâûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà (5)�(7) íàõî-
äèì u(0)(t, x), V (0)(t, x), (t, x) ∈ Ω; 2) Èç èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (8)

ïðè V (t, x) = V (0)(t, x), ∂V (t,x)
∂t =

∂V (0)(t, x)

∂t
íàõîäèì v(0)(t, x), W (0)(t, x),

(t, x) ∈ Ω.
Step-1. 1) Ñ÷èòàÿ v(t, x) = v(0)(t, x), W (t, x) = W (0)(t, x), èç ñåìåéñòâà

êðàåâûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (5)�(7) íàõîäèì u(1)(t, x), V (1)(t, x),
(t, x) ∈ Ω. 2) Èç èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (8) ïðè V (t, x) = V (1)(t, x),
∂V (t, x)

∂t
=
∂V (1)(t, x)

∂t
, íàõîäèì v(1)(t, x), W (1)(t, x), (t, x) ∈ Ω. È ò.ä.

Step-k. 1) Ñ÷èòàÿ v(t, x) = v(k−1)(t, x), W (t, x) =W (k−1)(t, x), èç ñåìåé-
ñòâà êðàåâûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé (5)�(7) íàõîäèì u(k)(t, x), V (k)(t, x), (t, x) ∈ Ω. 2) Èç èí-

òåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (8) ïðè V (t, x) = V (k)(t, x),
∂V (t, x)

∂t
=
∂V (k)(t, x)

∂t
íàõîäèì v(k)(t, x), W (k)(t, x), (t, x) ∈ Ω, k = 1, 2, ... .

Òåïåðü âàæíîé ïðîáëåìîé ñòàíîâÿòñÿ âîïðîñû îñóùåñòâèìîñòè è ñõî-
äèìîñòè ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (5)�(8).

Ïóñòü

D̃(t, x) =

(
D1(t, x) 0
D2(t, x) B(t, x)

)
, F (t, x) =

(
f1(t, x)
f2(t, x)

)
, Φ(x) =

(
φ1(x)
φ′
2(x)

)
,

H(x, v) =

(
0

−P ′
2(x)v(0, x)− S′

2(x)v(b, x)−
∫ t2
0

∂K2(τ,x)
∂x v(τ, x)dτ

)
.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò óñëîâèÿ ðåàëèçóåìîñòè è ñõîäèìîñòè
ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà â òåðìèíàõ äàííûõ çàäà÷è (5)�(8).
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü (2 × 2)-ìàòðèöà Q(x) îáðàòèìà äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω] è
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1)-2) Òåîðåìû 1.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åòâåðîê {u(k)(t, x), V (k)(t, x), v(k)(t, x),
W (k)(t, x)}, ïîñòðîåííàÿ ïî âûøåïðèâåäåííîìó àëãîðèòìó, ñõîäèòñÿ ê ÷åò-

âåðêå ôóíêöèé {u∗(t, x), V ∗(t, x), v∗(t, x),W ∗(t, x)} � ðåøåíèþ çàäà÷è (5)�

(8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íóëåâîãî øàãà àëãîðèòìà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
òðåõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè:

∂u

∂t
= A1(t, x)u+ C1(t, x)V +D1(t, x)ψ(t) + f1(t, x),

∂V

∂t
= A2(t, x)V +B(t, x)ψ̇(t) + C2(t, x)u+D2(t, x)ψ(t) + f2(t, x),

(20)

P1(x)u(0, x)+S1(x)u(a, x)+

∫ t1

0
K1(τ, x)u(τ, x)dτ = φ1(x), x ∈ [0, ω], (21)

P2(x)V (0, x) + S2(x)V (b, x) +

∫ t2

0
K2(τ, x)V (τ, x)dτ = φ′

2(x)−

− P ′
2(x)ψ(0)− S′

2(x)ψ(b)−
∫ t2

0

∂K2(τ, x)

∂x
ψ(τ)dτ, x ∈ [0, ω]. (22)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1)-2) Òåîðåìû 1 çàäà÷à (20)�(22) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå � ïàðó ôóíêöèé (u(0)(t, x), V (0)(t, x)), äëÿ êîòîðîé ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

max
(
max
t∈[0,T ]

|u(0)(t, x)|, max
t∈[0,T ]

|V (0)(t, x)|
)
≤

≤ L1(x)max
(
F (0)(x), G(0)(x)

)
, (23)

ãäå F (0)(x) = max
t∈[0,T ]

||F (t, x)||+ max
t∈[0,T ]

|D̃(t, x)||max
(
max
t∈[0,T ]

|ψ(t)|, max
t∈[0,T ]

|ψ̇(t)|
)
,

G(0)(x) = ||Φ(x)||+
(
|P ′

2(x)|+ |S′
2(x)|+ t2 max

t∈[0,t2]

∣∣∂K2(t,x)
∂x

∣∣) max
t∈[0,T ]

|ψ(t)|.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé u(0)(t, x), V (0)(t, x) èìååò ìåñòî îöåíêà

max

(
max
t∈[0,T ]

∣∣∣∂u(0)(t, x)
∂t

∣∣∣, max
t∈[0,T ]

∣∣∣∂V (0)(t, x)

∂t

∣∣∣) ≤
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≤ (α(x)L1(x) + 1)max
(
F (0)(x), G(0)(x)

)
. (24)

Íóëåâûå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé v(t, x), W (t, x) îïðåäåëÿþòñÿ èç èíòå-
ãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé

v(0)(t, x) = ψ(t) +

∫ x

0
V (0)(t, ξ)dξ, W (0)(t, x) = ψ̇(t) +

∫ x

0

∂V (0)(t, ξ)

∂t
dξ

è óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

max
(
max
t∈[0,T ]

|v(0)(t, x)|, max
t∈[0,T ]

|W (0)(t, x)|
)
≤ max

(
max
t∈[0,T ]

|ψ(t)|, max
t∈[0,T ]

|ψ̇(t)|
)
+

+

∫ x

0
max

(
max
t∈[0,T ]

|V (0)(t, ξ)|, max
t∈[0,T ]

∣∣∣∂V (0)(t, ξ)

∂t

∣∣∣)dξ. (25)

Ñ ó÷åòîì îöåíîê (23), (24) èç íåðàâåíñòâà (25) ïîëó÷èì

max
(
max
t∈[0,T ]

|v(0)(t, x)|, max
t∈[0,T ]

|W (0)(t, x)|
)
≤ max

(
max
t∈[0,T ]

|ψ(t)|, max
t∈[0,T ]

|ψ̇(t)|
)
+

+

∫ x

0
max(L1(ξ), α(ξ)L1(ξ) + 1)max

(
F (0)(ξ), G(0)(ξ)

)
dξ. (26)

Äàëåå, ïðîäîëæàÿ ïî âûøåïðèâåäåííîìó àëãîðèòìó, íà k-îì øàãå óñòàíî-
âèì ñëåäóþùèå îöåíêè:

max
(
max
t∈[0,T ]

|u(k)(t, x)|, max
t∈[0,T ]

|V (k)(t, x)|
)
≤ L1(x)max

(
F (k)(x), G(k)(x)

)
,

(27)

max

(
max
t∈[0,T ]

∣∣∣∂u(k)(t, x)
∂t

∣∣∣, max
t∈[0,T ]

∣∣∣∂V (k)(t, x)

∂t

∣∣∣) ≤

≤ (α(x)L1(x) + 1)max
(
F (k)(x), G(k)(x)

)
, (28)

ãäå
F (k)(x) = max

t∈[0,T ]
||F (t, x)||+ max

t∈[0,T ]
|D̃(t, x)||×

×max
(
max
t∈[0,T ]

|v(k−1)(t, x)|, max
t∈[0,T ]

|W (k−1)(t, x)|
)
,
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G(k)(x) = ||Φ(x)||+
(
|P ′

2(x)|+ |S′
2(x)|+ t2 max

t∈[0,t2]

∣∣∂K2(t,x)
∂x

∣∣) max
t∈[0,T ]

|v(k−1)(t, x)|.

max
(
max
t∈[0,T ]

|v(k)(t, x)|, max
t∈[0,T ]

|W (k)(t, x)|
)
≤ max

(
max
t∈[0,T ]

|ψ(t)|, max
t∈[0,T ]

|ψ̇(t)|
)
+

+

∫ x

0
max(L1(ξ), α(ξ)L1(ξ)+1)max

(
F (k)(ξ), G(k)(ξ)

)
dξ, k = 1, 2, .... (29)

Òîãäà äëÿ ðàçíîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé

∆u(k)(t, x) = u(k+1)(t, x)−u(k)(t, x),∆V (k)(t, x) = V (k+1)(t, x)−V (k)(t, x),

∆v(k)(t, x) = v(k+1)(t, x) − v(k)(t, x), ∆W (k)(t, x) = W (k+1)(t, x) −
W (k)(t, x), k = 1, 2, ..., ïîëó÷èì

max
(
max
t∈[0,T ]

|∆u(k)(t, x)|, max
t∈[0,T ]

|∆V (k)(t, x)|
)
≤

≤ L1(x)L2(x)max
(
max
t∈[0,T ]

|∆v(k−1)(t, x)|, max
t∈[0,T ]

|∆W (k−1)(t, x)|
)
, (30)

max

(
max
t∈[0,T ]

∣∣∣∆∂u(k)(t, x)

∂t

∣∣∣, max
t∈[0,T ]

∣∣∣∆∂V (k)(t, x)

∂t

∣∣∣) ≤

≤ (α(x)L1(x) + 1)L2(x)max
(
max
t∈[0,T ]

|∆v(k−1)(t, x)|, max
t∈[0,T ]

|∆W (k−1)(t, x)
)
,

(31)

max
(
max
t∈[0,T ]

|∆v(k)(t, x)|, max
t∈[0,T ]

|∆W (k)(t, x)|
)
≤

≤
∫ x

0
L3(ξ)max

(
max
t∈[0,T ]

|∆v(k−1)(t, ξ)|, max
t∈[0,T ]

|∆W (k−1)(t, ξ)|
)
dξ, (32)

ãäå

L2(x) = max
(
max
t∈[0,T ]

|D̃(t, x)||, |P ′
2(x)|+ |S′

2(x)|+ t2 max
t∈[0,t2]

∣∣∂K2(t, x)

∂x

∣∣),
L3(x) = max(L1(x), α(x)L1(x) + 1)L2(x), k = 1, 2, ....
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Èç íåðàâåíñòâà (32) âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé {v(k)(t, x)}, {W (k)(t, x)} ïðè k → ∞ ñîîòâåòñòâåííî ê ôóíêöèÿì
v∗(t, x), W ∗(t, x) äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Ω. Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâ (30), (31) ñëå-
äóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {u(k)(t, x)}, {V (k)(t, x)}

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èõ ïðîèçâîäíûõ

{
∂u(k)(t, x)

∂t

}
,

{
∂V (k)(t, x)

∂t

}
ïðè

k → ∞ ñîîòâåòñòâåííî ê ôóíêöèÿì u∗(t, x), V ∗(t, x) è èõ ïðîèçâîäíûì
∂u∗(t, x)

∂t
,
∂V ∗(t, x)

∂t
äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Ω.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åòâåðêà ôóíêöèé (u∗(t, x), V ∗(t, x), v∗(t, x), W ∗(t, x))
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (5)�(8). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (5)�(8)
äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Èç ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ (1)�(4) è (5)�(8) âûòåêàåò, ÷òî ïàðà ôóíê-
öèé (u∗(t, x) v∗(t, x)) áóäåò ðåøåíèåì íåëîêàëüíîé çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè
óñëîâèÿìè äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû (1)�(4). Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3. Ïóñòü

i) ôóíêöèè A1(t, x), A2(t, x), B(t, x), C1(t, x), C2(t, x), D1(t, x), D2(t, x),
f1(t, x), f2(t, x) íåïðåðûâíû íà Ω;

ii) ãðàíè÷íûå ôóíêöèè P1(x), S1(x), φ1(x) íåïðåðûâíû íà [0, ω],
ôóíêöèÿ K1(t, x) íåïðåðûâíà íà Ω;

iii) ãðàíè÷íûå ôóíêöèè P2(x), S2(x), φ2(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìû íà [0, ω], ôóíêöèÿ K2(t, x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x íà

Ω;

iv) ôóíêöèÿ ψ(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, T ] è âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ äàííûõ çàäà÷è

P2(0)ψ(0) + S2(0)ψ(b) +

t2∫
0

K2(τ, 0)ψ(τ)dτ = φ2(0);

v) (2×2)-ìàòðèöàQ(x) îáðàòèìà äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω] è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
1)-2) Òåîðåìû 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà ôóíêöèé (u∗(t, x), v∗(t, x)) � åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå íåëîêàëüíîé çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòå-

ìû (1)�(4).
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Àñàíîâà À.Ò., Ñàáàëàõîâà À.Ï. ÃÈÁÐÈÄÒI Æ�ÉÅËÅÐÄI� ÁIÐ ÊËÀ-
ÑÛ �ØIÍ ÈÍÒÅÃÐÀËÄÛ�ØÀÐÒÒÀÐÛ ÁÀÐ ÁÅÉËÎÊÀË ÅÑÅÏ ÒÓ-
ÐÀËÛ

Ãèáðèäòi æ³éåëåðäi áið êëàñû ³øií èíòåãðàëäû© øàðòòàðû áàð áåé-
ëîêàë åñåï ©àðàñòûðûëàäû. Çåðòòåëiï îòûð¡àí åñåï áiðiíøi ðåòòi äåðáåñ
òóûíäûëû äèôôåðåíöèàëäû© òåäåóëåð æ³éåñi ³øií èíòåãðàëäû© øàð-
òòàðû áàð øåòòiê åñåïòåð ºóëåòiíåí æºíå èíòåãðàëäû© ©àòûíàñòàðäàí
ò´ðàòûí ïàðà-ïàð åñåïêå êåëòiðiëãåí. Áiðiíøi ðåòòi äåðáåñ òóûíäûëû äèô-
ôåðåíöèàëäû© òåäåóëåð æ³éåñi ³øií èíòåãðàëäû© øàðòòàðû áàð øåòòiê
åñåïòåð ºóëåòiíi æàë¡ûç øåøiìiíi áàð áîëóûíû æåòêiëiêòi øàðòòàðû
òà¡àéûíäàë¡àí. Ïàðà-ïàð åñåïòi æóû© øåøiìií òàáó àëãîðèòìi ´ñûíû-
ë¡àí æºíå îíû æèíà©òûëû¡û äºëåëäåíãåí. Ãèáðèäòi æ³éå ³øií èíòå-
ãðàëäû© øàðòòàðû áàð áåéëîêàë åñåïòi áiðìºíäi øåøiëiìäiëiãiíi øàð-
òòàðû áàñòàï©û áåðiëiìäåð òåðìèíiíäå àëûí¡àí.

Assanova A.T., Sabalakhova A.P. ON NONLOCAL PROBLEM WITH
INTEGRAL CONDITIONS FOR ONE CLASS OF HYBRID SYSTEMS

The nonlocal problem with integral conditions for one class of hybrid
systems is considered. The problem is reduced to the equivalent one, consisting
of a family of boundary value problems with integral conditions for a system
of the �rst order partial di�erential equations and integral relations. Su�cient
conditions for the existence of a unique solution of the family of boundary
value problems with integral conditions for the system of the �rst order partial
di�erential equations are established. The algorithm for �nding approximate
solutions of the equivalent problem is o�ered and its convergence is proved. The
conditions of a unique solvability of nonlocal problem with integral conditions
for the hybrid system are obtained in the terms of the initial data.
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Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå ïîëó÷åíû òî÷íûå ïî ïîðÿäêó îöåíêè ïðèáëèæåíèÿ

ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñóììàìè Ôóðüå ïî êðàòíîé ñèñòåìå âñïëåñêîâ Äîáåøè íà

êëàññàõ òèïà Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà è Ëèçîðêèíà-Òðèáåëÿ â ïðîñòðàíñòâå L2 äëÿ

ðÿäà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ êëàññîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ïîïåðå÷íèêè Ôóðüå, ïðîñòðàíñòâà òèïà Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà,

ïðîñòðàíñòâà òèïà Ëèçîðêèíà-Òðèáåëÿ.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü, êàê îáû÷íî, Lq = Lq([0, 1]
d) (1 ≤ q ≤ ∞, 2 ≤ d ∈ N) � ïðîñòðàí-

ñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : [0, 1]d → C, ñóììèðóåìûõ â ñòåïåíè q (ïðè
q = ∞ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ) íà [0, 1]d, ñî ñòàíäàðòíîé íîðìîé

∥ f | Lq ∥ = ∥ f | Lq([0, 1]d) ∥ =

(∫
[0,1]d

| f(x) |qdx
)1/q

(1 ≤ q <∞),

∥ f | L∞ ∥ = ∥ f | L∞([0, 1]d) ∥ = ess sup {| f(x) | : x ∈ [0, 1]d }.

Ïóñòü Φ = {ϕı | ı ∈ J} � ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé â L∞, îðòîíîð-
ìàëüíîå â L2, è ïóñòü {J(u) ⊂ J |u ∈ N} òàêîå, ÷òî J(u) ⊂ J(u + 1) è
#J(u) <∞ äëÿ âñåõ u ∈ N, ∪u∈NJ(u) = J.

Keywords: Fourier width, the Nikol'skii-Besov type space, the Lizorkin-Triebel type

space.
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Äëÿ f ∈ L1 ìû ðàññìîòðèì ñóììó Ôóðüå ïî ñèñòåìå Φ â âèäå

SΦ
n (f, x) =

∑
ı∈J(n)

⟨f, ϕı⟩ϕı(x),

ãäå ⟨f, g⟩ =
∫
[0,1]d f(x)g(x)dx ( z � ÷èñëî, êîìëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ê z ∈ C).

Äëÿ ìíîæåñòâà F ∈ Lq îáîçíà÷èì

En(F,Φ, Lq) = sup{∥f − SΦ
n (f, x) |Lq∥ | f ∈ F}. (1)

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ñòàòüè � (òî÷íûå ïî ïîðÿäêó) îöåí-
êè ïðèáëèæåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè êðåñòàìè ïî ñèñòåìå ψ(d) êëàññîâ
òèïà Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà è Ëèçîðêèíà-Òðèáåëÿ, çàäàííûõ ïî ñèñòåìå â
ïðîñòðàíñòâå Lq([0, 1]3) äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïàðàìåòðàìè
êëàññîâ è ïðîñòðàíñòâà.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü d ∈ N, zd = {1, . . . , d}, N0 =
N ∪ {0}, R+ = (0,+∞).

Ïóñòü k ∈ N : k ≤ d. Ôèêñèðóåì ìóëüòèèíäåêñ d = (d1, ..., dk) ∈ Nkòàê,
÷òî d1 + · · · + dk = d, è ïðåäñòàâèì x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd â âèäå x =
(x1, . . . , xk), ãäå xκ ∈ Rnκ , κ ∈ zk.

Îáîçíà÷èì

ed = ed(0) = {0 , 1}d, ed(1) = ed \ {(0 , . . . , 0 )};

Ξ(d, j) = Zd ∩ [0, 2j − 1]d, j ∈ N0.

Ïóñòü ψ(0), ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèé âñïëåñê-
ôóíêöèÿ ψ(1) èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü:

supp ψ(0) ∪ supp ψ(1) ⊂ [0, 2N − 1] for some N > 0;

ψ(0), ψ(1) ∈ Cr(R).
Äàëåå, d-êðàòíàÿ âñïëåñê-ñèñòåìà, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ψ(d) = {ψιασ(x) | ι ∈ ed(α), σ ∈ Ξ(d, α), α ∈ Nk0},

ãäå

ψιασ(x) =

k∏
κ=1

ψι
κ

ακσκ(x
κ), ψι

κ

jσκ(xκ) = 2
jdκ
2 ψι

κ
(2jxκ − σκ);
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ψι
κ
(xκ) =

∏
ν∈kκ

ψ(ιν)(xν),

çäåñü
ed(α) = ed1(sign(α1))⊗ · · · ⊗ edk(sign(αk)),

σ(d, α) = σ(d1, α1)× · · · × σ(dk, αk).

Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà ψ(d) � îðòîíîðìàëüíàÿ â L2([0, 1]
d). Êðîìå òîãî,

ñèñòåìà ψ(d) ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì áàçèñîì Lq([0, 1]
d) ïðè 1 < q < ∞: â

ñëó÷àå k = 1; ýòîò ôàêò äîêàçàí â [4, ãë. 8]. Ñëó÷àé k > 1 ñëåäóåò îòñþäà,
ò.ê. ñèñòåìà ψ(d) (ïî ïåðåìåííîé x) åñòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñèñòåì
ψ(dκ) (ïî ïåðåìåííûì xκ), κ ∈ zk.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð ∆ψ
α (α ∈ Nk0) ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ f ∈ L1,

ïóñòü

∆ψ
α(f, x) =

∑
ι∈ed(α)

∑
σ∈Ξ(d,α)

f ιασψ
ι
ασ(x)

� äèàäè÷åñêàÿ ïà÷êà, ãäå

f ιασ =

∫
[0,1]d

f(x)ψιασ(x) dx.

Êðîìå òîãî, äëÿ f ∈ L1 îïðåäåëèì åå ñóììû Ôóðüå ïî ãèïåðáîëè÷åñêèì
êðåñòàì ïî ñèñòåìå ψ(d) (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî σ = (σ1, . . . , σk) ∈ Rk+) ïî
ôîðìóëå

Sψ,σn (f, x) =
∑
ασ≤n

∆ψ
α(f, x) (n ∈ N)

(çäåñü ασ := α1σ1+ . . .+αkσk). Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü âåëè÷èíó
(1) ñ Sψ,σn âìåñòî SΦ

n , êàê Eσn(F, Lq).

2. Êëàññû ôóíêöèé

Ïóñòü 1 ≤ p, θ ≤ ∞ è ïóñòü ℓθ ≡ ℓθ(Nk0) � ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (cα) = (cα |α ∈ Nk0) ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥(cα) | ℓθ ∥ =
( ∑
α∈Nk

0

| cα |θ
)1/θ

(1 ≤ θ <∞), ∥(cα) | ℓ∞ ∥ = sup
α∈Nk

0

| cα |;
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ïóñòü ℓθ(Lp) ≡ ℓθ(Lp([0, 1]
d)) (ñîîòâåòñòâåííî Lp(ℓθ) ≡ Lp([0, 1]

d; ℓθ))� ïðî-
ñòðàíñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (gα(x)) = (gα(x) |α ∈
Nk0) (x ∈ [0, 1]d) ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥ (gα(x)) | ℓθ(Lp) ∥ = ∥ ( ∥ gα |Lp ∥) | ℓθ ∥

(ñîîòâåòñòâåííî

∥ (gα(x)) |Lp(ℓθ) ∥ = ∥ ∥ (gα(·)) | ℓθ ∥ |Lp ∥ ).

Ââåäåì ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà (è êëàññû), êîòîðûå áóäåì èñ-
ñëåäîâàòü â ðàáîòå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü s = (s1, . . . , sk) ∈ Rk+, 1 ≤ p, θ ≤ ∞. Òîãäà
i) ïðîñòðàíñòâî òèïà Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà ψBs d

p θ ≡ ψBs d
p θ ([0, 1]

d), ñâÿ-

çàííîå ñ ñèñòåìîé ψ(d), ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé f ∈ Lp, äëÿ êîòîðûõ
êîíå÷íà íîðìà

∥ f |ψBsd
p θ ∥ = ∥(2αs∆ψ

α(f, x)) | ℓθ(Lp)∥; (2)

ii) ïðîñòðàíñòâî òèïà Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ ψLs dp θ ≡ ψLs dp θ([0, 1]
d), ñâÿ-

çàííîå ñ ñèñòåìîé ψ(d), ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé f ∈ Lp, äëÿ êîòîðûõ
êîíå÷íà íîðìà

∥ f |ψLs dp θ ∥ = ∥(2αs∆ψ
α(f, x)) |Lp( ℓθ)∥. (3)

Åäèíè÷íûå øàðû ψBs dp θ ≡ ψBsdp θ([0, 1]
d) è ψLsdp θ ≡ ψLs dp θ([0, 1]

d) ýòèõ
ïðîñòðàíñòâ áóäåì íàçûâàòü êëàññàìè Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà è Ëèçîðêèíà-
Òðèáåëÿ, ñâÿçàííûìè ñ ñèñòåìîé ψ(d) ñîîòâåòñòâåííî.

3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïóñòü d = 3, zd = {1, 2, 3}. Ïóñòü k = 2. Ôèêñèðóåì ìóëüòèèíäåêñ d =
(d1, d2) ∈ N2 òàêîé, ÷òî d1 = 1, d2 = 2, è ïðåäñòàâèì x = (x1, x2, x3) ∈ Rd â
âèäå x = (x1, x2)

Ïîëîæèì p∗ = min{p, 2} áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü t1 =
s1
d1

< t2 =
s2
d2
. Ðàññìîòðèì âåêòîð t′ = (t′1, t

′
2) òàêîé, ÷òî t1 = t′1 < t′2 < t2 è

ïîëîæèì s′ = (s′1, s
′
2) ñ s

′
κ = t′κdκ (κ ∈ z2) è σ = 1

t1
s′.
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Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû ≪ è ≍, ÷òîáû ïîêàçàòü îò-
íîøåíèÿ ìåæäó ïîðÿäêàìè âåëè÷èí: äëÿ ôóíêöèé F : R+ → R+ è
H : R+ → R+ ïèøåì F (u) ≪ H(u) ïðè u → ∞, åñëè ñóùåñòâóåò ïî-
ñòîÿííàÿ C = C(F,H) > 0 òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî F (u) ≤ CH(u) èìååò
ìåñòî äëÿ u ≥ u0 > 0, è F (u) ≍ H(u), åñëè F (u) ≪ H(u) è H(u) ≪ F (u)
îäíîâðåìåííî.

Äëÿ ÷èñëà a ∈ R ïîëîæèì a+ = max{a, 0}; íèæå, log � ëîãàðèôì ïî
îñíîâàíèþ 2.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 2 ≤ p <∞ è s ∈ R2
+, r ∈ N2, s < r. Òîãäà

Eσn(ψB
s d
p∞, L2 ) ≍ 2−s1n;

Eσu(ψL
sd
2 2, L2 ) ≍ 2−s1n.

Çàìå÷àíèå 1. Ýòà òåîðåìà � àíàëîã òåîðåìû 4.1 èç [1] è àíàëîã òåîðåìû 1
èç [3] äëÿ êëàññîâ Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà è Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ, ñâÿçàííûõ
ñ ñèñòåìîé ψ(d) .

4. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåì èçâåñòíûå ôàêòû, âàæíûå äëÿ äàëüíåéøèõ
ïîñòðîåíèé.

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó òèïà Ëèòòëâóäà-Ïýëè, ñâÿçàííóþ ñ ñè-
ñòåìîé ψ(d), è åå ñëåäñòâèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 < p <∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C = C(d, p) >
0 òàêàÿ, ÷òî

C−1 ∥ f |Lp ∥ ≤ ∥ (∆ψ
α(f, x)) |Lp([0, 1]d; ℓ2) ∥ ≤ C ∥ f |Lp ∥,

C−1 ∥ f |Lp ∥ ≤ ∥
(∑

α

∑
ι

∑
σ

|⟨f, ψιασ⟩ψιασ|2
)1/2

|Lp([0, 1]d) ∥ ≤ C ∥ f |Lp ∥.

äëÿ âñåõ ôóíêöèé f ∈ Lp.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ψ(d) � áåçóñëîâíûé áàçèñ â Lp, Òåîðåìó 2 ìîæíî ëåã-
êî äîêàçàòü ðàññóæäåíèÿìè, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêîå íåðà-
âåíñòâî Õèí÷èíà äëÿ ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà (ñì., íàïðèìåð, [4, ãë. 8], ãäå
ðàññìîòðåí ñëó÷àé k = 1).
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü 1 < p < ∞, p∗ = min(p, 2). Òîãäà äëÿ ôóíêöèé
f ∈ Lp

∥ f |Lp ∥ ≤ C(v,m, p) ∥ (∆ψ
α(f, x)) | ℓp∗(Lp([0, 1]d)) ∥.

Íèæå, ïðè äîêàçàòåëüñòâå âåðõíèõ îöåíîê èç Òåîðåìû 1 è îöåíêè
ðàçìåðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ìû áóäåì ñèñòåìàòè÷åñêè èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ëåììó èç [1] (äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñì. [2]).

Ëåììà 1. Ïóñòü β, γ ∈ Rd+ òàêèå, ÷òî βν = γν äëÿ ν ∈ zω è βν > γν äëÿ
ν ∈ zn \ zω, è ïóñòü L > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

I
β,γ
L (u) ≡

∑
α∈Nd

0:αγ>u

2−Lαβ ≍ 2−Luuω−1 ïðè u→ +∞; (4)

J
γ,β
L (u) ≡

∑
α∈Nd

0:αβ≤u

2Lαγ ≍ 2Luuω−1 ïðè u→ +∞. (5)

5. Äîêàçàòåëüñòâî âåðõíèõ îöåíîê â òåîðåìå 1

B. Íà÷íåì ñ âåðõíèõ îöåíîê äëÿ êëàññîâ ψBs dp∞.

a) Ïóñòü 2 ≤ p <∞. Ïî Ñëåäñòâèþ 1 äëÿ f(x) ∈ ψBsdp∞ èìååì

∥ f − Sψ, σn (f) |L2 ∥ = ∥
∑

αs′>ns1

∆ψ
α(f) |L2 ∥ ≤

≤ ∥
∑

αs′>ns1

∆ψ
α(f) |Lp ∥ ≤ ∥ (∆ψ

α(f))αs′>ns1 | ℓp∗(Lp) ∥ ≡ ℑ1(u).

Äàëåå (4) è (2) äàþò

ℑ1(u) = ∥ (2−αs2αs∆ψ
α(f))αs′>ns1 | ℓp∗(Lp) ∥ ≤

≤
( ∑
αs′>ns1

2−αsp∗
)1/p∗

× ∥ (2αs∆ψ
α(f))αs′>ns1 | ℓ∞(Lp) ∥ ≪

≪ 2−ns1 ∥ f |ψBs d
p∞ ∥ ≤ 2−ns1 .

Òàêèì îáðàçîì, âåðõíÿÿ îöåíêà äîêàçàíà.
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b) Ïóñòü p = ∞. Â ýòîì ñëó÷àå p∗ = 2. Ò.ê. ∥ · |L2 ∥ ≤ ∥ · |L∞ ∥, ìû
èìååì ýëåìåíòàðíîå âëîæåíèå ψBs d

∞∞ ⊂ ψBsd
2∞ è íåðàâåíñòâî

Eσn(ψB
s d
∞∞, L2) ≤ Eσn(ψB

s d
2∞, L2).

Ïîýòîìó èç òîãî, ÷òî áûëî äîêàçàíî â a), ñëåäóåò ÷òî

Eσn(ψB
sd
∞∞, L2) ≪ 2−ns1 ,

ò.å. òðåáóåìûå îöåíêè ñâåðõó äîêàçàíû.
Òàêèì îáðàçîì, âñå âåðõíèå îöåíêè òåîðåìû äëÿ êëàññîâ ψBsdp∞ óñòà-

íîâëåíû.
L. Ïåðåéäåì ê ïîëó÷åíèþ îöåíîê ñâåðõó äëÿ êëàññîâ ψLs d2 2.
Äëÿ f ∈ ψLs d2 2, ïî Òåîðåìå 2 íàõîäèì

∥ f − Sψ, σn (f) |L2 ∥ = ∥
∑

αs′>ns1

∆ψ
α(f) |L2 ∥ ≍

≍ ∥ (2−αs2αs∆ψ
α(f))αs′>ns1 |L2(ℓ2) ∥ ≡ ℑ2(u).

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äëÿ ðÿäîâ è ó÷èòûâàÿ (3), ïîëó÷èì (αs ≥
αs′ > ns1)

ℑ2(u) ≤ ∥ (2−αs2αs∆ψ
α(f))αs′>ns1 |L2(ℓ2) ∥ ≤

≤ 2−ns1∥ (2αs∆ψ
α(f))αs′>ns1 |L2(ℓ2) ∥ ≪ 2−ns1∥ f |ψLs d2 2 ∥ ≤ 2−ns1 .

Òàêèì îáðàçîì, âåðõíèå îöåíêè òåîðåìû äëÿ êëàññîâ ψLsm2 2 òàêæå
óñòàíîâëåíû.

6. Äîêàçàòåëüñòâî íèæíèõ îöåíîê â òåîðåìå 1

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê â Òåîðåìå 1 íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïî-
ïåðå÷íèêà Ôóðüå. Íàïîìíèì, ÷òî N - ïîïåðå÷íèêîì Ôóðüå (èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, îðòîïîïåðå÷íèêîì) ìíîæåñòâà F ⊂ Lq íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

φN (F, Lq) = inf
{gj}Nj=1

sup
f∈F

∥f −
N∑
j=1

⟨f, gj⟩gj | Lq ∥,

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îðòîíîðìàëüíûì (â L2) ñèñòåìàì
{gj}Nj=1 ⊂ L∞.
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Ïîïåðå÷íèê Ôóðüå áûë ââåäåí Â.Í. Òåìëÿêîâûì [5] â 1982 ã. Îòìåòèì,
÷òî îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà áûëà ïîñâÿùåíà òî÷íûì ïî ïîðÿäêó îöåíêàì ïî-
ïåðå÷íèêîâ Ôóðüå ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé îäíîé è íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ; çäåñü ïðèâåäåì òîëüêî ìîíîãðàôèè [6], [7] è ñòàòüè [2],
[8], ãäå òàêæå ìîæíî íàéòè ïîäðîáíóþ èñòîðèþ âîïðîñà è âñåñòîðîííèå
ññûëêè.

Íà îñíîâàíèè (5) (ñ L = 1) ðàçìåðíîñòü ψ(γ, u) ëèíåéíîé îáîëî÷êè
ìíîæåñòâà {ψιασ | ι ∈ ed(α), σ ∈ Ξ(d, α), α ∈ Nk0 : ασ ≤ n} åñòü ïî ïîðÿäêó
2n. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáèðàÿ N ≥ ψ(σ, n), ìû ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

Eσn(F, Lq) ≥ φN (F, Lq). (6)

Â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 1 ìû èìååì

φN (ψB
sd
p∞, L2) ≍ N−s1 ,

φN (ψL
sd
2 2, L2) ≍ N−s1 .

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì àíàëîãîì òåîðåìû èç [3] äëÿ êëàññîâ òè-
ïà Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà è Ëèçîðêèíà-Òðèáåëÿ, ñâÿçàííûõ ñ ñèñòåìîé ψ(d).

Ýòè îöåíêè ñ N ≥ ψ(γ, u) òàêèì, ÷òî N ≍ ψ(σ, n) â ñî÷åòàíèè ñ íåðà-
âåíñòâîì (6) ëåãêî äàþò íèæíèå îöåíêè äëÿ Eσn(ψB

s d
p∞, L2) è Eσn(ψL

s d
2 2, L2)

â Òåîðåìå 1.
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Ìà©àëàäà L2 êåiñòiãiíäåãi Íèêîëüñêèé-Áåñîâ æºíå Ëèçîðêèí-Òðèáåëü
òåêòåñ êëàñòàðäà åñåëi Äîáåøè òîë©ûíøàëàðû æ³éåñi áîéûíøà Ôóðüå ãè-
ïåðáîëû© ©îñûíäûëàðûìåí æ³û©òàóäû ðåò áîéûíøà äºë áà¡àëàóëàðû
áið©àòàð êëàñòàð ïàðàìåòðëåðiíi ìºíäåði ³øií àëûí¡àí.

Balgimbayeva Sh.A., Shaimerdenov B. HYPERBOLIC CROSS
APPROXIMATION OF SOME MULTIVARIATE FUNCTION CLASSES
W.R.T. DAUBECHIES WAVELET SYSTEM

In this paper we obtain estimates, sharp in the order of hyperbolic
cross approximation w.r.t. multiple Daubechies wavelet system of classes of
Nikol'skii-Besov and Lizorkin-Triebel type in the space L2 for a number of
values of parameters of these classes.
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Annotation: An algorithm for additive partitioning of natural numbers is considered.

The approach is based on a generating function discussed in detail in 1994-1997 by

Voinov and Nikulin. The approach is used for the enumeration of nonnegative integer

solutions of a corresponding linear Diophantine equation. A new R-algorithm for

solving the partitioning problems is presented.
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1. Introduction

Two approaches for additive partitioning of unipartite integers are known.
The classical one is based on Hindenburg's method that uses the lexicographical
algorithm. This approach was realized in R by Hankin (see [1]). Another
approach is based on a generating function discussed in details in papers [2]
and [3]. The same idea can also be used for the enumeration of multipartite
partitions (see paper [4]).

Additive unipartite partitions of positive integers possess very many
applications. Some of them are brie�y discussed below. Partitions, e.g.,
permit to compute probabilities of many discrete distributions. For example
distributions introduced in papers [5]�[9]. Based on the algorithm introduced
in [2] the authors of paper [10] gave an example of obtaining a closed
form expression for a particular discrete probability distribution. A useful

Keywords: Generating functions, partitions, restricted partitions, R.

2010 Mathematics Subject Classi�cation: 62H10, 62H15.
Funding: This research is �nancially supported by a grant from the Ministry of Science

and Education of the Republic of Kazakhstan (Grant � 3361/GF4).
c⃝ V.G. Voinov, N.E. Pya, 2017.



70 V.G. Voinov, N.E. Pya

simpli�cation of the algorithm for partitions constructing suggested in [2] was
presented in [10].

In Section 2 we provide some formulas that realize ideas of Voinov and
Nikulin introduced in [2], [3], [10], [11].

Some R implementations are given in Section 3. The R-script of the software
developed is presented in Appendix.

2. Background

The problem of additive partitioning of integers is equivalent to the problem
of �nding all nonnegative solutions of a linear equation s1+2s2+3s3+. . .+lsl =
n, l ≤ n. The approach suggested in [2], [3], [10], [11] permits to enumerate
all those solutions. For a reader convenience we reproduce some results from
those publications. The partitions of n on at most M ≤ n parts less than or
equal l are presented as {0M−s1−···−sl , 1s1 , 2s2 , . . . , lsl}, where s1 = n − 2s2 −
· · · − lsl, s1 + s2 + · · · + sl ≤ M, and indices s2, s3, . . . , sl are de�ned by the
summation procedure

[nl ]∑
sl=0

[
n−lsl
l−1

]∑
sl−1=0

· · ·

[
n−lsl−···−3s3

2

]∑
s2=0

. (1)

An alternate way of summation procedure is

[
(l−1)n

l

]∑
l1=n−M

[
(l−2)l1

l−1

]∑
l2=(2l1−n)+

[
(l−3)l2

l−2

]∑
l3=(2l2−l1)+

· · ·

[
ll−2
2

]∑
ll−1=(2ll−2−ll−3)+

, (2)

where a+ = max{0, a} and partitions being

{0M−n+l1 , 1n−2l1+l2 , 2l1−2l2+l3 , . . . , (l − 1)ll−2−2ll−1 , lll−1}.

The above notation means that in every particular partition there will be
M − n+ l1 zeros, n− 2l1 + l2 ones, etc. The second way (2) is faster than the
�rst one because it does not need checking the condition s1 + · · · + sl ≤ M
(see [10]). Evidently that the number of partitions equals to the above multiple
sum of ones.
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The number of partitions of n on exactly M parts equals to [3]

n−M−1∑
l1=(n−2M)+

(l1−1)+∑
l2=(2l1−n+M)+

(l2−1)+∑
l3=(2l2−l1)+

· · ·
(ln−M−2−1)+∑

ln−M−1=(2ln−M−2−ln−M−3)+

1. (3)

The corresponding partitions are de�ned as

{12M−n+l1 , 2n−M−2l1+l2 , 3l1−2l2+l3 , . . . , (n−M)ln−M−2−2ln−M−1 , (n−M+1)ln−M−1}.

3. Examples in R

1) All 22 partitions of n = 8 can be get using our R-script as follows:

> get.partitions(8,8,at.most=TRUE)

p.1 p.2 p.3 p.4 p.5 p.6 p.7 p.8 p.9 p.10 p.11 p.12 p.13 p.14

a1 8 7 6 5 4 6 5 4 4 3 5 4 3 3

a2 0 1 2 3 4 1 2 3 2 3 1 2 3 2

a3 0 0 0 0 0 1 1 1 2 2 1 1 1 2

a4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

a5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

a6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

a7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

a8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

p.15 p.16 p.17 p.18 p.19 p.20 p.21 p.22

a1 2 4 3 2 3 2 2 1

a2 2 1 2 2 1 2 1 1

a3 2 1 1 2 1 1 1 1

a4 2 1 1 1 1 1 1 1

a5 0 1 1 1 1 1 1 1

a6 0 0 0 0 1 1 1 1

a7 0 0 0 0 0 0 1 1

a8 0 0 0 0 0 0 0 1

Each output column comprises a partition of n = 8. The twenty �rst
column, e.g., gives 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 8, which is in accordance
with formula (1), 2 · s2 +1 · s1 = 8, where s2 = 1, s1 = 6 and the rest of sj are
zeros.

2) All partitions of n = 8 on at most 6 parts can be obtained as follows:
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> get.partitions(8,6,at.most=TRUE)

p.1 p.2 p.3 p.4 p.5 p.6 p.7 p.8 p.9 p.10 p.11 p.12 p.13 p.14

a1 8 7 6 5 4 6 5 4 4 3 5 4 3 3

a2 0 1 2 3 4 1 2 3 2 3 1 2 3 2

a3 0 0 0 0 0 1 1 1 2 2 1 1 1 2

a4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

a5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

a6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

p.15 p.16 p.17 p.18 p.19 p.20

a1 2 4 3 2 3 2

a2 2 1 2 2 1 2

a3 2 1 1 2 1 1

a4 2 1 1 1 1 1

a5 0 1 1 1 1 1

a6 0 0 0 0 1 1

3) All partitions of n = 8 on exactly 6 parts are obtained as follows:

> get.partitions(8,6,at.most=FALSE)

p.1 p.2

a1 3 2

a2 1 2

a3 1 1

a4 1 1

a5 1 1

a6 1 1

4. Appendix

Below is the R-script of our software.

###################################### ## partitioning...

######################################

get.partitions <- function(n, M, at.most=TRUE){ ## function to

enumerate additive partitions of integer 'n' on at most or exactly

'M' parts, M <= n ## 'n' is a positive integer ## 'M' is a

positive integer, M <= n ## 'at.most' is logical with TRUE
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standing for partitioning of

n into at most M parts and FALSE for exactly M parts

if (length(n) >1 || length(M) >1) {stop("'n' and 'M' have to be

positive integers")}

if (!isTRUE(n == floor(n)) || !isTRUE(n > 0)) {stop("'n' has to be

a positive integer")} if (!isTRUE(M == floor(M)) || !isTRUE(M >

0)) {stop("'M' has

to be a positive integer")}

if (M > n) {stop("'M' has

to be less or equal to 'n'")}

if (!is.logical(at.most)) {stop("'at.most' must be TRUE

or FALSE")}

fn1 <- function(l,n,M){ ## getting partitions for 'at most'

case...

## 'l' is a (n-1)-vector res <- numeric(0) s <- rep(NA,n+1) ##

initialize repetitions ('powers' of

the partition)

s[1] <- M-n+l[1] s[2] <- n-2*l[1] +l[2] ind <- c(3:(n-1)) s[ind]

<- l[ind-2]-2*l[ind-1]+l[ind] s[n] <- l[n-2]-2*l[n-1] s[n+1] <-

l[n-1] for (i in 1:(n+1)) if (s[i]!=0) res <- c(res,

rep(i-1,s[i])) res }

## function to work through the loops (for 'at most' case)...

recursive.fn1 <- function(w,ll,lu,n,M){ S <- rep(0,0)

if(length(lu)) { for( i in seq(ll[1],lu[1]) ) { if (length(lu)

==(n-1)){ ll[2] <- max(0,2*i-n) lu[2] <- floor((n-2)*i/(n-1)) }

else if (length(lu) >2) { nw <- length(w) ll[2] <-

max(0,2*i-w[nw]) lu[2] <- floor((n-nw-2)*i/(n-nw-1)) } else if

(length(lu) == 2) { nw <- length(w) ll[2] <- max(0,2*i-w[nw])

lu[2] <- floor(i/2) } S <- c(S, Recall(c(w,i), ll[-1],lu[-1],n,M))

} } else return(fn1(w,n,M)) S }

##------------ fn2 <- function(l,n,M){ ## getting partitions for

'exactly'
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case...

## 'l' is a (n-M-1)-vector res <- numeric(0) s <- rep(NA,n-M+1) ##

initialize repetitions ('powers' of the

partition)

s[1] <- 2*M-n+l[1] s[2] <- n-M-2*l[1] +l[2] ind <- c(3:(n-M-1))

s[ind] <- l[ind-2]-2*l[ind-1]+l[ind] s[n-M] <- l[n-M-2]-2*l[n-M-1]

s[n-M+1] <- l[n-M-1] for (i in 1:(n-M+1)) if (s[i]!=0) res <-

c(res, rep(i,s[i])) res }

## function to work through the loops (for 'exactly' case)...

recursive.fn2 <- function(w,ll,lu,n,M){ S <- rep(0,0)

if(length(lu)) { for( i in seq(ll[1],lu[1]) ) { if (length(lu)

==(n-M-1)){ ll[2] <- max(0,2*i-n+M) lu[2] <- max(0,i-1) } else if

(length(lu) >1) { ll[2] <- max(0,2*i-w[length(w)]) lu[2] <-

max(0,i-1) } S <- c(S, Recall(c(w,i), ll[-1],lu[-1],n,M)) } } else

return(fn2(w,n,M)) S }

out <-numeric(0) if (at.most){ ## getting partitions of n into AT

MOST M parts... L <- n lu <- c(floor((L-1)*n/L),rep(NA,L-2)) ll <-

c(n-M,rep(NA,L-2)) out <- recursive.fn1(numeric(0), ll,lu,n,M) }

else { ## getting partitions of n into EXACTLY M parts... ll <-

c(max(0,n-2*M),rep(NA,n-M-2)) lu <- c(n-M-1,rep(NA,n-M-2)) if

(length(ll)==1){ l1 <- c(ll:lu) out <- numeric(0) for (i in l1)

out <- c(out, c(rep(1,2*M-n+i),rep(2,n-M-2*i),rep(3,i))) } else

out <- recursive.fn2(numeric(0), ll,lu,n,M) } if (length(out)==0)

{print("no solutions")} else { dim(out) <- c(M,length(out)/M)

rownames(out) <- paste("a", c(1:M), sep="") colnames(out) <-

paste(c("p."), seq(1:dim(out)[2]), sep="")

out[c(nrow(out):1),c(ncol(out):1)] } } ## end get.partitions
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Âîèíîâ Â.Ã., Ïÿ Í.Å. R-ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎÅ ÎÁÅÑÏÅ×ÅÍÈÅ ÄËß ÀÄ-
ÄÈÒÈÂÍÛÕ ÐÀÇÁÈÅÍÈÉ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ ÖÅËÛÕ ×ÈÑÅË

Ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì äëÿ àääèòèâíûõ ðàçáèåíèé íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Ïîäõîä îñíîâàí íà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, êîòîðûé ïîäðîáíî îá-
ñóæäàëñÿ Âîèíîâûì è Íèêóëèíûì â 1994-1997 ã.ã. Ýòîò ïîäõîä èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñîîò-
âåòñòâóþùåãî Äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì ðàçáèåíèé
ïðåäñòàâëåí íîâûé R-àëãîðèòì.

Âîèíîâ Â.Ã., Ïÿ Í.Å. Î� Á�ÒIÍ ÑÀÍÄÀÐÄÛ ÀÄÄÈÒÈÂÒI Á�ËIÊ-
ÒÅÓËÅÐÃÅ ÀÐÍÀË�ÀÍ R-ÏÐÎÃÐÀÌÌÀËÛ� �ÀÌÑÛÇÄÀÍÄÛÐÓ

Íàòóðàë ñàíäàðäû àääèòèâòi á°ëiêòåóëåðãå àðíàë¡àí àëãîðèòì ©àðàñ-
òûðûëàäû. Òºñië Âîèíîâ ïåí Íèêóëèí 1994-1997 æ.æ. åãæåé-òåãæåéëi
òàë©ûëà¡àí òóûíäàòóøû ôóíêöèÿ¡à íåãiçäåëãåí. Á´ë òºñië ñºéêåñ Äèî-
ôàíò òåäåóiíi òåðiñ åìåñ á³òiíñàíäû øåøiìäåðií ñàíàìàëàó ³øií ïàé-
äàëàíûëàäû. Á°ëiêòåóëåð ìºñåëåñií øåøó ³øií æàà R-àëãîðèòì ´ñûíû-
ë¡àí.
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spectral properties of the problem. The existence of eigenvalues of the problem is proved.
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1. Introduction

The theory of equations of the mixed type is one of the central sections
of the modern theory of partial di�erential equations. This fact is connected
with appearance of many applied problems such that their mathematical
modeling leads to studying various types of equations in the considered domain
of changing of independent variables. Researching equations of a parabolic-
hyperbolic type has gained a rapid development quite recently. These problems
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are of particular interest due to their application to various problems of
mechanics and physics.

Numerous papers of the authors from near and far abroad are devoted to
issues of the theory of boundary value problems for equations of the mixed
type. Su�ciently full review of obtained results is contained in books of
A.V. Bitsadze, L. Bers, M.M. Smirnov, M.S. Salakhitdinov, T.D. Dzhuraev,
T.Sh. Kal'menov. Essential contribution to the development of the theory of
boundary value problems for parabolic-hyperbolic equations has been done by
M.S. Salakhitdinov, T.D. Dzhuraev, A.M. Nakhushev, A.S. Berdyshev, M.A.
Sadybekov. Issues of generalized solvability in the class L2 on the basis of
solution representation in the form of bilinear series are considered in papers
of N.Yu. Kapustin [1], [2].

In [3], [4] by V.A. Il'yin's anti-a priori estimates it is shown that anti-a priori
estimates without a positive exponent in the right-hand side of the inequality
are necessary and su�cient conditions for the unconditional basis property in
L2 under an arbitrary choice of associated functions. And it is used in the proof
of the well-posedness of boundary value problems [5]. In [6] the class of the
well-posedness of the Dirichlet problem was constructed for one-dimensional
wave equation.

In [7], [8], [9] a three-dimensional boundary value problem for equations of
Keldysh type involving lower order terms was studied. In [10], [11], [12] some
three-dimensional boundary value problems for mixed type equations of the
�rst and second kind were studied.

Unlike the theory of solvability, spectral issues of problems for equations
of the mixed type are less studied. The papers of T.Sh. Kal'menov [13], [14],
E.I. Moiseev [15], S.M. Ponomarev [16] have made a signi�cant contribution
to this direction. The main bibliography on these issues is given in the
monograph of E.I. Moiseev [17]. The existence and location of eigenvalues of
problems for equations of the mixed elliptic-hyperbolic type, the construction
and completeness of eigenfunctions of the problem are researched in these
papers.

Spectral issues for equations of the parabolic-hyperbolic type are
comparatively less researched. The basic bibliography on these issues is given
in recently published monograph of A.S. Berdyshev [18].
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2. Formulation of the problem

Let Ω ∈ R2 be a �nite domain bounded for y > 0 by the segments AA0,
A0B0, B0B, A = (0, 0), A0 = (0, 1), B0 = (1, 1), B = (1, 0), and for y < 0 by
the characteristics AC : x+ y = 0 and BC : x− y = 1 of an equation of the
mixed parabolic-hyperbolic type

Lu =


ux − uyy, y > 0

uxx − uyy, y < 0

 = f(x, y). (1)

By W l
2 (Ω) = H l(Ω) we denote the Sobolev space with the scalar product

(·, ·)l and the norm ∥·∥l, W 0
2 (Ω) = L2 (Ω); Ω1 = Ω

∩
{y > 0}, Ω2 =

Ω
∩

{y < 0}.
In Ω we consider the following non-local boundary value problem being

the generalization of an analogue of the Tricomi problem for the parabolic-
hyperbolic equation (1).

Problem S. Find a solution to Eq. (1) satisfying boundary conditions

u|AA0∪A0B0
= 0, (2)

αu (θ0 (t)) = βu (θ1 (t)) , 0 ≤ t ≤ 1, (3)

where θ0 (t) =
(
t
2 ,−

t
2

)
, θ1 (t) =

(
t+1
2 , t−1

2

)
.

Note that for β = 0 the problem S coincides with the Tricomi problem,
and for α = 0 coincides with the Tricomi problem with data on opposite
characteristics.

The strong solvability of particular cases of the problem for α = 0 and for
β = 0 has been researched in paper of M.A. Sadybekov, G.D. Toizhanova [19].
It is shown that for β = 0 the problem is Volterra, and for α = 0 the problem
has an eigenvalue. But the case of arbitrary α and β has remained unstudied
until now. The present paper is devoted to studying the problem namely in
this case.

3. On strong solvability of the problem

Studying the problem in the operatorial form is closely related to the usage
of generalized solutions of the problem. Let us give the de�nition.
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Definition 1. The function u ∈ L2(Ω) we will call a strong solution

of the problem if there exists a sequence of the functions {un},
un ∈ W = C1

(
Ω
)
∩ C1,2

x,y (Ω
1
) ∩ C2

(
Ω2

)
satisfying the boundary conditions

such that the sequences un and Lun reduce in L2 (Ω) to the functions u and

f , respectively.

Theorem 1. The solution of the problem S is unique if and only if α +
β ̸= 0. Under this condition, for any function f ∈ L2 (Ω) there exists a unique

strong solution u (x, y) of the problem S. This solution belongs to the class

H1 (Ω) ∩H1,2
x,y (Ω1) ∩ C

(
Ω
)
, satis�es the inequality

∥u∥1 ≤ c ∥f∥0, (4)

is represented in the form

u (x, y) =

∫∫
Ω
K (x, y;x1, y1)f (x1, y1) dx1dy1, (5)

where K ∈ L2 (Ω× Ω).

Proof. By virtue of the unique solvability of the �rst boundary value problem
for a heat equation and of the Cauchy problem for a wave equation, any solution
of Eq. (1) is represented in the form

u (x, y) =



∫ x
0 dx1

∫ 1
0 G (x− x1, y, y1) f (x1, y1) dy1+

+
∫ x
0 Gy1 (x− x1, y, 0) τ (x1) dx1, y > 0,

−
∫ η
ξ dξ1

∫ η
ξ1
f1 (ξ1, η1) dη1+

+1
2 [τ (ξ) + τ (η)]− 1

2

∫ η
ξ ν (s) ds, y < 0,

(6)

where τ (x) = u (x, 0), τ (0) = 0, ξ = x + y, η = x − y, ν (x) =
∂u

∂y
(x, 0) ,

f1 (ξ, η) =
1

4
f

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
, and G (x− x1, y, y1) is Green's function of the

�rst initial-boundary value problem for a heat equation in a square AA0B0B
that can be represented in the form [20]:

G (x, y, y1) =
1

2
√
πx

+∞∑
n=−∞

[
e−

(y−y1+2n)2

4x − e−
(y+y1+2n)2

4x

]
. (7)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. � 2017. � Ò. 17, � 1



Spectral boundary value problem ... 81

By calculating
∂

∂y
u in (6) and by converging y to zero, inside Ω1 we have

relations between τ (x) and ν (x), obtained from the parabolic part:

ν (x) =

∫ x

0
k (x− t) τ ′ (t) dt+Φ0 (x) , (8)

where

k (x) =
1√
πx

+∞∑
n=−∞

exp

{
−n2

x

}
,

Φ0 (x) =

∫ x

0
dx1

∫ 1

0
G0 (x− x1, y1) f (x1, y1) dy1,

G0 (x, y1) ≡ Gy (x, y1, 0) =
1

2
√
πx3/2

+∞∑
n=−∞

(y1 + 2n) e−
(y1+2n)2

4x .

Analogously we �nd an integral-di�erential relation between τ (x) and ν (x)
carried from the hyperbolic part Ω2 onto the segment AB. This relation has
the form:

ν (x) =
α− β

α+ β
τ ′ (x)− 2α

α+ β

∫ x

0
f1 (ξ, x) dξ −

2β

α+ β

∫ 1

x
f1 (x, η) dη, (9)

where 0 < x < 1.

Note that if α + β = 0, then in derivation of relation (9) we immediately
get non-uniqueness of the problem solution. This procedure is standard and
we will not stop on it. Further everywhere we consider that α+ β ̸= 0.

The case α − β = 0 is the most simple. In this case from (9) the value
ν (x) for all 0 < x < 1 is found at once. Then the solution of the problem S is
constructed in the explicit form and in the parabolic and hyperbolic parts of
the domain. That is also a standard procedure and we will not stop on it in
details.

Let α − β ̸= 0. Then by eliminating the function ν (x) from relations (8)
and (9), for τ ′ (x) we get an integral Volterra equation of the second kind:

α− β

α+ β
τ (x)−

∫ x

0
k (x− t) τ ′ (t) dt = φ (x) , 0 < x < 1, (10)
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where

φ (x) = 2
α

α+ β

∫ x

0
f1 (ξ1, x) dξ1 + 2

β

α+ β

∫ 1

x
f1 (x, η1) dη1−

−
∫ x

0
dx1

∫ 1

0
G0 (x− x1, y1) f (x1, y1) dy1.

Dividing Eq. (10) on
α− β

α+ β
, we have

τ ′ (x)−
∫ x

0
K (x− t) τ ′ (t) dt = Φ(x) , 0 < x < 1, (11)

where K (x− t) =

(
α+ β

α− β

)
k (x− t), Φ(x) =

(
α+ β

α− β

)
φ (x).

Thus, the problem S is equivalently reduced to the integral Volterra
equation of the second kind (11). Since α− β ̸= 0, and the kernel k (x) can be
represented in the form

k (x) =
1√
πx

+ k̃ (x) ,

where k̃ (x) ∈ C∞ [0, 1], then k (x− t) is a kernel with weak peculiarity.
Therefore there exists the unique strong solution to Eq. (11) and has the form

τ ′ (x) = Φ (x) +

∫ x

0
Γ (x− t)Φ (t) dt, (12)

where Γ (x) is a resolvent of Eq. (11):

Γ (x) =

∞∑
j=1

Kj (x), K1 (x) = k (x) ,

Kj+1 (x) =

∫ x

0
K1 (x− t)Kj (t) dt, j ∈ N.

From (12), taking into account τ (0) = 0, after simple transformations, we
get

τ (x) =

∫ x

0
Γ1 (x− t)Φ (t) dt, (13)
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where

Γ1 (x) = 1 +

∫ x

0
Γ (t) dt.

Substituting the value Φ(t) into (13), after evident transformations, we
come to the form

τ (x) = − 2 (β)

(α− β)

∫ x

0
dξ1

∫ 1

ξ1

Γ1 (x− ξ1) f1 (ξ1, η1) dη1+

+
2α

(α− β)

∫ x

0
dξ1

∫ x

ξ1

Γ1 (x− η1) f1 (ξ1, η1) dη1−

− α+ β

(α− β)

∫ x

0
dx1

∫ 1

0
G1 (x− x1, y1) f (x1, y1) dy1, (14)

where

G1 (x, y) =

∫ x

0
G0 (t, y) Γ1 (x− t) dt.

Substituting (3) into (8) and into (6), we obtain formula (5), where the
detailed form of the kernel K (x, y;x1, y1) can be written in the explicit form.
We will not show this form here due to its bulkiness.

We show only that K (x, y;x1, y1) ∈ L2 (Ω× Ω) . From the analysis of the
kernel representation it is easy to see that all the summands of the formula
are limited except the �rst summand: G2(x−x1, y, y1), in which the summand
G (x− x1, y, y1) is not limited. Therefore it is enough to show that

θ (y) θ (y1) θ (x− x1)G (x− x1, y, y1)∈ L2 (Ω× Ω) .

From the representation (7) of the Green's function G (x− x1, y, y1) it follows
that it is enough to estimate the summand for n = 0:

B (x− x1, y, y1) =
θ (y) θ (y1) θ (x− x1)

2
√

π (x− x1)

[
e
− (y−y1)

2

4(x−x1) − e
− (y+y1)

2

4(x−x1)

]
.

Note that 0 ≤ B (x− x1, y, y1) ≤ 1

2
√

π(x−x1)
exp

{
− (y−y1)

2

4(x−x1)

}
. Using this

fact, we calculate

∥B∥2L2(Ω×Ω) =

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy

∫ x

0
dx1

∫ 1

0
|B (x− x1, y, y1)|2dy1 =
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=

∫ 1

0
dy

∫ 1

0
dy1

∫ 1

0
dx

∫ x

0
|B (x1, y, y1)|

2dx1 ≤

≤
∫ 1

0
dy

∫ 1

0
dy1

∫ 1

0
|B (x, y, y1)|2dx ≤

≤ 1

4π

∫ 1

0
dy

∫ 1

0
dy1

∫ 1

0

1

x
e−

(y−y1)
2

4x dx =

1

4π

∫ 1

0
dy

∫ 1

0

dx

x

∫ 1

0
e−

(y−y1)
2

4x dy1.

Substituting
y − y1
2
√
x

= y2, further we have

1

4π

∫ 1

0
dy

∫ 1

0

dx

x

∫ y
2
√
x

y−1
2
√

x

e−y222
√
xdy2 =

1

2π

∫ 1

0
dy

∫ 1

0

dx√
x

∫ ∞

−∞
e−y22dy2 < ∞.

Consequently, K (x, y;x1, y1) ∈ L2 (Ω× Ω) .
By direct calculation it is easy to check the validity of the estimate:

∥Φ(x)∥L2(0,1)
≤ c ∥f∥0.

Therefore from (12) we have∥∥τ ′ (x)∥∥
L2(0,1)

≤ c ∥Φ(x)∥
L2(0,1)

≤ c ∥f∥0.

Hence and from the solution properties of the �rst initial-boundary value
problem for the heat equation it follows that the solution of the problem S
belongs to the class W = H1 (Ω) ∩H1,2

x,y (Ω1) ∩ C
(
Ω
)
and satis�es inequality

(4).
Show that the obtained solution will be strong. Since C1

0

(
Ω
)
is dense in

L2 (Ω), then for any function f ∈ L2 (Ω) there exists a sequence of the functions
fn ∈ C1

0

(
Ω
)
such that ∥fn − f∥ → 0, n → ∞. We denote un = L−1fn.

For fn ∈ C1
0

(
Ω
)
it is easy to see that Φn (x) ∈ C1 [0, 1]. Therefore Eq. (11)

can be considered as an integral Volterra equation of the second kind in the
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space C1 [0, 1]. Consequently, τ ′n (x) = ux (x, 0) ∈ C1 [0, 1] . From the solution
properties of the �rst initial-boundary value problem for the heat equation
and for the Darboux problem for the wave equation, taking into account the
representation (6), we obtain that un ∈ W for all fn ∈ C1

0

(
Ω
)
.

By virtue of inequality (4), we have ∥un − u∥1 ≤ c∥fn − f∥0 → 0.
Consequently, {un} is the sequence corresponding to the de�nition of the strong
solution, the problem S is strongly solvable for any right-hand part f , and the
strong solution belongs to the class H1 (Ω) ∩H1,2

x,y (Ω1) ∩C
(
Ω
)
. The theorem

is proved.

4. On spectrum of the problem

From Theorem 1 it follows that the operator L of the problem S is
invertible, and the inverse operator L−1 is a Gilbert-Schmidt operator. Then
a spectrum of the problem can consist of only eigenvalues of the operator L−1.
Naturally there arises a question on existence of the eigenvalues of the operator
L−1, consequently, and of the problem S.

Theorem 2. Let L be an operator of the problem S and (α− β)β ̸= 0. Then
there exists an eigenvalue of the problem S, that is, there exists λ ∈ C such

that the equation Lu = λu has a nontrivial solution.

Proof. We present here only a brief scheme of the proof. By L we denote
a closure of the di�erential operator in L2 (Ω) given on W by Eq.(1). From
Theorem 2 it follows that the operator L is invertible and L −1 is the Gilbert-
Schmidt operator de�ned by formula (5). Then the operator L−2 ≡

(
L−1

)2
is

a nuclear (kernel) operator in L2 (Ω). Therefore we can use the result of V.B.
Lidskii [21] on coincidences of matrix and spectral traces for the operator L−2.

Lemma 1. If an operator T is nuclear in the Gilbert space H, then, whatever

the orthonormal basis φi (i = 1, 2, . . . ) in H, the equality holds

Sp T ≡
∞∑
k=1

(Tφk, φk) =

∞∑
k=1

λk (T ), (15)

where λk are eigenvalues of the operator T .

It is also well-known that if T is nuclear operator in the space L2 (Ω)
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represented as a product T = KR of two Gilbert-Schmidt operators:

(Kf) (z) =

∫
Ω
K (z, z1)f (z1) dz1, (Rf) (z) =

∫
Ω
R (z, z1)f (z1) dz1,

then the Gaal's formula of calculations of traces [22]

Sp T =

∫
Ω

[∫
Ω
K (z, z1)R (z1, z)dz1

]
dz (16)

holds.
From (15) and (16) we obtain that

Sp L−2 =

∫∫
Ω
dxdy

∫
Ω
K (x, y;x1, y1)K (x1, y1;x, y) dx1dy1.

Therefore, using the explicit form of the kernel K (x, y;x1, y1), we can show
that Sp L−2 ̸= 0. Not stopping on detailed calculations, we indicate only
that the proof of di�erence of the integral

∫ ξ
0 G0 (t, y) dt from zero is more

signi�cant. We have∫ ξ

0
G0 (t, y) dt =

1

2
√
π

+∞∑
n=−∞

∫ ξ

0

y + 2n

t3/2
exp

{
−(y + 2n)2

4t

}
dt =

=
2√
π

∞∑
n=∓∞

∫ ±∞

y+2n
2
√

π

e−t2dt =

= − 2√
π

−1∑
n=−∞

∫ y+2n
2
√

π

−∞
e−t2dt+

2√
π

+∞∑
n=0

∫ ∞

y+2n
2
√

π

e−t2dt =

=
2√
π

[ ∞∑
n=0

∫ ∞

y+2n
2
√

π

e−t2dt−
∞∑
n=1

∫ ∞

− y+2n
2
√

π

e−t2dt

]
=

=
2√
π

[ ∞∑
n=0

∫ ∞

y+2n
2
√

π

e−t2dt−
∞∑
n=0

∫ ∞

2n−y+2
2
√

π

e−t2dt

]
=

=
2√
π

∞∑
n=0

∫ 2n+2−y
2
√

π

2n+y
2
√
π

e−t2dt.
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Hence we get that
∫ ξ
0 G0 (t, y) dt ≥ 0. And besides, the equality is achieved

only on y = 1, that is,
∫ ξ
0 G0 (t, y) dt ̸≡ 0.

The di�erence of the other summands from zero can be simpler shown and
we do not stop on it. Thus, we have Sp L−2 ̸= 0. Then, by virtue of (15), we
have

∞∑
k=1

λk

(
L−2

)
≡

∞∑
k=1

λk
2
(
L−1

)
̸= 0,

where λk

(
L−2

)
are eigenvalues of the operator L−2.

It means that
∞∑
k=1

1

λk
2 ̸= 0, where λk are eigenvalues of problem (1)�

(3). This implies the existence of the eigenvalues of the considered non-local
boundary value problem. The theorem is proved.

Corollary 1. Let (α − β)β ̸= 0. Then there exists an in�nite number of

eigenvalues of the problem S.

Proof follows from Theorem 3 and from the result of T.Sh. Kalmenov [23].
In that paper he has proved that there is no di�erential operators with a �nite
number (except zero) of eigenvalues.
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Äèëäàáåê Ã., Òåíãàåâà À.À. ÏÀÐÀÁÎËÀ-ÃÈÏÅÐÁÎËÀËÛ� ÒÈÏÒI
ÒÅ�ÄÅÓI �ØIÍ ÑÏÅÊÒÐÀËÄÛ ØÅÊÀÐÀËÛ� ÅÑÅÏ

Á´ë æ´ìûñòà êëàññèêàëû© åìåñ øåòòiê øàðòòàðû áàð I òåêòi ïàðàáîëà-
ãèïåðáîëàëû© òèïòi îïåðàòîð ³øií ñïåêòðàëäû åñåï ©àðàñòûðûëäû. Åñåï
ñòàíäàðòòû îáëûñòà áåðiëãåí. Îáëûñòû ïàðàáîëàëû© á°ëiãi � ò°ðòá´ðûø,
àë ãèïåðáîëàëû© îáëûñòû á°ëiãi ñèïàòòàóøû ³øá´ðûøïåí ñºéêåñ êåëåäi.
Ãèïåðáîëàëàíó îáëûñûíäà àóûñïàëû øåòòiê øàðòòàðû áàð æºíå ïàðà-
áîëàëàíó îáëûñûíäà ëîêàëäû øåòòiê øàðòòàðû áàð åñåïêå çåðòòåó æ³ð-
ãiçiëãåí. Àòàë¡àí åñåïòi øåøiìäiëiãi æºíå ìåíøiêòi ìºíäåðiíi áàð áîëóû
äºëåëäåíãåí. Æ´ìûñòû íåãiçãi ìà©ñàòû ñïåêòðàëäû åñåïòi ©àñèåòòåðií
çåðòòåó áîëûï òàáûëàäû.

Äèëäàáåê Ã., Òåíãàåâà À.À. ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀß ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎ-ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÈ-
ÏÀ

Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ îïåðàòî-
ðà ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà I ðîäà ñ íåêëàññè÷åñêèìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè. Çàäà÷à ïðåäñòàâëåíà â ñòàíäàðòíîé îáëàñòè. Ïàðàáîëè÷åñêàÿ
÷àñòü îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì, à ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü îáëà-
ñòè ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì òðåóãîëüíèêîì. Ïðîâåäåíî èññëåäî-
âàíèå çàäà÷è ñ ëîêàëüíûì êðàåâûì óñëîâèåì â îáëàñòè ïàðàáîëè÷íîñòè è
ñ êðàåâûì óñëîâèåì ñî ñìåùåíèåì â îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè. Äîêàçàíà
ñèëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü óêàçàííîé çàäà÷è. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿ-
åòñÿ èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ çàäà÷è. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è.
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We consider the problem of construction of stable automatic control
systems by a given (n− s)-dimensional program manifold

Ω(t) ≡ ω(t, x) = 0, (1)

of the following form [1]:

ẋ = f (t, x)−Bξ, ξ̇ = φ (σ) , σ = P Tω −Rξ, t ∈ I = [0, ∞) , (2)

where x ∈ Rn is a state vector of the object, f ∈ Rn is a vector-function,
satisfying to conditions of the existence and uniqueness of the solution x(t) = 0,
B ∈ Rn×r, P ∈ Rs×r, (R > 0) ∈ Rr×r are constant matrices, ω ∈ Rs(s ≤ n)
is a vector, ξ ∈ Rr is a vector-function of control on deviation from the given
program manifold, satisfying the conditions of local quadratic connection in
the angle [0, K]

φ(0) = 0 ∧ 0 < σTφ(σ) ≤ σTKσ ;

Keywords: Instability, program manifold, indirect control systems.

2010 Mathematics Subject Classi�cation: 34K20, 93C15, 34K29.
Funding: This research is �nancially supported by a grant from the Ministry of Science

and Education of the Republic of Kazakhstan (Grant � 3357/GF4).
c⃝ S.S. Zhumatov, 2017.



92 S.S. Zhumatov

K = diag ∥k1, . . . , kr∥ , K = KT > 0, (3)

Taking into account that Ω(t) is an integral manifold of the system (2), and
assuming that Erugin function F (t, x, ω) = −Aω,−A ∈ Rs×s is Hurwitz
matrix we have

ω̇ = −Aω −HBξ, ξ = φ̇ (σ) , σ = P Tω −Rξ, H =
∂ω

∂x
, (4)

φ(0) = 0 ∧ 0 < σTφ(σ) ≤ σTKσ ;

K = diag ∥k1, . . . , kr∥ , K = KT > 0, (5)

The program Ω(t) is exactly realized only if the initial values of the state
vector satisfy the condition ω(t, x) = 0. However, this condition cannot always
be exactly satis�ed.Therefore, in the construction of systems of program motion
the requirement of the stability of the program manifold Ω(t) with respect to
the vector function ω should also be taken into account.

1. Statement of the problem

To get the condition of instability of the program manifold Ω(t) of the

indirect control systems with respect to the given vector-function ω.

To the construction of the systems of equations on the given program
manifold, possessing properties of stability and optimality and to the obtaining
estimations of indexes' quality of transient in the neighborhood of a program
manifold and to the solving of various inverse problems of the dynamics, a
great number of works are devoted, for example [1]�[12]. The detailed reviews
of these works are shown in [5], [6], [10], [11].

The system (4) has only a position of equilibrium if and only if

det

∥∥∥∥ A HB

−P T R

∥∥∥∥ ̸= 0.

Definition 1. A program manifold Ω(t) is called instable on the whole in

relation to vector-function ω, if in phase space there is an unlimited open

domain Ξ , including a neighborhood of the given program manifold and

possessing that property, that all solutions in relation to a vector-function

ω beginning in this domain, unlimited at t → ∞.
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Definition 2.A program manifold Ω(t) is called absolutely instable in relation

to a vector-function ω, if it is instable on the whole at all functions φ(σ)
satisfying to the conditions (5).

The frequency conditions of instability are received in [12], [13] for nonlinear
control systems with respect to zero position of equilibrium. In this work the
conditions of instability of the indirect control systems are investigated in the
neighborhood of a program manifold.

The following theorem is valid.

Theorem 1 [12]. If for the system (3) a positive function V (t, ω) admitting

a positive upper limit in the domain Ξ derivative which is

V̇ (t, ω) ≥ γ > 0 ∀ ω ∈ Ξ ∧ t ∈ I,

is found then the program manifold Ω(t) is instable as a whole in relation to

the vector-function ω.

Theorem 2. Suppose that there exist matrices

L = LT > 0, β = diag (β1, . . . , βr) > 0

and non-linear function φ(σ) satis�es the conditions (5).

Then, for the absolute instability of the program manifold Ω (t) in relation

to the vector function ω it is su�cient performing of the following conditions

λ1(∥ω∥2 + ∥ξ∥2) ≤ V ≤ λ2(∥ω∥2 + ∥ξ∥2), (6)

g1(∥ω∥2 + ∥ξ∥2) ≤ V̇ ≤ g2(∥ω∥2 + ∥ξ∥2), (7)

where λ1, λ2, g1, g2 are positive constants.

Proof. We construct a Lyapunov function for the system (4):

V (ω, ξ) = ωTL0ω + 2ϖTL1ξ + ξTL2ξ +

σ∫
0

φTβdσ > 0, (8)

where

L =

∥∥∥∥ L0 L1

LT
1 L2

∥∥∥∥ > 0, β = diag∥β1, . . . , βr∥ > 0.
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Derivative on time t of this function in view of the system (4) has the
following form

V̇ = ωTG0ω + 2ωTG1ξ + ξT gξ+

+2ωTG2φ(σ) + 2ξTG2φ(σ) + φTρφ > 0. (9)

Here

G0 = −ATL0 − L0A; G1 = −L0B −ATL1; g = −BL1 − L0B
T ;

G2 = L1 −
1

2
ATPβ; G3 = L2 −BTPβ; ρ = −βR;

G =

∥∥∥∥∥∥
G0 G1 G2

GT
1 g G3

GT
2 GT

3 ρ

∥∥∥∥∥∥ > 0.

Based on the properties (5) and a structure of feedback σ, the following
estimates are valid:

0 <

σ∫
0

ωTβdσ <
β1k1
2

∥σ∥2; 0 < ∥φ∥2 < k1∥σ∥2;

ρ1∥ω∥2 + ν1∥ξ∥2 ≤ ∥σ∥2 ≤ ρ2∥ω∥2 + ν2∥ξ∥2, (10)

where k1 = min{ki}, β1 = {βi} (i = 1, 2, . . . , r); ki are eigenvalues of
matrix K, ρ1, ρ2 and ν1, ν2 are determined as following:

ρ1 = min
ω ̸=0

ωTPP Tω

ωTω
; ρ2 = max

ω ̸=0

ωTPP Tω

ωTω
;

ν1 = min
ξ ̸=0

ξTRRT ξ

ξT ξ
; ν2 = max

ξ ̸=0

ξTRRT ξ

ξT ξ
.

Due to the positive de�niteness of the V (7), V̇ (8), taking into account
estimates (7), we have the relations

λ1(∥ω∥2 + ∥ξ∥2) ≤ V ≤ λ2(∥ω∥2 + ∥ξ∥2), (11)
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g1(∥ω∥2 + ∥ξ∥2) ≤ V̇ ≤ g2(∥ω∥2 + ∥ξ∥2). (12)

Here

λ1 = min
{
l1 +

β1k1
2

ρ1; l1 +
β1k1
2

ν1
}
,

λ2 = max
{
l2 +

β1k1
2

ρ2; l2 +
β1k1
2

ν2
}
,

g1 = ming0{1 + k − 1ρ1; 1 + k1ν1},

g2 = maxgs{1 + k − 1ρ2; 1 + k1ν2},

where l1, l2, g0, gs are the lowest and the highest values of eigenvalues of
matrices L and G respectively.

Let ∥z∥2 = ∥ω∥2 + ∥ξ∥2. Then, taking into account the relations (11) and
(12), we receive the following estimates

V0 expα1(t− t0) ≤ V ≤ V0 expα2(t− t0), (13)

λ−1
2 V0 expα1(t− t0) ≤ ∥z∥2 ≤ λ−1

1 V0 expα2(t− t0), (14)

where

V0 = zT0 Lz0 +

σ0∫
0

φTβdσ; z0 = z(t0); σ0 = σ(t0);

α1 =
g2
λ1

; α2 =
g1
λ2

.

According (11) we have

∥z(t)∥2 ≥ λ1λ
−1
2 ∥z(t0)∥2 exp 2α(t− t0)

or
∥z(t)∥ ≥ N∥z(t0)∥ expα(t− t0) t ≥ t0, (15)

where N =
√

λ1λ
−1
2 α = α2/2.

Therefore, from estimates (11) and (12) it follows that conditions of
Theorem 1 are hold, then the program manifold Ω(t) is instable as a whole
in relation to the vector function ω. Thus, when the nonlinearity φ(σ) satis�es
the conditions (5) and in view of the inequality (15) the program manifold Ω(t)
is absolutely instable in relation to the vector functions ω and ξ.
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íèÿ, èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå.

1. Ââåäåíèå

Îñíîâû òåîðèè è îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì äîñòàòî÷íî ïîëíî ðàçðàáîòàíû â [1]�[4] è
ïðîäîëæàþò ðàçðàáàòûâàòüñÿ (ñì. [5]�[7]) äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñè-
ñòåì, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè (ÎÄÓ)). Òàê, â ðàáîòå Åðóãèíà [1] ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî ÎÄÓ,
êîòîðûå èìåþò çàäàííóþ èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ. Ýòà ðàáîòà âïîñëåäñòâèè
îêàçàëàñü îñíîâîïîëàãàþùåé â ñòàíîâëåíèè è ðàçâèòèè òåîðèè îáðàòíûõ
çàäà÷ äèíàìèêè ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ÎÄÓ. Â ðàáîòàõ [2]�[7] èçëîæåíû
ïîñòàíîâêà è êëàññèôèêàöèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì
è èõ ðåøåíèå â êëàññå ÎÄÓ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îäèí èç îáùèõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè â êëàññå ÎÄÓ � ìåòîä êâàçèîáðà-
ùåíèÿ, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [3], ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è
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äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè.
Â ðàáîòàõ [8]�[10] îáðàòíûå çàäà÷è äèíàìèêè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè

äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé èç
êëàññà âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ è, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäîì êâàçèîáðàùåíèÿ
ðåøåíû 1) îñíîâíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äèíàìèêè: ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà
Èòî, îáëàäàþùèõ çàäàííûì èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì; 2) çàäà÷à

âîññòàíîâëåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ: ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà óïðàâ-
ëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â çàäàííóþ ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî, ïî çàäàí-
íîìó èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ è 3) çàäà÷à çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ: ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà çàìûêàþùèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî ïî çàäàííîé ñèñòåìå
óðàâíåíèé è çàäàííîìó èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ.

Â ðàáîòàõ [11], [12] ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà èç îáðàòíûõ çàäà÷ � çàäà÷à
ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
Èòî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî çàäàííîìó èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî 1) ñòðîÿùååñÿ óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ
âûðîæäàþùåéñÿ äèôôóçèåé, 2) çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå çà-
âèñèò îò âñåõ ïåðåìåííûõ. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ
ïðèíàäëåæàò êëàññó íåçàâèñèìûõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ (êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè), â [11] ïîñòàâëåííàÿ
çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì êâàçèîáðàùåíèÿ [3, c. 12-13], à â [12] � ìåòîäîì
ðàçäåëåíèÿ [3, c. 21].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â îòëè÷èå îò [11], [12] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî,
âî-ïåðâûõ, çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå çàâèñèò ëèøü îò ÷àñòè
ïåðåìåííûõ è, âî-âòîðûõ, ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ èç
áîëåå îáùåãî êëàññà, à èìåííî: èç êëàññà ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè
ïðèðàùåíèÿìè.
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2. Ïîñòàíîâêà îáùåé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ âûðîæäàþùåéñÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåí-

íûõ äèôôóçèåé è ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, çàâèñÿùèìè îò

÷àñòè ïåðåìåííûõ, è åå ðåøåíèå

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî

Λ(t) : λ(y, t) = 0, ãäå λ ∈ Rm, λ = λ(y, z, t) ∈ C121
yzt . (1)

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â êëàññå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Èòî ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà{

ẏ = f1(y, z, t),

ż = f2(y, z, t) + σ(y, z, t)ξ̇
(2)

òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî (1) áûëî èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì óðàâíåíèÿ
(2).

Çäåñü y ∈ Rl, z ∈ Rp, l+p = n; ξ ∈ Rk, σ(x, ẋ, t) � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè
(p×k);

{
ξ1(t, ω), ..., ξk(t, ω)

}
� ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìû-

ìè ïðèðàùåíèÿìè, êîòîðóþ, ñëåäóÿ [13], ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
ïðîöåññîâ: ξ = ξ0 +

∫
c(x)P 0(t, dx), ξ0 � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ; P 0 � ïóàññî-

íîâñêèé ïðîöåññ; P 0(t, dx) � ÷èñëî ñêà÷êîâ ïðîöåññà P 0 â èíòåðâàëå [0, t],
ïîïàäàþùèõ íà ìíîæåñòâî dx; c(x) � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ
ïðîñòðàíñòâî Rn â ïðîñòðàíñòâî çíà÷åíèé Rk ïðîöåññà ξ(t) ïðè ëþáîì t.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ g(y, z, t) èç êëàññà K, g ∈ K,
åñëè g íåïðåðûâíà ïî t è ëèïøèöåâà ïî y è z âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn ∋ x,
ãäå x = (yT , zT )T .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè f1, f2 è (p × k)-ìàòðèöà σ èç
êëàññà K, ÷òî îáåñïå÷èâàåò â Rn ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü äî ñòî-
õàñòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðåøåíèÿ

(
y(t)T , z(t)T

)T
óðàâíåíèÿ (2) ñ íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì
(
y(t0)

T , z(t0)
T
)T

= (yT0 , z
T
0 )

T , ÿâëÿþùåãîñÿ íåïðåðûâ-
íûì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñòðîãî ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì [13].

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à
1) â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé (σ ≡ 0) äîñòàòî÷íî ïîëíî
èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [2]�[7];
2) îáîáùàåò ðàññìîòðåííóþ â [8] çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Èòî âòîðîãî ïîðÿäêà

ẍ = f(x, ẋ, t) + σ(x, ẋ, t)ξ̇ (2′)
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ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó

Λ(t) : λ(x, ẋ, t) = 0, ãäå λ ∈ Rm, λ = λ(x, ẋ, t) ∈ C121
xẋt , (1′)

òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî (1′) áûëî èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì óðàâíåíèÿ
(2′) ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè èç êëàññà âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ;
3) ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè èç êëàññà âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ èññëå-
äîâàíà ìåòîäîì êâàçèîáðàùåíèÿ â [11] è ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ � â [12]. Ïðè
ýòîì çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå â [11], [12] çàâèñèò îò âñåõ ïå-
ðåìåííûõ.

Â äàííîé ðàáîòå ñòîõàñòè÷åñêàÿ îñíîâíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à � çàäà÷à ïî-
ñòðîåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
òèïà Èòî ïî çàäàííûì ñâîéñòâàì äâèæåíèÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì êâàçèîáðà-
ùåíèÿ. Â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ó ïîñòðî-
åííîãî ìíîæåñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êâàçèîáðàùå-
íèÿ Ð.Ã. Ìóõàðëÿìîâà [3], â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò

Ëåììà 1 [3, C. 12-13]. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû

Hv = g, H = (hµk), v = (vk), g = (gµ) µ = 1,m; k = 1, n, m ≤ n, (3)

ãäå ìàòðèöà H èìååò ðàíã ðàâíûé m, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

v = svτ + vν , (4)

çäåñü s � ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà,

vτ = [HC] = [h1 . . . hmcm+1 . . . cn−1] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 . . . en

h11 . . . h1n

. . . . . . . . .

hm1 . . . hmn

cm+1,1 . . . cm+1,n

. . . . . . . . .

cn−1,1 . . . cn−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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åñòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ hµ = (hµk) è ïðîèçâîëüíûõ âåêòî-

ðîâ cρ = (cρk), ρ = = m+ 1, n− 1; ek � åäèíè÷íûå îðòû ïðîñòðàíñòâà Rn,

vτ = (vτk), ãäå

vτk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 . . . 1 . . . 0

h11 . . . h1k . . . h1n

. . . . . . . . . . . . . . .

hm1 . . . hmk . . . hmn

cm+1,1 . . . cm+1,n . . . cm+1,n

. . . . . . . . . . . . . . .

cn−1,1 . . . cn−1,k . . . cn−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, vν = H+g,

H+ = HT (HHT )−1, HT � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê H.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ñèñòåì óðàâ-
íåíèé âèäà (2) ïî çàäàííîìó èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ (1) ïðîäèôôå-
ðåíöèðóåì âåêòîð-ôóíêöèþ λ = λ(y, t) ïî ïðàâèëó Èòî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè â ñëó÷àå ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè
[13, c. 201]:

λ̈ = M1 + 2
∂2λ

∂y∂t
f1 + fT

1

∂2λ

∂y∂y
f1 +

∂λ

∂y

∂f1
∂y

f1 +
∂λ

∂y

∂f1
∂z

f2 +
∂λ

∂y

∂f1
∂z

σξ̇, (5)

ãäå M1 =
∂2λ

∂t2
+

∂λ

∂y

∂f1
∂t

+ S1 + S2 + S3; S1 =
1

2

∂λ

∂y

∂2f1
∂z∂z

: σσT ,

S2 =

∫
{∂λ
∂y

[f1(y, z + σc(x), t)− f1(y, z, t) +
∂f1
∂z

σc(x)]}dx,

S3 =

∫
∂λ

∂y
[f1(y, z + σc(x), t)− f1(y, z, t)]P

0(t, dx),

à ïîä
∂2f1
∂z∂z

: D, ñëåäóÿ [13], ïîíèìàåòñÿ âåêòîð, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ñëó-

æàò ñëåäû ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýëåìåíòîâ f1µ(y, z, t) âåêòîðà f1(y, z, t) ïî êîìïîíåíòàì z íà ìàòðèöó D:

∂2f1
∂z∂z

: D =


tr
(∂2f11
∂z∂z

D
)

...

tr
(∂2f1m
∂z∂z

D
)
 .

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. � 2017. � Ò. 17, � 1



Îá îñíîâíîé îáðàòíîé çàäà÷å ïðè íàëè÷èè ... 103

Äàëåå ââîäÿòñÿ ïðîèçâîëüíûå òèïà Í.Ï. Åðóãèíà [1] m-ìåðíàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ A(λ, λ̇, y, z, t) è (m×k) � ìàòðèöà B(λ, λ̇, y, z, t), îáëàäàþùèå ñâîé-
ñòâîì: A(0, 0, y, z, t) ≡ 0, B(0, 0, y, z, t) ≡ 0,

λ̈ = A(λ, λ̇, y, z, t) +B(λ, λ̇, y, z, t)ξ̇. (6)

Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèÿ (5) è (6), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì(
2
∂2λ

∂y∂t
+ fT

1

∂2λ

∂y∂y
+

∂λ

∂y

∂f1
∂y

)
f1 +

∂λ

∂y

∂f1
∂z

f2 =

= A−
(
∂2λ

∂t2
+

∂λ

∂y

∂f1
∂t

+ S1 + S2 + S3

)
, (7)

∂λ

∂y

∂f1
∂z

σ = B. (8)

Ïåðåïèøåì âûðàæåíèÿ (7) è (8) â âèäå
∂λ

∂y

∂f1
∂z

f2 = A−M1 −
(
2
∂2λ

∂y∂t
+ fT

1

∂2λ

∂y∂y
+

∂λ

∂y

∂f1
∂y

)
f1,

∂λ

∂y

∂f1
∂z

σ = B.
(9)

Èç ñîîòíîøåíèé (9) ïî ôîðìóëå (4) Ëåììû 1 îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèþ
f2 è ñòîëáöû σi ìàòðèöû σ â âèäå

f2 = s1

[(
∂λ

∂y

∂f1
∂z

)
C̃

]
+

(
∂λ

∂y

∂f1
∂z

)+

A1, (10)

σi = s2

[(
∂λ

∂y

∂f1
∂z

) ˜̃
C

]
+

(
∂λ

∂y

∂f1
∂z

)+

Bi, (11)

ãäå A1 = A −M1 −
(
2
∂2λ

∂y∂t
+ fT

1

∂2λ

∂y∂y
+

∂λ

∂y

∂f1
∂y

)
f1,σi = (σ1i, σ2i, ..., σni)

T

� i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû σ = (σνj) (ν = 1, n, j = 1, k); Bi =
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(B1i, B2i, ..., Bmi)
T � i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû B = (Bµl) (µ = 1,m, l = 1, k),

à ìàòðèöû C̃ è ˜̃
C èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä

C̃ =

 c̃m+1,1 . . . c̃m+1,p

. . . . . . . . .

c̃p−1,1 . . . c̃p−1,p

 ,
˜̃
C =


˜̃cm+1,1 . . . ˜̃cm+1,k

. . . . . . . . .˜̃ck−1,1 . . . ˜̃ck−1,k

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà Èòî (2)

èìåëî çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âåêòîð-ôóíêöèÿ f2 è ñòîëáöû σi ìàòðèöû σ óðàâíåíèÿ (2) èìåëè

ñîîòâåòñòâåííî âèä (10) è (11).

3. Ñêàëÿðíûé íåëèíåéíûé ñëó÷àé îáùåé çàäà÷è(ñòîõàñòè÷åñêàÿ

çàäà÷à Åðóãèíà íà ïëîñêîñòè ñ âûðîæäàþùåéñÿ äèôôóçèåé)

Ïóñòü èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ çàäàíà â âèäå

Λ(t) : η(y, t) = 0, ãäå η ∈ R1, η ∈ C22
yt , (12)

ïî êîòîðîé òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà{
ẏ = g1(y, z, t),

ż = g2(y, z, t) + γ(y, z, t)ζ̇,
(13)

ãäå ζ = ζ(t, ω) � ñêàëÿðíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè [13].
Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè íà ïëîñêîñòè (y, z) ñêàëÿðíûõ

ôóíêöèé g1(y, z, t), g2(y, z, t) è γ(y, z, t) ïî çàäàííîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè
η = η(y, t) òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî (12) áûëî èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì
óðàâíåíèÿ (13).

Äèôôåðåíöèðóÿ ñëîæíóþ ôóíêöèþ η = η(y, t) ïî ïðàâèëó ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Èòî [13, c. 201], â ñëó÷àå ïðîöåññà ñ íåçàâèñè-
ìûìè ïðèðàùåíèÿìè èìååì

η̈ =
∂2η

∂t2
+

∂2η

∂t∂y
g1 +

∂2η

∂y2
g21 +

∂η

∂y

∂g1
∂t

+
∂η

∂y

∂g1
∂y

g1 +
∂η

∂y

∂g1
∂z

g2+

+S̃1 + S̃2 + S̃3 +
∂η

∂y

∂g1
∂z

γζ̇, (14)
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ãäå S̃1 =
1

2

∂2η

∂z2
γ2, S̃2 =

∫
{∂η
∂y

[g1(y, z + γc(x), t)− g1(y, z, t) +
∂g1
∂z

γc(x)]}dx,

S̃3 =

∫
∂η

∂y
[g1(y, z + γc(x), t)− g1(y, z, t)]P

0(t, dx).

Äàëåå, ñëåäóÿ ìåòîäó Åðóãèíà [1], ââåäåì ñêàëÿðíûå ôóíêöèè a =
a(η, η̇, y, z, t) è b = b(η, η̇, y, z, t) òàêèå, ÷òî a(0, 0, y, z, t) ≡ b(0, 0, y, z, t) ≡ 0,
è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

η̈ = a+ bζ̇. (15)

Èç (14) è (15) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ
∂η
∂y

∂g1
∂z g2=a−

(
∂2η
∂t2

+ ∂2η
∂t∂yg1 +

∂2η
∂y2

g21 +
∂η
∂y

∂g1
∂t + ∂η

∂y
∂g1
∂y g1+S̃1+S̃2+S̃3

)
,

∂η
∂y

∂g1
∂z γ = b.

(16)

Ïóñòü g1 = g(y, z, t) ∈ C111
yzt , òîãäà (16) ïðèìåò âèä

∂η
∂y

∂g
∂zg2 = a−

(
∂2η
∂t2

+ ∂2η
∂t∂yg +

∂2η
∂y2

g2 + ∂η
∂y

∂g
∂t +

∂η
∂y

∂g
∂yg + S̃1+S̃2+S̃3

)
,

∂η
∂y

∂g
∂zγ = b.

(17)

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

ã = a−
(
∂2η

∂t2
+

∂2η

∂t∂y
g +

∂2η

∂y2
g2 +

∂η

∂y

∂g

∂t
+

∂η

∂y

∂g

∂y
g + S̃1 + S̃2 + S̃3

)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(
∂η

∂y

∂g

∂z

)−1

̸= 0, òîãäà èç (17) ñëåäóåò ðåøåíèå ñòîõà-

ñòè÷åñêîé çàäà÷è Åðóãèíà ñ âûðîæäàþùåéñÿ äèôôóçèåé íà ïëîñêîñòè â
âèäå ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

g2 =

(
∂η

∂y

∂g

∂z

)−1

ã,

γ =

(
∂η

∂y

∂g

∂z

)−1

b.
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Òàêèì îáðàçîì, â îñíîâíîé îáðàòíîé çàäà÷å äèíàìèêè ïðè íàëè÷èè
ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé èç êëàññà ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿ-
ìè â îáùåì íåëèíåéíîì, à òàêæå ñêàëÿðíîì íåëèíåéíîì ñëó÷àÿõ ïîñòðîå-
íû ìíîæåñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Èòî ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñ âûðîæäàþùåéñÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ äèôôóçèåé è îáëàäàþ-
ùèõ çàäàííûì èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì, çàâèñÿùèì ëèøü îò ÷àñòè
ïåðåìåííûõ.
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Òiëåóáåðãåíîâ Ì.Û., Ûáðàåâà Ã.Ò. ÊÅÇÄÅÉÑÎ� Ò�ÐÒÊIËÅÐ
ÁÎË�ÀÍÄÀ�Û ÍÅÃIÇÃI ÊÅÐI ÅÑÅÏ ÒÓÐÀËÛ

Òºóåëñiç °ñiìøåëi ³ðäiñòåð êëàñûíäà, àéíûìàëûëàðäû áið á°ëiãiíå ©à-
òûñòû àçûí¡àí äèôôóçèÿñû æºíå àéíûìàëûëàðäû áið á°ëiãiíå òºóåëäi
áåðiëãåí ©àñèåòòåði áàð, êåçäåéñî© ò³ðòêiëi áiðiíøi ðåòòi Èòî ñòîõàñòèêà-
ëû© äèôôåðåíöèàëäû© òåäåóëåði êëàñûíäà¡û íåãiçãi êåði åñåïòi øåøiì-
äiëiãiíi ©àæåòòi æºíå æåòêiëiêòi øàðòòàðû êâàçèàéíàëûì ºäiñi àð©ûëû
àëûí¡àí.

Tleubergenov M.I., Ibraeva G.T. ON THE MAIN INVERSE PROBLEM
IN THE PRESENCE OF RANDOM PERTURBATIONS

By quasi-inversion method we obtain necessary and su�cient conditions
for the solvability of the main (according to A.S. Galiullin's classi�cation)
inverse problem in the class of �rst-order Ito stochastic di�erential systems with
random perturbations from the class of processes with independent increments,
with degenerate in the part of variables di�usion and with given properties,
depending on the part of variables.
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