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Н Е Р А В Е Н С Т В А  Т И П А  Х А Р Д И , 
С О Д Е Р Ж А Щ И Е  С У П РЕ М У М

Найдено необходимое и достаточное условие выполнения трехвесового 
неравенства типа Харди, содержащего супремум.
Ключевые слова: неравенства типа Харди, весовые функции.

Введение

Пусть I  = (a,b), —то < a < b < то, 1 < p,q < то, 1/p +  1/p' =  1, 
w — неотрицательная, непрерывная на I  функция, а функции uq, vp — 
неотрицательные локально суммируемые на I , причем функция v -p тоже 
локально суммируемая на I .

Пусть Lp,v = Lp(v, I ) — пространство измеримых на I  функций f , для 
которых конечна норма

P,v = \\vf IP =
если 1 < p < то(^ f \v ( t ) f  ( t) \Pd^  ,

vrai sup \v( t)f  ( t ) \ , если p = то.
a<t<b
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А.М. Абылаева, А.О. Байарыстанов6

Введем операторы

2 t

P+ f  ( t ) = X(a,z)(t) j  f  (S)dS, P- f  ( t ) = X(z,b)(t) j  f  t £ ^
t z  

где X(c,d) (t) — характеристическая функция интервала (c, d) С I ,

R tcf ( x )  = suP w(t) \P+ f (t)1, R ^cf ( x )  = suP w(t) \P- f (t) \. 
a<t<x x<t<b

Рассмотрим неравенство

\ \ R t f  I U  < c ±  I f  Hp,v. (1)

Неравенства типа (1) исследованы в работах [1—4], где вместо опера
торов P+ , P-  рассмотрены операторы P+ , P-  соответственно. В работе 
[4] изучен более общий случай, когда вместо операторов P+ , P-  соответ
ственно рассмотрены интегральные операторы вида

b t
K + f  (s) = j  K ( t , s ) f  (t)dt, K - f  (s) = j  K ( t , s ) f  (s)ds (2)

s a

с ядром K ( t , s )  > 0, удовлетворяющим "условию Ойнарова" , т.е. суще
ствует постоянная D > 1, такая, что

1/D (K(t,  x) +  K(x,  s)) < K ( t , s )  < D (K(t,  x) +  K(x ,  s)) (3)

при b > t > x  > s > a.
Действие операторов P+ , P-  можно выразить в виде интегральных

операторов (2), однако их ядра не удовлетворяют условию (3). Действи-
b

тельно, например, оператор P+ имеет вид P + f  (s) = f  K z (t, s ) f  (t)dt, но его
s

ядро K z (t, s) = X(s,z)(t) не удовлетворяет условию (3). Из опеределения яд
ра K z (t, s) следует, что K z(t, s) = 0 при t > z, однако K z (t, x) +  K z(x, s) = 
X(x,z)(t) +  X(s,z)(x) = 1 при s < x  < z < t. Поэтому левая часть неравенства 
(3) не будет выполнена при a < s < x < z < t < b.

М атематический ж урнал 2014. Том 14. №14 (54)



Неравенства типа Харди, содержащие супремум 7

Обозначим через

A+g(x) =  sup w(t) \g(x) -  g(t)\ , A -g (x )  = sup w(t) \g(x) -  g(t)\
a<t<x x<t<b

оценки с весом w, отклонение значений функции g от g(x) соответствен
но на интервалах (a,x), (x,b). Если g локально абсалютно непрерывная 
на I  функция с производной g' € Lp v , то неравенство (1) эквивалентно 
неравенству

,±^,N ^1w

Пусть (t , z) С I . Положим

A±g|| < C  llg'N . (4)w^\\q,u — IP llp,v v '

/  z \ 1/q
I f  uq(x)dx)  , если 1 < q < to,

Uq (Z,t) =   ̂ \ t  )
vrai sup \u(x) \ , если q = to

t<x<z 

f  z \  1/p
( I  v - p (s)ds 1 , если 1 < p < to,

Vp(z,t) =   ̂ \ t
vrai sup v~ 1(s), если p =  1,

t<s<z

E  + =  sup Uq(b, z)Vp(z, a), E  = sup Uq(z,a)Vp(b,z),
a<z<b a<z<b

p-q/  b \  pq

F  + = i f  p q v - p  (x)dx

p- qb \  pq
Г JP1- -po—q  ̂i rF  = \ [Uq(x,a)Vp(b,x)] p- q v p (x)dx

a

p 1/q(p')1/p, үі =  (p')1/pq1/p (1  -  P y  Y2 =  (

x b

H + f  (x) = j  f  (s)ds, H - f  (x) = j  f  (s)ds.

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014■ Том 14■ № 4 (54)



8 А.М. Абылаева, А.О. Байарыстанов

Из результатов [5] в силу неравенства Харди следует 
Л е м м а  A. Д л я  наилучшей постоянной C ± неравенства Харди

| | h H±f l  < с ± и

имеют место следующие оценки:
а) если 1 < p < q < ж, тогда

Е± < C ± < үЕ±;

б) если 1 < p < q = ж, тогда

C + =  vrai sup u(x)Vp(x,a), C  =  vrai sup u(x)Vp(b,x);
a<x<b a<x<b

в) если 0 < q < p, 1 < p < ж, тогда

ү1Ғ ± < C± < ү2Ғ±.

2 О сновны е резу льта ты  

Положим

A+ =  sup Uq(b,z) sup w(t)Vp(z,t),
a<z<b a<t<z

A -  =  sup Uq(z,a)  sup w(t)Vp( t , z ).
a<z<b z<t<b

Т е о р е м а  1. Пусть 1 < p < q < ж. Тогда неравенство (1) ((4)) выполнено 
тогда и только тогда, когда А± < ж. При этом А± < C ± < 8А±, где C ± 
— наилучшая постоянная в (1) ((4))-

Доказательство. Доказательство проведем для (А+), а для R ^  (Д ^ )
доказательство аналогично.
Необходимость. Пусть выполнено неравенство (1) с наилучшей постоян
ной C > 0. Пусть z € I . Для f  € Lp,v положим f z (t) =  X(a,z) ( t ) f  (t). Полагая 
в (1) f  =  f z , имеем

1/p

Uq(b,z) sup w(t) I f  (s)ds < C + I [  \v f  \p d t \  . (5)
a<t<z J

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014- Том 14- № 4 (54)



Неравенства типа Харди, содержащие супремум 9

Тогда на основании леммы А (в случае, когда q = то) получим

Uq(b,z) sup w(t)VP(z,t) < C+.
a<t<z

Откуда в силу произвольности z £ I  имеем

A+ < C +. (6)

Достаточность.  Пусть A+ < то. Не ограничивая общности, выполнение 
неравенства (1) можно доказать для неотрицательных функции. Пусть

X
f  > 0. Рассмотрим R+ f  (x) = sup w(t) f  f  (s)ds. Очевидно, что функция

a<t<x t
R to f  (x) неубывающая. Докажем, что функция R + f  (x) непрерывна слева 
в I . Отметим, что из неравенства A+ < то сразу следует sup w(t) < то

a<t<x
при каждом x £ I .

Пусть x  £ I  и 2 sup w(t) = ax. Для е > 0 выберем 5 > 0 так, чтобы
a<t<x
x

f  (s)ds < —  при 0 < x — y < 5.
ax

y

Тогда для 0 < x  — y < 5

x y

R+ f  (x) — R to f  (y) = sup w(t) I  f  (s)ds — sup w(t) I  f  (s)ds <
a<t<x a<t<y

t t
y x x

< sup w(t) f ( s)ds + sup w(t) f (s )ds  + sup w(t) f ( s )d s —
a<t<y a<t<y y<t<xt y t

У x
— sup w(t) f ( s)ds  < I sup w(t) + sup w(tM / f ( s )ds  <

a<t<y a<t<y y<t<xt y
x

< ax j  f  (s)ds < e, 
y

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014. Том 14. №l 4 (54)



10 А.М. Абылаева, А.О. Байарыстанов

т.е. функция R+ f  (x) непрерывна слева в точке x  € I . Легко видет, что 
lim R+ f  (x) =  0. Пусть k € Z , Tk =  {x € I  : R+ f  (x) < 2k }. Очевидно, чтоx^a
если f  ненулевая функция, то Tk =  0  для всех k € Z . Положим xk =
sup Tk . Если xk < b, то в силу непрерывности функции R + f  (x) слева в I
R+ f  (xk) =  2k. Пусть n  =  inf {k € Z  : xk =  b}. Если {k € Z  : x k =  b} =  0, 
то будем считать, что n  =  то. Если n < то, то R + f ( x n) < 2n .

По определению точек xk € I

I  =  U  [xk,xk+i) • (7)
k—n— 1

Для k < n  имеем xk < xk+1 и

2k < R + f  (x) < 2k+1 при xk < x < xk+i^ (8)

Пусть k < n. Тогда

2k—1 =  2k -  2 k—1 =  R + f  (xk) -  R + f  (xk—i ) <
xk xk

< R + f  (xk—1) +  sup w(t) f (s)ds +  sup w(t) f  ( s )ds-
a<t<xk-i J xk-i <t<xk J

xk—l t
xk xk

- R + f  (xk—1) =  sup w(t) f  (s)ds +  sup w(t) f  (s)ds^ (9)
a<t<xk—i J xk—i<t<xk J

xk—l t
Пусть 1 < p < q < то. Используя (7), (8), и (9), имеем

b xk+i
J  =  /  uq(x) ( R + f  (x))q dx =  ^  /  uq(x) ( R + f  (x))q dx <

a k—n—1 xk

xk+i
k—1) f  uq(< 22q ^  2q(k 1) uq(x)dx <

k-n-1 xk

( xk xk

< 22q L  I sup w(t) f  (s)ds +  sup w(t) f  (s)ds
-1 a<t<xk-i J xk-i<t<xk J

xk-i tk<n— 1

q

X

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014- Том 14■ № 4 (54)



Неравенства типа Харди, содержащие супремум 11

X k + 1 /  /  Xk \ ’ x k+1

x uq(x)dx < 23q-1 I £  I sup w(t) f  (s)ds I /  uq(x)dx+
J 1 ^ 1  a<t<xk_ 1 .J .J

q

xk k<n-1 a<t<xk-1 xk __\ k<n-1 \  xk- 1

xk q x k+ 1

w(t) I f(s)ds  I / u

xk

+  ^  I sup w(t) f  f  (s)ds J f  uq(x)dx  J = 23q 1 (J1 +  J2) . (10)
xk 1 <t<xkk<n— 1 xk

Оценим J 1 и J 2 по отдельности. Применяя неравенство Гельдера и учиты
вая, что q/p > 1, будем иметь

/ q x k+1
J 1 = ^  sup w(t) f  (s)ds / uq(x)dx <

k<n-1 a<t<xk-1 xk-1xk-1

x k+1 q xk

^ 2  /  uq (x)dx sup w(t)Vp (xk, x k - 1 M / \v( t) f  (t)\
k<n- 1  ik V ^ -1 )  \xk-1

xk+1 (  \ q /  xk
< ^  /  uq(x)dx ( sup w(t)Vp (xk , t ) j  f  \v(t) f  (t)\

k<n-1 Jk \ a<t<xk-1 J \ k-1

\ q/p

p dt

)
q/p

p dt I <

xk-1

b J x k  \ q/p
< ^  / uq (x)dx (  sup w(t)Vp (xk , t ) j  /  \v(t) f (t)\p dtJ <

k n 1 a<t<xk

<

xk

< ( a + )4 E
k<n— 1

xk

xk-1

q/p

\v ( t ) f  (t)\p dt <
xk-

< (A +)q

xk \ q/p

J  \v ( t ) f ( t ) \pdt < ( A+ \\f \\p)q . (11)
k<n-1xk- 1

1

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014. Том 14. №l 4 (54)



12 А.М. Абылаева, А.О. Байарыстанов

Теперь, анологичном образом оценим J2

(  I  xk \ \ qxk+
J2 = I sup w(t) i f  (s)ds I I / uq(x)dx <

1 \ xk — 1 <t<xk \ J I I Jk<n- 1 \ xk-1 xk

xk+1 (  \ q /  xk ^
< £  [  u ( x ) d x  I sup Vp (xt , t ) ]  [  \v(t) f  (f)!p dt

k<n-1 Jk \ xk-1<‘<xk-1 !  I / - ,  I

q/p

<

xk-1

xk

< ^  f  uq(x)dx (  sup Vp (xk, t )^ /  \v(t) f (t)\p dt
k<n-1ik Ka<Kn ’  \ L

q/p

I

<

k<n— 1
< A + Y  £  

/

xk \ q/p

\v ( t ) f  ( t) \p dt <

xk-

q/p

< A + ) q

/

|v( t) f (t ) |p dt
C<n-1xk-1

Из (10), (11) и (12) имеем

b
У  uq(x) (R+ f  (x))q dx |  <  8A+ | J  \v f  \p dt

( a + iif lU v)" . (12)

1 /q b \ 1/p
p

для всех f  > 0. Следовательно, для наилучшей постоянной C  в (1) имеем 
C < 8A+, что вместе с (6) дает A+ < C < 8A+. Теорема 1 для случая 
1 < p < q < то доказана.

Пусть теперь 1 < p < q = то. Опять, используя (7), (8) и (9), будем 
иметь

IlR^ f  ||oou =  vrai sup u(x)Rt0f ( x ) = s u p vrai sup u (x )R + f ( x )  <
’ a<x<b k xk<x<xk+1

b

1

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014■ Том 14■ №l 4 (54)



Неравенства типа Харди, содержащие супремум 13

< sup2k+1vrai sup u(x) < 22 sup2k 1vrai sup u(x) <
k xk<x<xk+i k xk<x<xk+i

< 4 sup
k

/  xk
sup w(t) f  (s)ds+
t<xk ia<t<xk-i

xk-i
xk

+  sup w(t) f  (s)ds I vrai sup u(x) <
xk — i<t<xk J J  xk<x<xk+i

xk
< 8 sup sup w(t) f  (s)ds • vrai sup u(x) <

k a<t<xk J xk<x<xk + it
< 8 sup vrai sup u(x) sup w(t)Vp (xk ,t) \\f \\pv <

k xk<x<xk + i a<t<xk

< 8sup Uq (b,xk) sup w(t)Vp (xk,t) \\f  \\p, v < 8^ +  \\f  \\p, v •
k a<t<xk

Откуда и из (10) получим A+ < C < 8A+. Теорема 1 доказана полностью.□ 

3 Д о п о л н ен и е  

Пусть

/ x \  1/r /  ь \  1/r
R+ f  (x) =  I J  w(t) \P+f  ( t) |r dt I , R —f  (x) =  I J  w(t) \P —f  ( t) |r dt

x

В работе [6] получены необходимые и достаточные условия выполнения 
неравенства

l | R f  I,,» < с  * Wt ,, (13)
при 1 < p < q < то, 0 < r < то. Неравенство (1) является неравенством 
(13) при r =  то. Теперь мы рассмотрим случаи 1 < p < q =  то, 0 < r < то 
и 1 < p < q =  то, r =  то.

Пусть

I  г  V rB+ =  vrai sup u(x) sup I w(t)dt I Vp(x,z) ,
a<x<b a<z<x \ J I
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1/r

В  = vrai sup u(x)  sup I / w (t)d t \  Vp(z,x)
a<x<b x<z<b \ J I

x " /  z \ 1/r
pr \ p-r '

D+ = vrai sup u(x)
a<x<b I z)(x,Vpt)dt)w v -p' (z)dz

a
a

p-r
pr

( b ' /  b \ 1/r
pr \ p-r У

D = vrai sup u(x)
a<x<b У ,x)(z,Vpt)dt)w v -p' (z)dz

x
z J

p-r
pr

G+ = vrai sup u(x)  sup w(t)Vp(x,t),
a<x<b a<t<x

G-  = vrai sup u(x)  sup w(t)Vp(t,x).
a<x<b x<t<b

Т е о р е м а  2. а) Если 1 < p < q = то, p < r < то, то неравенство (13) 
выполнено тогда и только тогда, когда В±  < то, причем B ± < С± < 
ү В ±, где С± — наилучшая постоянная в (13);

б) если 1 < p < q = то, 0 < r < p, то неравенство (13) выполнено 
тогда и только тогда, когда D± < то, причем Y\D± < С± < y2D ± , где 
С± — наилучшая постоянная в (13);

в) если 1 < p < q = то, r = то, то неравенство (13) выполнено тогда 
и только тогда, когда G± < то, причем G± = С±, где С± — наилучшая 
постоянная в (13).

Доказательство. Как в случае теоремы 1 теорему 2 докажем для R+ .
Пусть 1 < p < q = то, 0 < r < то и неравенство (13) для R+ выполнено 

с наилучшей постоянной С + > 0. Тогда для почти всех x  € I

u(x) 1 w(t) f(s)ds

1/r

dt I < С + p,v (14)

b

x
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или

u(x) I У  X(a,x) (t)w(t) X(a,x) (s) f  (s)ds

1/r

d t I C + p,v

Откуда на основании леммы А получаем 
в случае а) при p < r < то

1/r

u(x)  sup I w(t)dt  I Vp(x,z)  < C+,
a<z<x

в случае б) при 0 < r < p

x
f  Z \ 1/r

Pr \ p-r ' pr

Y1u(x) I \ w(t)dt  1 Vp(x, z) v —p (z)dz < C +
J
a a )

для почти всех x € I .
Следовательно, B+ < C + в случае а) и Y1D+ < C  в случае б). 
Обратно, пусть B+ < то в случае а) и D+ < то в случае б). В силу 

леммы А имеем
r \  1/r 

d t IR + f  II+» =  vrai sup u(x) I f  w(t)dt f  f  (s)ds
’ a<x<b \ J Ja t

l z  \ 1/r< Y • vrai sup u(x') sup \ w ( t ) i t \  Vr (x,z)  l l ^ l i ^ a x ) )  < YB +
a<x<b a<z<x a

IlR+f I <r

a<x<b

в случае а) и

P,v

< ү2 • vrai sup u(x)
a<x<b

x/* f  } \ 1/r

Pr \  p-r '
F__pr

/ I w(t)dt I Vp(x, z) v —p (z)dz X
J
a a )

b

z
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16 А.М. Абылаева, А.О. Байарыстанов

Х \\f \\Lp{v(a,x)) < Y2D + p,v

в случае б), т.е. C  + < үВ+  в случае а) и C  + < y 2D+ в случае б). Эти 
оценки вместо с оценками, полученными в доказательстве необходимости 
дают В+ < C + < ү В  + в случае а) и ү іD+ < C + < y 2D+ в случае б).

Таким образом, случай а) и б) теоремы 2 доказана.
Теперь рассмотрим случай в). Пусть 1 <  p < q = ж, r = ж. Тогда для 

почти всех x  € I

u(x)  sup w(t)
a<t<x

x
' <  C +f  (s)ds p,v

t

Поступая, как выше, на основание леммы А имеем

u(x) sup w(t)Vp(x, t)  < C+ \\f \\p v для почти всех x  € I.
a<t<x

Следовательно, G+ < C  + . Обратно, пусть G+ < ж . Тогда, применяя нера
венство Гельдера, имеем

R +  f  || =  vrai sup sup w(t)
’ a<x<b a<t<x

f  (s)ds <

< vrai sup sup w(t)Vp(x, t)  \\f  \ \ ц у  (t,x)) < G+ iu lip , V
a<x<b a<t<x

т.е. C  + < G+ Это вместе с оценкой G+ < C+, полученной выше, дает 
G+ = C  +. Теорема 2 полностью доказана. □

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта №1529/ГФ Ко
митета Науки МОН РК.
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Abylayeva A.M., Baiarystanov A.O. HARDY TYPE INEQUALITIES 
CONTAINING SUPREMUM.

The necessary and sufficient condition for the three weighted Hardy type 
inequality containing supremum is found.
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Предлагается метод решения краевых задач оптимального управления для 
процессов, описываемых обыкновенными дифференциальными уравнени
ями. Рассмотрен общий случай, когда имеются фазовые и интегральные 
ограничения, а такж е ограничения на значения управления для каждого 
момента времени. Решены следующие три задачи: существование решения 
краевой задачи оптимального управления, построение допустимого управ
ления, построение оптимального решения путем сужения области допусти
мых управлений.
Ключевые слова: оптимальное управление, принцип погруж ения, допу
стимое управление, оптимальное решение, минимизирую щ ие последова
тельности.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизи
ровать функционал

ti
J(u( - ) ,x o ,x i ) =  У  Fo(x(t ) ,u (t) ,xo,xi , t )d t  ^  inf (1)

to
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при условиях

Х = A(t )x  +  B ( t ) f  (x , u , t ), t € I  =  [to,tl ], (2)

с краевыми условиями

(x(t0) = x 0, x ( t l ) = x l ) € S0 x S l = S  С R 2n (3)

при наличии фазовых ограничений

x(t) € G(t) : G(t) = {x € Rn/w(t) < F(x , t )  < ф(t ), t € I }, (4)

а также интегральных ограничений 

gj(u(-) ,xo,xi) < cj , j  = l ,m i ;  gj(u(-), xo, x i) =  Cj, j  = m i  + l , m 2] (5)

ti
gj(u(-),xo,xi)  = J  fo j (x(t) ,u (t) ,xo,xi , t )dt ,  j  = l , m 2, (6)

to
ограничений на значение управления

u(t) € U(t) = {u(-) € L 2( I , R m)\ u(t) € V(t) С Rm п.в., t € I } (7)

Здесь A(t), B(t)  — матрицы с кусочно-непрерывными элементами 
соответственно порядков n  x n, n  x r, вектор-функция f ( x ,  u, t) =
(f i (x ,  u , t ) , . . . ,  f r (x, u, t)) непрерывна по совокупности переменных 
(x, u, t) € Rn x R m x I, удовлетворяет условию Липшица по переменной x

\f  (x, u, t) — f  (y, u,t)\ < l(t)\x — y\ y(x,  u, t), (y, u, t) € Rn x R m x I

и условию
\ f (x ,u , t) \  < co(\x\ + \u\2) + ci(t) y (x ,u , t ) ,

где l(t) > 0, l(t) € L i (I, R i ), co = const > 0, ci (t) > 0, ci (t) € L i (I, R i ).
Вектор-функция F(x , t )  = (Fi ( x , t ) , . . . ,  Fs(x, t))  непрерывна по со

вокупности переменных (x, t)  € Rn x I.  Функция f o(x,u, x o, x i ,t) = 
( foi(x, u, xo, x i , t ) , . . . ,  f om2(x, u, x o, x i ,t)) удовлетворяет условию

\ fo(x,u,xo ,x i , t ) \  < c2(\x\ + \u\2 +  \xo\ +  \xi\) + c3(t)
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y(x,  u, x o, x i ,t), (y, u, x o, x i , t) € Rn x R m x Rn x Rn x I, 

c2 = const > 0, c3(t) > 0, c3(t) € L i (I, R i ).

Скалярная функция Fo( x , u , x o, x i ,t) определена и непрерывна по со
вокупности переменных вместе с частными производными по переменным 
( x , u , x o, x i ); u(t),  ф(t ), t € I , — заданные s-мерные непрерывные функ
ции. S  — заданное ограниченное выпуклое замкнутое множество из R 2n, 
U = U(t), t € I , — заданное ограниченное выпуклое замкнутое множество 
из L 2 (I, R m), моменты времени to, ti  — фиксированы.

Следует отметить, что интегральные ограничения вида

ti
gj(u(-) ,xo, x i ) = j  f oj (x ( t ) ,u ( t ) , xo, x i ,t)dt < cj , j  = l , m i , (8)

to

путем введения дополнительных переменных dj > 0, j  = 1, mi ,  могут быть 
записаны в виде

ti
gj(u(-),xo, x i ) = J  f oj (x ( t ) ,u ( t ) , xo, x i ,t)dt = cj — dj =: cj , j  = 1 , m i .

to

Пусть c = (c i , .. . , c m2), где cj = cj — d j , j  = 1,mi ,  cj = cj , j  = 
m i + 1 ,m 2, dj > 0, j  = 1 , m i . Пусть Q = {c € R m2\cj = cj — dj , dj > 
0, j  = 1 , m i , cj = cj , j  = m i + 1, m 2}, где dj > 0, j  = 1 , m i , — неизвестные
числа.

О п р ед ел ен и е  1. Тройка (u*(t),xo,x*i ) € U x So x  S i называется допу
стимым управлением для задачи (1) -  (7), если краевая задача (2) -  (7) 
имеет решение. Множество всех допустимых управлений обозначим че
рез £, £  С U x So x S i .

Из данного определения следует, что для каждого элемента множе
ства £  1) решение x*(t), t € I  дифференциального уравнения (2), исходя
щее из точки xo € So, удовлетворяет условию x^ ( t i ) = x \  € S]_, причем 
(xo,x\)  € So x  S i =  S ; 2) выполнено включение x*(t) € G(t), t € I ; 3) для 
каждого элемента множества £  имеет место равенство g(u(-)), (xo,xi) = c, 
где g(u*(-),x*o,x\) = (gi(u*(-),x*o,x\),.. . ,gm2(u*(-),x'^,xl)).

Ставятся следующие задачи.
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З а д а ч а  1. Найти необходимые и достаточные условия существования 
решения краевой задачи (2) -  (7).

Для корректности постановки задачи оптимального управления (1) -  
(7) необходимо, чтобы краевая задача (2) -  (7) имела решение. Если мно
жество £  =  0 ,  0  — пустое множество, то задача (1) -  (7) не имеет решения.

З а д а ч а  2. Найти допустимое управление (u*(t),XQ,xi**) € £  С U х S0 х 
Si.

Если задача 1 имеет решение, то существует допустимое управление.

З а д а ч а  3. Найти оптимальное управление U*(t)€U(t), точку (x0,xX) 
€ S 0 х S i= S  и оптимальную траекторию X*(t; t0,x0), t € I, где X*(t) € 
G(t), t € I, X*(ti) =  X\ € Si,  gj(U*(-),Xq,X\) < Cj, j  = l , m i ,  
gj(U*(-),x0,X\) = Cj, j  = m i  +  l,m ,2 , J(U*(-),x0,X*1) = = inf J(u(-),Xo,Xi)
y(u(-) ,x0, x i ) € U(t) х S0 х S i .

Во второй половине ХХ века благодаря трудам Л.С. Понтрягина [1], 
Л.В. Канторовича [2], Н.Н. Красовского [3], Р. Беллмана [4], Р. Калмана 
[5], В.Ф. Кротова [6] и др. были созданы принцип максимума, метод ди
намического программирования, теория управляемости, метод моментов, 
финитное управление для решения проблем математической теории опти
мальных процессов. Среди указанных работ наиболее близкой к данной 
работе является [1]. Следует отметить, что решение задачи оптимального 
управления (1) -  (7) по методу из [1] основано на принципе Лагранжа, свя
занного с существованием седловой точки функционала Лагранжа. Име
ются задачи вида (1) -  (7), для которых функционал Лагранжа не имеет 
седловую точку, однако такие задачи имеют оптимальные решения. В дан
ной работе предлагается один из методов устранения указанного недостат
ка путем построения общего решения интегрального уравнения Фредголь- 
ма первого рода с последующим применением численных методов решения 
экстремальных задач [7-9].

Цель данной работы — создание метода решения краевых задач опти
мального управления для процессов, описываемых обыкновенными диф
ференциальными уравнениями с фазовыми и интегральными ограниче
ниями, отличающегося от известных методов, основанных на принципе
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Лагранжа, и связанный с существованием множителей Лагранжа. Работа 
является продолжением научных исследований, изложенных в [10-21].

Обзор научных исследований по оптимальному управлению содержит
ся в монографиях [20, 21]. Существование и построение общего решения 
интегрального уравнения Фредгольма первого рода исследованы в [10, 18]. 
Оптимальное управление линейными системами с линейными ограниче
ниями рассмотрены в [12, 17]. Частные случаи оптимального управления 
нелинейными системами приведены в [11, 13]. Управляемость и быстро
действие процессов, описываемых обыкновенными дифференциальными, 
а также в частных производных уравнениями, исследованы в [14-16, 19].

П ринцип ПОГРУЖЕНИЯ

Пусть f o (x ,u ,x o ,x \ , t )  = ( f o i ( x , u , x o , x i , t ) , f o m 2 (x, u, xo, xi ,  t ) ) , оп
ределим вектор-функцию n(t) = (nl (t), ■ ■ ■ ,Пт2 (t)), t € I , следующим об
разом:

n(t) = f 0(x(T) ,u (r ) ,x0, x l ,r)dr, n(t) = f 0(x ( t) ,u ( t) ,x0, x i ,t), t € I,

n(t0) = 0, n(tl ) = c € Q, (x0,x \)  € S, u(t) € U(t), x(t) € G(t). 

Теперь задача оптимального управления (1) -  (7) запишется в виде

t

tl
J(u(-) ,x0, x l ) = F0(x( t) ,u ( t) ,x0, x l ,t)dt ^  inf (9)

to

при условиях
x = A(t )x + B ( t ) f  (x ,u , t) ,  t € I, 

n(t) = f 0(x ( t) ,u ( t) ,x0, x l ,t), t € I,

(10)

(11)

(12)

(13)

(x0, x l)  € S  = S0 x Sl,  n ( t0 )=0 ,  n(tl) = c € Q,

x(t) € G(t), u(t) € U(t), t € I ■

Отметим, что задачи (1) -  (7) и (9) -  (13) равносильны.
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Введем следующие векторы и матрицы:

Ai(t) = ( A (t) O n m ) ,  Bi(t) = (BB( t ) ) ,  B 2 = ( Onm2) ,\°m2,n Om2-,m2/ \ Om2,r J \  Im2 /

Ш = ixX)==o) = (o- = {т==г) ' P i = {In ' O' m ),
где Okq — прямоугольная матрица порядка k x q с нулевыми элементами, 
In — единичная матрица порядка n x n. Тогда задача (9) -  (13) примет 
вид

ti
J  (u(-),xo, x l ) = J  Fo(Pl£(t ) ,u (t ) ,xo, x l , t)dt ^  inf (14)

to
при условиях

£ =  Ai(t)£ + B i ( t ) f  (Pi£,u, t)  + B 2f o (P i i ,u ,xo ,x i , t ) ,  (15)

£(to) = £o € So x Om2, l, £(tl ) =  £l € S i x Q, (16)
Pl£(t) € G(t), u(t) € U(t), c € Q. (17)

Пусть
Г = {d € R m i\ d > 0}. (18)

Рассмотрим линейную управляемую систему

y = Ai( t)y + Bi(t)wi(t)  + B 2W2 ( t), t € I,  (19)

wi(-) € L2(I, R r ), W2(-) € L2(I, R m2), (20)

y (to) = £(to) = £o € So x Om2 , l, y (tl ) = £ (tl ) = £l € S l x Q . (21)
Основой принципа погружения являются следующие теоремы о свой

ствах решения интегрального уравнения Фредгольма первого рода
ti

K u  = j  K ( t o,t)u(t)dt = a, (22)
to

где K  : L 2( I , R k) ^  Rn i , K ( to,t) — заданная матрица порядка n l x k с 
кусочно-непрерывными элементами по t при каждом фиксированном to, 
to € До С R l , t l € A l С R l , До П A l = 0 ,  0  — пустое множество, a € Rni 
— любой заданный вектор, u( ) € L 2(I, R k) — искомая функция.

£ = x
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Т е о р е м а  1. Интегральное уравнение (22) при любом фиксированном a € 
R ni имеет решение тогда и только тогда, когда матрица

ti
C  (to ,ti) =  y  K  (to,t)K* (to,t)dt, (23)

to
порядка n 1 x n 1 является положительно определенной, где * — знак 
транспонирования.

Т е о р е м а  2. Пусть матрица C (t0, t 1) положительно определенная. Тогда 
общее решение интегрального уравнения (22) имеет вид

u(t) = K  *(t0, t )C - 1 (t0, t 1)a +  v(t) —

V (24)
—K*(t0, t )C (t0, t 1) K ( t 0,t)v(t)dt, t € I,

to

где v(-) € L 2(I, R k) — произвольная функция, a € Rni — любой вектор.

Доказательства теорем 1, 2 приведены в работах [10, 18].
Пусть матрица B 3(t) = (B 1( t ) ,B2) порядка (n +  m 2) x (m2 +  r), а

w(t) = (w1(t) ,w2(t)) € L 2( I , R r+m2). Легко убедиться в том, что управ
ление w(-) € L 2(I, R r+m2), которое переводит траекторию системы (19) из 
любого начального состояния £0 в любое желаемое конечное состояние £1 , 
является решением интегрального уравнения

ti
У  <̂ (t0, t )B 3(t)w(t)dt = a =: a(£0,£ 1 ) = Ф ( һ , һ )£1 — £0, (25)
to

где Ф^, т) =  X(t)X- 1 (r ), X(t) — фундаментальная матрица решений линей
ной однородной системы р = A 1(t)p. Как следует из (22), (25), K ( t 0,t) = 
Ф(t0,t)Bs(t)  при n 1 = n + m 2, k = r + m 2. Для интегрального уравнения 
(25) справедливы теоремы 1, 2. По исходным данным системы (19) -  (21) 
определим следующие матрицы и векторы:

ti ti
T(t0, һ )  = J & ( t 0 , t ) B 3(t)B*(t)&*(t0,t)dt = J  K(t0, t)K*(t0, t)dt  = C(t0 ,h) ,

to to
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Л і ^ , £ 0,£і) = B ^ * ( t o , t ) T  i (t0, t i )a = K*(t0, t i )C  i (t0, t i )a  =

= f B t ( t ^ * ( t 0 , t ) T -1 (t0,ti )a\
V B * ^ * ( h , t ) T -1 (t0, t i )a )  ,

N 1 (t) = -B*3( t ^ * ( t 0 , t ) T - \ һ , һ ) Ф ( һ , һ )  =

= - K  *(t0,t)C (t0,ti)<&(t0,ti) =

= f - B t ( t ^ * ( t 0 , t ) T -1 ( t 0 , t i M t 0 , t i ) \  = ( N i i ( t ) \
V - B * ^ * ( t0 , t ) T - 1 ( t 0 , t i M t 0 , t i )  )  \N i2 ( t ) )  ,

Л2^,^0,£і) = &(t,t0 )T  ( t , t i  ) T -1 (t0,ti)^0 +

+<^(t, t0)T(t0, t)T- 1 (t0,ti)<&(t0,ti)£i,

N2(t) = ^ ( t , t o ) T ( t 0 , t ) T -1 (Һ,Һ)Ф(Һ,Һ),  t € T,
ti

T(t, ti) = J  Ф(^,  t )B 3(r)B%(r)Ф*(һ,т)dr, T(t0, t)  = T(t0, t i )  -  T(t,  ti),
t

t € I,  где вектор a определяется по формуле (25).

Т е о р е м а  3. Пусть матрица T ( t0, t 1) > 0. Тогда управление w(-) = (w1(-), 
w2(-)) € L 2( I , R r+m2) переводит траекторию системы (19) -  (21) из на
чальной точки £0 € S0 х Om2>1 в конечное состояние ^  € Si х Q тогда и 
только тогда, когда

wi(t) € Wi = {wi(-) € L 2 (I, R r )| wi(t) = vi(t) + B{(t)Ф*(to,t)х 

х T -1 (to,tl)a + N i i ( t) z ( t i ,v ) ,  t € I, Vvi(-), vi(-) € L 2( I , R r)},
(26)

(27)
w2(t) € W 2 = {w2(-) € L2(I, R m 2 )l w2 (t) = v2 (t) + B^^Ф*(to,t)х

х T - 1 (to,tl)a + N 12 (t)z(t i ,v) ,  t € I, Vv2(-), v2( )  € L 2( I , R m2)},

где v(t) = (v1(t) ,v2(t)), v 1(-) € L 2( I , R r), v2(-) € L 2( I , R m2) — произволь
ные функции. Функция z( t ,v)  = z ( t , v 1,v2), t € I , является решением 
дифференциального уравнения

z = A i z  + Bi(t)vi( t)  + B 2v2 (t), z(to) =  0, t € I, (28)

vi(-) € L 2 (I, R r), v2 (-) € L 2(I, R m2. (29)

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 2014■ Том 14■ •№ 4 (54)



26 С. А. Айсагалиев

Решение дифференциального уравнения (19), соответствующее управ
лению (26), (27), имеет вид

y(t) = z(t) + A 2 (t,£0,£ 1 ) + N 2 ( t)z( t 1 ,v), z(t) = z ( t 1 ,v), t € I.  (30)

Доказательство.  Доказательство теоремы следует из теорем 1, 2. Как 
следует из вышеизложенного, решение задачи управляемости сводится к 
нахождению общего решения интегрального уравнения (25). Интегральное 
уравнение (25) является частным случаем (22), где K ( t 0,t) = &(t0, t )B 3(t). 
Далее, путем замены K ( t 0,t) на Ф(t0, t)Bs(t)  получим C(t0, t 1) = T ( t0, t 1) 
(см. (23)). Из (24) следует (26), (27). Дифференциальное уравнение (28) с 
управлением (29) и соотношение (30) непосредственно следуют из формул

t ti

z( t ,v) = j  <$(t,T)B3(t)v(t)dT,  z ( t 1 ,v) = Ф (һ ,һ )  J &(t0, t )B 3(t)v(t)dt.
to to

Легко убедиться в том, что y(t0) = £0, y ( t1) = ^ . □

Отметим, что 1) множества W 1 = W 1(t) С L 2( I , R r), W 2 = W 2(t) С 
L 2( I , R m2) содержат все множества функции w 1(t), w2(t), t € I,  для ко
торых краевая задача (19) -  (21) имеет решение; 2) если w 1(t) € W 1} 
w2(t) € W2, то решение системы (19) -  (21) определяется формулой (30); 3) 
вне множеств W 1 , W 2 не существует управлений, для которых краевая за
дача (19) -  (21) имеет решение; 4) теорема 3 позволяет заменить краевую 
задачу (19) -  (21) на начальную задачу (28) -  (30).

Л е м м а  1. Пусть матрица T ( t0, t 1) > 0. Тогда краевая задача (15) -  (18) 
равносильна следующей задаче:

w 1(t) € W 1, w 1(t) = f  (P1y( t ) ,u ( t ) , x0, x 1,t), t € I , (31)

w2 (t) € W 2 , w2(t) = f0(P1y(t),u(t),X0,X1,t), t € I,  (32)

p(t) = F(P 1 y(t), t)  € V  =

= V(t) = (p(-) € L 2 ( I ,R s)\ w(t) < p(t) < p ( t ) , t  € I }, (33)

z = A 1 (t)z + B 1 (t)v1 (t) + B 2v2 (t), z( t0) =  0 , t € I,  (34)
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v i (■) € L 2( I , R r), v2(-) € L 2( I , R m2), (35)

(x0, x i ) € S0 x S i = S  С R 2n, u(t) € U (t ), d € Г, (36)

где функция y(t), t € I, определяется по формуле (30).

Доказательство. Если выполнены соотношения (31) -  (36), то y(t) = £(t), 
t € I , причём y(t0) = £(t0) = £o, y ( t i ) = £(ti ) = ^  и выполнены включения
(17), (18).

Пусть краевая задача (15) -  (18) имеет решение. Это возможно тогда 
и только тогда, когда f  (Fi£(t),u(t) ,t )  € W i , f 0(Fi£( t) ,u( t) ,x0, x i ,t) € W2 
в силу теоремы 3. Эти включения равносильны равенствам (31), (32), где 
z(t), t € I , — решение дифференциального уравнения (34) с управлениями 
(35). Включение Fi£(t) € G(t), t € I , имеет вид (33), а включения (17),
(18) запишутся в виде (36). □

Л е м м а  2. Пусть матрица T ( t0, t i ) > 0. Тогда краевая задача оптималь
ного управления с ограничениями (1)-(7) равносильна следующей задаче: 
минимизировать функционал (см. (14))

ti
I(u(-) ,p(-) ,vi (-),v2(- ) ,xo,xi , d) = J  F0(Fiy ( t ) ,u ( t ) , x0, x i ,t)dt ^  inf (37)

to
при условиях

ti ti
I i(u(-),p(-),vi(-) ,v2 (-) ,xo,xi ,d)  = J  Fi(q(t),t )dt = j [ \ w i ( t ) -

to to

- f  (Fiy(t) ,u(t) ,t )\2 + \ W2(t) -  fo (F iy ( t) ,u ( t) ,xo ,x i , t ) \2 + (38)

+  \p(t) -  F(Fiy(t ) , t ) \2]dt = 0,

Z,= A i( t) z  + Bi(t)vi( t)  + B 2v2 (t), z(to) =  0, t € I, (39)

v i (■) € L 2 ( I , R r), v2 (-) € L 2 ( I , R m2), (40)
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(x0, x 1) € S0 х S 1 = S  С R 2n, p(t) € V(t), u(t) € U(t), d € Г, (41)

где w 1(t) € W 1, w2(t) € W2, функция y(t), t € I , определяется по формуле 
(30).

Доказательство. Согласно лемме 1 I 1 > 0, причем I 1 = 0  тогда и только 
тогда, когда выполнены равенства (31) -  (33), соотношения (34) -  (36) 
совпадают с (39) -  (41), функционал (1) запишется в виде (37). □

Отметим, что
1) поскольку исходная задача оптимального управления (1) -  (7) рав

носильна задаче (37) -  (41), то задача (1) -  (7) имеет решение тогда и 
только тогда, когда выполнены соотношения (38) -  (41);

2) так как I 1 > 0 , то для существования решения задачи (1) -  (7) необ
ходимо и достаточно, чтобы inf I 1(u ,p ,v1,v2, x 0, x 1,d) = 0 при условиях 
(34) -  (36);

3) переход от исходной краевой задачи (2) -  (7) к начальной задаче 
оптимального управления I 1(u ,p ,v1,v 2, x 0, x 1,d) ^  inf при условиях (34) 
-  (36) называется принципом погружения.

С ущ ествование  д о п у с т и м о го  у п ра в л ен и я . Б ы стродействи е  

Пусть
F 1 (q(t),t) = \w1 (t) -  f  (P1y ( t ) ,u ( t ) , x 0, x 1 , t )\2+

+\w2 (t) -  f 0(P1y ( t ) ,u ( t ) , x 0, x 1 , t)\2 +  \p(t) -  F (P 1 y( t) , t ) \2,

где w 1 (t) € W 1 , w2 (t) € W2 , y(t) = z( t ,v)  + A 2 (t,£0,£1 ) + N 2 ( t )z( t 1 ,v),
q(t) = (z(t, v ) , z ( t 1,v), u(t) ,p(t) , v 1(t), v2(t), x 0, x 1, d), t € I .

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизи
ровать функционал

ti
h(u(-) ,p( -) ,v 1 (-),v2 (-),x0, x 1 ,d) = j  F 1 (q(t),t) ^  inf (42)

to

при условиях

z = A1(t)z + B1(t)v1(t) + B2v2(t), z(t0) =  0, t € I  (43)
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vi(-) € L 2(I, R r), v2(-) € L 2(I, R m2), (44)

p(t) € V(t),  u(t) € U(t), (x0,x \)  € S0 x S i = S, d € Г. (45)

Обозначив: H  = L 2( I , R m) x L 2( I , R s) x L 2( I , R r) x L 2(I, R m2) x Rn x 
R n x R mi , X  =  U x  V x L 2(I, R r) x L 2(I, R m2) x S0 x S i x Г С H , 
Ө(і) = (u(t) ,p(t) ,vi ( t) ,v2( t) ,x0, x l ,d) € X  С H , q(t) = (z ( t) ,z ( t{ )^ ( t) ) ,  
задачу (42) -  (45) можем представить в виде:

ti
Һ(Ө(-)) = j  Fi(q(t),t) ^  inf, Ө(-) € X  С H.

to

Пусть X* =  {Ө*(-) € X\  Һ(Ө*(■)) = inf Һ(Ө(-)) = I u }

Л е м м а  3. Пусть T ( t0, t i ) > 0. Д л я  того чтобы задача (2) -  (7) имела
решение, необходимо и достаточно, чтобы lim Һ(Өп) = I u  = inf Һ(Ө) =n^<x, өех
0, где {Өп(-)} С X  — минимизирующая последовательность в задаче (42) 
-  (45)

Доказательство леммы следует из теоремы 3 и лемм 1, 2.

Т е о р е м а  4. Пусть T ( t0, t i ) > 0, функция Fi (q,t) определена и непрерыв
на по совокупности переменных (q, t) вместе с частными производными 
по q и удовлетворяет условию Липшица

\Fiq(q + Aq,t )  -  Fiq(q,t)\ < l\Aq\, t € I,  (46)

где Fiq(q, t )=(Fiz (q, t), Fiz[ti)(q, t ) ,F Va(q, t ) ,F ip(q, t ) ,F in (q, t), F v ( q ,  t), 
Fixo (q , t) ,FiXi (q , t) ,Fid(q,t)), q = ( z , z ( t i ) , u ,p , v i , v 2 , x 0,x i ,d )  €
Rn+m2 x Rn+m2 x R m x R s x R r x R m2 x Rn x Rn x R mi, 
Aq = (Az, Az( t i ) ,  Au,  Ap, A v i , A v 2, A x 0, Ax-\_, Ad),  l = const > 0.

Тогда функционал (42) при условиях (43) -  (45) непрерывно дифферен
цируем по Фреше, градиент

I[ (Ө) = ( I 'm ^ ) , I lP^ ) , I [ Vi ( Ө ) , ^ ( Ө ) , Г 1Хо(Ө),Г1Хі (Ө),Гы (Ө)) € H

в любой точке Ө € X  вычисляется по формуле

Қ и(ө) = Fiu(q(t),t), I 'ip(9) = Fip(Q(t) ,t), 11 vi(ө) = Fivi(q( t ) , t ) - B *(t)Ф(t),
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ti

4 , 2 (Ө) = F 1V2 (q(t),t) -  /1xo(Ө) =  ^  F ixo(q(t),t)dt, (47)
to

ti ti

/ixi (Ө) =  J  F 1xi (q(t) , t )dt , ІЫ(Ө) = j  F 1d(q(t), t )dt ,
to to

где z(t), t € I , — решение дифференциального уравнения (43), a функция 
ф(t ), t € I , — решение сопряжённой системы

ti

Ф = F 1z (q(t),t) -  A*l (t)ф, ф(t1 ) = -  j  F 1Z(ti)(q(t) , t )dt- (48)
to

Кроме того, градиент I'1 (Ө), Ө € X  удовлетворяет условию Липшица

III1 (Ө1 ) -  I1 (Ө2)У < K ЦӨ1 -  Ө2 У, ҮӨ1 ,Ө2 € X, K  = const > 0. (49)

Доказательство. Пусть Ө^),Ө^) + AӨ(t) € X , z ( t , v 1,v2), z ( t , v 1 + A v 1,v2 +  
A v 2), t € I , — решение системы (43) -  (44). Пусть z ( t , v 1 +  Av1,v2 +  Av2) =  
z ( t , v 1,v2) +  A z(t), t € I . Тогда

|Az(t)| < C ^ A v ^ I  +  C2 1Av2 1• (50)

Приращение функционала имеет вид (см. (46))

ti
A I 1 =  I 1 (Ө +  AӨ) -  I 1 (Ө) = J [ F 1 (q(t) + Aq(t) , t )  -  F 1 (q(t),t)]dt =

to

ti
= J [Au*(t)F1U(q(t),t) +  Ap*(t)F1P(q(t),t) +  A v ^ F ,  (q(t),t) +

to
+Av*2(t)F1V2 (q(t),t) + AxqF 1Xo (q(t),t) + A x ^ F ^  (q(t),t) + Ad* FM(q(t),t)+

9
+Az*( t)F 1z(q(t),t) + Az*( t 1 )F 1z(ti)(q(t),t)]dt + ^  Ri, (51)

i=1
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где \R 1 \ < I1 f  \Au(t)\\Aq(t)\dt, \R2 \ < I2 f  \Ap(t)\\Aq(t)\dt,
to to

\ R3 \ < I3 f  \Av 1 (t)\\Aq(t)\dt, \Ri\ < I4 f  \Av2(t)\\Aq(t)\dt, \ R5 \ <
to to

I5 f  \ A x 0 \ \ Aq(t) \dt, \R6 \ < h  f  \ A x 1 \ \ Aq(t) \dt, \ R 7 \ < I7 f  \ Ad\ \ Aq(t) \dt,
to to to

ti ti
\ R 8 \ < f  \ Az(t)  \ \ Aq(t) \dt, \R9 \ < l9 f  \ A z ( t 1) \ \ Aq(t) \dt в силу условия

to to
Липшица (46). Заметим, что (см. (48),(50))

ti

У  Az*( t 1 )F1Z(ti) (q(t),t)dt =

to (52)
ti ti

= -  J[Av*( t)B*(t)  + A v*( t )B*^ ( t )d t  -  J  Az*( t)F 1z (q(t), t)dt.
to to

Из (51), (52) имеем

ti
A I 1 = J { A u * ( t ) F 1U(q(t), t) + Ap*(t)F 1P(q(t), t) +

to

+A v*(t)[F1Vi(q(t), t) -  B*(t)^(t)] +

+Av*(t)[F1V2(q(t),t) -  B*^(t)} + A x 0 F x ( q ( t ) , t )  + Ax**Fx(q(t) , t )  +
9

+Ad*F1d(q(t), t)}dt + ^  ' Ri =< I[ (Ө), AO > ң  +R,
i=1

9 R  
где R  =  £  Ri, \R\ < C3\\A0\\2, -— ту ^  0 при ||A0\| ^  0. 

i=1 II A ^\
Отсюда следуют соотношения (47). Пусть Ө1 = (u + A u ,p  + A p , v 1 +

A v 1,v2 + A v 2, x 0 + A x 0, x 1 + A x 1 ,d + Ad), Ө2 = (u,p, v 1,v2, x 0, x 1,d) € X .
Так как

\ I1 (Ө1 ) -  I1 (Ө2) \2 < I10\ Aq(t)\2 + I11 \ A ^ ( t ) \ 2 + I1 2 \AO\2,
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IAq(t) l< h s i m i ,  < l u I ^ l

то
ti

||I1 (Ө1 ) -  I1 m i 2 = j  |I1 (Ө1 ) -  I1 (Ө2)l2dt < ll5lA Өl2,
to

где li = const > 0, i = 10,15. Отсюда следует оценка (49) с K  = лД15. □

Л е м м а  4. Пусть T ( to , t1) > 0, функция F1 (q,t) выпукла по переменной 
q € R n , N  = 4n + m  + s + r + m 1, т.е. i q 1,q2 € R N , i a ,  a  € [0,1]

F1(aq1 +  (1 -  a)q2) < a F ^ , t )  +  (1 -  a)F1(q2,t). (53)

Тогда функционал (42) при условиях (43) -  (45) является выпуклым.

Доказательство. Пусть Ө1,Ө2 € X , a  € [0,1]. Можно показать, что

z ( t , a v 1 +  (1 -  a )v1,a v 2 +  (1 -  a)v2) = a z ( t , v 1,v 2) +  (1 -  a ) z ( t , v 1, v 2)

i ( v 1 ,v2), (v1 , v 2) € L 2( I , R r+m2). Тогда с учетом (53)

ti
һ(аӨ 1 + (1 -  а)Ө2) =  J  F 1 (aq1 (t) + (1 -  a)q2(t))dt < аҺ(Ө1 ) +  (1 -  а)Һ(Ө2), 

to

ІӨ1,Ө2 € X ,  Ө1 = (u1,p1, v 1,v2, x 0, x 1 ,d), Ө2 = (U1,p1, v 1, v 2,Xo,x1,d). □

Отметим, что если U,V ,Sq ,S 1 — ограниченные выпуклые замкнутые 
множества, то X 1 — ограниченное выпуклое замкнутое множество. Так 
как H  — рефлексивное банахово пространство, то множество X 1 — слабо 
бикомпактно, где X 1 = U х V  х V1(I, R r) х V2(I, R m2) х S0 х S 1 х  Г  с  H ,

V1(I,Rr) = Ы - )  € L 2 ( I ,R r)| I N K  в},

V2(I, Rm2) = W O  € L2(I, R m2)| IN I < в}) ,

Г 1 = {d € R mi | 0 < d < в },
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в  > 0 — достаточно большое число. Строим последовательности
{Өn }={un ,pn , vn , vn , x n , x n , dn } c X l , n  =  0 , 1, 2 , . . . , по алгоритму

un+ i = FU [un an I 1 u (Өn ')\ , pn+i = FV [pn a n I 1 p (Өn )\,

vn+1 = FVi [vn  -  an I 1 v1 (Өn )}, vn+1 = FV2 [v2 -  a n I 1 v2

x n+i = FSo [xn -  an I 1 xo (Өп)] , x n+i  =  FSi [xn -  an I ix i  (5 4 )
dn+1 = Fr i  [dn -  an I 1 d (Өп)], n  =  0 , 1 ,2 , . . . ,

2
0 <  £0 < a n < T. , . , £  >  0 ,K  + 2£

где Fq[-] — проекция точки на множество Q, K  = const >  0 из (49).

Т е о р е м а  5. Пусть выполнены условия теоремы 4 и пусть, кроме того, 
функция F i (q,t) выпукла по переменной q € R N и последовательность 
{Өп} С X i  определяется по формуле (54). Тогда

1) достигается нижняя грань функционала (42) при условиях (43) -
(45)

inf I i (Ө) = I i (Ө*) = min I i (Ө), Ө* € X i ; 
өех  ̂ өех 1

2) последовательность {Өn} c X l является минимизирующей,  
lim I i (Өп)= Һ *= inf I i (Ө);

п^ ж  Ө€Х 1
3) последовательность {Өп} С X i слабо сходится к точке Ө* = 

(u*,p*, v*,v*, x0,x*,d*) € X i  при n ^  ж;
4) для того, чтобы задача (2 ) -  (7) имела решение, необходимо и до

статочно, чтобы lim Ii  (Өп) = Д* = 0;
5) справедлива следующая оценка скорости сходимости:

0 < һ(Өп) -  I i* < C0/n,  n = 1, 2 , . . . ,  C0 = const > 0 . (55)

Доказательство. Так как функция Fi (q,t), t € I , выпукла, то по утвер
ждению леммы 4, функционал I i (Ө), Ө € X i является выпуклым на слабо 
бикомпактном множестве X i . Следовательно, Ii  (Ө) € C i ( X i ) слабо по
лунепрерывен снизу на слабо бикомпактном множестве X  и достигает 
нижней грани в X  . Отсюда следует первое утверждение теоремы.

Используя свойства проекции точки на выпуклом замкнутом множе
стве X i  и учитывая, что Ii  (Ө) € C i ’i ( X i ), можно показать, что Ii  (Өп) -
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I 1(On+1) > e\\Bn -  0n+1\\2, n = 0 ,1 , 2 , . . . , e > 0. Отсюда следует, что 1) 
числовая последовательность { I1 (0n)} строго убывает; 2) \\Өп -  Өп+1 \| ^  0 
при n ^  ж.

Так как функционал является выпуклым и множество X 1 ограничено, 
то выполняется неравенство

0 < h(0n) -  h(0*) < C 1 \\Өп -  Өп+1 і\, C 1 = const > 0, n  =  0 ,1,2, —  (56)

Отсюда, учитывая, что \\Өп -  0n+11| ^  0 при n ^  ж, получим, что по
следовательность {Өп} является минимизирующей: lim I1(0n) = I1(0*) =n—
inf h(0).

Ө£Хі
слПоскольку {Bn} С X 1, X 1 -  слабо бикомпактно, то Өп —  ̂ Ө* при n ^

ж.
Как видно из леммы 3, если I1(0*) = 0, то задача оптимального урав

нения (1) -  (7) имеет решение.
Оценка (55) непосредственно следует из неравенств (56), I 1(0n) -  

h(0n+1) > e\\0n -  0n+1\\2 .
Выше были кратко изложены основные этапы доказательства теоремы. 

Подробное доказательство аналогичной теоремы приведено в [20]. □

Для случая, когда функция F 1 (q, t) не является выпуклой по перемен
ной q, верна следующая теорема, которая вытекает из теоремы 5.

Т е о р е м а  6. Пусть выполнены условия теоремы 4, последовательность 
{Өп} С X 1 определяется по формуле (54). Тогда 1) значение функционала 
I 1(0n) строго убывает при n  =  0 ,1, 2 , . . . ;  2) \\Өп -  ^  0 при n ^  ж.

Из вышеприведенных результатов следует 1) если Ө* = (u*,p*,v*,v*, 
x0,x*, d*)€X1 — решение задачи оптимального управления (42) -  (45), для 
которого I 1(B*) = 0, то (u* = u*(t),x0,x*) € £  С U х S0 х S 1 — допустимое 
управление; 2) решение x*(t; t0,x*), t € I , дифференциального уравнения 
(2) удовлетворяет условиям: x ( t1; t0,x0) = x1, x*(t; t0,x*) € G(t), t € I , 
gj(u*(-),x0,x\) < Cj, j  = 1, m 1 , gj(u*(-),x0,x\) = cj , j  = m 1 + 1,m2; 3) 
необходимым и достаточным условием существования решения краевой 
задачи (2) -  (7) является I 1(B*) = 0 где Ө* € X 1 — решение задачи (42) -
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(45); 4) для допустимого управления значение функционала (1) равно

ti
I  (u*(-),x0 ,x*) = J  F0(x*(t),u*(t),x0,x*,t)dt = ү*, (57)

to

где x* (t) = x*(t; t0,x*), t € I . В общем случае, I  (u*(-),x0 ,x*) = 
I  (u*,x*,x*) = inf I  (u(-), x 0, x  ̂ ,  (u(-),x0,x  i ) € U (t) x S0 x S i .

Пусть t0 — фиксировано, 11 — не фиксировано. Рассмотрим алгоритм 
решения задачи быстродействия.

А. Строится какое-либо допустимое управление по методу, изложен
ному выше. Для этого достаточно выбрать некоторое значение 11 = t0, 
t0 > t0, найти решение оптимизационной задачи (44) -  (47). Пусть найде
на точка Ө* € X i ,  J i (Ө*) = inf J i (Ө), Ө € X i .  Здесь возможны два случая: а) 
J i (Ө*) = J i* > 0; б) J i (Ө*) = J ^  =  0. Пусть J i (Ө*) =  J i* > 0. В этом случае 
снова решаем задачу (44) -  (47), полагая t i = 2^ .  В результате имеем точ
ку Ө* = Ө*(210) € X i .  Здесь возможны также два случая: 1) J i (Ө*(210)) > 0;
2) J i (Ө*(210)) = 0. Если значение J i (Ө*(210)) > 0, то продолжим процесс, 
взяв t i = 4t0, и так далее. Если J i (Ө*(2^)) = 0, то переходим к пункту Б.

Б. Пусть для некоторого значения t i = mt0 J i (Ө*(тt0)) = 0 ,  в част
ности, при т  = 1, т.е. имеем случай б). В этом случае выбираем зна
чение t i = (т -  1/2)t0. Далее, решаем задачу (44) -  (47) для значения 
t = (m -  1/2)t0. Повторяя данную процедуру, находим t = t * — опти
мальный момент времени, а также Ө*(t*) € X i и решение задачи быстро
действия.

П о стро ен ие  о п т и м а л ь н о го  реш ен и я

Рассмотрим задачу оптимального управления (1) -  (7). Определим ска
лярную функцию a(t), t € I , следующим образом:

t
a(t) = J  F0(x ( r ) ,u ( r ) ,x 0, x i ,r)dr, t € I.

to

Тогда a(t) = F0(x( t) ,u ( t) ,x0,x]_,t), a(t0) = 0, a( t i ) = ү =  I (u( -) ,x0, x i ) € 
Q = { y € R i \ү>ү0, ү0 > - ж } ,  где ү =  I (u(- ) ,x0, x ^  > ү0, значение ү огра
ничено снизу, в частности, ү0 = 0, если F0 > 0. И задача оптимального
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управления (1) -  (7) запишется в виде (см. (42))

a (t1) = Y =  I (u( -) ,x0, x 1) inf (58)

при условиях

&(t) = F0(x( t) ,u( t) ,x0, x 1,t), a(t0) = 0, a ( t1 ) =  ү, (59)

X = A(t )x + B ( t ) f  (x, u, t), (x(t0) = x 0, x ( t1) = x 1) € S0 х S 1, (60)

i] = f 0(x ( t) ,u ( t) ,x0, x 1 ,t), n(t0) = 0, ц(Һ) = c € Q, (61)

x(t) € G(t), u(t) € U(t), t € I • (62)

Введём обозначения

/^ (t)\  (  0 1,1 0 1 ,n O 1 ,m2 \  (  1
B 0 = I 0 n,1

,V(t)J \ 0 m2,1 0 m2,n 0 m2,m2/ \ 0 m2,1/

0 1,n 0 1,m2 \
A(t) 0 n,m2 I

0 m2,n 0 m2,m2 J

0 1,m2 \
0 n,m2 I , P0 = (1,

Im2

( O x ,
C0(t) = I B(t)  I , D 0(t) = I 0 n,m2 I , P0 = 0 1,n, ^ 1,

0 m2 ,r

P1 — {0 n,1, In , 0 n,m2) ,

где a(t) = P0j( t ) ,  x(t) = P1j( t ) ,  t € I .
Тогда задача оптимального управления (58) -  (62) примет вид

P0j ( t 1) =  ү =  I(u(-) ,x0, x 1) ^  inf, (63)

при условиях

j  = A 2 (t)/j.+B0F0(P1 /j., u, X0, X1 , t )+ C 0( t ) f  (P1 J, u, t )+ D 0f 0(P1 j ,  u, X0, X1 , t),
(64)

I  0 m  Ij(t0) = j0  = I X0 I € 01,1 х S 0 х 0 m 2,1 = T0, (65)
0 m2 ,1 

Y
j ( t 1) = j 1 = | x 1 | € О х S 1 х Q = T 1, (66)
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Pip(t) € G(t), u(t) € U (t ), d € Г, (67)

где ү определяется по формуле (63).
Принцип погружения. Рассмотрим краевую задачу (64) -  (67). Соот

ветствующая линейная управляемая система имеет вид

Z = A 2(t)( + BoWi(t) + Co(t)w2(t) + Dow3(t) , t  € I, (68)

m t )  € L2(I, R 1), W2(•) € L2(I, R r ), w 3( )̂ € L2(I, R m2), (69)

Z(to) = Po € To, ( (ti) = ці  € Ti. (70)

Введем следующие обозначения:

Bo(t) = (Bo, Co(t), Do),w(t) = (Wi(t),w2(t),w3(t)), ^ ( t , r )  = K ( t ) K -1 (t ),

ti
a = fy(to,ti)pi -  po ,R(to, t i )  = J  ^(to,t)Bo(t)B*0(t)^*(to,t)dt,

to
t

R(to,t) = j  ^ ( to ,T )B o(t )B*0(t )^*( to, t )dT, R( to , t i ) =  R(to, t) + R(t, ti),
to

A i ( t ,po ,p i )  = B*o(t)^*(to,t)R- i (to,ti)a =

/ B0^*( to , t )R- i ( to, t i )a \  f  A n (t, po, p i )
= I Co^*(to , t )R- i (to,ti)a  I =  I Ai2(t,po,Pi)  

\ D ^ * (to, t ) R - i ( t o, t i )aJ  \A i3(t, po, Pi)/

Ki(t )  = - B  *o'&*(t)(to,t)R- i (to,ti)'&(to,ti) =

{ B V * ( t o , t ) R - i ( to , t i )4 ( to , t i ) \  ( K i i ( t ) \
= I - C o)^*(to, t ) R - i ( t o, t i )^ (to, t i ) I =  I K i2 (t) I 

\ - D * y * ( t o , t ) R - i ( to , t i )*(to , t i )J \K i3 ( t )J

A 2 ( t,po,pi)  = V(t,to )R ( t , t i ) R - i (to,ti)po+

+ ^( t ,  to)R(to,t)R- i (to, t i )V(to , t i )pi ,

K2(t) = - ^ ( t , t o ) R ( t o , t ) R - i ( to , t i )V( to , t i ) , t  € I.
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Т е о р е м а  7. Пусть матрица R(t0, t i ) > 0. Тогда управление w(t) = 
(wi( t ) ,w2( t) ,w3(t)) € L 2( I , R i+r+m2) переводит траекторию системы 
(6 8 ) -  (70) из любой начальной точки ц0 € R i +n+m2 в любое заданное 
конечное состояние ц i € R i +n+m2 тогда и только тогда, когда

wi(t)  € W i  = { w i (■) € L 2 (I, R i ) /wi( t)  = vi(t) + Л ii(t,y,0,V>i)+  (7 1 )
+  Kii ( t ) z ( t i , v ) ,  W i(■) € L 2 (I, R i ) , t  € I },

w2(t) € W 2 = {w2(.) € L2(I, R r)/w2(t) = v2(t) + Л12(t, Ц0, Цi )+  (7 2 )

+  Ki2(t)z( t i ,v) ,  УУ2^) € L2(I, R r) , t  € I },

w 3(t) € W 3 = {w3( )  € L 2 (I, Rm2) /w 3(t) = v3(t)+ (7 3 )

+ Л 13(t,№,V>i) + Ki3(t)z( t i ,v) ,  Vv3( )̂ € L 2(I, R m2) , t  € I },

где v(t) = (vi ( t) ,v2( t) , v3(t)), z(t) = z ( t , v ) , t  € I, — решение дифференци
ального уравнения

z = A2(t)z + B0vi (t) + C0(t)v2(t) + D0v3(t),z(t0) = 0 , (74)

v i (■) € L 2 ( I ,R i ),У2^) € L 2 ( I ,R r) , v 3^) € L 2 ( I ,R m2). (75)

Решение системы (68) -  (70) имеет вид

z(t) = z( t ,v)  +Л2^,Р0,№i) + K 2( t) z ( t i ,v ) , t  € I.  (76)

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 3.

Л е м м а  5. Пусть матрица R( t0, t i ) > 0. Тогда краевая задача (64) -  (67) 
равносильна следующей задаче:

w i (t) € W i ,w i ( t )  = F0(FiZ ,u ,x 0, x i , t ) , t  € I,  (77)

w 2(t) € W 2 , w 2 (t) = f  (F iZ,u , t ) , t  € I,  (78)

w3(t) € W 3 , m ( t )  = f0 (F iZ ,u ,x0 ,x i , t ) , t  € I, (79)

p ( t )€ V ( t )= {p (^ € L 2 ( I ,R s)\ p(t)=F(FiZ,t ) ,u( t)  < p(t) < <p(t),t € I }, (80)

z = A2(t)z + B0vi(t) + C0(t)v2(t) + D0v3(t),z(t0) = 0, t € I, (81)

v i (■) € L 2 ( I ,R i ) , Ъ І )  € L 2 ( I ,R r),У3^) € L 2 ( I ,R m2), (82)
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(x0, x 1) € S0 х S 1, u(t) € U(t) ,Y € 0 , d  € Г, (83)

где ( (t), t € I, определяется по формуле (76), z(t ,v)  — решение системы 
(74), (75), функции w 1(t), w 2(t), w s(t) определяются формулами (71) — 
(73) соответственно.

Утверждение леммы 5 следует из теоремы 7.
Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизи

ровать функционал

ti
J2(v,u,p,X0,X1,d, j)  = j  F2(q(t),t)dt =

to
ti

= J[ \W 1 ( t ) - F 0(P1 (  (t), u( t) , X0, Х1 ,Ь)!2 + \W2(t) -  f  (P1 Z (t) ,u(t) , t ) |2 +
to

+ w 3(t) -  fo(P1 ( ( t) ,u(t) ,X0,X l , t ) |2 + p t )  -  F (P 1 (( t) , t )!2]dt ^  inf
(84)

при условиях (81) -  (83), где w 1(t) € W 1, w 2(t) € W 2, w 3(t) € W 3, 
v = (v1, v 2,v 3), q(t) = (v1, v 2,v s , u , p , x 0, x 1, d ,Y , z ( t ) , z ( t1)). Отметим, что 
задача (84), (81) -  (83) была получена на основе соотношений (77) -  (83).

Т е о р е м а  8. Пусть R( t0, t 1) > 0, производная dF'2Qq’tt удовлетворяет усло
вию Липшица. Тогда

1. функционал (84) при условиях (81) -  (83) непрерывно дифференци
руем по Фреше, его градиент

J2 (ө) = (j2 ,i (Ө )Л ,2 (Ө), j 2v3 (ө), j 2u(0), j 2p(v), j 2x0 (ө), ^  (ө), j 2 M ,  j 'y Ө ) ,

Ө = (v1, v 2, v s, u,p, x 0, x 1, d, ү ) € X , J2(0) € H 1, 

в любой точке Ө € X  вычисляется по формуле

j » i (ө) = -  B m ) ,  j 2, 2 (Ө) = -  ъ т

J  (Ө) dF2(q(t),t) -  j  dF2(q(t),t)
J2V3(Ө) = gv~s D0- ( t ) , J2u^ ) = du  ,
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У2р(ө) —
dF2 (q(t),t)

dp ’

ti t1

^ Ө  — j  “  J , ^ i  Ө  — j  « 4 *
to to
t1 t1

j ' ^ — f  dF2T t] * j'2-, QD—j в ғх ),1) j , ,
to to

где ф(t ), t € I  — решение сопряженной системы

1= ш ! ) = - j дщтлл ,

to
X  — L 2(I, R 1) x L 2(I, R r) X L 2(I, R m2) x U x V  x S0 x S 1 x Г x Q 

H 1 — L 2(I, R 1) x L 2(I, R r) x L 2(I, R m2) x L 2(I, R m) x L 2(I, R s) x Rn x

x R n x R mi x R 1, X  С H 1;

2. градиент j'2(Ө), Ө € X  удовлетворяет условию Липшица

\\j2(Өі) — j2 (Ө2)|| <  i p i  — Ө2 І  W i f a  € X .

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 4. 
Построим следующие последовательности {Өп } — {уП,уП,уП,пп ,рп ,хП: 

xn,dn,Yn} С X 2 :

уП+1 = Р у . [Vn — an j 2 v. (Өn)\, v'n+l = Р у2 [v'n — (Xnj 2 v2 (Өn)\,

V3 — PV3 [v3 anj 2v3 ̂ пУ\,, un+1 — PU [un an J 2u(Өn)\ ,

pn+1 = PV [pn anJ2p(Өn)], xo+ =  PSo [x0 an j 2x0 (Өn')\ ,!

x l — PS. [xl an j 2x. (Ө'n)\, dn+1 — Pr [dn anj 2d ^ n )\i1 ^n^2x. \wn)\i ^n+1 — -*• pL^n ^ nv2a\wnJ
/ -  2 

Yn+i — Pq[Yo — a n j 2Y (Өп)\, 0 < an < j + 2 ^ ,  n  =  °, 1  2 , . . . ,  (85)
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е > 0 , l = const >_0 , где V i  = {^i(-) € L 2 (I, R 1)| ||vi|| <  в_}, V 2 = {V2 (•) €
L 2 ( I , R r) I |N |  < J ] , J 3 = {V3 (-) € L 2 ( I , R m2)\_ IN I < в},  U = {u(0 €
L 2 ( I R )П М | < в},  Г = {d € Rm iI d > 0, \d\_< в } , Q = {ү € R 1 \ ү* < Y <
в } , Х 2 = V i x V 2 x V 3 х U x V  x So x Si x Г x Q с  Hi.

Т е о р е м а  9. Пусть выполнены условия теоремы 8, X i — ограниченное 
выпуклое замкнутое множество, последовательность {Өп} с  X 2 опреде
ляется по формуле (85). Тогда
1. числовая последовательность {J2^ n)} строго убывает, ||Өп —Өп+1 || ^  0 
при n ^  ж.

Если, кроме того, F2 (q,t) выпуклая функция по переменной q, то:
2. достигается нижняя грань функционала (84) при условиях (81) -  (83)

J 2(fi*) = j n f  J 2(0) = m]n J2 (0) = J 2*;
Ө Х  Ө&Х2

3. последовательность {Өп } с  X 2 является минимизирующей:
l im J2 (0n) = J2* =  _inf J2 (fi); n^<x өеХ 2

4 . последовательность {Өп } с  X 1 слабо сходится к точке Ө* =  
( v1 , v 2 , v 3 ,u* ,p*,xo ,x l ,d*,7 *) € X 1 * при n ^  ж, X 2* = {Ө* | J2 (0*) = J2* =
inf 'Һ(Ө) = m]n J2 (Ө)};

өех 2 _ өех  2
5. если ,12 (Ө*) = 0, то оптимальным управлением для задачи (1) -  (7) 
являются U* € U, Х  € So, x* € S-\_, а оптимальной траекторией —

x*(t) = Pi(*(t) = Pi[z(t,v*) + \ 2(t,po,p*) + K 2 (t)z(ti ,v*)],t  € I,

где v* = (V*1 ,v2,v*i)_1po = (Oi,i ,X*o,Om2,i), P* = (Y*,x*,c*),c* € Q = {c* € 
R m21 Cj* = Cj — dj,d* > 0, j  = l , m 1; Cj* = Cj, j  = m 1 + l , m 2}, выполнено 
включение x*(t) € G(t) и ограничения (5) -  (7), J(u*,x*,x*) = ү*;
6. справедлива следующая оценка скорости сходимости:

0 < J2^ n) — J2* < co/n,  n = 1 , 2 , . . .  ,co = const > 0 .

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 5.
Более наглядным методом решения задачи (1) -  (7) является метод 

сужения области допустимых управлений.
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Т е о р е м а  10. Пусть выполнены условия теоремы 8, X з =  V 1 х V 2 х V з х 
U х V  х>в0 х>в1 х Г  — ограниченное выпуклое замкнутое множество, после
довательность {Өп } С X 2 определяется по формуле (85) за исключением 
последовательности {үп } С О. Тогда
1. числовая последовательность {J2^ n)}, {Өп } С X 3 строго убывает;
2. ||$n -  0n+1H ^  0 при n ^  ж, {On} С Xз;

Если, кроме того, функция F2(q,t) выпуклая функция по переменной 
q при фиксированном ү, то
3. последовательность {Өп } С X з при фиксированном ү = ү* является  
минимизирующей;
4. Өп  Ө* € X з при n ^  ж, ү = ү*;
5. J2$ *) =  in f  J2(9n) =  min J2(9n);

0nGX 3 0nGX 3
6. справедлива оценка 0 < <12(Өп ) -  ,12(Ө*) < c1/n,  c1 = const > 0,n = 
1, 2 , . . . ,  {Өп } С X з .

Доказательство теоремы следует из теоремы 9 при фиксированном ү € 
О, Y = Y*, (см. (57)).

Пусть Ө* € X 2 — решение задачи (84), (81) -  (83) при ү = ү* € О. Здесь 
возможны случаи: 1. J2(Ө*) > 0; 2. J2(Ө2) = 0.

Заметим, что J2(Ө) > 0, Ө € X з .
Если J2(Ө2) > 0, то положим ү = 2ү*, а если J2(Ө2) = 0, то ү = ү*/2. 

По такой схеме путем деления пополам отрезка неопределенности можно 
найти наименьшее значение функционала (1) при условиях (2) -  (7).

З а клю чение

Основой предлагаемого метода решения краевой задачи оптимально
го управления является принцип погружения. Суть принципа погружения 
состоит в том, что исходная краевая задача заменяется на равносильную 
задачу оптимального управления со свободным правым концом траекто
рии. Такой подход стал возможным благодаря нахождению общего реше
ния одного класса интегральных уравнений Фредгольма первого рода. Су
ществование решения краевой задачи сведено к построению минимизиру
ющей последовательности и определению значения нижней грани функ
ционала.
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Построение допустимого управления связано с нахождением слабо пре
дельной точки минимизирующей последовательности. Построение опти
мального решения осуществляется путем последовательного сужения об
ласти допустимых управлений, зависящих от значения функционала.

Как следует из леммы 3, краевая задача (2) -  (7) имеет решение тогда 
и только тогда, когда Һ(Ө2) = 0, где Ө* = (u2,p2,v* ,v2 ,x0 ,x \ ,d2) € X  — 
оптимальное управление для задачи (42) -  (45).

В общем случае, оптимизационная задача (42) -  (45) может иметь бес
конечное множество решений {Ө*}, для которых J 1 ({Ө*}) =  0. В зависимо
сти от выбора начального приближения минимизирующие последователь
ности (54) (см. теорему 5) сходятся к какому-либо элементу множества 
{Ө*}. Пусть Ө* € X  — некоторое решение задачи, x* = x( t0), x1 = x ( t1), 
(x*,x1) € S, u* € U. При этом x(t; t0,x0) € G(t), gj(u*,x*,x1) < Cj, 
j  = 1 , m 1 ; gj(u*,x*,x1) = Cj, j  = m 1 + 1, m 2 .

В постановке задачи приведены требования, налагаемые на функцию 
f  (x ,u , t) ,  при выполнении которых начальная задача Коши для уравне
ния (2 ) имеет единственное решение при любом фиксированном x( t0) = Х0 
и при любом фиксированном u(t) € U. Следовательно, дифференциаль
ное уравнение (2 ) с начальным состоянием x( t0) = x* и фиксированным 
управлением u*(t) € U имеет единственное решение при t € [t0 , t 1 ]. Бо
лее того, x ( t1) = х 1*, x(t; t0,x0) € G(t), gj(u*,x0,x1) < Cj, j  = 1 , m 1; 
gj(u*,x0,x\)  = Cj, j  = m 1 + 1 , m 2 .

Таким образом, для каждого оптимального решения задачи (42) -  (45) 
краевая задача (2) -  (7) имеет единственное решение.
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Айсағалиев С.А. ТИІМДІ ҮДЕРІСТЕРДІҢ МАТЕМАТИКАЛЫҚ 
ТЕОРИЯСЫНА

Қарапайым дифференциалдық теңдеулермен сипатталатын үдерістер 
Ү ш ін  т и і м д і  басқарудың шекаралық есептерін шешу әдiстерi ұсынылады. 
Фазалық және интегралдық шектеулерi бар, сонымен қатар, уақыттың 
ә р 6 і р  мезетi ү ш і н  басқару мәндерi шектелген жалпы жағдай қарастыры- 
лған. Келесі үш есеп шешілген: тиімді басқраудың шекаралық есебінің ше- 
шімінің бар болуы, мүмкін болатын басқаруларды құру, мүмкін болатын 
басқарулардың аймағын тарылту арқылы тиімді шешімді құру.

Aisagaliev S.A. TO MATHEMATICAL THEORY OF OPTIMAL PRO
CESSES

A method for solving boundary value problems of optimal control for 
processes described by ordinary differential equations is offered. General case 
with phase and integral constraints and limitations on the control values for 
each time period is considered. The following three problems were solved: the 
existence of solutions for boundary value problems of optimal control, the 
construction of admissible control, construction of the optimal solutions by 
narrowing the field of admissible controls.
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О П О Р Я Д К А Х  M -Ч Л Е Н Н Ы Х  П Р И Б Л И Ж Е Н И Й  
К Л А С С О В  Ф У Н К Ц И Й  С И М М ЕТ РИ Ч Н О ГО  

П Р О С Т РА Н С Т В А

В статье рассмотрены симметричное пространство периодических функ
ций многих переменных и класс Никольского-Бесова в этом пространстве. 
Доказаны неравенства разных метрик для тригонометрических полино
мов. Найден точный порядок наилучшего M -членного приближения клас
са Никольского-Бесова по норме пространства Лоренца.
Ключевые слова: симметричное пространство, класс Никольского-Бесо
ва, M -членное приближ ение.

В ведение

Пусть Rm — m-мерное евклидово пространство точек X =  ( x i , . . . ,  x m) 
с вещественными координатами; I m = {X Е Rm; 0 < Xj < 1; j  =
1 , . . . ,  m}  — m-мерный куб.

Банахово пространство X  измеримых по Лебегу на I m функций назы
вается симметричным,

1. если из того, что \ f  (X)| < \g(X)\ почти всюду на I m и g Е X  следует, 
что f  Е X  и ||f  Ух =  \\g\\x;

© Г. Акишев, 2014.
Keywords: symmetrical space, N ikol’ski - Besov class, M -term  approximation
2010 Mathematics Subject Classification: 42A10

mailto:akishev@ksu.kz


О порядках M -членных приближений классов функций 47

2. из f  Е X  и равноизмеримости функций \ f  (x)\ и \g(x)\ следует, что 
g Е X  и \ f  ||х  =  \Ig\Ix (см. [1 ], с. 123 и [2 ], с. 14).

Здесь и в дальнейшем \\f ||х  означает норму элемента f  Е X .
Пусть Xe(t) — характеристическая функция множества e С I m. Функ

ция ф(ц.ё) = ||Хе||х называется фундаментальной функцией простран
ства X , где fie — мера Лебега множества e С I m. Таким образом, фун
даментальная функция симметричного пространства X  есть функция 
V(t) = IIX[0,t]ll X, определенная на отрезке [0,1]. Фундаментальную функ
цию ф(t ) симметричного пространства можно считать вогнутой, неубыва
ющей, непрерывной на [0,1] функцией, причем ф(0) =  0 (см. [1], с.137). 
Такие функции называются Ф-функциями. Далее, X(ф)  означает симмет
ричное пространство с фундаментальной функцией ф.

К симметричному пространству X(ф)  ассоциированное пространство 
X 1 состоит из всех измеримых функций g(t), для которых

llgllx1 =  sup / f(X)g(X)dX.
f ex J 
I l f У х <1J m

Известно, что сепарабельность симметричного пространства X(ф)  явля
ется необходимым и достаточным условием совпадения ассоциированного 
к нему пространства X 1 со всем сопряженным пространством X'(ф)  (см. 
[1], стр. 138) и при этом Cp(t) = , t Е (0,1] и ф(0) =  0.

Далее будем рассматривать сепарабельные симметричные простран
ства 2 п-периодических функций.

Примеры сепарабельных симметричных пространств.
1. L q(Tm) =  Lq — пространство Лебега с нормой ([3], С. 11-12)

Ilfllq =  ( / \ f(2nX)\qdX^ , 1  < q <  +ж.
I m

Здесь и дальнейшем Tm =  [0, 2n]m.
В случае q = пространство L ^ ( I m) = L состоит из всех измери

мых функций f  для которых величина

||f  IU =  vraisup\f (2nX)\
x£lm
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конечна.
m2. Пространство Лоренца L q,$ (Tm) с нормой 

( Ө
1о ( jo  f*(T)dТ)  t t)(1/q~1)~1 d ^  < +^>, 1 i f  *

q j  o

1 < q < + to , 1 < Ө < + to , где f  *(t ) — невозрастающая перестановка 
функции \ f  (2nx)\, x  £ I m (см. [1], с. 83).

3. Пусть задана квазивогнутая функция ф(t ) и ф(0) =  0. Пространство 
Марцинкевича L ^ , ^ ( T m) с нормой (см. [1], с. 134)

1  rt
<р,ж = sup — - f  *(t  )dT.

te(o,1 ] P(t) Jo

Для данной функции ф(t ), t £ [0,1], положим

Ф(2) а —  ̂ (2 t)
(Хф = І1— ү~ТТ\~, вф =  І1—— .

v t^o ф(t ) v t^o ф(t )

Известно, что для любого симметричного пространства X(ф)  справедливы 
неравенства 1  <  a v < в v < 2 .

Через C (q ,p , r , . . . )  будем обозначать положительные величины, зави
сящие от указанных параметров. Запись A х  B  означает, что существуют 
положительные постоянные С1 ,С2 такие, что C1 A < B  < C2A.

Функция f  £ L 1 (Tm) =  L  (Tm) разлагается в ряд Фурье

f  (2пХ) -  ^  an ( f ) ei(n2nX), X £ I m, 
nezm

где an ( f ) — коэффициенты Фурье функции f  по кратной тригонометри
ческой системе {ei(n,2nx) }^m, и Zm — пространство точек из Rm с целочис
ленными координатами. Положим

Ш , Х ) = Е  ak ( f  )e
,i(k,2nx)

kep(s)

где {y, x) =  £  yj Xj , s = 1, 2 , . . . ,  
j=1

p(s) = {k = (k1}. . . ,  km) £ Zm : 2 s - 1 < \kj\ < 2s, j  = 1 , . . . ,  m} .

q
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Пусть f  G X ( р )  и {k(j)}М= 1 — система векторов k (j) = ( k l \ . . . , k m )  
с целочисленными координатами. Наилучшим тригонометрическим M - 
членным приближением функции f  G X ( р )  называется величина

е м ( f ) x  = kiiif f  - E  bj
kb),bi 1j j = i

м
bj t

x

где bj — произвольные числа. Для заданного класса F  С X ( р )  положим
ем (F )x  =  sup ем ( f  )x  • 

f  е ғ
Пусть X ( р )  — симметричное пространство и 1 < a v < (З̂  < 2,

1 < Ө < ж и r > 0. Рассматриваются классы Никольского, Бесова ([3], [4])

B X ,  = { f  G X ( р )  : (  £  2”'“|« , ( f ) |X ) li> < 4 ,
s£Z+

HX = { f  G X (р):  sup 2sr\\5s(f)\\x < 1 }.
L sez+ J

Классы Никольского-Бесова для непериодических функций в симметрич
ном пространстве определены М.Л. Гольдманом [5].

Впервые наилучшее M -членное приближение определил С.Б. Стечкин 
[6]. Оценки M -членных приближений различных функциональных клас
сов установили Р.С. Исмагилов, Э.С. Белинский , Е.В. Майоров, Б.С. Ка
шин, R. DeVore, В.Н. Темляков, А.С. Романюк, Динь Зунг, Д.Б. Базар- 
ханов, L. Duan, W.Sickel and M. Hansen, С.А. Стасюк, Н.Консевич , А.Ф. 
Конограй, О.С. Федоренко и другие (см. библиографии в [7], [8 ], [9]). В 
случае пространства Лебега Lp R.A. De Vore и В.Н. Темляков [7] доказали 
следующую теорему.

Т е о р е м а  А. Пусть 1 < р,д,Ө < ж и r(p,q) = m  (1/p — 1/q)+ если 1 < 
p < q < 2 или 1 < q < p < ж и r(p, q) = max {m/p,  m /2}  в других случаях. 
Тогда для r > r(p, q) справедливо соотношение

eM(B rpfi)q X M - г/ш+(1/р- тах{1/д,1/2})+ , 

где a+ = max {a; 0 } .
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А в случае m(1/p  — 1/q) < r < m/p,  1 < p < 2 < q < ж С.А. Стасюк
 ( _r ( 1  1 ))

[8 ] установил eM (Вр,ө)q ^  M  ( ( p q ’’. Случай r = m /p  рассмотрен в 
[1 0 ].

Основная цель статьи — найти порядок величины eM (F)ү  для класса
F  = в х,о .

1 В спом огательны е  у т в е рж д е н и я  

Пусть

Tn(X) = ■■■ Е  aki,...,kmei{k2пХ) = J 2  a-kel{k2пХ), X e  I
ki = -ni  km=-nm \k\<n

— полином по кратной тригонометрической системе порядка " j  e  N по 
переменной Xj, j  = 1 , . . .  ,m.  Здесь неравенство \к\ < П понимается в том 
смысле, что \kj\ < пj для всех j  = 1 , . . .  ,m.

Для любого тригонометрического полинома Tn известно следующее 
неравенство Бернштейна (см. [3], с. 98):

dTn
dxj

< пj\ \Tn\\ .,  j  = 1 , . . .  ,m.  ( 1 )

В дальнейшем будем пользоваться следующими утверждениями.
Пусть Qm — множество, содержащее не более чем M  векторов к = 

( k i , . . .  , k m) с целочисленными координатами, а P(Qm ,X) — произволь
ный тригонометрический полином, состоящий из гармоник с “номерами” 
из Qm.

Л е м м а  1. (см. [11]). Пусть 2 < q < + ж . Тогда для всякого тригоно
метрического полинома P (Q n) и для любого натурального числа M  < N  
найдется тригонометрический полином P(Qm ), для которого имеет ме
сто оценка

\\P (Qn  ) — P  (Qm  ) 11 q < C i ( N M - i ) i/2\\P (Qn  )\\2, 

причем Qm  C Qn  ■

DO
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Л е м м а  2. (см.[12], лемма 4). Пусть даны Ф-функции фі(х) и ф2(х), x  G 
(0,1], и [Зф1 < аф2. Тогда для функции

Ө(х) Л  Ш • х G 1]-
0, х  = 0

существует Ф-функция Өі(х), для которой а$х > 1 и Өі(х) X Ө(х), х  G 
[0 ,1].

Л е м м а  3. ([13], с. 184). Пусть функция y = f (х) в точке хо =  
( х ° , . . . ,  хП) G I m имеет частные производные f x , j  = 1 , . . .  ,m .  Тогда в 
точке k = ( х і , . . . ,  х т) G I m справедливо равенство

f  (k) = f  (k0) + f Xj (k0 + Ө(к — к 0))(хj — х0),
j=i

где Ө G (0,1).

Л е м м а  4. ([14]). Пусть n = (n1, . . . ,  n m) G Nm и a G (0, n). Тогда

m m (2a)m
^ {k = (х і , . . . , х т) G 1 : 2_s nj Iх j \ < a} = m m  m n .

j=1 m 'L Lj=1 nj

Теперь докажем несколько вспомогательных утверждений.

Л е м м а  5. Пусть X (р )  — симметричное пространство 1 < < 2.
Тогда для любого тригонометрического полинома Tn имеет место нера
венство

\\Tn ||те < C (р) (угт —1) \\Tkk llx. 
р (П j=1 nj )

Доказательство. Существует точка k0 =  ( х^ , . . .  ,хП) G I m такая, что 
\\Tn ||те =  \Tn (k0)\. В силу периодичности Tn(k) можно считать, что k0 =  
( 0 , . . . ,  0). Рассмотрим множество

А  = i k  = (х 1 , . . х п ) G I m : Е  n j \Xj\ < 1/ ^ . 
j=1
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Тогда согласно лемме 4 ц А  = m, ^ m—— . В силу леммы 3 и неравенства 
Бернштейна (1) имеем

m
\Tn(x) -  Tn(0)\ < ^ n j \ x j iNTnN~- 

j = 1

Если X E А,  то отсюда по свойству модуля следует, что
m

\Tn(0)\ — l /2 | |Tn||ro < \Tn (0) \ — 11 Tn II те nj\x j \ < \Tn(X) \.
j = 1

Так как = \Tn(0)\, то

1 /2 |T n |^  <\Tn(X)\, VX E А.

Теперь, пользуясь этим неравенством и к интегралу применяя неравенство 
Гельдера в симметричном пространстве, получим

2  С 2
l|TnW~  < М  / д  \Tn(x)\dx < IITnIIx ■

Далее, пользуясь леммой 4 и свойством фундаментальной функции, 
нетрудно убедиться в справедливости утверждения леммы. □

Л е м м а  6 . Пусть X(ф),  Y (ф) — симмтеричные пространства и 1 < аф < 
вф < а Т о г д а  для любого тригонометрического полинома Tn выполня
ется неравенство

iiT ii < г ф(Ш = і j ) ,l T ll
< ф (Щ = 1  n - 1 ) 11 X ■

Доказательство. По определению симметричного пространства и свой
ству нормы имеем

IlTnllY = im i lY  < WTZxAn IIY +  ІІПХВп IIY =  J l +  J2, (2)

где An = (0 ,П m=_1 n ■ 1), B n = [0,1] \  An. Пользуясь свойством невозрас
тающей перестановки и известной формулой (см. [1], с. 89)

г t С*f*(t)dt  = sup f  \f(x)\dx,  
Aclm J AA/j.A=t0
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получим

1  Г * . . 1
ТП(t) < 1 f  T*(u)du = 1  sup f  \Tn(x)\dx < \\Tn|U , t £ (0,1].

t Jo t A d m Jat Jo t Aclm JA/j,A=t

Поэтому на основании леммы 5 имеем

T*(t) < C (m )— -----1 ------ -\\Tn\\x, t £ An.
ф( т!П  L  nj )4=1'j

В силу этого неравенства будем иметь

х п  m= 1  n - 1) , 

ф (п  m= 1  n- 1 )
J 1 < \\Tn\U\XAn ||y < C j  j  и  \\Tn\\x. (3)

Для оценки J 2 по свойству фундаментальной функции получим

J 2 < \| -ф^ХЕп  |ІУ suP P(t)T* (t) < ( -̂гm  =ТТ\\Tn\\Lv^ \\XBn |ІУ <
ф(Ч te(o,1] Ф(ПЪ= 1  nj )

< \\Xlm ІІУ ,n m--- ГТТ\\Tn\\Lv^  .
p (H j = 1 nj )

Так как X (ф) С L ^ ,  где ф(і) = , то

IIX/m ІІУ
:п;

Из неравенств (2)—(4) следует, что

J  < j f )  “T»“x  • (4)

m w  < m=‘ п- .? i m *  . □
ф(Н j=1 nj )

З а м е ч а н и е  1. Д л я  целых функций экспоненциального типа лемма 6 до
казана в [15]. В одномерном случае лемма 5 доказана В.А. Родиным [16], 
а для полиномов по более общим ортонормированным системам — А.А.  
Комиссаровым [17].
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2 О ценки  М -члЕ нны х п ри бл и ж е н и й  класса  Н и к о л ьск о го - 
Б есова  в сим м етричном  простра нстве

В этом разделе докажем основные результаты статьи.

Т е о р е м а  1. Пусть X ( р )  — симметричное пространство, L q,T — про
странство Лоренца и 0 < 1/q < 1/2 < log2 a v < log2 (З  ̂ < 1, 1 <т < о ,
1 < Ө < о .

1. Если log2 — 1/q < r / m  < log2 a v , то

М - q/2(r/m+1/q)
ем (Bх,өһ а р ( М -q/2)

2. Если r / m >  log2 f3v , то

ем  ( в х,ө )i
М  - (r/m+ i/2)

р ( М -1)

Доказательство. Сначала оценки сверху докажем для класса HX ■ Для 
числа М  Е N выберем натуральное число n  такое, что 2nm < М  < 2(n+1')m. 
Для функции f  Е HX  приближающий полином P (&м, X) будем искать в 
виде

n-  i
P (Мм, X) =  V'~ Ss(f, X) + У '  P (Пме, X),

s=0 n<s<an
(5)

где полиномы P (&ма, х) будут построены для каждого 5s(f,  х) согласно 
лемме 1, число a  > 1 будет выбрано в процессе построения. Тогда

i f  — P №М )l|q,T < C Е
n<s<an

{Ss(f) — P  (Qn s ) +
q,T

+ У  5s( f) =  Ji(n)  + J2 (n) ■
q,Tan<s<+w

Пусть log2 — 1/q < r / m  < log2 a v . Положим

(6 )

Ns =
2-

p(2-sm)
p(2-nma )2nra +  1 ,nm2
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где [у] — целая часть числа у.
Теперь покажем, что полиномы (5) имеют не более M  гармоник (в 

смысле порядка). По определению числа N s имеем

n 1

= (k1 , . . . , k m )  :2s 1 < \kj \ < 2s, j  = 1 , . . . , m } +
s=0

+ E  N s < C2nm + (а — 1)n < C2nm x  M,
n<s<an

где §A означает количество элементов множества A.
По условию теоремы log2 в v < 1/q + r /m .  Поэтому существует число 

е > 0 такое,что log2 < 1/q + r / m  — e < 1/q + r /m .  Следовательно, по
лемме 2  для функции

t1/q+r/m-£
g(t) = — ф-) ----, t  E (0, Я  9 ( 0 ) = 0

существует Ф — функция g 1 такая, что g 1 (t) x  g(t) и agi > 1. Поэтому

E 2-sm(r/m+1/q)
 ; ч  < C  V  g1(2-sm)2-sm£

m(2-sm) ~  ^  У1К 'an<s<+<re an<s<+^

< Cg1(2-nma) 2-sm£ < Cg1(2-nma)2-nma£ < C
an<s<+<re

в случае log2 — 1/q < r /m .  Отсюда следует, что

<

2 -nma(r/m+1  /q)
ф(2-nma)

J2(n) = E  §s(f)
an<s<+<re

f)-nma(r/m+1/q)
< c  — ---------г—q,T~ ^ (2 -nma) (7)

в случае log2 — 1/q < r /m .
Оценим J 1 (n) . По свойству нормы и на основании лемм 1 и 6 имеем

J 1 ( n ) =  E  (5s ( f ) — P ( Qn s )) < C Y  Ss( f ) — P(Qn s )q,Tn<s<an n<s<an
<

q,T
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1
x< C  £  (Ns-l2sm) l/2 Ss(f  ) 2 <  C ■ £  N - 1 / 2 - у - m  Ш )

n<s<an n<s<an
Учитывая, что f  £ H X , и в силу определения числа N s получим

1 — - 1 
- ( 2 -sm)

.(  2~'*'“ ү/-г ^  /  2~°' (8)
\ - ( 2 -nma) )  ^  \ - ( 2 -sm) )  . ( )n<s<an

J 1 (n) < C  У  N -1/2— 1— - 2-sr <1V ' — ^  s tn(2-sm) -
n<s<an

. 2-nra \ 1/2 / 2 -sr x 1/2
< C 2 2 1 \ I \

Так как r / m  < 1og2 a v , то существует число e > 0 такое, что r / m  < 
r / m  +  e < log2 a v . Рассмотрим функцию

и ( t ) = , t £ ( 0 , 1 ], u (0 ) =  0 .-L -£t m

Тогда по лемме 2 существует Ф— функция U1 такая, что U1 х  и  и а Ш1 > 1. 
Так как и>1 | ,  то

1 1<
u 1(2-sm) -  u 1(2-nma) 

для s < na.  Следовательно,

l  ( <  c  l  ( <
n<s<an n<s<an

1 ч 1 /2  ^  e /  2-nra \ 1/2_____  \ ' \  ^ ^sm^ ^  ^ \ '
u 1(2-nma),< C ( ^ ^ ----- - У  2sm2 < C —----------- ----— ' ^ -nma)  } /  ^ — \ —(2-nma)J

n<s<an

Поэтому из неравенства (8 ) получим

„ nm
J1(n) < C2- "2 - ( 2 -nma)

в случае r / m  < 1og2 a v . Положим a = q/2. Тогда

J1(n) < C2- ~
qrx-nr^nm Zd 2

- ( 2-nm 2 )

2-nra
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в случае r / m  < log2 a v и из (7) следует, что

2 -nm q (r/m+1 /q)
J2(n) < C -------------- q-----

p(2-nm 2)
в случае log2 в v — 1/q < r / m ■ В силу этих оценок из неравенства (6 ) следует, 
что 2 -nm 2 (r/m+1 /q)

I f  — P  (Пм )||q,T < C ip(2-nm 2 )

для любой функции f  Е HX  в случае log2 — 1/q < r / m  < log2 a v .
Теперь, учитывая, что 2nm < М  < 2(n+1')m, и принимая во внимание 

свойство фундаментальной функции, получим

М - q/2(r/m+1/q)
ем ( f  )q,r < C p(M -q/2)

для любой функции f  Е HX  в случае log2 — 1/q < r / m  < log2 a^.
Так как В гХ ө С H rx , то

М - q/2(r/m+1/q)
ем  (ВХ,Ө )q,T < C  ,р ( М -  2 )

в случае log2 — 1/q < r / m  < log2 a^ . Оценка сверху доказана.
Докажем оценку снизу в случае log2 — 1/q < r / m  < log2 a^.
Будем пользоваться следующей известной формулой (см. [18], с. 25):

е м (f)q,T = inf sup / f (X)P(X)dX , (9)
nM p еь^,\\р\\q, T, < 1 Um

где 1 < q ,T  < о ,  q1 = — , T  = — .
Рассмотрим функцию

Fq,n(X)= E  ег(к,2пХ1
max \kj |<2[n2 ] j= 1  ,...,m

Пусть Мм — набор М  векторов с целыми координатами. Положим
*

g(X) = Fg,n(X) — Е  еі к ,2пХ\  
k&n,M
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где сумма £  содержит только те слагаемые функции Fqn (x), которые 
кеПы

имеют номера из Qm .
Существует положительное число ро такое, что 0 < log2 < 1/ро < 1.

Поэтому на основании леммы 6  и оценки нормы ядра Дирихле в простран
стве Лебега (см. [3]) получим

/к 2пХ\ „ lmеЦк,2*х\ < с 2 Р0—(2_lm) ^  e
max \kj\<2l max \kj \<2l

i/k,2nx\ <
po

j=1,...,m j=1,...,m

< C 2 m —(2_lm)2lm(1_ 1/po) = C2lm—(2_lm). (10)

В силу этого неравенства и равенства Парсеваля для 1 < q < 2 получим

WgiqT < WFq,nIIq' T  + W E  ег/к’2пХ\Ц2 < с ( 2 +  M 1/2) < C 2n§2 . (1 1 )
кеПы

Рассмотрим функцию P 1 (X) = C22 - ~ g(X). Из неравенства (11) следу
ет, что функция P1 с некоторой постоянной C2 > 0 удовлетворяет формуле
(9).

Теперь рассмотрим функцию
2 - n § (r+m) 

fn(x) = Сз ^(2_nm§ ) Fqn(X^

В силу неравенства (10) получим

^  2_n 2 (r+m) [n 21

£ ■ 2 ’" I l W n )llx < с  q ^ 2 - W«,(Fq,n)Wx <
s= 1  — (2 2 ) s=0

[n § ]2 _n§ (r+m) [ 2]
< С -----------^  V  2sr2sm—(2_sm).
-  —(2_nm§) s=0 ^  ;

q
Так как ^  j  и s < , то ^ —sm ) <  ^ ^ q 2) . Поэтому

[ §] / _nmq \
Y ' 2 sr2sm—(2_sm) <  C — ------q§) 2_nr§.r v ' r\_nmq
s= 1  2  §
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Используя это неравенство, найдем

Е 2"  і і а д о і іх  < co.
s= 1

Следовательно, C3 fn Е BX  1 . Для функций fn  и P 1 по формуле (9) будем 
иметь

е м (fn)q,T > inf \ fn(X)P1(X)dX\ >
JI m

2 -n  2 (r+m) nm 2 -nm 2 (r/m+1/q)
> C -----------— 2- ~  ( | Fq,n 12 — М) > C -------------- q----- ■ (12)

p(2-nm2) p(2-nm2)

Учитывая свойство фундаментальной функции и неравенство 2nm < М  < 
2 (n+1)m, из (1 2 ) получим

— 1 ( Г + 1 )М  2 ( m + q )
ем (BX,1 ^  > С ^ М - / 2 у  ■

Теперь, учитывая включение BX 1 С BX  ө, будем иметь

ем  (BX ,Ө )q,Т > C
— 1 (r  +1 ) М  2 ( m + q )

р ( М -q/2)

Этим первое утверждение теоремы 1 доказано.
Докажем второе утверждение. Пусть r / m  > log2 Положим

Ns =
2-sr

2n(r+m)p(2-nm)_ z
p(2-sm) +  1 .

Тогда

n 1
^ 2 § { X = (k 1 , . . . , k m )  :2s 1 < \k j  \ < 2s, j  = 1, ■ ■ ■, m}  + ^  N  <
s=0 n<s<an

2
< C2nm + (a — 1)n + 2n(r+m)p(2-nm) E  —  ■ (15)

n  С '' c  r \, n  '  '  '

-  sr
-  sm

n<s<an
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По условию теоремы 1og2 < r /m .  Поэтому существует число e > 0
такое,что 1og2 r  — e < r /m .  Следовательно, по лемме 2 для функции

g2(t) = - t ) , t  £ (0, (2п)- ], 92(0) = 0,

существует Ф-функция 93 такая, что 9 3 (t) х  92(b) и ag3 > 1. Поэтому 
учитывая, что 9 3  | ,  получим

2 -sr   2 —nr
- \  Л /гч — sm\c\—sms ^  — nms „  / о — nm\ -< у  93(2-sm)2-sms < C 2 -nms93(2 -nm) < C

^  - ( 2 - s m) ~ ^  Ь3У ' ~  *3К ' ~  - ( 2-nmn<s<an n<s<an

Следовательно,

n-  1
'У2${к = (к1, . . . , к т) :2s-1 < \kj \ < 2s, j  = 1 , . . . , m }  + ^  N s <
s=o n<s<an

< C2nm + (a — 1)n < C2nm х  M.

Оценим J 1 (n). По свойству нормы и в силу лемм 1 и 6 имеем

J 1 ( n ) =  Е  (5s(f )  — P  (QNS)) < C  £  \\6s(f )  — P  (Qns ) II q,T <q,Tn<s<an n<s<an

< C  Е  ( N - 12sm)1/2 \ \ Ш ) h  < C  Е  N - 1/2- p - —  P s ( f )llx .
n<s<an n<s<an

Учитывая, что f  £ H X , и в силу определения числа N s, найдем 

J 1 (n) < C  У  N -1/2— 1— - 2-sr <^  s m(2-sm)
n<s<an

c\— sr e)-sr
< C (2n(r+m)ф(2—nm) )—1/ 2 y л ( _ -------- ) -1/2^ --------<
< V )) \ - ( 2 -smy  - ( 2 -sm) <

n<s<an

< C (2n(r+m) - (2 -nm))-1/2 9^/2(2-sm)2-sm 2 <
n<s<an

r

М атем атический  ж урн ал  2014■ Том 14■ № 4 (54)



О порядках M -членных приближений классов функций 61

2 _nm §
nr< с (2n(r+m)—(2_nm) ) _ 1/2g1/2(2_nm) 2_sm§ < C2_nr------3 nm .

n<s<an —( )
Таким образом,

2_nm(r/m+1/2)
J 1(n) < С ----- 7------- г—  (14)

1 V ' -  —(2_nm)

в случае log2 < r / m .
Так как а  > 1, то 2_nma < 2_nm. Поэтому принимая во внимание, что 
Т, будем иметь

л 2 _nma 2 _nm(1_a)
2nma ^

—(2_nma) —(2_nma) _  —(2_nm)

Следовательно, оценку (7) можно продолжить следующим образом

2 _nm(a(r/m+ 1 /q) + 1_a)
J2(n) < С ---------- 7-------- т---------.2 —(2_nm)

Теперь число а  выберем так, чтобы выполнялось равенство a ( r /m  + 1/q) +
_r 1

1 — а  = r / m  + 1/2. Отсюда находим а  = rm 1 § и оценку
m+q _ 1

2_nm(r/m+1/2)
J2(n) < С  т-------- т—  (15)

2 V ' -  —(2_nm)

в случае log2 < r /m .  Учитывая оценки (14), (15), получим

2_nm(r/m+1/2)
Wf — P(Qm ) Wq,T < С —(2_nm)

для любой функции HX  в случае log2 < r /m .  Следовательно,

2_nm(r/m+1/2) M _(r/m+1/2)
е м (HX)q,T < С —(2_nm) < С —(M_1)

в случае log2 < r /m .  Отсюда следует, что

2 _nm(r/m+1 /2) m  _(r/m+1/2)
е м ( В ГүӨ)qT < С -------т-г—  < С   —1MV X,V)q,T < /t-\—nm\ /п( Л/f 1—(2_nm) —( M _ 1)
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Оценка сверху доказана.
Докажем оценку снизу в случае log2 < r /m .  Так как BX 1 С BX ө,

1 < Ө < о ,  то оценку снизу достаточно доказать для класса BX 1 ■ 
Рассмотрим функцию

n 2-sm m
f 0 (X) = n - 1 J 2  p (2-sm) E  П  k  CoS 2nkj X j ■

s= 1  P( ) kep(s) j=1

где n Е N  такое, что М  x  2nm■
Докажем, что Cofo Е BX 1 , где Co — некоторое положительное число. 

Выберем некоторое число ро > 1 такое, что log2 < 1/po■ Тогда X( р )  С
Lp0 ■ Так как

2-  sm m
5s( f0, X) = n-1 p(2-sm) E  П  kZ r cos 2nkj X j

P( ) kep(s) j=1

— тригонометрический полином, то пользуясь леммой 6 при Y (ф) = Lp0 
имеем sm

H W o)||x  < с 2 P0 p(2-sm)II5s(fo)IIPo <

sm 2 sm / i i / \  -i
< C2P0  p(2-sm)n- 1 — --------2-sr2sm(1-1/po) = C02-srn -1 ■-  ! p(2-sm) 0

Следовательно,

^  n
E 2 srII5s(fo)IlX < C0n- 1 J 2  2sr2-sr = Co.
s= 1  s= 1

Поэтому функция C-1 fo Е BX  1 ■ Далее, рассмотрим функции

n m * m
Vo(X) = Е Е П  cos2nkjXj, u0(x ) = Е П  cos2nkjXj ■

• ^ 1 kep(s) j=1 kenM j=1

Положим Wo(X) = Vo(X) — Uo(X). В силу равенства Парсеваля

1 /г\ (n-1 )m
IIU0II2 < М 1/2, ||vo||2 < C 2 ■
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Из этих соотношений по свойству нормы получим

ІМ І 2 <  |Ы І 2 +  ІЫ І2 < Co2nm/2.

Значит функция Po(x) = C0-12—nm/2Wo(X) удовлетворяет условиям фор
мулы (9). Так как 2 < q, то е м (fo)2 < С е м (fo)q,r. Согласно формуле (9) 
имеем

n 2-sm m
eM ( fo)q,T > CeM ( fo)2 > Cn - 1 2 - - (2-sm) Е  П  k -  >

s= 1  ф( ) kep(s) j=1

n sm
> C n -12- — --------2 s(m-r). (16)
-  - ( 2 -sm) V '

Так как 1og2 < r /m ,  то для функции существует Ф— функция
9 з эквивалентная ей. Поэтому учитывая, что 9 3  | ,  будем иметь

n 2-sr n 2-nr
Y   Г > С  У  93(2-sm) > C93(2-nm)n > С — --------  n./  -j ф(2-sm) — /  -j ^3 v J — cf3\ / — m(2-nm)

Следовательно, из (16) получим

nm 2-nr 2-nm(r/m-1/2) m  -(r/m+1/2)
ем (fo)qT > Cn 2- ~  — -------  n = С  ,-------г—  > С ----- — —гг— .м q,T -  - ( 2-nm) - ( 2 -nm) -  - ( M -1)

Таким образом,

M -(r/m+1/2)
е м (B rXA)q,T > С

Значит

ем  (BX ө )q,t > C

—( M -1)

M -(r/m+1/2)

!q,T -  —(M -1)

в случае 1og2 < r /m .  Этим теорема 1 полностью доказана. □
При 1og2 = r / m  фундаментальная функция — будет подчиняться

дополнительным условиям, поэтому рассмотрим также этот случай.
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Т е о р е м а  2. Пусть X (—) — симметричное пространство, L q,T — про
странство Лоренца и 0 < 1/q < 1/2 < log2 а ^  < log2 в^  < 1, 1 <т < ж,
1 < Ө < ж.

Если r / m  = log2 в^,  и t/m . j ,  t0 L  log2 1/ t  j ,  для некоторого ү E 
(0 ,1/Ө) на (0,1), то

M  _ (r/m+1/2) .
ем  ( B x fi)q,T x  —(m _1) (ln M) 1 .

Доказательство. Пусть f  E В гх ө . Оценим J 1 (n). Положим

Ns = 2nm n ө _ 1W6s(f )Wx 2 s +  1 .

Тогда по определению чисел N s и в силу неравенства Гельдера будем иметь

n 1
= (k1 , . . . ,km) :2s 1 < \k j  \ < 2s, j  = 1 , . . . , m }  + ^  Ns <

s=0 n<s<an

1  1 _ 1
< С 2nm + {а — 1)n + 2nmn 1  _ ^  ^  2sre||^s(f ) |X )  ' (  E  ^  Ө <

n< s<an n<s<an

< (C + 1)2nm + (а — 1)n < C2nm < CM.

Выберем число в  такое, что 2 < q < в  < + ж . Тогда Lp(Im) С L q,T(Im) и 
WgWq,T < llglle для g E Lp(Im). Пользуясь теоремой Литтлвуда-Пэли (см. 
[3], с.56), а также свойством нормы, будем иметь

J 1 ( n ) =  Е  (6s ( f ) — P  (QNs  ))
n<s<an

( E  \ss ( f ) — p (Qn s )\2)

C
q,T £  (6s ( f ) — P  (Qns ))

n<s<an
<

C <
в с ( E  n5s ( f ) — p (Q n s

n<s<an

i2) 1' 2
n<s<an ' n<s<an

Далее, согласно лемме 2, лемме 6 и по определению чисел N s имеем

Ч " 1 2 ™  W^s(f )W2)l' 2
n<s<an

в

2 ) 1/2

J1 (n) < С ( £  N _ 12sm||5,(f)WD 1 <
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 sm
< с (  £  N - 12 -m ( H ^m iIX )1' ^

n<s<an

< C 2 - * n 1 (1-1/T)( E  I IW )IIx ) 1/2. (17)
n<s<an

Применяя неравенство Гельдера, получим

( E  « « f l i X f n  < ( e  2' гӨI f  IX) 2 *
n<s<an n<s<an

n<s<an

2-sr on' -±-
(p ( 2 - m j )  (18)

для любой функции f  Е B rx  ө, где Ө = ■ Из (17) и (18) будем иметь

( ( sr ) ' ) 1 
J1(n) < C 2- nm„ 1/2(1-1/ө)( £  ( )2Ө )27 . (19)

n<s<an

Так как I на ( 0 , 1 ), то

"- °r \2Ө\ 2ӨГ 
 ̂p(2-sm) 'n<s<an

Следовательно,

E 2-sr ой' 2-nr
(—,-------  ) ) 2 Ө' < (a — 1 ) 2 ө' n 2 в '— -------  ■
^p(2-sm) ! p(2-nm)

nrnm Zi 1 /л'
J 1(n) < с  2 - ~  n />  w

в случае log2 = r / m ■
Оценим J2 (n), применяя неравенство разных метрик (лемма 6 ) и нера

венство Гельдера,

sr2-
J2 M  < с  Е  - Щ - Щ I l« fN X  <

л  r \, a s '  А_ л л  '  '  'na<s<+w

  , /Л __  о-sm(r/m+1/q) j л . j
< ( Е  2r  IlM f )IX ) 1/ө ( E  (- t f - m r  )ө ) 1/Ө (21)

na<s<+^ na<s<+w
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rp tr/m IТак как j, то

2 _sm(r'm+ 1 'q) i i 2 _nra
2 )Ө Ү ' Ө < С — ---------2_nam/q. (22)nma( T  , , , -~v ^  v —(2_sm) ! !  ~  —(2_nma) na<s<+M

Полагая а  = q /2 , из (21), (22) получим

2 _nr §
J 2(n) < с ---------- - 2_nm . (23)

—(2_nm §)

Из оценок (20), (23) следует, что

, n_nr n_nrq .
Ilf — P(Qm )IIqT < Ы  —r Г + ---------- — 1 2 _ п1_ 1/өv MJUq,T -  \ —(2_nm) —(2 _nm § )J

в случае log2 ву  = r / m  для любой функции f  E В гХ ө при условии j. 
Следовательно,

f »I—Ю! о—nr §
е м (Brx Ө)q t < Ы   г + ---------- —| 2 _ п1_ 1/ө (24)X,01q,T -  \ —(2_nm) 1 —(2_nm §)}  v >

в случае log2 в у = r / m  при условии j.

По условию теоремы функция возрастает относительно функции

log_Y 1 на (0 ,1) т.е. ^  log_Y 1 Т . Тогда, так как 2_nm§ < 2_nm, то

2 —nr § 2 _nr 1  1  2 _nr
______  log Y ________logY______== (q/2')Y________—(2 _nm§ ) — —(2_nm) 62  2_nm 62  2 _nm§ —(2_nm)'

Поэтому, учитывая свойство фундаментальной функции и принимая во 
внимание , что 2nm < M  < 2(n+1)m, из (24) получим

nr (r/m+1 / 2)
е м ( В х ө )q t < C — ------- -2_nmn1 _ l /  < С   л—  log1  _ 1 1  MM \ x,0Jq,T -  —(2_nm) -  —( M _ ^  62

, n , tr/m I tr/m i  Y 1 л-в случае log2 в  у = r / m  при условии j  и log2 j  \ для некоторого
ү > 0. Оценка сверху доказана.
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Докажем оценку снизу в случае r / m  = 1og2 a ^. Для этого рассмотрим 
функцию

n m
91(x) = ^ Y ^  H kj 1 cos2nkj x j ,

s=1 kep(s) j=1
тогда

m
$s(91,x)  = E П kj 1 cos2nkj x j .

kep(s) j =1
m

Известно, что для функции ds(x) = ^  Л  cos2nkjxj  справедливо соот-
kep(s) j =1

ношение
\\ds\\X х  2sm—(2-sm), 1 < a v < e v < 2.

Поэтому по теореме Марцинкевича о мультипликаторах имеем

P s (91 ) ||x  < С 2-s m \\ds||X < C —(2-sm).

Учитывая, что log^ I  j  на (0 , 1) для некоторого ү > 0 , нетрудно убе

диться, что f 1 (x) = С - 1 J ^ Z m ) п -1/Ө9 1 (x) £ B rx ,ө.
Теперь построим функцию P 1 , удовлетворяющую формуле (9). Пусть

n m
V1(x) = Е Е  П cos 2nkj xj  (25)

■^1 k£p(s) j =1

и 0,м — произвольный набор из M  векторов к = (k 1 , . . .  , k m) с целочис
ленными координатами. Оценим функцию

* m
u 1(x) = Е П  cos 2nkj  x j ,

кеПм j =1

содержащую только те слагаемые из (25), которые имеют “номера” из 0,м . 
Положим w 1(x) = v 1(x) — u 1 (x). Тогда функция P1(x) = С - 12- ~ w 1(x) 
удовлетворяет формуле (9). Подставим функции f 1 ,P 1 в (9) и, учитывая 
ортогональность тригонометрической системы, получим

    m 2-nr
ем  ( f 1)q,T > С  Е  Е  r i k 7 1 2 - ^ n - l j e  —(2- nm) > 

ni<s<nkep(s) j=1
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М  -(r/m+1/2) л
>  -n—  (ln М  )1-1/ө ■-  р ( М -1) v !

Таким образом, для функции f  Е BX ө доказано

М -(r/m+1/2)
ем  ( f 1)q,r > C р (М - 1 ) (ln М) /

в случае r / m  = log2 a v при условии t / i  jog^ 1/t  |  для некоторого ү Е
(0 ,1/Ө). □

С л е д с т в и е  1. Пусть X( р )  = Lm,p( Im) — пространство Лоренца, 1 < 
m / r  < q < + о .  Тогда

ем (BrXfi)q,T x  М -1/2(lnМ ) 1-1/ө■

Доказательство. Известно, что фундаментальная функция пространства 
Лоренца Lm.p (Im) есть р ь Ч1 q2 (t) = tr/m и a v = = 2r/m■ Поэтому утвер
ждение следствия 1  следует из теоремы 2 . □

О п р ед ел ен и е  1. (см. [19]). Пусть даны числа q1 ,q2 Е (1, о ) ,  a  Е R.
Пространством Лоренца-Зигмунда L q1,q2 (log L)e (Im) называется мно
жество всех измеримых по Лебегу функций f  для которых

1 !2 _ 1 1 1/q2
9 1 ,92,0 =  1 / ( f  *(t)) ®( 1  +  \ ln t\) aq21 q1 1d t} 92 < + 0 .

С л е д с т в и е  2. Пусть X (р) = L m T1 (log L)e (Im) — пространство Лорен
ца-Зигмунда, a  Е R, 1 < q2 < + о ,  1 < m / r  < q < + о .  Если r / m  —
1 /q < r, то ( )

ем (BrXfi)g>T x  М -1/2(ln М ) 1-1/Ө-в.

Доказательство. Известно (см. [19], с.143), что фундаментальная функ
ция пространства Лоренца-Зигмунда L m Т1 (log L)e (Im) удовлетворяет со
отношению

р .(t) x  ( 1  +  \ ln t\)at r/m и a v = = 2r/m■
r q2 '

Поэтому утверждение следствия вытекает из теоремы 2. □

о
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З а м е ч а н и е  2. Одним из примеров симметричного пространства явля
ется многопараметрическое пространство Лоренца, определенное Е.Д. 
Нурсултановым [20].

С л е д с т в и е  3. Пусть X (—) = Lk3 ( Im) — трехпараметрическое про
странство Лоренца, к3 = (q1,q2,q3), 1 < q3 < q2, 1 < q1 = m / r  <
q < + ro , Тогда

ем  (B rx o )qr < C M -1/2(ln M ) 1-1+(q2-q3\

Работа выполнена при поддержке гранта №0740/ГФ КН МОН РК.
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Акишев Г. СИММЕТРИЯЛЫҚ КЕҢІСТІКТЕГІ ФУНКЦИЯЛАР 
КЛАСЫНЫҢ M  — МҮШЕЛІ Ж УЫҚТАУЫНЫҢ РЕТІ Ж АЙЛЫ

Мақалада көпайнымалылы периодты функциялардың симметриялық 
кеңiстiгi және осы кеңістікте Никольский-Бесов класы қарастырылған. 
Тригонометриялық көпмүшелер ү ш і н  ә р т ү р л і  метрикадағы теңсiздiктер 
дәлелденген. Никольский-Бесов класын Лоренц кеңістігінің нормасы бой- 
ынша ең жақсы M -мүшелі жуықтауының дәл реті табылған.

Akishev G. ON THE ORDERS OF M-TERMS APPROXIMATIONS OF 
CLASSES OF FUNCTIONS OF THE SYMMETR!CAL SPACE

і п  the paper there is considered symmetrical space of periodic functions of 
many variables and Nikol’ski-Besov classes in this space. The inequalities of 
the different metrics for the trigonometrical polynomials are proved. There is 
obtained the exact order of the best M -term approximation of Nikol’ski-Besov 
classes in the norm of the Lorentz space.
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К О Р Р Е К Т Н Ы Е  С У Ж Е Н И Я  И РА С Ш И Р Е Н И Я  С 
К О М П А К Т Н Ы М И  О БРА ТН Ы М И , НЕ  

П Р И Н А Д Л Е Ж А Щ И М И  К Л А С С А М  Ш А Т Т Е Н А

Классические и неклассические корректные граничные задачи, изученные 
для оператора Лапласа, как правило, обладают обратными операторами, 
которые принадлежат некоторому классу Шаттена. В данной работе пока
зано, что корректные сужения и расширения для оператора Лапласа могут 
обладать обратными, которые компактны, но не принадлежат ни одному 
из классов Шаттена.
Ключевые слова: корректное 'расширение, корректное сужение, асимпто
тика s-чисел, класс Шаттена.

1 В ведение

В гильбертовом пространстве H  рассмотрим линейный оператор L  с 
областью определения D(L), с областью значений R(L).  Ядром оператора 
L  называют множество

K erL = { f  & D(L)  : L f  =  0}.

О п р ед ел ен и е  1. Оператор L называется сужением оператора L \, а L \ 
называется расширением оператора L, если 
1) D(L)  С D ( L \ ), 2) L f  = L \ f  для всех f  из D(L).
При этом пишут L С L \.
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О п р ед ел ен и е  2. Линейный замкнутый оператор L 0 в гильбертовом 
пространстве H  называется минимальным, если R (L 0) =  H  и существу
ет ограниченный обратный оператор L - 1 на R( L0).

О п р ед ел ен и е  3. Линейный замкнутый оператор L в гильбертовом про
странстве H  называется максимальным, если R(L) = H  и KerL = {0}.

О п р ед ел ен и е  4. Линейный замкнутый оператор L в гильбертовом про
странстве H  называется корректным, если существует ограниченный 
обратный оператор L -1 , определенный на всем H .

О п р ед ел ен и е  5. Корректный оператор L в гильбертовом пространстве 
H  назовем корректным расширением минимального оператора L 0 (кор
ректным сужением максимального оператора L), если L 0 С L (L С L).

О п р ед ел ен и е  6. Корректный оператор L в гильбертовом пространстве 
H  назовем граничным корректным расширением минимального операто
ра L 0 относительно максимального оператора L, если L является одно
временно корректным сужением максимального оператора L и коррект
ным расширением минимального оператора L 0, т.е. L0 С L С L.

В начале 1980-х годов М. Отелбаевым и его учениками были доказаны 
абстрактные теоремы (см. [1], [2]), которые позволяют описать все коррект
ные расширения некоторого минимального оператора с помощью какого- 
либо одного известного корректного расширения в терминах обратного 
оператора. Аналогично описывались всевозможные корректные сужения 
некоторого максимального оператора. Для удобства приведём заключения 
этих теорем.

Пусть L — максимальный линейный оператор в гильбертовом про
странстве H , L  — какое-либо известное корректное сужение оператора L
и K  — произвольный линейный ограниченный оператор в H , удовлетво
ряющий следующему условию:

R(K)  С Ker L. (1.1)

Тогда оператор LK1, определяемый формулой

L - f  = L - l f  +  K f ,  (1.2)
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описывает обратные к всевозможным корректным сужениям L k  макси
мального оператора L, т.е. L k  С L.

Пусть Lo — минимальный оператор в гильбертовом пространстве H , 
L  — какое-либо известное корректное расширение минимального опера
тора L o , K  — линейный ограниченный в H  оператор, удовлетворяющий 
условиям

a) R(L o ) С Ker K , b) Ker (L -1 +  K ) = {0}.
Тогда оператор L ^ l , определённый формулой (1.2), описывает обратные 
к всевозможным корректным расширениям L k  минимального оператора 
Lo .

Пусть L  — какое-либо известное граничное корректное расширение ми
нимального оператора L o , т.е. Lo С L С L. Существование хотя бы одно
го граничного корректного расширения L  было доказано М. И. Вишиком 
[3]. Пусть K  — линейный ограниченный в H  оператор, удовлетворяющий 
условиям

a) R (L o ) С Ker K , b) R (K ) С Ker L.
Тогда оператор LK1, определяемый формулой (1.2), описывает обратные 
к всевозможным граничным корректным расширениям L k  минимального 
оператора Lo.

Обозначим через &^ ( H ,  Hi)  множество всех линейных компактных 
операторов, действующих из гильбертова пространства H  в гильберто
во пространство H 1. Если T  € 6 ^ ( H ,  H 1), то T*T  является неотрица
тельным самосопряжённым оператором из & ^ ( H ) =  &^ ( H ,  H ). Более то
го, существует неотрицательный единственный самосопряжённый корень 
\T \ =  (T*T )1/2 из & ^ ( H ). Собственные числа Xn (\T |), пронумерованные с 
учётом их кратностей, образуют монотонно сходящуюся к нулю последо
вательность неотрицательных чисел. Их принято называть s -числами опе
ратора T  и обозначать через sn (T ), n € N. Классом Шаттена &p( H , H 1) 
называется множество всех компактных операторов T  € & ^ ( H ,  H 1 ), кото
рые удовлетворяют условию

\T\p =  ^  sPp(T) < ж, 0 < p < ж. 
j=1

Понятно, что если ra n k \T \ = r < ж , то sn (T ) =  0, при n = r +  
1, r + 2 , . . . .  Операторы конечного ранга, конечно, принадлежат классам
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&р(И, Н 1) при всех p > 0.
В гильбертовом пространстве L2 (n), где Q — ограниченная область в 

Rm с бесконечно гладкой границей д Q, рассмотрим минимальный Lo и 
максимальный L операторы, порожденные оператором Лапласа

Замыкание L o в пространстве L 2(Q) оператора Лапласа (1.3) с обла
стью определения Cq°(0,) называется минимальным оператором, отвеча
ющим оператору Лапласа.

Оператор L, сопряженный к минимальному оператору L o, соответству
ющему оператору Лапласа, называется максимальным оператором, отве
чающим оператору Лапласа (см. [4]). Заметим, что

Обозначим через L d оператор, соответствующий задаче Дирихле, с 
областью определения

ным сужениям максимального оператора L, соответствующего оператору 
Лапласа (1.3), имеют следующий вид

где K  — произвольный ограниченный в L 2 (Q) оператор и, в силу (1.1),

(1.3)

D(L) = {u e  L 2(Q) : Lu = —A u  e  L 2(Q)}.

D ( L d ) = {u e  W22(n) : u\dn = 0}.

Тогда в силу (1.2) обратные операторы L -1 к всевозможным коррект-

u = L -1 f  = L — f  +  K f , (1.4)

R (K ) С K erL = {u e  L 2 (n) : —A u  = 0}.

Тогда прямой оператор L  определяется из следующей задачи:

Lu = —A u  = f ,  f  e  L 2(Q),

D(L) = {u e  D(L)  : (I  — KL)u\dn = 0}, 

где I  — единичный оператор в L 2 (Q).

(1.5)

(1.6)
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Операторы (L *) 1, соответствующие операторам L*

v = (L*)-1g = L~Dlg +  K  *g, (1.7)

описывают обратные к всевозможным корректным расширениям мини
мального оператора L 0 тогда и только тогда, когда K  удовлетворяет (см. 
[5]) условию

K er(L ^  +  K  *) = {0}.

Заметим, что последнее условие эквивалентно следующему: D(L) = L2 (H). 
Если от оператора K  из (1.4) требовать дополнительное условие

KR(Lo)  = {0},

то оператор L, соответствующий задаче (1.5) и (1.6), окажется граничным 
корректным оператором.

2 О сн о вн о й  резу льта т

В работе Гехтмана (см. [6]) доказывается существования положительно 
определенного расширения S  оператора Лапласа в единичном круге на 
плоскости, спектр которого дискретен и асимптотически

Xn(S) -  О и1+в, —1 < в <  0, Xn(S) -  Cn,  в >  0. (2.1)

Из формулы (2.1) следует, что в случае —1 < в  < 0 спектр оператора 
S  является неклассическим. Легко заметить, что обратный оператор S -1 
принадлежит некоторому классу Ш аттена &p(L2(D)) при p > 1/(1 +  в ).

Возникает вопрос: существуют ли корректные расширения и сужения, 
у которых обратный оператор является компактным, но не принадлежит 
ни одному из классов Ш аттена? Данная работа посвящена нахождению 
ответа на этот вопрос. В связи с этим сформулируем следующий основной 
результат.

Т е о р е м а  1. Пусть L  — известное корректное сужение максимального 
оператора L в гильбертовом пространстве H . Если L -1 принадлежит  
классу Шаттена &p( H ) при некотором p (0 < p < +гс>) и если зануме
рованные в порядке убывания с учетом кратностей s -числа sn ( K ) опера
тора K  из представления (1.2) удовлетворяют условию

lim Sn(K) =  0, lim S2n( K) / Sn ( K ) =  1, (2.2)
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то оператор L ^ , определенный формулой (1.2), компактен но не принад
леж ит ни одному из классов Шаттена.

Доказательство. Обозначим через Ө(п) = 1/sn( K ), n = 1 , 2 , . . . .  Тогда 
{Ө(п)}Ж — положительная монотонно возрастающая числовая последова
тельность. Поэтому существует такая монотонно возрастающая непрерыв
ная функция f  (x), определенная на [0, + ж ), что f  (п) = Ө(п), п  =  1, 2 ,__

Функцию l(x) на [а, + ж ), где а > 0, называют медленно меняющейся 
(см. [7]), если l(x) — положительная измеримая функция и

lim {l(Xx)/ l(x)} = 1 для любого А >  0.Х^Ж

В дальнейшем нам понадобится следующие свойство медленно меняющих
ся функций l(x), доказанное в работе [7, с. 16]: 

если l(x) медленно меняющаяся функция, то

xa l(x) ^  ж , x - a l(x) ^  0, при x ^  ж для любого а  > 0. (2.3)

Приведем формулировку одного утверждения из монографии Сенета

Л ем м а . (Сенета [8, с. 41]) Пусть функция l(x) положительна и моно
тонна на [A, ж). Если при некотором фиксированном А0, таком, что 
А0 > 0, А0 = 1, имеет место

lim {l(A0x) / l (x)}  = 1,Х^Ж

то l — медленно меняющаяся функция.
Тогда из условий (2.2) в силу леммы Сенета следует, что функция f  (x) 

медленно меняющаяся. Используя следствие 2.2 из монографии Гохберга 
и Крейна [9, с. 49], из (1.2) получим

sn+m-1 (LK1) < sn(L-1) + sm( K ), m, п = 1 ,2 , . . . .

Заметим, что

в силу (2.3) и

lim f  (п)sn(L 1) =  0,n

lim f  (п)s n ( K) = 1П^Ж
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по построению.
Далее, по схеме доказательства теоремы 2.3 (Фань Цюй) из моногра

фии Гохберга и Крейна [9, с. 52] легко получить справедливость свойства

lim S2n(L~K1)/sn(L~K1) = 1.П^Ж K K

Тогда из (2.3) следует утверждение теоремы 1. □

П ример 1. Берём полную ортонормированную систему векторов {фч}Ж 
из пространства H . Пусть {^ЛЖ — ортонормированная система из бес
конечномерного подпространства KerL пространства H . В качестве опе
ратора K  в представлении (1.2) берем (см. [10]) оператор

Ж
K f  = J 2  Sn(K)(фп, f  )$n, 

п=1

где sn ( K ) = 1/ ln(n + 2), n = 1 , 2 , . . . .  Тогда по теореме 1 корректное 
сужение L k  максимального оператора L имеет обратный оператор L K , 
который является компактным, но не принадлежит ни одному из клас
сов Шаттена.

П ример 2. Приведем один конструктивный подход построения операто
ра K , удовлетворяющего условию теоремы 1. Рассмотрим случай опера
тора Лапласа. Пусть оператор K  в представлении (1.4) будет компакт
ным и положительным. Тогда корректному сужению L соответствует 
задача (1.5) и (1.6).

Для наглядности построим оператор K  в случае, когда m = 2, а об
ласть Q совпадает с единичным кругом D с центром в начале координат 
на плоскости R2.

Гильбертово пространство Бергмана Д 2(В) состоит из аналитических 
на единичном круге D функций из L2 (D), удовлетворяющих условию

2
l l f І І Л 2  =  I \ f \2dm < +ж,

где m  — нормализованная мера Лебега, т.е.

dm = — dxdy = — rdrdu. 
п п
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Аналитическую функцию ф, отображающую единичный круг D в се
бя, называют функцией Шур. Каждая функция Шур ф генерирует в про
странстве Бергмана Д 2(В) ограниченный (см. [11, с. 12]) композиционный 
оператор

Cv ( f ) = f  ◦ Ф = f  (V (z)) .

Сопряженный оператор Сф имеет следующий вид:

СФf  (и) = j  f  (z)(1 — Ф(г )ш)-2й т(г ) .
D

Определим положительный оператор в Д 2(В)

СфC*f  И  =  J  f  (ф(г ))(1 — ф(г)ш)-2йт( г).
D

Если определим положительную меру ц  на D через

ц ( Е ) =  т(ф- 1(Е)),  (2.4)

то

СфCv f  (») = j  f  (0 (1 — Іш)- Чц, ( і )= T f  (и),
D

где через T^ обозначен оператор Тёплица.
Всюду в дальнейшем символ f  ~  g означает, что существуют констан

ты 0 < c < C < такие, что c f  (t) < g(t) < C f  (t), когда t находится 
достаточно близко к указанному значению. Тогда по теореме Лукинга (см. 
[12])

т е  - Е  [̂ (Ri)i(Ri)-2]р, р > 0, (2 .5 )
i

где Ri называют Хастинга-Лукинга окнами, а l(Ri) — расстояние от центра 
этих окон до границы единичного круга D. Другими словами,

Tи & &р(A2(B)), p >  0,
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тогда и только тогда, когда ряд в правой части асимптотического равен
ства (2.5) сходится. Обозначим через R n,j, n > 0, 0 < j  < 2n — 1, окна 
Хастинга-Лукинга:

Когда функция Шур ф является аналитической однолистной функцией, 
формула (2.5) примет вид

где ц  — положительная мера, определённая в (2.4), а О = ф(В).
Пусть {5n}j°, 0 < 5n < 1, — последовательность вещественных чисел, 

монотонно сходящихся к нулю. Обозначим через J  кривую Жордана, по
лученную как граница области, ограниченной снизу отрезком [0,1], сверху 
и справа ограниченную сторонами кривых четырёхугольников

Пусть ф — римановое преобразование единичного круга D на область О и 
ф(0) =  0. Следовательно, ф — однолистная аналитическая функция. Для 
фиксированного n  окно Хастинга-Лукинга обладают свойствами

те 2n_1
(2.6)

n=0 j=0

{1 — 2_n <\z\  < 1 — 2_n_ 1} x  {0 < argz < 2_n5n}.

Пусть G будет область, ограниченная кривой J , а

0  = G U D ( 0 , 1/8), где D( 0 , 1/8) =  {z : \z\ < 1/8}.

Rn,0 П О = 0; Rn j  П 0  = 0 ,  для 1 < j  < 2n .

Следовательно

1_2-n 0

Тогда из (2.6) получим

«  [22n2_2n6n]p =  £  51,.
n=0 n=0
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Таким образом, собственные числа {^п }Ж оператора СфСф, занумерован
ные в порядке убывания с учетом кратностей, обладают такой же асимпто
тикой, какой является асимптотика последовательности {5п}Ж\ Это озна-

Ж
чает, что СфСф € &p(A2), p > 0, тогда и только тогда, когда ряд ^  8n

n=0
сходится. Это, в свою очередь, равносильно тому, что Т^ € &p( A2), p > 0. 
Ясно, что 8n ^  0 при n ^  ж равносильно компактности СфСф и Т^. Но

Ж
если ряд £  Sn не сходится ни при каком p > 0, то СфСф не принадлежит

n=0
ни одному из классов Шаттена. Чтобы получить пример такого операто
ра Сф Сф, достаточно положить, для примера, Sn = 1/ ln(n + 2). Отметим, 
что построению аналогичных примеров для оператора Тёплица посвящено 
множество работ (см. [13], [14], [15]).

В рассматриваемом частном случае на R2 берём в качестве оператора 
K  из теоремы 1 оператор вида

K  = РСф СфР = Сф Сф P,

где Р  -  ортогональный проектор пространства L2 (D) на пространство 
Бергмана A2(D)

P f  {г) = 1 (Г- ШзГ2 dw-
D

Тогда собственные значения оператора K  совпадают с собственными зна
чениями {^.п}Ж оператора СфСф и удовлетворяют условию (2.2). Действи
тельно,

ln(2 + 2n) 
lim =  1.

п^ ж ln(2 + n)

Очевидно, что
A 2(D) С KerL, где L = —А.

Тем самым мы построили оператор K , который удовлетворяет всем усло
виям теоремы 1 в рассматриваемом двумерном случае. То есть мы постро
или положительно определенную граничную корректную задачу для опе
ратора Лапласа с асимптотикой собственных чисел Xn (L) ~  ln(2 + n), n = 
1, 2, . . . .
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С л е д с т в и е  1. Из представления (1.7) следует, что теорема 1 верна и 
для корректного расширения L* минимального оператора L 0 .
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Бияров Б. Н. ШАТТЕН КЛАСТАРЫНА Ж АТПАЙТЫН КОМПАК- 
ТЫ ЛЫ  КЕРІ ОПЕРАТОРЛАРЫ БАР КОРРЕКТІЛІ ТАРЫЛУЛАР МЕН 
КЕҢЕЮ ЛЕР

Бұған дейінгі зерттелген Лаплас операторының классикалық және 
классикалық емес корректілі шекаралық есептерінің керi операторлары 
белгiлi 6ір Шаттен класына тиесілі болатын. Бұл жұмыста Лаплас опе
раторы үшін корректілі тарылулар мен кеңеюлердің кері операторлары 
компактылы, бірақ бірде бір Шаттен класына тиесілі емес болатыны көр- 
сетілген.

Biyarov B. N. CORRECT RESTRICTIONS AND EXTENSIONS WITH 
THE COMPACT INVERSES NOT BELONGING TO THE SCHATTEN 
CLASSES

Classical and nonclassical correct boundary value problems studied for 
the Laplace operator usually has an inverse one, which belongs to a certain 
Schatten classes. In this paper there is shown that the correct restrictions and 
extensions for the Laplace operator may possess the inverse ones, which are 
compact, but do not belong to the Schatten classes.
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А Н И ЗО Т РО П Н О Г О  П Р О С Т РА Н С Т В А  Л О РЕ Н Ц А  L2r

В статье получена теорема типа Бочкарева для функции двух переменных. 
Ключевые слова: кратные ряды Фурье, коэффициенты Фурье, анизо
тропное пространство Лоренца, неравенство Харди-Литтлвуда-Стейна, 
неравенство Бочкарева.

Изучению связи между интегрируемостью функции и суммируемо
стью ее коэффициентов Фурье посвящено множество работ. Здесь хоро
шо известны классические результаты Парсеваля, Бесселя, Рисса, Харди 
- Литтлвуда - Пэли, Стейна [1], [2], а также современных работ [3]—[11] и 
другие. Однако теорема Хаусдорфа - Юнга - Рисса не распространяется 
на пространства L 2,r если r = 2. В 1997 году С.В.Бочкарев в работе [12] 
доказал следующую теорему.

Т е о р е м а  1. Пусть {фп}П̂ =\ — ортонормированная на [0,1] система ком
плекснозначных функций,

ІІФпіи < M, п = 1, 2 , . . .
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Тогда для любых 2 < r < ж и n = 2, 3 , . . .  имеет место неравенство

1  n
S  |n |1 / 2 (log(n +  1 ) )1/ 2- 1/" £ a*m < C llf IIb2’r, (1)

где am — коэффициенты Фурье функции f  по системе {фп}ПП=1-

А в статье [13] было получено усиление теоремы Бочкарева для триго
нометрических систем.

Целью данной работы является доказательство теоремы типа Бочка
рева для функции двух переменных.

Пусть s = ( s i , s 2). В дальнейшем символ 1 < s < ж будет означать 
1  < Si, S2 <  ж .

О пределен и е. Пусть 0 < p < ж, 0 < Г < ж. Пространство Лоренца 
Lp,r[0,1 ] 2 определяется как множество всех измеримых функций, опре
деленных на [0 , 1 ] 2 , для которых конечны величины

f  =  ( f  O f  ( ^  *2/и  i " "  М " 1 t  d

при 0 < rs < ж ,

Ilf\\ьр^  = sup і \ /Р14 /Р2 f  *'*2 (ti,t2)
t',t2

при rs =  ж.
Через f  * ' * 2 ( t1, t 2) обозначим функцию, полученную применением не

возрастающей перестановки последовательно по переменным х 1 € [0 , 1 ], 
х 2 € [0,1], считая остальные переменные фиксированными. Данную  
функцию f *'*2(t1, t 2) будем называть невозрастающей перестановкой 
функции f.

Л е м м а  1. Пусть 1 < q < 2, Ф =  {фтг( х ^ } ^ ^ ,  Ф =  { ^ 2 (х2 ) } ~ 2= 1  — 
две ортонормированные на [0 , 1 ] ограниченные в совокупности системы 
функции,

\\фті IU < М 1, т 1 =  1 , 2 , . . . ,

\Фт2 IU < М 2 , m2 =  1 , 2 , . . . ,
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СО  СО

Пусть f  ~  f  (ш 1, ш 2)фт1 (х1)фт2(х2), тогда имеет место нера-
mi = 1 Ш2 = 1

венство

1
sup sup

A icna2cn \A1\l / 1 \A2\l / 2
E  (k1, k 2)

kieAi k2&A2
<

< M (  Q1 \ (1/q1-1/2W  q2 \
\2(Q1 -  1)J \2(Q2 -  1)J

(1/92-1/2) (2 )

Lq,2 ,

где M  = (M 1 +  1)(M2 +  1), \A\ — количество элементов в A.

Доказательство. Воспользуемся тем, что ортонормированные системы 
ограничены в совокупности,

f  (k1, k 2)
kiSAi k2&A2

1 1

E E  f  (X1, X2)^k1 (xl)фk2 (X2)dX1dX2
k1 s A 1 k2 s A 2 0 0

<

1 1

< M1M2\A1\\A2\ J  J \ f  (X1,X2)\dX1dX2 = M 1 M 2 \A1 \\A2 \\\f ||L2 , (3
0 0

а из неравенства Коши-Буняковского и равенства Парсеваля следует

\ 1 / 2

< \A 1 \1 / 2 \A2 \1 /2 \ £  £  f 2( h , k 2 ) 'f  (k1, k2 )
k1 SA1 k2SA2 yk1&A1 k2SA2

= \\l, • (4)

Рассмотрим представление f  = f 00 +  f 01 +  f 10 +  f 11, строящееся следу
ющим образом.

Пусть 0 < т1,т2 < 1, ХПх2 (x1) — характеристическая функция множе
ства QX2 = {(x1, x 2) : \ f  ( x1, x 2)\ > f +1 ( t 1, x 2)} U ex2, где ex2 — измеримое 
подмножество { (x1, x 2) : \ f ( x 1, x 2)\ = f +1 ( t1, x 2)} такое, что /л1(&Х2) =  t 1. 
Такое множество всегда можно подобрать, так как при фиксированном X2

Ц1{(Х1 ,X2) : \ f(X1,X2)\ > f* 1 (T1,X2)} < T1 <

М атем атический  ж урн ал  2014- Том 14- № 4 (54)



Суммируемость коэффициентов Фурье 87

< ^ i { ( x i , x 2) : \ f  (xi,X2)\ > f*(ri,X2)}.

Через go и gi обозначим функции

go(xi, X2 ) =  f  (x i ,X2)XQX2 (xi), g i(x i,X 2 ) =  f  (xi, X2 ) -  go(xi, X2 ). 

В свою очередь, каждую функцию g0, gi представим в виде 

go =  foo +  f oi, gi =  f io +  f ii.

Пусть

Wo =  {X2 e  (0,1) : ||go(*,X2)N^i > (ygo(-,X2)y ii )*2 T ) } ^  eo,

где

eo С {X2 e  (0, 1) : ||go(-, X2) lUi =  (|go(-,X2 )|L i ) * 2 (Т2 )}, l^2(Wo) =  T2 ,

где

Тогда

Wl =  { x 2 e  ( 0 , 1) : ||g i( ' , X 2 ) | L2 >  (Ngi(*>x 2 )N2)*2 ( t2 ) } U ei,

ei С {X2 e  (0,1) : ||giO,X2)||2 =  (Ngi(*,X2 >N2 )}, ^ (W i)  =  T2 .

foo(Xi,X2) =  go(Xi,X2 )XWo(X2), foi(Xi,X2 ) =  go(Xi,X2 ) -  foo(Xi,X2),

fio(Xi,X2) =  gi(Xi,X2)XWi (Xi), fii(X i,X 2) =  gi(Xi,X2 ) -  fio(Xi,X2). 

Таким образом, построено представление

f  =  foo +  foi +  f io +  f ll- 

Тогда для произвольного t  =  ( t 1 , t 2 ) e  (0 ,1)2 , имеем

E E /(fcbfa)! < E E foo(kl , k 2) I +  I E E foi(kl ,k2  )
fcieAi k2e^2  ki eAi k2e^2  kieAi k2eA2

+

+ E E fio (k i, k2) I +  II f i i  (k l,k 2 )
kieAi k2 eA2 ki eAi k2eA2

=  Л +  I 2 +  / 3 +  І4- (5

и
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Для І 1 используем неравенство (3) и получим следующую оценку:

1 1

11 < IA1 IIA2 M 1 M 2 J  j  |foo(X1 ,X2)|dX1 dX2

о о

1 2 <  |A2 |1/2( E  ( E  f 01 (k1 , k2 )) 2) <
' Һ2&Л2 kiSAi 

1 1

< |A2| 1 /2 ( Е ІЕ  / /  f 0 1 (X1 ,X2)^mi (X1 )^m2 (X2 )dX1 dX2 |2 ) <
k2sA2 ki sAi 0 0

1 1

< | A2 1 1 /2 І fo1(X1,X2)<Pk' (x 1 )dX 1 )фк2 (X2)dX2 |2) .
k2sA2 0 ki sAi 0

Применяя равенство Парсеваля, получим

I 2 < |A2 |1' ^  E  ( E
) 2 ) 1 / 2 

Һ1(Х1,Х2)фк' (X1)dX1j k )
-k2€Z kieAi 0 

1 1

=  |A2 | 1 / 2 f / |  ^  /f01(X1,X2)^k i (X1 )dX1

0 ki sAi 0

1 1

2 \ 1 /2 
dx2 I <

< M 1 |A 1 ||A 2| 1 /^ ^ y  ( J  і 01(х 1,Х2)№х 1  ̂ dx2^ .
0 0

Теперь оценим I 3

1 1

І3 = |  ^  ^  / fw(X1,X2)<Pmi (Х1)фт2 X)dX1dX2
kiSAi k2&A2 0 0

<

1 1

< || f 1 0 (X1 , X2 )^ki (X1 ) d x ^ k 2 (X2 )
kiSAi k2SA2 0 0

dx2 <

1
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l l

< \ A 2 \M2 ^ 2  /  /  fio(Xl,X2 )^ki (xi)dxi  dX2 .
kieAi o o

Используя неравенство Коши-Буняковского, получим

i i

Із < М 2 |А2 і|А і|1 / 2 Г ^  ( /  I f  fio(xi,X 2 )^ki (x i)d x ijd x ^  ^ 
kieAi o o 7

1 /2

/3 <  M 2 \A2 \\Ai\ ' I > I I I I fio(Xl,X2 )^ki (Xl)dXl I dX2 I I  <

1 1  ) l /2
I2< M 2 \A2 \\Ai\l/2 (  (  ^  j f  fio(Xl,X2 )^ki (x i)d x i ĵ  dX2 <

^ W , . r 4 .  ^ /
ki

o ' kieAi o

l l l / 2

< M 2 \A2 \\Ai\1 /2  J  f  ^  j J  fio(xi,X 2 )^ki (xi)dxi J  dX2 .
o ki eZ o

С помощью равенства Парсеваля будем иметь

i 1

І3 < M2\A2\\Ai\l/2 j  J  jf io (x i,x 2 ) | 2d x i) / dX2 . 
o o

Применяя для I4 неравенство Коши- Буняковского и равенство Парсеваля, 
получим следующую оценку:

І4 = ^  ^  f l l (kl , k2 ) < \Al\l / 2 \A2 | l /^ j ^  ^  / 2 l l (kl ,k 2)j) / <
kieAi k2eA2 kieAi k2eA2

1 1

< \ A i \ 1/‘2\A2\1/2^ j  J  \ f n (x i ,x 2)\dxidx2^ .
o o  

Итак,

1 1

E  E  f  ( k i , k2) j < M iM 2 \Ai\\A2 ^  J \foo(Xl,X2 )\dXidX2 +
kieAi k2eA2 o o
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1 1

+M1\A1\\A2\l /2^ J  ( J  f01(X1,X2 )dX1)2dX2^ +  
0 0  
1 1

+M2\A1\l/2\A2\ J  ( J( f10(x1,x2) )2dx1j  / dX2 +
0 0  

1 1
2+ \A1\l/2\A2\1/2( J  J(fn(X1,X2))2dX1dX2̂ ) 1 •

0 0
Подставим полученные оценки в соотношение (5)

1 1

' £ "1,X2)\dX1(

1 1

E  E  l ( k l , k 2 ) | < \ A l \ \ A 2 \ M l M 2 J  J  \f00(X1,X2)\dX1dX2 +
k1SA1 k2SA2 0 0

1 1

+M1\A1\\A2\l /2^ j  ( У \f01(X1,X2 )\dX1)2dX2̂ j + 
0 0

1 1 1/2
+M2\A2\\A1\1/2 J  f W(X1,X2) dx 1 ^ dX2 +

0 0  
1 1

+ \A1\1/2\A2\1/2^ j  J  \ fh(X1,X2)\dX1dX2^
1/2

0 0
T1 T2

£•*1 *E  E  f ( k 1 , k 2) |<  M 1 M 2 \ A 1 \\A2 \ / f * 1*2 (t 1 , t 2)dt 1 dt2 +
k1 s A 1 k2S A 2 0 0

+ M 1 \ A 1 \ \ A2 \ 1/2 Q  ( j  f  *1*2 (t 1 , t 2)dt 1 ) 2dt2 ĵ / +
0 T2

1 T2
+ M 2 \ A 1 \1/2 \ A2 \ j  ( j ( f  *1*2 (t 1 , t 2))2d t ^  '  dt2 +

T1 0
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l l

+\Ai \ l /2 \A2 \l /2 ( y '  J  ( f  *i*2 ( tl , t2))2dtldt2J
\  l/2

l , t 2 ) r d t ld t 2 ) =  Jl  +  J2 +  J3 +  J 4 -
Ti T2

Оценим каждое слагаемое. Для оценки интегралов Ji, J2 , J3 используем 
неравенство Гельдера. Итак, имеем

Ti T2

Jl < MiM2\Ai\\A2\ J  J  t-M  t -^ 2 t2/q2 t l2/q'2 f  *i*2 ( t i , t 2 ) dl-  d 2  <4\ \A2\y J  Ь- Ь- 2̂ l2
o o

Ti T2 ■ l/2

< M i M 2 \Ai\\A2 ^  ( j  (t-/qi t 2/q2 f * i*2 ( t - , t 2) ) 2 ̂ 1 ) X
o o

Ti T2

x ( / ( / (t l /qi ) 2  f )  f ) v  2 =
o o 1  2

■ 1 / 2  ■ 1 / 2

=  M-M2\A-\lA2lNf к м (  T- - l/q-T2-- l /q2;

Ti 1 l /2

J 2 =  Mi\Ai\ \A2 \1 /^  ( J  t- /qi t 1/ 2 f  *i *2 ( t - , t 2 )t2/q2 t 2- l/q2 t - ) 2

o T2

Ti 1

Mi\Ai\ \A2 \1/^  ( j  ( tl /qi t2/q2 f* i *2 (ti , t 2 ) )2< M - l A - l ^ l ^ l  / I I (t - ' * 1 t ^  л *2 ( t - , t 2 ^  2 — 1 —  I X
o T2

Ti 1- - /2

x ( / (  ^  )2  ,
o T2

отсюда получим

1 / 2( \  - / 2

2 0 ? Г - ^ )  Tl 12

Далее,
J3 =  M 2 \Ai\ 1 / 2 \A2 \x

- 1 /qi 1 / 2- 1 /q2 T
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1 Т2
/ ( / ( f * i * 2 (І1 . І2 ))2 i2 ' 5i i - 2/ , i (Ц, 2t-2/q2M l ) 1 ' 2 *2Ё ! <
Ti 0

1 T2

< M2 |Ai | i /2 |A2 | ^  ( j  ( ti/qit i /q2 r " 2( t i , t 2 ))2 d i. ) ^  x
Ti 0

(  1 ( T2 )  )  1 / 2
x m  I  (t \ /2-1/qi t 2- 1 f e ) 2 | i )  =

Ti 0

( \  1 / 2

= М 2 1A i | 1 /2 | A2 m и , * t i /2-i /qiT2i- i/q 2 ( ^ q q q -Y )) ■

Рассмотрим J 4 , учитывая, что 1 < q2 < 2,

J4 < | A i | 1 / 2 |A2 | 1 / 2 x

X { !  / ( f  (ti, t 2 ))2t i /q i- 1 t 1 - 2/qi t2/q2-1t l2~2/q2 dt id t^ j  / <
Ti T2

(  1 ( 1 ( ) )  \  1 / 2

< |Al|1/2|A2 І1/2( J  ( j  ( ti/qit2/q* f *i*2( t i , t 2 ) ) 2 1 1 ) ^  x
Ti T2

XTi1 / 2- 1 /qiT21/ 2 - 1 / q 2  < |A i|1 / 2 |A2 | 1 / 2 | f | | l - 2Ti/ 2- 1 /qiT21/2-1/q2.T1 T2 < |Al| |A2 | '  I f  IlLq, Ti  t 2

Таким образом, имеем

| | (  (  \  1 / 2

-  1 ) 1
E  £  f ( kb f a } | < j | f и ^ М М ^ Ш ( 2 ^ - ц )  x

kiSAi k2SA2

(  \  1 / 2

XTl-1/qiT21 / 2- 1 /q2 +  M 2 |A i|1 / 2 |A2 | ( 2(q2q-  j  T11 / 2- 1 /qiT21 - 1 /q* +

X
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+  \ A 1 \1/2 \ A2 \ 1/2т1/2-1/91 т1/2-1/92 )  •

Выбирая T1 = {2(qq11-1)) - l / \A 1 \ и T2 = {2(qq22-1)) - l / \A 2 \, мы получим

Е Е f  (k1, k 2)
k1SA1 k2SA2

<

< m IA^ a 4  (1М - 1 Я {  ̂  )
(1/92-1/2)

\2(Q1 -  1 ), L2,2

или

\ A 1 \ 1/q1 \ A 2 \ 1/q2 E E l f  (k1, k 2)l <

M
(  q1 \ (1/q1~1/2)/  q2 \
\2(q1 -  1)J \2(q2 -  1 ) )

k1SA1 k2SA2

(1 /q2- 1/ 2)
L2,2 •

где M  = (M 1 + 1)(M2 + !)• Лемма доказана. □

Т е о р е м а  2. Пусть Фт1,т2(х1, х 2) = фт1 (х-\) ■ фт2(х2), ш 1, ш 1 € N орто- 
нормированная ограниченная в совокупности система функций.

Тогда для любой функции f  € Ь2,2[0,1]2, 2 < r < ж, выполнено нера
венство

1
^ 8 ASS, \ A 1 \1/2 \ A 2 \ 1/2(log2 ( \ A 1 \ + 1 ))1/2-1/П (log2( \ A 2 \ + 1 ))1/2-1/r2 Х 
a 1cn a 2cn

Х Е Е  і / (k1 , k2) l < 9M\\ f  \\l22 ,
k1SA1 k2SA2

где M  = (M 1 + 1)(M2 + 1 )

Доказательство. Пусть \A1 \ ,\A2\ > 8• Тогда для произвольных q = 
(q1,q2) : 1 < q < 2 и f  € верна оценка

L2,2 < \\f  \\L2,.2\\1\\Lp2 , (6 )

1
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где 1 / 5  = 1 / 2  +  1/p и 1 / 2  =  1 / 2  -  1 / 2  | 1 | | i „ 2  < ( — - ) ‘^  (  — ;) ‘M

l , ,  <  ( & ) 1 A i ( * ) 1 /14 Nf ! ч , .

Воспользуемся леммой 1 

1

E  jf  (k - , k2)IA 1 11 /qi i a 2| 1 /q2
1 -l 1 21 kieAi k2eA2

<

m (  q- Y 1 / j i - 1 /2 ) (  g2 y l/q4-l/2)

-  ( ,2 (q- -  1 } )  U f e  -  1 ) J

Принимая во внимание (6 ), получим следующее неравенство:

1  ^  ^   ............. /  q- \ (l/q i- l/2)j j q

\Aip/«i \A2 \ v «  е ,  е , l f ( k l k ) j  <  v 2<q^ j )

Учитывая произвольность параметров q- и q2, положим q- =  ^g^AA+ 2  < 2,

q2 =  a A + 2  < 2 1 /5  - /  =  io ib / . \ A- \ l/qi = \ A-\ ™ + 1 / 2 = 2  iA-il/2,
\ A 2 \l/q2 = 2  \ A 2 \ 1 /2, тогда

1

l A- \l / 2  l A2\ 1 /2  kieAi k,eA,
E  j f  (kl , k2 ) <

/ 1  \  loS2 lAil /  1  \  loS2 іа2і

< 4 П 2 ( i i О  ( 2 Гi i V  X^  2 log, | A , ^  2 log,\A, \ ) '

X (log2 \ A-\ ) l/ri (log2 \ A2 l)l/r2 Nf Nl, r,

1  E  E  j f ( k i ' fc2 )l All 1 / 2 \ A2 | l /2 (log2 \ A-\ ) l /2 - l / r i  (log2 |А2 і)1 / 2- 1/Г4 kieAi k,eA,
<

X

X

и
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< 9М j f  ||L2,r .

Взяв верхние точные грани по всем Ai и A2 из N, будем иметь

1

A IS  |л8*и>Р8 |A i|1 / 2 |A2 | 1 / 2 (log2 (|A i| +  1 ) ) 1 / 2- 1 / "i(log2 (|A 2 1 +  1) ) 1 / 2 1 /r2
AiCN, A*CN,

X E E  | f  (ki ,k 2 ) |<  9M I f  IIl*,, .
kiSAi k2SA2

□

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта N 1504/ГФ Ко
митета Науки МОН РК.
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Раджабов, академик НАН Украины А.М. Самойленко, академик НАН Уз
бекистана М.С. Салахитдинов, академик РАН И.А. Тайманов, академик 
РАН Л.Д. Фаддеев, академик РАН Б.Н.Четверушкин, член-корр. РАН 
С.С. Гончаров, член-корр. РАН С.И. Кабанихин, член-корр. НАН Бела
руси В.И. Корзюк, член-корр. АН Туркмении М.М. Мередов, профессо
ра Ф.А. Алиев, Г.В. Демиденко, Я. Краснов, А.И. Кожанов, Л. Макар- 
Лиманов, А.М. Нахушев, Феликс Ж . Садырбаев, Я.Т. Султанаев, С.С. 
Харибегашвили, А.А. Шкаликов.

Я зы ки конф еренции : русский, казахский, английский.
П убликации : планируется издание сборника тезисов к началу конфе

ренции.
Приглашаем Вас принять участие в работе конференции. Про

сим присылать заявку на участие и тезисы Вашего доклада по 
прилагаемой форме на электронный адрес Оргкомитета конференции 
conf.almaty.2015@math.kz, conf.almaty.2015@mail.ru до 1 апреля 2015 г.

Заявка на участие

1. фамилия, имя, отчество;
2. ученая степень, ученое звание;
3. место работы /  учебы;
4. адрес, электронная почта;
5. секция участия в конференции.
6. название доклада

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014- Том 14- № 4 (54)

mailto:conf.almaty.2015@math.kz
mailto:conf.almaty.2015@mail.ru


Математическая жизнь 99

Со всеми вопросами обращайтесь по тому же электронному адресу 
conf.almaty.2015@math.kz, conf.almaty.2015@mail.ru

Тезисы следует подготовить с использованием прилагаемого образца на 
русском языке (кодировка MS DOS ^ Б в б ^ л и  Windows (cp1251)) или на 
английском языке и представить в LaTeX и PDF форматах. Имена высыла
емых файлов (*.tex и *.pdf), касающихся Ваших тезисов, должны состоять 
из написанной латинскими буквами фамилии основного докладчика и его 
первого инициала (например, AkhmetovA.tex и AkhmetovA.pdf для тезисов 
А.Ахметова). В письме обязательно укажите название секции конферен
ции, на которой Вы планируете выступить с докладом. Организационный 
комитет рассмотрит все поступившие тезисы. Организационный комитет 
оставляет за собой право отклонять тезисы, не соответствующие тематике 
конференции или оформленные с нарушением требований. Оформление 
тезисов Тезисы должны быть подготовлены в LaTeX^. Объем не должен 
превышать 3-х страниц. Образец, согласно которому должны быть подго
товлены тезисы доклада, приводится ниже. Перед публикацией все тезисы 
проходят рецензирование.

Образец для тезисов

\documentclass[11pt]{article} / Международная научная конференция 
"/„"Актуальные проблемы математики и математического моделирования" 
\usepackage{amssymb,amsmath,amsthm} 
\usepackage[english,russian]{babel}
\usepackage[cp866]{inputenc}
\usepackage{graphicx}
\usepackage{amscd}
\usepackage{epsfig}

\textwidth=130mm \oddsidemargin=-3mm \evensidemargin=-1mm 
\textheight=170mm \topmargin=-7mm \headheight=0mm \hoffset=17.5mm 
\voffset=37mm 
\begin{document}
УДК
\begin{center}
{\bf Фамилия И.О.}\\
Полное название организации (страна, город)\\
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e-mail: электронный адрес почты {\bf Название}
\end{center}

Текст материалов

\smallskip
\centerline{\bf Литература}
\begin{enumerate}
\item{\it Фамилия 1 И.О., Фамилия 2 И.О.} Название книги. - Город: 
Изд-во, год. - Кол-во страниц~с.\\
\item {\it Фамилия1 И.О., Фамилия 2 И.О.} Название статьи // 
Название журнала.
- Год. -Т.~Номер тома, \Ыө~Номер журнала. -С.~.......
\end{enumerate}
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Х РО Н И К А

Н А Р Г О З Ы  Т У Р С Ы ІН Б А Е В И Ч  Д А Н А Е В

Математическая обществен
ность Казахстана понесла не
восполнимую потерю — на 
шестьдесят седьмом году жизни 
скончался член - корреспондент 
НАН РК, академик НИА РК, 
Лауреат Государственной премии 
РК, доктор физико - математи
ческих наук, профессор Наргозы 
Турсынбаевич Данаев.

Мы знали Наргозы Турсын- 
баевича как крупного ученого в 
области вычислительной матема
тики и информационных техно
логий. Его исследования по чис
ленным методам решения уравне
ний газовой динамики, уравнений 

Навье-Стокса для несжимаемой жидкости, математическому обоснованию 
устойчивости и сходимости разностных схем внесли существенный вклад 
в развитие вычислительной математики, математического моделирования 
многих физических процессов. Н.Т. Данаевым создан метод построения 
криволинейных сеток, сгущающихся в областях с большим градиентом ха
рактеристик течений, с помощью которого успешно решены многие задачи 
газо- и гидродинамики в сложных областях.

Н.Т. Данаев был прекрасным организатором науки в Казахстане. При 
его непосредственном участии был создан Научно-исследовательский ин
ститут математики и механики КазНУ им. аль-Фараби, директором ко
торого он был на протяжении многих лет. Он являлся сокоординатором



102 Наргозы Турсынбаевич Данаев

Международного комплексного интеграционного проекта Сибирского от
деления Российской Академии наук "Создание автоматизированных ал
горитмов и компьютерных программ построения адаптивных разностных 
сеток для расчетов прикладных задач".

Он автор более 200 научных работ и методических разработок, в том 
числе нескольких монографий. Под руководством профессора Н.Т. Дана- 
ева защищено много кандидатских и докторских диссертаций по вычис
лительной математике и математическому моделированию.

Н.Т. Данаев являлся членом Президиума и председателем Отделения 
вычислительных и информационных технологий НИА РК, Национально
го комитета по теоретической и прикладной механике РК, членом редкол
легии международного журнала "Вычислительные технологии"(Россия), 
председателем специализированного совета по защите докторских диссер
таций при КазНУ им. аль-Фараби.

За выдающие заслуги в развитии математической науки Н.Т. Данаев 
был удостоен звания лауреата Государственной премии РК в области нау
ки, техники и образования (совместно с Б.Т. Жумагуловым и Ш.С. Сма- 
гуловым), избран академиком Национальной инженерной академии РК, 
член-корреспондентом НАН РК, академиком Международной инженер
ной академии, удостоен почетного звания "Заслуженный деятель РК" , 
награжден нагрудными знаками МОН РК "За заслуги в развитии науки 
РК" , "Почетный работник образования РК" , "За вклад в развитие инже
нерного дела в Казахстане". Имел Благодарственные письма Президента 
Республики Казахстан, был обладателем Республиканского гранта и зва
ния "Лучший преподаватель вуза РК".

Светлая память о профессоре Наргозы Турсынбаевиче Данаеве — 
крупном ученом и педагоге, прекрасном организаторе и руководителе, на
всегда сохранится в сердцах его друзей, коллег, учеников.

Редакционная коллегия "Математического журнала"
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Правила "Математического журнала" для авторов статей

Общие положения
В "Математическом журнале" публикуются оригинальные статьи по 

основным разделам современной математики: теория функций, функцио
нальный анализ, обыкновенные дифференциальные уравнения, уравнения 
с частными производными, алгебра, математическая логика, теория чисел, 
геометрия, топология, теория вероятностей и математическая статисти
ка, вычислительная математика, математическая физика, математическое 
моделирование. Ж урнал выпускается ежеквартально, четыре номера со
ставляют том.

Статья должна быть написана на высоком научном уровне, содержать 
новые, четко сформулированные математические результаты и их дока
зательства. Во введении необходимо привести имеющиеся результаты по 
теме представленной работы, дать краткое содержание статьи и отразить 
актуальность, новизну полученных автором результатов.

Статьи журнала размещаются в свободном доступе на сайте 
www.math.kz Института математики и математического моделирования 
МОН РК, их реферируют НЦ НТИ (Казахстан), Zentralblatt Math (Гер
мания).

В "Математическом журнале" публикуются статьи объемом от 10 до 
25 журнальных страниц. Статьи объемом более 25 страниц публикуются 
по специальному решению редколлегии журнала. Принимаются статьи, 
написанные на казахском, русском и английском языках. Статьи рецензи
руются.

Требования к оформлению статей
1. Рукопись статьи должна быть подготовлена в издательской системе 
1АТЕХ-2е и представлена в виде двух твердых копий, а также в виде tex и 
pdf - файлов на любом электронном носителе или прислана по электронной 
почте zhurnal@math.kz, mat-zhurnal@mail.ru. Статья должна быть подпи
сана всеми авторами. Правила оформления рукописи и стилевые файлы 
можно найти на сайте Института математики и математического модели
рования МОН РК http://www .m ath.kz в разделе "Математический жур
нал".
2. В левом верхнем углу необходимо указать индекс УДК, далее инициалы

http://www.math.kz
mailto:zhurnal@math.kz
mailto:mat-zhurnal@mail.ru
http://www.math.kz


и фамилии авторов в алфавитном порядке, место работы с почтовыми ад
ресами, а также электронные адреса, заглавие статьи. На отдельном листе 
прилагаются название статьи, фамилии и инициалы авторов, ключевые 
слова, реферат на русском, английском и казахском (для авторов из Ка
захстана) языках и индекс Mathematics Subject Classification 2010. Реферат 
должен отражать содержание статьи. Также представляются сведения об 
авторах, место работы, почтовый адрес с индексом почтового отделения, 
номер телефона с указанием кода города, адрес электронной почты.
3. Список литературы составляется в порядке цитирования. Ссылки на 
неопубликованные работы, результаты которых используются в доказа
тельствах, не допускаются. Список литературы приводится в следующем 
виде:

Л и т е р а т у р а

1 Мынбаев К.Т., Отелбаев М.О. Весовые функциональные простран
ства и спектр дифференциальных операторов. — М.: Наука, 1988. — 288 c. 
(для монографий)

2 Женсыкбаев А.А. Моносплайны минимальной нормы и наилучшие 
квадратурные формулы / /  Успехи матем. наук. — 1981. — Т. 36, вып. (или 
№)4. — С. 107-159.

Рукописи, не удовлетворяющие перечисленным выше требованиям, 
возвращаются авторам на оформление, доработку. Редакция оставляет за 
собой право на отклонение статьи, если ее содержание не отвечает требо
ваниям журнала.
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