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[

· · ·

[
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(

f∗1,...,∗m(t1, ..., tm)
)θ1

t
θ1
q1

−1

1 dt1

]

θ2
θ1

· · ·

]
θm

θm−1

dtm
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θm
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8� q1 = ... = qm = θ1 = ... = θm = q � � � ÿ�����
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q,θ
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 / 
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‖f‖q =

[

∫ 2π

0
...

∫ 2π

0
|f(x1, ..., xm)|qdx1...dxm

]
1
q

.

◦
L∗

q,θ
(Im) � � � � 12�Wÿ	��� � ��ÿ��	 �%Cþ'��(�) ��* f ∈ L∗

q,θ
(Im)

�8
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∫

0

f (x) dxj = 0, ∀j = 1, ..., m.

� þ'��(�) � 4 f ∈ L1 (Im) = L (Im)
��
�����
�$�
8�	��ÿI4��3�'4 / � þ'���6�

∑

n∈Zm

an (f) ei〈n,x〉,

$ / � an(f) � ( �8� %�% � ) � ����� ! � þ'���6�2%Cþ'��(�) ����� � (���
���� � * ��� � $ � � � � ����� ��� � .ÿ�( � * ÿ � ÿ��6� � � {ei〈n,x〉}Zm , � Z
m � � � � ÿ�����
���ÿ���� � � � � ��( � � R

m ÿ3)��	� � ��� ÿ .������� !v�"� ( ��� � / � ��
��8
 �"�  ý � � � 1 ���
δs (f, x) =

∑

n∈ρ(s)

an (f) ei〈n,x〉,

$ / � 〈ȳ, x̄〉 =
m
∑

j=1
yjxj � sj = 1, 2, ...,

ρ(s̄) =
{

k = (k1, ..., km) ∈ Z
m : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , j = 1, ..., m

}

.

ýbþ�ÿ����
lmp ����� ����
 � 
8��� � � � ÿ	����
���ÿ���� � Rm ÿx� � � � � *

‖x̄‖lmp
= (

m
∑

j=1

|xj |
p)

1
p , 1 ≤ p < +∞,

‖x̄‖lmp
= max

j=1,...,m
|xj |, p = +∞

���������������������! ���" #&%�'�(���)Ø+.-�/	021¨3�5768/	021Û9 0 :=<�>�?



� )�����( � � � ��� * � !  � � � ����� � � � ( � ��(0��
.ÿWÿ � ��� � � � ÿ�����
���ÿ����6��# � ������)�
 �

� Bm
p � � / � � ��� � !k*�� 
��5� lmp � � ÿ	� � ��
�4 � � ÿ	��� /�� ��
��6�	����� � ÿ��6� {an}n∈Zm, ∈ lp ,

�Wÿ	� �

∥

∥{an}n∈Zm

∥

∥

lp
=











∞
∑

nm=−∞



...

[

∞
∑

n1=−∞

|an|
p1

]

p2
p1

...





pm
pm−1











1
pm

< +∞,

$ / � p = (p1, ..., pm) � 1 ≤ pj < +∞, j = 1, 2, ..., m.
S r̄

pH, S r̄
p,θB � � � � ÿ�����
���ÿ�����
�%Cþ'��(�) ��* ÿ /�� �"� � � ��þ'+-,2� * ÿ � � � 
���� � *&� � ��.� ��� ��/ � � * ÿ ��� ���6����ÿ����6����� �7� � ��� / �	����� !�� 0� 0¡ � ( � ����ÿ	( ��� < ¢9@ �5£  ¤3�� � 
�� ��.� !v� : < ¥8@X� $I�  �	� � ?> � A	ý M¤3 # � � � ��( � � !v���¦� M� �¡ � ( � ����ÿ�( ��� < §9@ � ÿWÿ	��� /�� ��
�� ��/ ��( � �"� � � � ) � .

� ��� � ����
���� � 12��� � � � ��� � ����� � � � � � ÿ�����
���ÿ�����
 ◦
S

r̄

p,θB �¨
�� � � � ��� � � � � �©� � � ÿ�����
���ÿ����6��# � ������)�
 ◦
L∗

p,θ
(Im)

��
.ÿWÿ � � ��� ��� 
���
9� ��.$ ��� � !k* (0��
.ÿWÿ
◦
S

r

p,θ,τB =

{

f ∈
◦

L∗
p,θ

(Im) : ‖f‖◦
S

r

p,θ,τ B
=

∥

∥

∥

∥

{

2〈s,r〉 ‖δs (f)‖∗
p,θ

}

s̄∈Z
m
+

∥

∥

∥

∥

lτ

≤ 1

}

,

$ / � p = (p1, ..., pm) � θ = (θ1, ..., θm) � τ = (τ1, ..., τm) � 1 < pj < ∞, 1 ≤
θj , τj < +∞, j = 1, ..., m.ýbþ�ÿ���� / 
����6��(�� � � γ̄ = (γ1, ..., γm), γj > 0, j = 1, ..., m  ý � � � 1 ���

Y m (γ, n) =
{

s = (s1, ..., sm) ∈ Z
m
+ : 〈x̄, γ̄〉 ≥ n

}

.���������
C(p, q, r, y) ����� ����
 �����ª� � � � 1 � �6�	����� ! ���6�	� ����� � ! � �9
�� � ÿz40, � � � �þ'(0
��9
���� !  «�Eÿ�( ��� (0
9 � 
���
 � ����� � � � � ����� ,2� $ � � � �'4 � ��
��	� ��� � ! �¬����
���� !  % � � � þ9��
9 � ��4 � � � � 1 � �6�	����� !  ��6�	� ����� � A(y), B(y)

�9
 ��� ÿ�� A (y) � B (y)
� ����
 � 
8��� � � � � ÿJþ',2�Jÿ����Hþ'+-� � � � � 1 � �6�	����� ! � ��� ÿ	��
 C1, C2

��
�( � � � � � � C1 ·
A (y) ≤ B (y) ≤ C2 · A (y) ýx� � �6� / � � � � ��� / �	����� � �v� � ��� * � � $ � � � � ����� � � � (�
 � ( � � � � !k* � ! �����6� / �	��� 
�  £®�  � �"� � � � !v� < � @X¯2°i± ù!ú�ù'²�ù�ûÞüÛù´³�µ-¶�·6¸�¹2º

W »½¼�¾�¿9ÀÂÁ ¸�¹3Ã ¿ ÃÅÄ�Æ ¾ Æ9Ç ¿ Ã ¿I¼ÉÈ�Ê�¿ ¸�¹ Ê Æ ¾ ¸�¹3Ã Á
X ËÍÌ�¿8ÎIÏ Æ�Ð�Ñ ¾�Á�Ò�¾�ÓPÒ5È�¿�È�ÁRÊ�Á�Ô'¾ Ñ�Õ ¼x¾�¿9ÀÂÁ ¸�¹3Ã�Æ W

Ã È�Ê�¿ ¸�¹ Ê Æ ¾ ¸�¹3Ã Á X Ör¿ Ä ¿�×Ø ¾ Æ Ô Æ Á ¹2¸IÙ λM (W, X) Ú3¿�È�Ê�Á�Ï8Á Ð'Ù Á ¹2¸IÙ�¸ ¿8Î Ð�Æ8¸ ¾�¿7ÛP¿IÊ�¼ ·�Ð Á
λM (W, X) = inf

A
sup
f∈W

‖f − Af‖X ,
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Ü � �� ( ��� ���

ÎIÏ8Á inf
Ä ÁRÊ�Á ¹2¸IÙ È�¿ Ã�¸ ÁR¼ÝÏ8Á�Ò ¸�¹3Ã�·6Þkß2Ñ ¼ Ã

X
Ð�Ñ ¾�Á�Ò�¾�Óà¼á¿�È�ÁRÊ Æ8¹ ¿zÊ Æ ¼ A â

Ê Æ Ø ¼�ÁRÊ�¾�¿ ¸�¹2º ¿ ÄIÐ�Æ8¸�¹2Ñ Ø ¾ Æ Ô0Á�¾ Ñ Ò Õ ¿ ¹ ¿IÊ�Ó Ç ¾�Á�È�Ê�Á Ã ÓPã Æ Á ¹ M Ë
� ��/ � � � ����� � � ÿ	��þ � 
8� / ��42(0��
.ÿWÿK
 � ����� ������
 W r

p
� � � þ�ÿ	� � � ��� r > (1/p−

1/q)+
� ���6�Wÿ�����
«ÿ	��� / þ'+-,3
�4 � )�����(0


λM (W r
p , Lq) � M

−r+( 1
p
− 1

q
)+

$ / � a+ = max{a, 0} Íä � � ÿ ��� ��� � � ��� � ��� ÿ	��þ � 
8� 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞
þ�ÿ��8
 .� � �8����� � �¬��
 ��� ��
9 å�  �  £®�  � �"� � � ��
 < � @X� 
 � ÿ	��þ � 
�4' 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 �

2 ≤ p < q ≤ ∞ æèçi � �¤ ÿ � 
�$ � � � ��
 < � @X� �  év�� 
 * � � � ��
 < Ü @X� � � � $ � � ����� � � ÿ	��þ � 
8� � )�����( � � � ��� * � !  � � � ����� � � � ( � � / ��4�(0��
.ÿWÿ � � � ��.
��� ������
 W r

p �8¡ � ( � ����ÿ�( � $ � Hr
p �8ê �Wÿ � ��
 Br

p,θ
� � ��þ ��� � � �  ¡3 £ � � ��40( � � < ë9@X�6ä-

�  � 
9������� <?>Kì0��>�>	@X�6�& �6¤ �9
�
�( <?>K�9@X���& � 6çi� � 
���+-( <?>K¢0��>�¥8@X�8� êx6ê 
��9
��� '
�� � �
<?>K§9@X

 ��4�(0��
.ÿWÿK
 ê �Wÿ � ��
 Br
p,θ �& � 'çi� � 
���+-( <?>K¢9@�/�� (�
��9
9��ÿ	��� / þ'+-,´þ'+Â�6� � ��� .� þ 

í ù�î ± ù�ïvð�³�µ <?>K¢9@ ¶�·6¸�¹2º 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q < p
p−1 = p′, 1 ≤ θ ≤ ∞,

r1 > 1/p ËkÌ�¿8ÎIÏ Æ

λM (Br
p,θ, Lq) � M

−
(

r1+ 1
2
− 1

p

)

(log M)
(ν−1)

(

r1−
1
p
+ 1

2

)

+(ν−1)( 1
2
− 1

θ
)+ .

ñ / �Wÿ�� � � / 
9������� *�� � � log M � � � $�
�� � % � ÿ � ÿ�� � ��
�� � � � �¬� � ��� ÿ	��

M > 0.

 ��4 / ��þ'$ �  ´����
 � ��� ��*�� 
���
 � ����� � � p, q � )�����( ��� � ��þ � ��� ! �8
�(�12� �& � 
çi� � 
���+-( � � <?>�¥8@Xò��	������
.ÿ�� � 40,2� * ÿ��8
���� � � ��
 * � � � )�����( � � � ��� * � � $ � � � � ����� � � � (�
5� !k� �
� � ��� / �	������� � $ � (0��
.ÿWÿK
 ◦

S
r

p,θ,τB
� � � � ÿ�����
���ÿ����6� L∗

q̄,θ̄
(Im).
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� )�����( � � � ��� * � !  � � � ����� � � � ( � ��(0��
.ÿWÿ � ��� � � � ÿ�����
���ÿ����6��# � ������)�
 ë

÷xó ° î"ï-îiô�ð�õLù'²cö�ûi÷´ù¦øàõLø�ù ±�ù ú�ù�ûÞüiú
� ��
 � 
9��
 � � � �6� / � � ����( � � � � ! � /�� � � ��� � �6�	����� ! � ����� ����
 � ��� � 4 � ��ÿ � � � ��.$�
��6�	����� ! �¨þ'���6���'1 / ��� � 4 ýbþ�ÿ����

s̄ ∈ Z
m
+
� =(ρ(s̄)) � � � � 1&�Wÿ���� � %Cþ'��(�) ��* � � / 
 f(x̄) =

∑

n∈ρ(s)

an̄ei〈n̄,x̄〉.

û¯ù�ïxïvð�³�µ äx �¬ � 
9������� <?>Kì0�P>�>	@RË ¶�·6¸�¹2º s̄ ∈ N
m â f ∈ =(ρ(s̄)) â Ms̄ ∈ Z+ â

Ms̄ ≤ 2〈s̄,1̄〉 =
∏m

j=1 2sj Ë2Ì�¿8ÎIÏ Æ È�Ê Ñ 1 < p, q < +∞
¸�·6ß Á ¸�¹7Ã�· Á ¹üÐ�Ñ ¾�Á�Ò�×

¾�ÓPÒ;¿�È�ÁXÊ Æ8¹ ¿IÊ ΛMs̄ : =(ρ(s̄)) → =(ρ(s̄)), Ê Æ Ø ¼�ÁRÊ�¾�¿ ¸�¹2º ¿ Ä	Ð�Æ8¸�¹2Ñ Ø ¾ Æ Ô0Á�¾ Ñ ÒÕ ¿ ¹ ¿IÊ�¿8ÎI¿3¾�Á�È�Ê�Á Ã ÓPã Æ Á ¹ Ms̄
Ñ�¹2Æ8Õ ¿�Ò�âpÔ ¹ ¿

‖f − ΛMs̄f‖q � λMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p , l2
〈s̄,1̄〉

q

)

2
〈s̄,1̄〉( 1

p
− 1

q
)
‖f‖p.

í ù�î ± ù�ïvð´ýþµ év � � ��þ�ÿ�( � � <?> � �=> � @X ¶�·6¸�¹2º M < m â 1 ≤ p < 2 ≤ q < +∞,
1/p + 1/q ≥ 1. Ì�¿8ÎIÏ Æ

λM

(

Bm
p , lmq

)

� max
{

m
1
p
− 1

q , min
{

1, m
1
q M− 1

2

}

√

1 −
M

m

}

.

�;ÿ	��þ � 
8� p = 1, q > 2
þ'���6���'1 / ��� � ���6� � ��� �"! � ÿ	��� / þ6��� � �������Wþ9���9��
��8
 êx � ÿ�
 �&� ��
 <?> Ü @Xí ù�î ± ù�ïvð��2µ ä- �  � 
9������� <?>Kì9@X���Á	ÀåÏ · È�Ê�¿ ¸�¹ Ê Æ ¾ ¸�¹3Ã ¿	¼ ¹ Ê Ñ ÎI¿�¾�¿I¼�Á ¹ Ê Ñ Ô0Á�×¸�Õ6Ñ0Ç È�¿ Ð�Ñ ¾�¿I¼�¿ Ã7Ã�Ñ Ï Æ

f(t̄) =
∑

k∈ρ(s)

cke
i〈k,x〉

Ñ È�Ê�¿ ¸�¹ Ê Æ ¾ ¸�¹3Ã ¿I¼ R2〈s̄,1̄〉 ¸�·6ß Á ¸�¹3Ã�· Á ¹�Ñ Ø ¿I¼�¿IÊ0Û Ñ Ø ¼xâ ¸ ¿�È�¿ ¸�¹2Æ�Ã�Ð'Ù�Þkß2Ñ Ò7Û · ¾ Õ ×� Ñ�Ñ f
Ã Á Õ6¹ ¿IÊ δs̄f

j =
{

fn(τ̄j)
}

∈ R2〈s̄,1̄〉
,

fn̄(t̄) =
∑

signkl=signnl

cke
i〈k,x〉, ; l = 1, ..., m,

τ̄j = (π22−s1j1, ..., π22−smjm), ji = 1, ..., 2si−1 Ñ È�Ê Ñ��9¹ ¿	¼ Ñ ¼�Á�Á ¹ ¼�Á ¸�¹ ¿¸ ¿�¿ ¹ ¾�¿�ã3Á�¾ Ñ Á

‖δs̄(f)‖p �
{

2−〈s̄,1̄〉
2〈s̄,1̄〉
∑

j=1

|δs̄f
j |p
}

1
p
, p ∈ (1, +∞).
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>Kì � �� ( ��� ���

í ù�î ± ù�ïvð ÷2µi: <?>Kë9@BA	 ¶�·6¸�¹3º 1 ≤ pj < qj < +∞, 1 ≤ θ
(1)
j , θ

(2)
j < +∞. � ¸mÐ�Ñ

f ∈
◦
L

∗

p̄,θ̄(1)(Im)
Ñ Ã Á Ð�Ñ Ô Ñ ¾ Æ

σ(f) ≡

{

∞
∑

sm=1

2smθ
(2)
m ( 1

pm
− 1

qm
)
[

· · ·

[ ∞
∑

s1=1

2
s1θ

(2)
1 ( 1

p1
− 1

q1
)
×

×
(

‖δs̄(f)‖p̄,θ̄(1)

)θ
(2)
1

]

θ
(2)
2

θ
(2)
1 · · ·

]

θ
(2)
m

θ
(2)
m−1

}
1

θ
(2)
m

Õ ¿�¾�Á�Ô'¾ Æ â ¹ ¿7Û · ¾ Õ � Ñ'Ù f ∈
◦
L

∗

q̄,θ̄(2)(Im)
Ñ�Ñ ¼�Á�Á ¹ ¼�Á ¸�¹ ¿2¾�ÁRÊ Æ�Ã Á	¾ ¸�¹3Ã ¿

‖f‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C(p̄, q̄, θ̄) · σ(f).

û²ù�ïxïvð	�Uµ&:�ÿ � p< ��ì9@BA	 ¶�·6¸�¹2º Ï Æ ¾�Ó�Ô Ñ�¸MÐ ¿ α ∈ (0, +∞)
Ñ

γ = (γ1, ..., γm) â
γ

′
=
(

γ
′

1, ..., γ
′

m

)

, θ = (θ1, ..., θm) , θj ∈ [1, +∞), j = 1, ..., m, 1 = γ1 =

... = γν < γν+1 ≤ ... ≤ γm, 1 = γ
′

j = γj , j = 1, ..., ν
Ñ

1 = γ
′

j < γj ,
j = ν + 1, ..., m. Ì�¿8ÎIÏ Æ7Ñ ¼�Á�Á ¹ ¼�Á ¸�¹ ¿ ¸ ¿�¿ ¹ ¾�¿�ã3Á�¾ Ñ Á

∥

∥

∥

∥

{

2−α〈s,γ〉
}

s∈Y m(γ
′
,n)

∥

∥

∥

∥

l
θ

� 2−nαn

ν
∑

j=2

1
θj

.

¯ ó ûiîÞø�ûi÷´ù ± ù�
�ø0²pö�õ�ð�õ�÷
í ù�î ± ù�ïvð��Uµx¶�·6¸�¹2º

θ̄(1) = (θ
(1)
1 , ..., θ

(1)
m ), θ̄(2) = (θ

(2)
1 , ..., θ

(2)
m ), 1 < pj ≤

2 < qj < +∞, p
′

j =
pj

pj−1 , 1 < θ
(1)
j , θ

(2)
j < +∞, 1 ≤ τj ≤ ∞,

j = 1, ...m
Ñ

max
j

qj < min
j

pj

pj−1 ,

0 < r1+
1

q1
−

1

p1
= ... = rν+

1

qν
−

1

pν
< rν+1+

1

qν+1
−

1

pν+1
≤ ... ≤ rm+

1

qm
−

1

pmÑ
(r1 −

1
p1

) 1
qj

≤ (rj −
1
pj

) 1
q1

, j = 1, ...m. Ì�¿8ÎIÏ Æ

λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤CM
−
(

r1+ 1
2
− 1

p1

)

(log M)
(ν−1)

(

r1−
1

p1
+ 1

2

)

+
ν
∑

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

+ .
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� )�����( � � � ��� * � !  � � � ����� � � � ( � ��(0��
.ÿWÿ � �7� � � � ÿ�����
���ÿ����6��# � ������)�
 >�>

 ¿ Õ6Æ Ø Æ8¹ Á Ð�º6¸�¹3Ã ¿6Ë �Í�6� / � � ����� ����
 � ��� � � γj =
rj+

1
qj

− 1
pj

r1+ 1
q1

− 1
p1

, j = 1, ..., m. £ � $ / 

γ1 = ... = γν < γν+1 ≤ ... ≤ γm.

�®��(�� � ��þ γ = (γ1, ..., γm)
ÿ � � � ÿ��8
�� ����6�	(�� � � γ

′
= (γ

′

1, ..., γ
′

m)
��
�( ��� ��� ��
�� � ��� γ

′

j = γj / ��4 j = 1, ..., ν � γ
′

j < γj� � � j = ν + 1, ..., m.ýbþ�ÿ����
f ∈ Sr

p̄,θ̄(1),τ
B.

ý � � � 1 ��� q0 = max
j

qj .
£ � $ / 
 qj ≤ q0, j = 1, ..., m.

ý �8� � � � þ Lq0(I
m) ⊂ L∗

q̄,θ̄(2)(I
m) � ‖f‖∗

q̄,θ̄(2) ≤ ‖f‖q0 .
£ 
�(�(0
�( pj < q0, rj >

1
pj

> 1
pj

− 1
q0

, j = 1, ...m,
� � Sr

p,θ
(1)

,τ
B ⊂ Lq0(I

m)  � ��� /�� ��
��6�	����� ���P/ ��4��+ ��� * %Cþ'��(�) ��� f ∈ Sr

p,θ
(1)

,τ
B
�6����� � ������
��6����ÿ���� �

‖f‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ ‖f‖q0 .

 ��4 ��
��Hþ'��
9����� � $ � ��� ÿ	��
 M
� ! � ����� � ��� ÿ	� � n ∈ N

�8
�( � � � � � � M �
2nnν−1 � / ��4þ(�
�1 /�� $ � s̄ ∈ Z

m
+
� � ÿ��8
�� ��� �Pÿ ��� ���6����ÿ���� � � ��� ÿ	� �

Ms̄ = {2〈s̄,1̄〉,
�Wÿ	� � 〈s̄, γ̄′〉 ≤ n,

2n+α(n−〈s̄,γ̄〉),
�Wÿ	� � 〈s̄, γ̄′〉 > n, },$ / � α � ����( � � � � � � � � � � 1 � �6�	����� � � ��� ÿ	� ��� ( � � � � � � � þ / ����� ! � ��
�� � � � � � )��WÿWÿ��

/�� (0
��9
��6�	����ÿ����'
 � [a] � )��	��
�4 � 
.ÿ���� ��� ÿI�U
 a ýx� ��� ����4042������
��6����ÿ���� � ‖f‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ ‖f‖q0

(7%Cþ'��(�) ��� f−ΛMf ∈ Lq0(I
m)��� � �����Wþ�4�ÿ����6� � ��� � � * # � ���9�����Hþ / 
 � ý � � � � � � � ÿ�����
���ÿ����6�&#�� � ��$�
 Lq0(I
m):�ÿ � �< �9@X� $I� �>�� � ?>� §0 �6A	��� þ / � �½��� �����

‖f − ΛMf‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ ‖f − ΛMf‖q0 ≤

≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

〈s̄,γ
′
〉>n

|δs̄ (f) − ΛMs̄δs̄ (f) |2
)

1
2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

q0

. (1)

£ 
�(Å(0
�( 2 < q0,
� � � ÿ � ��þ ������
��6����ÿ�����
 � � ��( � ��ÿ�( � $ � � ��� �P�"! > � � (1)� � ��þ �����

‖f − ΛMf‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C

(

∑

〈s̄,γ
′
〉>n

‖δs̄ (f) − ΛMs̄δs̄ (f) ‖2
q0

)
1
2
≤ (2)
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≤ C
(

∑

〈s̄,γ
′
〉>n

λ2
Ms̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0
, l2

〈s̄,1̄〉

q0

)

2
2〈s̄,1̄〉( 1

p0
− 1

q0
)
‖δs̄ (f) ‖2

p0

)
1
2
,

$ / � p0 = max
j

{pj}.
£ 
�(Å(0
�( � � þ�ÿ	� � � � +á�6� � ��� �"! max

j
qj < min

j
{p

′

j},
� �

q0 < p
′

0 ⇔ 1
p0

+ 1
q0

≥ 1.
ý �8� � � � þ�ÿ � $I��
.ÿ�� � �6� � ��� � � � ��� ��� �

λMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0
, l2

〈s̄,1̄〉

q0

)

≤ C2
〈s̄,1̄〉 1

q0 M
− 1

2
s̄ . (3)

£ � � ����� � ��������
��6����ÿ���� (2), (3) � � ��þ �����

‖f − ΛMf‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C

(

∑

〈s̄,γ
′
〉>n

2
〈s̄,1̄〉 2

q0 M−1
s̄ 2

2〈s̄,1̄〉( 1
p0

− 1
q0

)
‖δs̄ (f) ‖2

p0

)
1
2

=

= C
(

∑

〈s̄,γ′ 〉>n

2
〈s̄,1̄〉 2

p0 M−1
s̄ ‖δs̄ (f) ‖2

p0

)
1
2
. (4)

£ 
�(7(0
�( pj ≤ p0, j = 1, ..., m � � � � � ��� ����4043������
��6����ÿ���� � ��
���� !  � ����� � ( :�ÿ � 
< �0>	@BA � � (4) ��� ��� �

‖f − ΛMf‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C

(

∑

〈s̄,γ
′
〉>n

2
〈s̄,1̄〉 2

p0 M−1
s̄ 2

2
m
∑

j=1
sj(

1
pj

− 1
p0

)

(‖δs̄ (f) ‖∗
p̄,θ̄(1))

2
)

1
2

=

= C
(

∑

〈s̄,γ
′
〉>n

M−1
s̄ 2

2
m
∑

j=1

sj

pj
(‖δs̄ (f) ‖∗

p̄,θ̄(1))
2
)

1
2
.

£ 
�( ��� ��� ��
�� � � �

‖f − ΛMf‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C

(

∑

〈s̄,γ
′
〉>n

M−1
s̄ 2

2
m
∑

j=1

sj

pj
(‖δs̄ (f) ‖∗

p̄,θ̄(1))
2
)

1
2

= J1 (5)

/ ��4���+ ��� * %Cþ'��(�) ��� f ∈ Sr

p,θ
(1)

,τ
B 

���������������������! ���" #&%�'�(���)Ø+.-�/	021¨3�5768/	021Û9 0 :=<�>�?
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.ÿWÿ � �7� � � � ÿ�����
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� ��� � ! ��
�4;����
 � ��� � 4 ��� ÿ��	� Ms̄ = [2n+α(n−〈s̄,γ̄〉)] / ��4 〈s̄, γ̄′〉 > n � þ / � ���� �����
J1 = C

(

∑

〈s̄,γ
′
〉>n

M−1
s̄ 2

2
m
∑

j=1

sj

pj
(‖δs̄ (f) ‖∗

p̄,θ̄(1))
2
)

1
2
≤ (6)

≤ C
(

∑

〈s̄,γ
′
〉>n

2−(n+α(n−〈s̄,γ̄〉))2
2

m
∑

j=1

sj

pj
(‖δs̄ (f) ‖∗

p̄,θ̄(1))
2
)

1
2

=

= C2−
n
2
−nα

2

(

∑

〈s̄,γ
′
〉>n

2
2( α

2
〈s̄,γ̄〉+

m
∑

j=1

sj

pj
−

m
∑

j=1
sjrj)

(2〈s̄,r̄〉‖δs̄ (f) ‖∗
p̄,θ̄(1))

2
)

1
2
.

�c�6� / � � ����� ����
 � ��� � � βj =
rj−

1
pj

r1−
1

p1

, j = 1, ..., m. £ � $ / 


m
∑

j=1

sjrj −

m
∑

j=1

sj

pj
= (r1 −

1

p1
)

m
∑

j=1

sjβj .

£ 
�(�(0
�( � � þ�ÿ	� � � � +��6� � ��� �"! (r1 −
1
p1

) 1
qj

≤ (rj −
1
pj

) 1
q1

, j = 1, ...m,
� �

γj ≤ βj , j = 1, ..., m.
ñ ��
 ��� � m

∑

j=1
sjβj ≥

m
∑

j=1
sjγj = 〈s̄, γ̄〉  ý �8� � � � þ

J2 =
(

∑

〈s̄,γ
′
〉>n

2
2( α

2
〈s̄,γ̄〉+

m
∑

j=1

sj

pj
−

m
∑

j=1
sjrj)

(2〈s̄,r̄〉‖δs̄ (f) ‖∗
p̄,θ̄(1))

2
)

1
2
≤ (7)

≤
(

∑

〈s̄,γ
′
〉>n

2
−2(−α

2
〈s̄,γ̄〉+(r1−

1
p1

)〈s̄,γ̄〉)
(2〈s̄,r̄〉‖δs̄ (f) ‖∗

p̄,θ̄(1))
2
)

1
2
.

ýNþ�ÿ����
1 ≤ τj ≤ 2, j = 1, ..., m.

� ! � ����� �´� � � � 1 � �6�	����� � � ��� ÿ	� � α,
þ /�� �8��� .��� � ��40+-,2���3������
��6����ÿ����Hþ r1 − − 1

p1
− α

2 > 0. £ � $ / 
 � � � ��� ����404¦������
��6����ÿ���� �� ����ÿ�����
�:�ÿ � =< �9@X� $z�  ¢0� �  ¢0 ¢6A	� � ��:^� A � � ��þ �����

J2 ≤ C2
−n(r1−

1
p1

−α
2
)
(

∑

〈s̄,γ
′
〉>n

(2〈s̄,r̄〉‖δs̄ (f) ‖∗
p̄,θ̄(1))

2
)

1
2
≤
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≤ C2
−n(r1−

1
p1

−α
2
)
∥

∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉‖δs̄ (f) ‖∗
p̄,θ̄(1)

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

∥

τ̄
.

ý �8� � � � þ � ��������
��6����ÿ�����
 (6)
ÿ	��� / þ���� � � � �

J1 ≤ C2
−n(r1+ 1

2
− 1

p1
)
∥

∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉‖δs̄ (f) ‖∗
p̄,θ̄(1)

}

s̄∈Z
m
+

∥

∥

∥

τ̄
(8)

�Pÿ	��þ � 
8� 1 ≤ τj ≤ 2, j = 1, ..., m.£ � � ����� � � (5) � (8) ��� ��� �

‖f − ΛMf‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C2

−n(r1+ 1
2
− 1

p1
)

/ ��4���+ ��� * %Cþ'��(�) ��� f ∈ S r̄
p̄,θ̄(1),τ̄

B
��ÿ	��þ � 
8� 1 ≤ τj ≤ 2, j = 1, ..., m. � ��� .

/�� ��
��6�	����� ���

λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤C2
−n(r1+

1
2
− 1

p1
)
� CM

−
(

r1+ 1
2
−1

p1

)

(log M)
(ν−1)

(

r1−
1

p1
+ 1

2

)

(9)�Pÿ	��þ � 
8� 1 ≤ τj ≤ 2, j = 1, ..., m.ýbþ�ÿ����
2 < τj < +∞, j = 1, ..., m. £ � $ / 
 � � � ��� ����404�������
��6����ÿ���� � � �	��� / � .��


(βj =
τj

2 > 1, j = 1, ..., m), � � (7) � � ��þ �����

J2 ≤
∥

∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉‖δs̄ (f) ‖∗
p̄,θ̄(1)

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

∥

τ̄

∥

∥

∥

{

2
−(r1−

1
p1

−α
2
)〈s̄,γ̄〉

}

〈s̄,γ
′
〉>n

∥

∥

∥

ε̄
, (10)

$ / � ε̄ = (ε1, ..., εm), εj =
2βj

βj−1 , j = 1, ..., m. £ 
�( (0
�( � � � ! ��� ��þ ��� ÿ	��
 α

r1 −
1
p1

− α
2 > 0,

� � � � ��� �P� � � ��� ��� �

∥

∥

∥

{

2
−(r1−

1
p1

−α
2
)〈s̄,γ̄〉

}

〈s̄,γ
′
〉>n

∥

∥

∥

ε̄
≤ C2

−n(r1−
1

p1
−α

2
)
n

ν
∑

j=2

1
εj

.

ý �8� � � � þ¨þ ��� � ! ��
�4 � � � � 1
εj

= 1
2−

1
τj

, j = 1, ..., m, � �®% � � � þ9� ! (10) � � ��þ �����

J2 ≤ C2
−n(r1−

1
p1

−α
2
)
n

ν
∑

j=2
( 1
2
− 1

τj
)∥
∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉‖δs̄ (f) ‖∗
p̄,θ̄(1)

}

s̄∈Z
m
+

∥

∥

∥

τ̄
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�Pÿ	��þ � 
8� 2 < τj < +, j = 1, ..., m.
ý �8� � � � þ � ��: � A � � ��þ �����

J1 ≤ C2−
n
2
−nα

2 2
−n(r1−

1
p1

−α
2
)
n

ν
∑

j=2
( 1
2
− 1

τj
)∥
∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉‖δs̄ (f) ‖∗
p̄,θ̄(1)

}

s̄∈Z
m
+

∥

∥

∥

τ̄

�Pÿ	��þ � 
8� 2 < τj < +∞, j = 1, ..., m. � ��� /�� ��
��6�	����� ��� � ��: §6A®� þ / � �¬��� �����

‖f − ΛMf‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C2

−n(r1+ 1
2
− 1

p1
)
n

ν
∑

j=2
( 1
2
− 1

τj
)∥
∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉‖δs̄ (f) ‖∗
p̄,θ̄(1)

}

s̄∈Z
m
+

∥

∥

∥

τ̄

/ ��4´��+ ��� * %Cþ'��(�) ��� f ∈ S r̄
p̄,θ̄(1),τ̄

B
� ÿ	��þ � 
8� 2 < τj < +, j = 1, ..., m.ý �8� � � � þ

λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤ 2
−n(r1+ 1

2
− 1

p1
)
n

ν
∑

j=2
( 1
2
− 1

τj
)

�

� M
−
(

r1+ 1
2
− 1

p1

)

(log M)
(ν−1)

(

r1−
1

p1
+ 1

2

)

+
ν
∑

j=2

(

1
2
− 1

τj

)

(11)
ÿI��þ � 
8� 2 < τj < +∞, j = 1, ..., m. £ � � ��� � 
 /�� (�
��9
���
 
í ù�î ± ù�ïvð	��µx¶�·6¸�¹2º

r1 = ...rν < rν+1 ≤ ... ≤ rm, 1 < pj ≤ 2, p
′

j =
pj

pj−1 , max
j

p
′

j < min
j

qj , 1 < θ
(1)
j , θ

(2)
j , 1 ≤ τj ≤ ∞, rj > 1 − 1

qj
,

j = 1, ...m ËkÌ�¿8ÎIÏ Æ
� Ë λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤ CM
−(r1+

1
q1

− 1
2
)
(log M)

(ν−1)(r1+ 1
q1

− 1
2
) Ã ¸MÐ�· ×

Ô Æ Á τj ≤ θj < +∞, j = 1, ..., m,
Ñ

2. λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤ CM
−(r1+

1
q1

− 1
2
)
(log M)

(ν−1)(r1+ 1
q1

− 1
2
)+

ν
∑

j=2
( 1

θj
− 1

τj
)

Ã3¸MÐ�· Ô Æ Á θj < τj ≤ +∞, j = 1, ..., m Ë
 ¿ Õ6Æ Ø Æ8¹ Á Ð�º6¸�¹3Ã ¿6Ë ýbþ�ÿ���� f ∈ Sr

p,θ
(1)

,τ
B. £ 
�(½(0
�( rj > 1 − 1

qj
> 1

pj
− 1

qj
,

j = 1, ..., m � � � ◦
S

r

p,θ,τB ⊂ L∗
q̄,θ̄(2) .

ý � � � 1 ��� p0 = min
j

{pj}.
£ � $ / 
 p

′

0 =
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min
j

{p
′

j}.
ý � þ�ÿ	� � � � +��6� � ��� �"! max

j
{p

′

j} < min
j

{qj}.
ý �8� � � � þ p

′

0 < qj , j =

1, ..., m.
� ÿ � ��þ � � $ ��� � � � p0 ≤ pj , j = 1, ..., m,

ÿ � ��
��6� / � � � � ��(0��+ � ��� � �
L∗

q̄,θ̄(2)(I
m) ⊂ Lp0(I

m).
ý � � ��� / � � � � 1&��� � + f ∈ Sr

p,θ
(1)

,τ
B. � ��� /�� ��
��6�	����� �

f ∈ Lp0(I
m).

ý � þ�ÿ	� � � � +á�6� � ��� �"! p
′

j < qj , rj > 1 − 1
qj

, j = 1, ..., m.
ý �8� � � � þ rj > 1

pj
− 1

qj
> 1

pj
− 1

p
′
j

> 1
pj

− 1

p
′
0

, j = 1, ..., m. � ��� /�� ��
��6�	����� ���
� � �6� � ��� � �5�¶ÿ � ��
��6� / � � � � ��(0��+ � ��� � � ◦

S
r

p,θ
(1)

,τB ⊂ L
p
′
0
(Im).

ý �8� � � � þ � ��6� � ��� � ���

‖f‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥







m
∏

j=1

2
sj

(

1

p
′
0

− 1
qj

)

‖δs(f)‖
p
′
0







s̄∈Z
m
+

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

.

ä � � ������
��6����ÿ���� � � � ��� ����4�� � (�%Cþ'��(�) ��� f − ΛMf ∈ L
p
′
0
(Im). £ � $ / 


‖f − ΛMf‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥







m
∏

j=1

2
sj

(

1

p
′
0

− 1
qj

)

‖δs(f) − ΛMs̄δs(f)‖
p
′
0







〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

.

(12)
 
9����� � � � �����Wþ64�ÿ��3��� �P� � * > � � � q = p

′

0,
��� ��� �

‖δs(f) − ΛMs̄δs(f)‖
p
′
0
≤ CλMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0
, l2

〈s̄,1̄〉

p
′
0

)

m
∏

j=1

2
sj(

1
p0

− 1

p
′
0

)
‖δs̄(f)‖p0

.

ý �8� � � � þ � ��������
��6����ÿ�����
�: >K�6A � � ��þ �����
‖f − ΛMf‖∗

q̄,θ̄(2) ≤

≤C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥







m
∏

j=1

2
sj

(

1

p
′
0

− 1
qj

)

λMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0
, l2

〈s̄,1̄〉

p
′
0

)

m
∏

j=1

2
sj(

1
p0

− 1

p
′
0

)
‖δs(f)‖p0







〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

=

= C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥







m
∏

j=1

2
sj

(

1
p0

− 1
qj

)

λMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0
, l2

〈s̄,1̄〉

p
′
0

)

‖δs(f)‖p0







〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

.
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� )�����( � � � ��� * � !  � � � ����� � � � ( � ��(0��
.ÿWÿ � �7� � � � ÿ�����
���ÿ����6��# � ������)�
 > �

£ � � ����� � � ��� ����404��6� � ��� � þ � � � � q = p
′

0,
� � ��þ �����

‖f − ΛMf‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥







m
∏

j=1

2
sj

(

1
p0

− 1
qj

)

2
〈s̄,1̄〉 1

p
′
0 M

− 1
2

s̄ ‖δs(f)‖p0







〈s̄,γ̄′ 〉≥n

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

=

= C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥







m
∏

j=1

2
sj

(

1− 1
qj

)

M
− 1

2
s̄ ‖δs(f)‖p0







〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

. (13)

£ 
�(�(0
�( p0 ≤ pj , j = 1, ..., m,
� �

‖δs(f)‖p0
≤ C ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1) .

ý �8� � � � þ � ��: >K¢6A ÿ	��� / þ���� � � � �

‖f − ΛMf‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥







m
∏

j=1

2
sj

(

1− 1
qj

)

M
− 1

2
s̄ ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)







〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

. (14)

£ � � ����� � �K/ ÿ��8
��8��404�����
 � ��� � 4 Ms̄, � þ / � �¬��� �����
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥







m
∏

j=1

2
sj

(

1− 1
qj

)

M
− 1

2
s̄ ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)







〈s̄,γ̄′ 〉≥n

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

≤ (15)

≤ 2−
n
2
−nα

2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥







m
∏

j=1

2
sj

(

1− 1
qj

)

2−
α
2
〈s̄,γ̄〉 ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)







〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

=

= 2−
n
2
−nα

2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥







m
∏

j=1

2
sj

(

1− 1
qj

)

2−
α
2
〈s̄,γ̄〉2−〈s̄,r̄〉2〈s̄,r̄〉 ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)







〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

.
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> Ü � �� ( ��� ���

£ 
�(�(�
�( � � þ�ÿI� � � � +��6� � ��� �"! r1(1 − 1
qj

) < rj(1 − 1
q1

), j = 1, ..., m,
� � γj =

rj+
1
qj

−1)

r1+ 1
q1

−1
. £ � $ / 


m
∏

j=1

2
sj

(

1− 1
qj

)

2−〈s̄,r̄〉 = 2
−(r1+ 1

q1
−1)

m
∑

j=1
sj

rj+ 1
qj

−1)

r1+ 1
q1

−1
≤ 2

−(r1+ 1
q1

−1)〈s̄,γ̄〉
.

ý �8� � � � þ � �Wÿ	� � r1 + 1
q1

− 1 − α
2 > 0,

� � þ ��� � ! ��
�4 γ
′

j ≤ γj , j = 1, ..., m,� � ��þ �����
∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥







m
∏

j=1

2
sj

(

1− 1
qj

)

2
α
2
〈s̄,γ̄〉2−〈s̄,r̄〉2〈s̄,r̄〉 ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)







〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

≤

≤

∥

∥

∥

∥

{

2
α
2
〈s̄,γ̄〉2

−(r1+
1
q1

−1)〈s̄,γ̄〉
2〈s̄,r̄〉 ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)

}

〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

=

=

∥

∥

∥

∥

{

2
−(r1+

1
q1

−1−α
2
)〈s̄,γ̄〉

2〈s̄,r̄〉 ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)

}

〈s̄,γ̄′ 〉≥n

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

≤

≤ 2
−n(r1+

1
q1

−1−α
2
)
∥

∥

∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉 ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)

}

〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

. (16)

¤ ��������
��6����ÿ���� : >�¥'A	� : >K§6A	� : > � A ÿ	��� / þ���� � � � �

‖f−ΛMf‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C2−

n
2
−nα

2 2
−n(r1+ 1

q1
−1−α

2
)
∥

∥

∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉 ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)

}

〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

=

(17)

= C2
−n(r1+

1
q1

−1− 1
2
)
∥

∥

∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉 ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)

}

〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

/ ��47��+ ��� * %Cþ'��(�) ��� f ∈ Sr

p,θ
(1)

,τ
B � � � þ�ÿ	� � � ��� r1(1−

1
qj

) < rj(1−
1
q1

), j =

1, ..., m.
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� )�����( � � � ��� * � !  � � � ����� � � � ( � ��(0��
.ÿWÿ � �7� � � � ÿ�����
���ÿ����6��# � ������)�
 >Kë

ýbþ�ÿ����
τj ≤ θj , j = 1, ..., m. £ � $ / 
 � � � ��� ����404�������
��6����ÿ���� � � ����ÿ�����
�:�ÿ � 

< �9@X� $I�  ¢0� �  ¢0 ¢6A	� � � ��þ �����
∥

∥

∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉 ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)

}

〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

≤

∥

∥

∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉 ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)

}

s̄∈Z
m
+

∥

∥

∥

∥

lτ̄

.

ý �8� � � � þ � ��: > � A ÿ	��� / þ����

‖f − ΛMf‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C2

−n(r1+
1
q1

− 1
2
)

/ ��4ª��+ ��� * %Cþ'��(�) ��� f ∈ Sr

p,θ
(1)

,τ
B

�;ÿ	��þ � 
8� τj ≤ θj , j = 1, ..., m � � �
þ�ÿ	� � � ��� r1(1 − 1

qj
) < rj(1 − 1

q1
), j = 1, ..., m. � ��� /�� ��
��6�	����� ���

λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤

≤ C2
−n(r1+ 1

q1
− 1

2
)
� M

−(r1+
1
q1

− 1
2
)
(log M)

(ν−1)(r1+
1
q1

− 1
2
)

(18)� ÿ	��þ � 
8� τj ≤ θj , j = 1, ..., m, � � � þ�ÿ	� � � ��� r1(1 − 1
qj

) < rj(1 − 1
q1

), j =
1, ..., m.

é ÿ	� � θj < τj , j = 1, ..., m,
� ��� � � ��� ����4042������
��6����ÿ���� � � �	��� / ����
 � � � ��þ �����

∥

∥

∥

∥

{

2
−(r1+ 1

q1
−1−α

2
)〈s̄,γ̄〉

2〈s̄,r̄〉 ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)

}

〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

≤

≤

∥

∥

∥

∥

{

2〈s̄,r̄〉 ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)

}

〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

lτ̄

∥

∥

∥

∥

{

2
−(r1+ 1

q1
−1−α

2
)〈s̄,γ̄〉

}

〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

lε̄

, (19)

$ / � ε̄ = (ε1, ..., εm), 1
εj

= 1
θj

− 1
τj

= 1, j = 1, ..., m.£ 
�(�(�
�( r1 + 1
q1

− 1 − α
2 > 0,

� � � � �����Wþ64�ÿ��3��� �P� � * �0��� þ / � �½��� �����
∥

∥

∥

∥

{

2
−(r1+ 1

q1
−1−α

2
)〈s̄,γ̄〉

}

〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

lε̄

≤ C2
−n(r1+

1
q1

−1−α
2
)
n

ν
∑

j=2

1
εj

=

= C2
−n(r1+ 1

q1
−1−α

2
)
n

ν
∑

j=2
( 1

θj
− 1

τj
)

(20)
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��ì � �� ( ��� ���

� � � þ�ÿ	� � � ��� r1(1 − 1
qj

) < rj(1 − 1
q1

), j = 1, ..., m. ¤ �2������
��6����ÿ���� : >Kë6A	� : ��ì6Aÿ	��� / þ6��� � � � �
∥

∥

∥

∥

{

2
−(r1+

1
q1

−1−α
2
)〈s̄,γ̄〉

2〈s̄,r̄〉 ‖δs(f)‖∗p̄,θ̄(1)

}

〈s̄,γ̄
′
〉≥n

∥

∥

∥

∥

l
θ̄(2)

≤

≤ C2
−n(r1+ 1

q1
−1−α

2
)
n

ν
∑

j=2
( 1

θj
− 1

τj
)

(21)
� ÿ	��þ � 
8� θ

(2)
j ≤ τj , j = 1, ..., m, � � � þ�ÿ	� � � ��� r1(1 − 1

qj
) < rj(1 − 1

q1
), j =

1, ..., m.£ � � ����� � ��������
��6����ÿ���� : >�¥'A	� : >K§6A	� : �0>9A � � ��þ �����

‖f − ΛMf‖∗
q̄,θ̄(2) ≤ C2−

n
2
−nα

2 2
−n(r1+ 1

q1
−1−α

2
)
n

ν
∑

j=2
( 1

θj
− 1

τj
)

/ ��4½��+ ��� * %Cþ'��(�) ��� f ∈ Sr

p,θ
(1)

,τ
B

� ÿ	��þ � 
8� θ
(2)
j ≤ τj , j = 1, ..., m � � �

þ�ÿ	� � � ��� r1(1 − 1
qj

) < rj(1 − 1
q1

), j = 1, ..., m. � ��� /�� ��
��6�	���6� ���

λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤ C2
−n(r1+

1
q1

− 1
2
)
n

ν
∑

j=2
( 1

θj
− 1

τj
)

�

� M
−(r1+ 1

q1
− 1

2
)
(log M)

(ν−1)(r1+
1
q1

− 1
2
)+

ν
∑

j=2
( 1

θj
− 1

τj
)

� ÿ	��þ � 
8� θ
(2)
j ≤ τj , j = 1, ..., m, � � � þ�ÿ	� � � ��� r1(1 − 1

qj
) < rj(1 − 1

q1
), j =

1, ..., m. £ � � ��� � 
 /�� (0
��9
���
 
� ð"ïNù��=ðÞûÞüÞù´³�µ���¸MÐ�· Ô Æ Á q1 ≤ qj , j = 2, ..., m,

Ã È�ÁRÊ Ã ¿	¼ È · ¾ Õ�¹ Á ¹ Á�¿IÊ�ÁR¼�Ó� ¿ � Á�¾ Õ6Æ2Ù�Ã�Ð'Ù Á ¹2¸IÙ ¹ ¿�Ô'¾�¿�ÒUË
 � * ÿ���� � �6�	����� ��� �8
�( (0
�( 1 < pj < 2, j = 1, ..., m,

� � Sr

2,θ
(1)

,τ
B ⊂ Sr

p,θ
(1)

,τ
B.

� ÿ � ��þ·þ�ÿ	� � � � 4 2 ≤ τj , θ
(1)
j < +∞, j = 1, ..., m,

ÿ � ��
��6� / � � � � ��(0��+ � ��� � �
Sr

2,2,2B ⊂ Sr

2,θ
(1)

,τ
B. � ��� /�� ��
��6�	����� � Sr

2,2,2B ⊂ Sr

2,θ
(1)

,τ
B ⊂ Sr

p,θ
(1)

,τ
B.

ý �8� � � � þ

λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ λM

(

◦
S

r

2,2,2B, L∗
q̄,θ̄(2)

)

. (22)
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� )�����( � � � ��� * � !  � � � ����� � � � ( � ��(0��
.ÿWÿ � �7� � � � ÿ�����
���ÿ����6��# � ������)�
 �0>

é ÿ	� � q1 ≤ qj , j = 2, ..., m,
� � L∗

q̄,θ̄(2)(I
m) ⊂ Lq1(I

m) � ‖f‖q1 ≤ ‖f‖∗
q̄,θ̄(2) .£ � $ / 


λM

(

◦
S

r

2,2,2B, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ λM

(

◦
S

r

2,2,2B, Lq1

)

. (23)

�Pÿ	��þ � 
8� 2 ≤ τj , θ
(1)
j , j = 1, ..., m.

 ��4�(���
.ÿWÿ�
 Sr
2,2B

� � � � ÿ�����
���ÿ����6� Lq1(I
m) �& � 0ç"� � 
���+-( <?>�¥8@�/�� (�
��9
9�

� )�����(�þ

λM

(

◦
S

r

2,2B, Lq1

)

≥ CM
−(r1+

1
q1

− 1
2
)
(log M)

(ν−1)(r1+ 1
q1

− 1
2
)
.

ý �8� � � � þ � ��������
��6����ÿ���� : ���6A	� : ��¢6A ÿ	��� / þ���� � � � �
λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ CM
−(r1+ 1

q1
− 1

2
)
(log M)

(ν−1)(r1+
1
q1

− 1
2
)

�Pÿ	��þ � 
8� q1 ≤ qj , j = 2, ..., m � 2 ≤ τj , θ
(1)
j , j = 1, ..., m.

í ù�î ± ù�ïvð��=µx¶�·6¸�¹2º
2 < pj < qj < +∞, j = 1, ..., m, r1 = ...rν < rν+1 ≤

... ≤ rm, rj > 1
pj

− 1
qj

τj ≤ θ
(2)
j , j = 1, ..., m. Ì�¿8ÎIÏ Æ2¸ È�Ê Æ�Ã Á�Ï Ð�Ñ�Ã�Æ ¿ � Á�¾ Õ6Æ

λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤ CM
−(r1+ 1

q1
− 1

p1
)
(log M)

(ν−1)(r1+
1
q1

− 1
p1

)
.
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Sγ
n(f, x̄) =

∑

〈s̄,γ̄〉<n

δs̄(f, x̄),

$ / � γ̄ = (γ1, ..., γm), γj =
rj

r1
, j = 1, ..., m.��
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�4 ÿJþ �P� 
 �Wÿ������ � ��� * � !k* � � ����
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λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤ sup

f∈
◦
S

r

p,θ
(1)

,τ B

‖f − Sγ
n(f)‖∗

q̄,θ̄(2) . (24)
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sup

f∈
◦
S

r

p,θ
(1)

,τ B

‖f − Sγ
n(f)‖∗

q̄,θ̄(2) ≤ C2
−n(r1+ 1

q1
− 1

p1
)
. (25)

� ��� � ! ��
�4�ÿ ��� ��� � � ��� � � M � 2nnν−1, � ��������
��6����ÿ���� : ��¥'A	� : ��§6A � � ��þ �����

λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≤C2
−n(r1+
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)
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(log M)
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)
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�( 2 ≤ pj , j = 1, ..., m,

� � �Pÿ � ��þ�������
��6����ÿ�����
3��
���� !  � ����� � (&��������þ / � � þ � � / � ����ÿz4 � � � � S
2,θ

(1)
,τ

¯̃rB ⊂ Sr

p,θ
(1)

,τ
B,

$ / � ¯̃r = (r̃1, ..., r̃m),

r̃j = r1 + 1
2 − 1

pj
, j = 1, ..., m.
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λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)

≥ λM

(

◦
S

¯̃r

2,2,2B, L∗
q̄,θ̄(2)

)

. (26)
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(log M)
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1
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− 1
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)
=
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)
(log M)
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1
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− 1
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)
.
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λM

(

◦
S

r

p,θ
(1)

,τB, L∗
q̄,θ̄(2)

)
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−(r1+ 1

q1
− 1

p1
)
(log M)

(ν−1)(r1+
1
q1

− 1
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)
.
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(1)
j = p, τj = τ, qj = θ
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Ñ7ÂsÌ2Ú�ÃsÅ2Ê2ë-Ç7Ä7Ô	Ê-ÇPÊOÄ7Õ|ÂsÕ|Ê2ë-Ç7Ä7Ô	Ê-ÇPç�Î-Ç7Ú�Ç�Å-Õ|ÂsÌ	Å2Ó+Ç+Õ|Æ|Ê-Ä7ÕfÃ|Ì	Ó¶Êdæ-ÃsÎ-í	Ì	Ê-ê7ÃsÆ\Â�Å2Å2Ó+Ç+Ê
Å-Ç�æ-ÃsÎ-í	Ì	Ê-ê7ÃsÆ\Â�Å2Å2Ó+ÇµÕ|Æ|Ê-Ä7ÕfÃ|Ì	Å2Ó+Ç�æ-ÃsÎ-í�è
óµÎ-ðÉë-Ç�Æ|Ó+Ç�ÄåÎ-ÃsÆ0Â0ô�ÜAÞ2õ0ßsös÷dãùø-â2Þ-àAâ2â2àsã�ßsà_á2â-àsßsàsãµú7ø0ö\ß�âJã_â2ÞJãåû�ÜAÞ2õ0ßsös÷dãùø-â2Þ2àAâ2â2ü�ý
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�������+-,/.�021�354�67"$�8"�(�9	9	�!��'�0
: ($�;����'$���<�;��6��#=�!$�>=�(�?��@�����!�'�(���'�����(�
 �������A#B@���
7�C"����C ���
��!����'�(��D��=���=��&�'�0'�EGF�!��H&�'�(�+D=�(�������'�������6��IB�!$����'��'�(��

∇± J + K ◦ J = L (τ, x), (τ, x) ∈ M. M .;N
O
© P è Q�è�Q+Î-Ç7Ô0Ä7Ç7Ç�Æ\Â0ì�R�S�TVU0èWYX�Z�[]\�^5_;`7ôba�ced�f�g�h�i5j5k�cel�k�cemonpg�q�iri2d�f�g�h/cel�k2ûsa�ced�f�g�h�i5j5k�cel�k�cemot2h/j5f�m�h/f�j2g�ubm2l7ievIm�cwi5k�h>ûxh/n�cyt2hwl�jåûi�u i5z{i5k�hwg�j5|{h/n�cyt2hwl�jR�S�TVS{}o~7�2��X��{~7�2� O `������;��X O ���p� ~�`�`�� � O ~7�2� \���ô�����TVS0ì���U�]��S



�	(�9	9	�!��' : ($�;����'$���<�;��6��#=�!$��=�(�?��@�����!�'�(���'$���<�/�/� ���
� "p�
� ∇± = ∂τ ± i∇ �����������r���s 	¡��$¢2£@��¤��$ ��¥&� 4@
��!�B�?���B�!�'�E¦+C?���§�9	9r( : (��'��
F
0¨ ���
���;��'�'�E¦+I?���)x ��$�?�
'�E¦+�=�(�?��@�����!�'�(���'¨4

M �  �!���
��!$��'�
�����ª©D(�'�?�����
?���06#����« !$����'��'�(�� M .;NG����'���
(���
7��?C?��p��
#
BC=�(�������'�����EGF�B�!$����'��'�(�+D��=��&�6�����(�"p�
¬ ◦ ∇± J +  ◦ J = ® (τ, x), M ��N?�������!�E{�¯ �!�(����#"$����
��ª? M .;N�4;�#
���(&
B��&�#
�����B@�� ¬ −1 ,/.�35�;°±§#����)D
���B�²$����4;B�)x'���%����

M ��N¯
��$��@�&'$� ¬ −1 4� �����B�²�(�)*B�!$����'��'�(�� M .;N4�67"$� K =
¬ −1 ◦  , L =

¬ −1 ◦ ® �°³,/.�38!$��
#
#)Y����!��'´
���B�²$��+¨4s?���67"p�µ
��!�B�?���B�!�'�E¦+¶?���§�9	9r( : (��'��µ0·
?��;����!¨¸
K = m, m ∈ Z,

�¹, �;3 �-K = F, F ∈ Z
3 � ��!���F�)Y�!�'�E¦+º?���)x ��$�?�
'�E¦+º���?�0����!¨��»���)±%&�G ���?���A;��'���4�²����oB�!$����'��'�(�� M .;Nb§?���(��@�;�$�'���'��	)Y��"�(�9r( : (�!����@��'�'���+
�($
����#)Y�	B�!$����'��'�(�+<©±��?�
�������p� M  �!�( K = 0
N¼(��	(�!$��?�� M  �!�( K = iρ, ρ ∈ R

N��« !$����'��'�(�� M .;N½ �!�( L = 0
(�)Y�#��¾��(�"¿B�!$����'��'�(��À��!$��'�
#9	��!�)s� : (�(A���!���"$����02����?����µ§�$�?���!���6#!$����(�)s��6�'�(���'���6�� M2Á¼Â ©-N	 ������Ã, Ä�4YÅ;354x�� �(�
E¦�@���#)Y��6��=�(�?��@�����!�'�(���'���) J (τ, x)

 ��#"µ"$�+�
����(��#)Ã��'��H·'��6��C $��
����;��'�'���6�� Á¼Â ©�02 ������Æ4�� �(�
E¦�@���#)Y��6��DA;�;"p��'�'�E8)Ç
��!�B�?���B�!�'�E{)È?���§�9	9r( : (��'�����) K �bÉr��§#����)xB-'$��A���0���)Ê�6��CË £@�����$ ���$ ��Ì¥Í£@����Î�ÏYÐ�£��r��Ñ����]Ò� "$�#
�>(�
#
��$��"�B@�#)Ê��=��·(�+D
���B�²$��+�"����� �!���(�A#��������'���6��> ���
���;��'�'���6��I=�(�?��@�;0����!�'�(���'$�
K = f + F, f = fH + ifE , F = −(E + iH)� "p�
�

fH , fE
0Y"$�+�
����(���������'�E{�	²�(�
��p��4

E ∈ R
3, H ∈ R

3 �Ér��
��!���(�)*��=���=��&�'�'�E{�o!��H&�'�(�� M .;Ns �!�(� �!���(�A#��������'���+C �!$������+C²$��
��(C(�A?��p��
#
��-��=���=��&�'�'�EGF½=�(�?��@�����!�'�(���'����¹'$�± �!���
��!$��'�
�����D©D(�'�?�����
?���6���¸ L ∈
B
′(M)

, �;35�
Ó]ÔÖÕI×>Ø�ÙpÚsÛ�Ù�Ü�ÙpÚ¯Û�ÙxØÞÝpß�àpÙpásÛ�ÙxàpÙ�Ø-â�Ü@ã�àpÛ�Ø�Ûxß�ØÞß¶Ø�ä@Ù½Ü�Ø�å±Ø�Û�ßbæ
°¼����"$�#)º"�(�9	9	�!��' : ($�;����'�E{�	=�(�?��@�����!�'�(���'�'�E{�·�� ��!$������!�E	¸
ç +è = ∇+ + K = ∇+ + f + F,

ç −è = ∇− + K − = ∇− + f − F,?�������!�E{�ª��=��p�;"p��éÍ�I
��$��"�B�éÍ�·(�)* ����$�A#'�E{)Ê
����+�
������)¦�
ê Ø$ëoë{ã . Ô

ì +í ◦ ì −í =
ì −í ◦ ì +í = � + 2f∂τ + f2 + (F, F ) − 2i(F,∇). M�î N
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¢�¤� 	Î#ò�£@�����IÎ#¥&Ð���¥ó��Ð�ô���Ð���Ð�õ±Ð�ò$ �£@��¥&Ð�£ºö "p�;�p��)Y=��!���($��'�÷
� =

∂2

∂τ2
− ∆,

∆ = ∂2
1 + ∂2

2 + ∂2
3 ø ô���ò�ô���Î#Î#�����]Òù Ð�ú��;����¥� �ô�û�Î#¥���Ð�ÒÍü ��?C�$�6#?��> �!������!�(����<,/.�354

∇+ ◦ ∇− = ∇− ◦ ∇+ = �, M 1�N �!���
��E{)*��E¦²�(�
��$�'�(���)Ê �����B�²�(�)*��!��#=�B@�#)Y���
ç +è ◦ ç −è =

(

∇+ + f + F
)

◦
(

∇− + f − F
)

= �+2f∂τ+f2+(F, F )+2i(F,∇).»b��%·�	
���)Y���r �����B�²�(�)¦4���E¦²�(�
������Dç −è ◦ ç +è ��·�;�$�#�DA#'$�#²���?¶?��@�����!�'�(���'�'���6��¹B�)x'��;%·�'�(��¶)Y�%&"�BÊ�� ��!$������!$��)x(Ã=�B;"$�#)B�=�(�!$����� ç +è ç −è ,
ç +è ◦ ç −è .Ér��
��!���(�)Ê!��H&�'�(��CB�!$����'��'�(�� M .;N¯"��������!@F�'��6���A#'$��?���=�(�6#!$�;"�(��'����

ç +è J = L (τ, x), L (τ, x) ∈ B
′(M). M Ä�Ný��H&�'�(��¶"����´'�(�%�'��6��ºA#'$��?��º=�(�6#!$�;"�(��'����*)Y�;%�'��º ���
��!���(����¶��'$�;�$��6#(�²�'�� ���?���A;��'�'���)xB>'�(�%·��4���(�=��r �!���
���ª
¦ ���)Y���·��éÃ�� ��!$� : (�(I?���)x ��$�?�
'���6��·
#�� �!���0%·�'�(��Æ�þr
 �������A#B��D
����+�
����� M�î N�4�(�A M Ä�N¯ �����B�²�(�)

ç −è ç +è J =
{

� + 2f∂τ + f2 + (F, F ) + 2i(F,∇)
} J =

ç −è L , ÿ .»¯� ����?���%&"p���C?���)x ���'��'���� J B;"$�����$�������!�����IB�!$����'��'�(�é
�u+ 2f∂τu+ 2i(F,∇u) + f2u+ (F, F )u = q(τ, x) M Å�N
r
#�����������
����B�éÍ�&�+ ÿ  �!$������+�²$��
����é&�� ��)Y���(�)¦4b²����C§#����B�!$����'��'�(���4b�#
���(Þ ����$�;%�(����

m2 = f2 + (F, F )
4b
#�#"$�!�0%�(��º�� ��!$������! ü �$�+�'$�;0 Â ��!�"p��'$�;0��&��?�� (� +m2

) 4¼�µ����?�%&��"$�� �����'�(���������'����
��p��6���#)Y����¸
2f∂τ + 2i(F,∇)

���s
���(����	��
 � ²�(�
����)x'�(�)s���C������(�²�(�'$��4����·�&§#����)B�!$����'��'�(�(*)Y�;%�'��<B���(�"$����-(º�� ��!$������!� !���"�(�'�6��!$�
(2ik∂τ − ∆)

�xÉr�<§#����+ �!�(�²�(�'��8=�B;"$�#)µ'$��A#E¦�@�����·B�!$����'��'�(�� M Å�N�������� ø Ë £������$ ���$ �� 4�?���?>(I�I, 1�3p �!�(���?�����!�'���)Ê �!���"$
�������$�'�(�(<
��!�B�?���B�!�'���6��>?���§�9	9r( : (��'������
�������������������������! #"%$!&�'!��( *-,	.0/21�3�5768.0/21µ9:/<;>=�?A@



�	(�9	9	�!��' : ($�;����'$���<�;��6��#=�!$��=�(�?��@�����!�'�(���'$���<�/�/� ���
� Ø�Ù�Ü�Ø$ë{ã . Ô��  ��� ���$ >¡��$��Ð�ô���Ð���Ð�¢�Ð Ë £������$ �����Ãö�� ÷ �rÐ��Ã��Ð�ò�£p ¤�Î#¥&������¥&û-�����¤� 

 
=
ì −í (ψ ∗ ! ) +

 0 =
ì −í ψ ∗ ! +

 0 = ψ ∗ ì −í ! +
 0, M ��N

¢�¤�  ψ(τ, x) "�Ï Ë ��¤����	 ��¥&��ô�û���Ð� ¦£p ��� ���$  Ë £@�����$ �����*ö�# ÷ ö2ò�£$� q = δ(τ)δ(x)
÷�$

�  0(τ, x) "ª£p ��� ���$ oÐ�¤���Ð�£$Ð�¤���Ð�¢�Ð Ë £@�����$ �����*ö&% ÷ ö2ò�£$�'! ≡ 0
÷)(

 0 =
∑

ψ0

ì −í ψ0 ∗ * 0 =
∑

ψ0

ψ0 ∗ ì −í * 0 =
∑

ψ0

ì −í (ψ0 ∗ * 0
) M ï�N

ψ0(τ, x) ">£p ��� �����ÞÐ�¤���Ð�£$Ð�¤���Ð�¢�Ð Ë £@�����$ �����Ãö�# ÷ ö2ò�£$� q = 0
÷�$ * 0 ∈ B

′(M) "ò�£�Ð�������Ð�ô�û����s 	¡���ú@����¥� �£$����Ð���� $ ¤�Ð�ò Ë Î#ú��,+.-&�$ 	¥&��ú Ë +ÇÎ��� �£$¥&ú Ë Òù Ð;ú��;����¥� �ô�û�Î#¥���Ð�Ò ° 
(���B ��(�'��+�'���
��( B�!$����'��'�(��Æ4�"$��
��������²�'�� "$��?���A;�����B�������!�%&"$�'�(��r"�����?���%&"$��6��I
��p��6���#)Y��6��>�I9	��!�)xB;�$� M ��N��Ér�#"$
������(�)D ��!������¼
��p��6���#)Y���¯�8B�!$����'��'�(�� M ��Np(b4#(�
 �������A#B�� M�î N](·
����+�
�����"�(�9	9	�!��' : (�!����@��'�(���
���!���?�(¹, ��4 �;354� �����B�²�(�)
ç −è ç +è (ψ ∗ L ) =

=
{

� + 2f∂τ + f2 + (F, F ) + 2i(F,∇)
}

ψ ∗ L = δ(τ)δ(x) ∗ L = L .�o�$��?���%&"$��6��>
��p��6#���#)Y��6��>������!���+D
B�)Y)xEÇ��'$�;�$��6#(�²�'��>(�)Y�#�#)
ç −è ç +è (ψ0 ∗  0

)

=
{

� + 2f∂τ + f2 + (F, F ) + 2i(F,∇)
}

ψ0 ∗  0 = 0.
/ ²$����(�"�'��D�<
(���B-��(�'��+�'���
��(ºB�!$����'��'�(�� M .;NÍ��éo=����I!��H&�'�(���)Y��%�'��D �!���"�0
�������(����I����'$�;�$��6#(�²�'���)½��(�"$���$Éo!�(D§#����)Ê�I9	��!�)xB;�p�;FC���#��!��#)xE M ��N¼( M ï�N¼"���� ���
��!����'�(��Ã!��H&�'�(��Ã)Y��%�'��Ê=�!$�����º��éo=����±(�A-!$�����'�
���Ê�ºA;����(�
(�)Y��
��(Ç���B�"p��=�
����@�·��E¦²�(�
��$�'�(���
���!�����?¨4�²����·A;����(�
(��>���&?���'�?�!����'���6�����(�"p�ª��F��#"����·(�F�>
���!���?�BC9rB�'�? : (�+¨�0 �$��"$���@����������'���4�?��p��
#
Í!��H·�'�(�+�=�(�������'�������6��&B�!$����'��'�(�� M Ä�N¯�� �!���"$���������0
7��
?��;����!�'�E{)x(�9rB�'�? : (���)x( ψ(τ, x)

(
ψ0(τ, x) � !��H&�'�(���)x(CB�!$����'��'�(�� M Å�N�4?�������!�E{��=�B;"$�#)È'$��A#E¦�@����� Î#ú���ô���£$���b�r�*ò�Ð�¥� ��Ñ�����ô����r� =�(�������'�������6��<B�!$����0'��'�(�� M .;N��Ó]Ô214365¨ãÆáYæxÜ�Û87·Ø:9�Ù<;ÆØ�Û8=xß¨ã¨á�7 Û�Ø�ÙpÚsÛ�Ù�Ü$ÙpÚ¯Û�Ù�ä�Ù Ýpß�àpÙpásÛxÙ�àpÙxä@Ùâ�Ü@ã�àpÛ�Ø�Û�ßbæÉr��
��!���(�) ��'$��²$�;�$��!��H&��'�(��*'��#��"�'���!��#"�'���6��ÞB�!$����'��'�(�� M Å�Nª"����* �!���(�A0��������'�EGF?> MA@ $ τ N��

�������������������������� ¥"%$!&�'!��(<*-,	.0/21�3�5�6 .0/21µ9:/<;>=�?A@



î�B ð>� ñ·��ñ{�$�?�
#�#��@�
� Ø�Ù�Ü�Ø$ë{ã � Ô �{Ë ��¤����	 ��¥&��ô�û����s ¦£p ��� ����� Ë £@�����$ �����ºö�# ÷ ���	 �+¦¥ó����¤
ψ = (1− a)

e−i(F,x)−‖x‖f

4π ‖x‖ δ(τ − ‖x‖) + a
e−i(F,x)+‖x‖f

4π ‖x‖ δ(τ + ‖x‖) +ψ0, ∀a ∈ Z

M ��N¢�¤�  δ(τ ∓ ‖x‖) "�ò�£�Ð�Î#¥&�s ·ÎVô�Ð��µ����Î��� ¥&Ð����8Cµú�Ð�� Ë Î7��C τ = ±‖x‖ D ψ0(τ, x) "£p ��� ���$ oÐ�¤���Ð�£$Ð�¤���Ð�¢�Ð Ë £@�����$ �����*ö�# ÷ ö2ò�£$� q = 0
÷ Òù Ð�ú��;����¥� �ô�û�Î#¥���Ð�Ò �r��� "$��?���A;����������
���@� 9	��!�)xB;��E ���#��!��#)xE (�
 �������A#B��#) �!��#��=�!$��A����@��'�(��E�ªB�!���� ��=���=��&�'�'�EGF 9rB�'�? : (�+¨�D�·�;�$�#�  ��!��#)Y�'�'�E{�F�ªB@0!�����4 
#�����������
����B�éÍ�·(��

(τ, x)
��=���A#'$��²$���#)

(ω, ξ)

#�����������
�����'�'����« !$����'��'�(��o"����

ψ
(�)Y�#��I��(�"b¸

�ψ + 2f∂τψ + 2i(F,∇ψ) + f2ψ + (F, F )ψ = δ(τ)δ(x). M . B N
�Y6��� �!��#��=�!$��A����@��'�(��G�ªB�!����

(

‖ξ‖2 − ω2 − 2ifω + 2(F, ξ) + f2 + (F, F )
)

ψ̄(ω, ξ) = 1)Y��%�'��>A;�� �(�
������>�>��(�"$�
{

(ξ + F, ξ + F ) + (f − iω)2
}

ψ̄ = 1./ ��?�B;"p�& �����B�²�(�)
ψ̄(ω, ξ) =

1

(ξ + F, ξ + F ) − (ω + if)2
M .�.;N

�r���� ���
��!����'�(��D��=�!$����'���6��> �!��#��=�!$��A����@��'�(��H�ªB�!����o����
 �������A#B@�#)Y
7�D9rB�'�0"p��)Y�'����;����'�E8)Ê!��H&�'�(��#)*B�!$����'��'�(��C�·�;�p��)Y=��!$�
�χ = δ(x, t),?�������!����	(�)Y�#��>��(�"

χ(x, τ) =
1 − a

4π ‖x‖δ(τ − ‖x‖) +
a

4π ‖x‖δ(τ + ‖x‖), ∀a ∈ Z.

Á ���r
(�'�6#B;����!�'�E{�{��=���=��&�'�'�E{�{9rB�'�? : (�( �  �!���
��E{�{
��$��(�'$�o
�����������)-?���'�B@
#�I =�B;"�B��&�6��µ(½ �!���H&��"�H&�6�� I ¸
τ = ±‖x‖ �¯þÍFÊ �!��#��=�!$��A����@��'�($�J�ªB�!�����!$����'��
��$��"�B�éÍ�·(�)º!��6#B;����!�(�A;� : (���)½9	B�'�? : (�( (‖ξ‖2 − ω2

)−1 ¸
�������������������������! #"%$!&�'!��( *-,	.0/21�3�5768.0/21µ9:/<;>=�?A@
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F

[

1

4π ‖x‖δ(τ ∓ ‖x‖)
]

=
1

‖ξ‖2 − ω2 ± i0
. M .���N

þo
 ����$��AB��I
����+�
���@�ª
V"���(�6#�r �!��#��=�!$��A����@��'�(��K�ªB�!����ª, �;324�(�A M .�.;Nx( M .���NY
��$��"�B@0���I9	��!�)xB;�p�
ψ =

ei(F,x)−τf

4π ‖x‖ ((1 − a)δ(τ − ‖x‖) + aδ(τ + ‖x‖)) + ψ0, ∀a ∈ Z.

Éo��
?�������?�B�'$�o'$��
�(������p�{ ��!�����6��ª
��p��6#���#)Y��6��
τ = ‖x‖ 4@�oB&������!���6�� τ = −‖x‖ 4��!��A#B;���;�������r �����B�²�(�)½9	��!�)xB;��BI���#��!��#)xE	�$»����!$�)s�&"$��?���A;��'$���� ��)Y���(�)¦4$²����

ψ � 
(�'�6#B;����!�'$���<��=���=��&�'�'$���<9rB�'�? : (��Æ4���?���éÍ²$��éo�&����"����
9ª��!�(�²��#
?�(���!$��
7F@��"����·(��#
7�½(½
7F@��"����·(��#
7�Ê������'�E	4¯!$��
 �!���
��!$��'���éÍ�·(��#
��½�
R3 
	��"�(�'�(�²�'���+±
?���!���
����é M �#
���( τ 0¯��!��#)x�$N��$Éo!�( ReF = E 6= 0

!����;����'$���D()x'�(�)s���&²$��
��(� ��$����'���
��(�
��p���&'$�o
#9	�!�� ‖x‖ = |τ | ?����$�#=���éÍ��
���
G(�A�)Y�'��'�(��#)
@ � ImF = H

"p�����§#?�
 ���'��' : ($�;����'$���rA;����B@F���'�(��o(���(�����A#!$��
����'�(��r ��$����'���
��(�ÍA;����(�
(�)Y��
��(>���o'$�� �!$�����$�'�(�� @  ��o����'���H&�'�(�é½?ML 
¼!���
����) ‖x‖ Ò Ref "p����§?�
 ���'��' : ($�;�$��'�����A;����B@F���'�(��I ��$����'���
��(¹ �!���
����6��<
��$�;�µ'$��
#9	�!��>
>!���
����)��!��#)Y��'�(¨4$�&����(���'�(��
Imf

!$��
#
#)Y����!�(�)Ê'��#
?�������?��> ���A#%&���
� Ø�Ù�Ü�Ø$ë{ã î Ô.N ÎVô�� sup

τ
q(x, τ) = {τ : τ ≥ 0} � q(x, τ) "	£p #¢ Ë ô���£$���O�±Ï Ë ��ú�Ñ����

¥&��ú��O� $�P ¥&Ð�ò�£$�<�r��ô��8CQ@C¤#ô�� ∀τ > 0 ∃ε < 1
( |q(x, τ)| ≤ O

(

‖x‖−(2+ε)
)

,

¥&Ð&Ð�¡�Ð�¡R-� ����Ð� G£p ��� ���$  Ë £@�����$ �����ºö�# ÷ ���	 # ¥ó����¤ (

u = ψ0 +
ei(F,x)

4π
H(τ)

∫

r<τ

e−i(F,y)−rf

r
q(y, τ − r)dV (y), r = ‖y − x‖ M . î N

ù Ð;ú��;����¥� �ô�û�Î#¥���Ð�Ò þr
 �������A#B���
����+�
�����&9rB�'�"p��)Y�'����;����'���6��·!��H&�'�(��<, ��354@ ���0��B�²�(�)*��=���=��&�'�'����	!��H&�'�(��r����(�"$�	
���!���?�(¨¸
u = q(x, τ) ∗ e

i(F,x)−‖x‖f

4π ‖x‖ δ(τ − ‖x‖) =

=
ei(F,x)

4π
H(τ)

∫

‖y−x‖<τ

e−i(F,y)−‖x−y‖f

‖y − x‖ q(y, τ − ‖y − x‖)dV (y),

�������������������������� ¥"%$!&�'!��(<*-,	.0/21�3�5�6 .0/21µ9:/<;>=�?A@



î � ð>� ñ·��ñ{�$�?�
#�#��@�

dV (y) = dy1dy2dy3
�TSo���&"p�����9	��!�)xB;��B����#��!��#)xE	�$Éo!�(D§#����)*(�'����6#!$�;�-
B��&��0
����B���>�>
(���B�B�
��$����(�+�'$�

q(x, τ)
�

Ó]ÔVUW365¨ãÆáYæxÜ�Û87·ØX9�Ù<;ÆØ�Û8=xß¨ã¨á�7 ÙpÚsÛ�Ù�Ü�Ù]ÚsÛ�Ùxä@Ù Ýpß�àpÙpásÛ�ÙxàpÙ�ä�Ù âxÜ�ãxàZYÛ�Ø�Û�ßbæ
ýx��
#
#)Y����!�($)Ê!��H&�'�(����#"�'���!���"�'���6��>B�!$����'��'�(�� M Å�N

�u+ 2f∂τu+ 2i(F,∇u) + f2u+ (F, F )u = 0. M .1�N
�Y6��� �!��#��=�!$��A����@��'�(��G�ªB�!����o(�)Y�#��I��(�"b¸

{

(ξ + F, ξ + F ) + (f − iω)2
}

ψ̄0 = 0

0 �$��"$���@����������'��<, �;324
ψ̄0 = ϕ(ω, ξ)δS(ω, ξ),67"$�

δS(ω, ξ) �  �!���
����+�
��$��+·'$�{ ������!�F�'���
��( S � M 4;'$�¦?�������!���+·��E¦ $����'���éÍ��
7�B�
��$����(��
S =

{

(ω, ξ) : (ξ + F, ξ + F ) + (f − iω)2 = 0
}

, ��$����'���
���ª �!���
����6��ª
��$���
ϕ(ω, ξ)�  �!���(�A#��������'$���>(�'����6!�(�!�B��#)s���>'$�\[±9rB�'�?�0: (��Æ��·��!�)s�;����'����I!��H&�'�(��IB�!$����'��'�(�� M .1�No(�)Y�#��<��(�"¹ ������!�F�'���
��'���6��<(�'�����06#!$�;�p�

ψ0(τ, x) =

∫

S
ϕ(ω, ξ) exp(−iωτ − i(x, ξ))dS(ω, ξ), ∀ϕ(ω, ξ) ∈ L1(S) M .�Ä�N

Éo!�(�?���?�(�F K ����?����C ������!@F�'���
����
�B��&�#
����B@���4�(�?���?���+���(�"<��'$�·(�)Y�#���]Ó]ÔVUÆÔÖÕ�Ô ýY��
#
#)Y����!�(�)Ê��'$��²$�;�$�	
���B�²$��+¨4�?���67"p�
K = K 1 = iε− E,

67"$�
ε, E � "$�+�
����(���������'�E{�>
?��;����!±(±���?�����!¨�]»���67"p�^[ � §#���� ������!�F�'$��
����C�

R4 =
{

(ω, ξ)
∆
=(ω, ξ1, ξ2, ξ3)

} 4��� �(�
E¦�@���#)s����B�!$����'��'�(��#)¦¸
�������������������������! #"%$!&�'!��( *-,	.0/21�3�5768.0/21µ9:/<;>=�?A@
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S =
{

(ω, ξ) : (ξ − E, ξ − E) − (ε− ω)2 = 0
}

.

Á ���ª��!���F�)Y�!�'�E¦+C?���'�B@
8� R4 
8���!�H·(�'���+��·����²�?�� (ω, ξ) = (ε, E)
��»x��?�?���?�'$���6��� ������!@F�'���
��(

ω = ±‖ξ − E‖ + ε,(�'����6#!$�;� M .�Ä�NG)Y�;%�'���A;�� �(�
������I����(�"$��¸

ψ0(τ, x) = e−iετ
∫

R3 φ(ξ) exp (±i ‖ξ − E‖ τ − i(x, ξ)) dξ1dξ2dξ3 =

= e−i(ετ+(x,E))
∫

R3 ϕ(ς) exp (±i ‖ς‖ τ − i(x, ς)) dς1dς2dς3.
M .�Å�N

� "p�
� ∀ϕ(ς) ∈ L1(R
3)
0s �!���(�A#��������'$����(�'����6#!�(�!�B��#)s����'$�

R3 9rB�'�? : (��Æ�
Ó]ÔVUÆÔ21pÔ �s
���(´%·� K = K 2 = h − iH M h,H � "$�+�
����(���������'�E8�±
?��;����!´(����?�����!pN�4�����6�"p�&(�A M .1�NG
��$��"�B@���¸

‖ξ‖2 − ω2 +
(

h2 − ‖H‖2
)

− 2i ((H, ξ) + hω) = 0.ý��H&�'�(��#)È§#����6���B�!$����'��'�(��µ=�B;"$��� ��!��#
#�²��'�(��>"���B@F-)x'��;%·�#
���<�
R4,

A;�;"p�;0�@���)xE¦F�!$�����'�
���@��)x(
S =

{

(ω, ξ) : ‖ξ‖2 = ω2 + ‖H‖2 − h2, hω + (H, ξ) = 0
} M .;��NÉo!�(

H = 0

S =
{

(ω, ξ) : ‖ξ‖2 = −h2, ω = 0
}

,����?�B;"p�&
��$��"�B@���4�²���������?���+� ������!@F�'���
��(D'��r
B��&�#
����B@����Éo!�(
H 6= 0

������!����>B�!$����'��'�(�� � §#������!���F�)Y�!�'$���µ6#(� ��!� ��$��
?���
���±� R4 4 �!��#F��#"��������C²��!��A	'$�#²$�;�$�>?�����!@"�(�'$����4$
r���?�����!���)*'���!�)s�;�$(
(h,H)

�
�s
���(

h 6= 0,
���`_ � §#���� ��!��#
#�²��'�(��&��!���F�)Y�!�'���6���6#(� ��!�=����$��(�"]��
·��!���F�0)Y��!�'���+�6#(� ��!� ��$��
?���
����é&4�'$�&?�������!���)

‖ξ‖2 = (h−1H, ξ)2 + ‖H‖2 − h, ω = −(h−1H, ξ) ⇒

‖ξ‖2 =
‖H‖2 − h2

1 − (eξ, h−1H)2
, eξ =

ξ

‖ξ‖ . M .�ï�N
�������������������������� ¥"%$!&�'!��(<*-,	.0/21�3�5�6 .0/21µ9:/<;>=�?A@



î 1 ð>� ñ·��ñ{�$�?�
#�#��@�
« 
��$����(��#)½
B��&�#
�������@��'�(��C����?���6��> ��!��#
#��²$��'�(��������������
7�C'��!$�����'�
�����

‖H‖2 − h2

h2 − ‖H‖2 cos2 θ
> 0, M .O��N

67"$�
θ � B�6����D)Y�%&"�B ξ (ba ��r�!$�����'�
�����r��E{ �����'������
7�� �!�( |h| < ‖H‖ 4��#
���( |cos θ| < |h|

‖H‖ < 1
��Éo!�(

|h| > ‖H‖ !$��H&�'�(�+D'����4�����?�?���? |cos θ| ≤ 1
�ð	�6#?�����(�"$�����4¨²����

S⋂(ξ) � §#�����#"�'��� ����$��
��'�E¦+¹6#(� ��!�=����$��(�"º��!$���&�'�(������?�!�B�6	���?�����!$�ML �
R3 4� �����B@��
(�?�������!���6��I�� �!���"$������éÍ��
7��������(�²�(�'$��)x(

(

‖H‖2 − h2
)1/2

,
(

‖H‖2 − h2
)1/2

, h.ý��H&�'�(�� M .�Ä�N¼ �!�(����#"�(���
���?C��(�"�B
ψ0(τ, x) =

∫

S⋂(ξ)
ϕ(ξ) exp

(

i(τh−1H − x, ξ)
)

dS⋂(ξ), ∀ϕ(ξ) ∈ L1

(

S⋂(ξ)
)

,

M � B N67"$�

S⋂(ξ)=

{

ξ :‖ξ‖=
√

‖H‖2− h2

1 − ‖h−1H‖2 cos2 θ
,
π

2
−arccos

|h|
‖H‖<θ<

π

2
+arccos

|h|
‖H‖

}

.

Á �����<(�'����6#!$�;�½)Y��%�'��<B� �!���
��(�����4x�#
���(¹ ��!��+���(º?Þ"$�?���!���������+*
(�
���#)Y�?�����!@"�(�'$����4$
����A;��'�'���+<
o���?�����!���)car4

ξ =

3
∑

k=1

ζke
k, e3 = eH = H/ ‖H‖ .

»b��6�"p�
S⋂(ξ) → Sς =

{

ζ :
‖ζ‖2

2

‖H‖2 − h2
− 1

h2
ζ2
3 = 1

}

, ‖ζ‖2
2 = ζ2

1 + ζ2
1

(C(�'����6#!$�;� M � B N¯ �!��#��=�!$��A#B@���
7��?C(�'����6#!$�;��BC ��& ��$��
?���
��( (ς1, ς2)

r��E¦?����$��0

��E{)*?�!�B�6���)*!$�;"�(�B�
��
r = ‖H‖2 − h2 4�'$�&?�������!���+ ζ3 = ±

√

h2‖ζ‖2

2

‖H‖2−h2

�
�������������������������! #"%$!&�'!��( *-,	.0/21�3�5768.0/21µ9:/<;>=�?A@
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/ =���A#'$�#²�(�)

α(r) =
|h| r

√

‖H‖2 − h2

�	�+�
����(������$��'���4��I
(���B���!�����6���'$�;����'���
��(Qa ú e1 ( e2 (�)Y�#�#)

ψ0(τ, x) =

∫

Sζ

γ(ς) exp

(

ih−1(H, ς)τ − i

2
∑

k=1

(x, ek)ζk − i(x, eH)ζ3)

)

dSζ ⇒

ψ0(τ, x) =

∫

‖ς‖2

2
≥‖H‖2−h2

γ(ς) exp(±iτh−1 ‖H‖α(‖ς‖)−

−i(ς, x⊥H) ∓ i(x, eH)α(‖ς‖))dς1dς2,
∀γ(ς) ∈ L1(ς ∈ R2)./ 
���;�$
���
���B�²$��+

h = 0
��»b��6�"p�&(�A M .�ï�N¯ ����$B�²�(�)¦¸

S =

{

ω = ±
√

‖ξ‖2 − ‖H‖2, ‖ξ‖ ≥ ‖H‖ , (H, ξ) = 0

}

ψ0(τ, x) =

∫

{ξ⊥H} ⋂ {‖ξ‖≥‖H‖}

ϕ(ξ) exp

(

i(±τ
√

‖ξ‖2 − ‖H‖2 − (x, ξ))

)

dV (ξ) ⇒

ψ0
∓(τ, x) =

∫∫

‖ς‖
2
≥‖H‖

γ(ς)exp

(

−i
(

ς1(x, e
1
H) + ς2(x, e

2
H) ∓ τ

√

‖ζ‖2 − ‖H‖2

))

dς1dς2,

∀γ(ς) ∈ L1

(

ς ∈ R2, ‖ς‖ ≥ ‖H‖
) � � "$�#
�o��=��p��
���o(�'����6#!�(�!����@��'�(��&����%&�¼
#����0 $�;"p����C
ª ��$��
?���
����é&4] ��!� ��'�"�(�?�B;����!�'���+-���?�����!�BQar4p
ª��E¦?����$����E{)´?�!�B�6���)!$�;"�(�B�
�� ‖H‖ �0 9	��!�)xB;��(�!�B��#)* �����B�²��'�'�E{�	!��A#B;���;������EÈ�>��(�"$�r���#��!��#)xE	�

� Ø�Ù�Ü�Ø$ë{ã 1 Ôd�  ��� �����ÇÐ�¤���Ð�£$Ð�¤;��Ð�¢�Ðº¡��$��Ð�ô���Ð���Ð�¢�Ð Ë £������$ ����� ö�� ÷ ò�£$� F =
F2 = h− iH Î Ë -� Î#¥�� Ë +¦¥ $  ÎVô�� ‖H‖ > |h| $ �<���	 �+¦¥ ����¤ ( ò�£$� |h| 6= 0

ψ0
±(τ, x) =

∫∫

‖ς‖2≥‖H‖2−h2

γ(ς) exp(±iτh−1‖H‖α(‖ς‖)−

�������������������������� ¥"%$!&�'!��(<*-,	.0/21�3�5�6 .0/21µ9:/<;>=�?A@
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#�#��@�

−i(ς, x⊥H) ∓ i(x, eH)α(‖ς‖))dς1dς2, M ��.;N
∀γ(ς) ∈ L1

({

ς ∈ R2 : ‖ς‖2 ≥ ‖H‖2 − h2
})

, x⊥H =x−(x, eH) eH , ò�£$� |h| = 0

ψ0
∓(τ, x)=

∫∫

‖ς‖≥‖H‖

γ(ς) exp

(

−i
(

ς1(x, e
1
H)+ ς2(x, e

2
H) ∓ τ

√

‖ζ‖2 − ‖H‖2

))

dς1dς2,

M ����N
∀γ(ς) ∈ L1

(

ς ∈ R2, ‖ς‖ ≥ ‖H‖
) $ ô���¡�Ðrò�£p ¤�Î#¥&�������r�¹�	����¤� ¼ô����$ õ���Ð�õIú�Ð�� ø¡�������Ñ����>£p ��� ����õD¥&��ú�Ð�¢�Ð>����¤��

ψ0(τ, x) = aψ0
+(τ, x) + bψ0e (τ, x), a, b ∈ Z.

Ó]ÔVUÆÔVUÆÔ °´��=��&�#)Ê
���B�²$���	
��!�B�?���B�!�'�E¦+�?���§�9	9r( : (��'��
F = f + F = (f1 + if2) + (F1 + iF2) M � î N!$��A�p��6�����
���'$�ª"��@��=�(�?��@�����!�'�(���'p��¸
F = F1 + F2 = (h+ iε) − (E + iH) , M ��1�N

F1 = if2 + F1 = iε− E, F2 = f1 + iF2 = h− iH.Éo!���"� ����p��6����)ÊA"$�#
��4�²����
F1 6= 0, F2 6= 0. M ��Ä�N»b��6�"p�&6#(� ��!� ������!@F�'���
��� M .1�NG�� �(�
E¦�@�����
��D
#������'���H&�'�(���)x(

S =
{

(ω, ξ) : ((ξ − E) − iH, (ξ − E) − iH)) + (h+ i(ε− ω))2 = 0
}

. M ��Å�N°¼EG"$����(�)º"$�+�
����(���������'�B�é (D)x'�(�)xB�éÇ²$��
��(
S=
{

(ω, ξ) : ‖ξ−E‖2−‖H‖2−2i (H, (ξ−E)) + (h2−(ε− ω)2 + 2ih(ε− ω)) = 0
}

, �!�(�!$����'�(��@���µ(�F-'�B;��é&4] �����B�²�(�)f[ �  ��!��#
#�²��'�(��>"���B@F±6#(� ��!� ������!@F�'���
���+�
R4

S=
{

(ω, ξ) : ‖ξ − E‖2−(ω − ε)2 = ‖H‖2 − h2
⋂

(H, (ξ − E)) + h(ω − ε) = 0
}

.

M ����N
�������������������������! #"%$!&�'!��( *-,	.0/21�3�5768.0/21µ9:/<;>=�?A@



�	(�9	9	�!��' : ($�;����'$���<�;��6��#=�!$��=�(�?��@�����!�'�(���'$���<�/�/� î �
So����=�E ������!����·B�!$����'��'�(��&�� �(�
E¦�@�;�$��6#(� ��!� ��$��
?���
����4]'��#��=�F@��"�(�)Y��4]²�����0=�E
H
(
h
'�����=�!$�����;��(�
�D��"�'�����!��#)Y�'�'����C'��������

R4 �Æ°Ç �!�����(���'���)Ã(�)Y�#�#)
��$B�²$��+ î �/.���s
���( ‖H‖ − |h| 6= 0
4����g[ � §#���± ��!��#
#�²��'�(��C� R4 ��!���F�)Y�!�'���6��µ�#"�'���0 ����$��
��'���6�� M  �!�( ‖H‖ − |h| > 0

Nr(���(¹"���B� ����$��
��'���6�� M  �!�( ‖H‖ − |h| < 0
N6(� ��!�=����$��(�"p��4¯
V"���(�'�B�����6��-'$�<���?�����!

(ω∗, ξ∗) = (ε, E)
4Y
���!���F�)Y��!�'���+Ê6#(�0 ��!� ��$��
?���
����é 
Í���#)º%&�o
7"���(�6���)¦4�?�������!����o�

R3 �� �(�
E¦�@�����
7��)x'��;%·�#
���@��)x(��(�"p�
S⋂(ξ)=

{

ω = ε−h−1(H, ξ − E), ξ:
{

‖ξ − E‖2−
(

h−1H, ξ − E
)2

= ‖H‖2− h2
}}

M ��ï�NþoA	9	��!�)xB;��E M .1�N¯(D9	��!�)xB;��E M ��ï�NG
��$��"�B���> �!�( |h| 6= 0

ψ0(τ, x) = e−iτε
∫

S⋂(ξ)
φ(ξ) exp

(

i
(

τ(h−1H, ξ) − (x, ξ)
))

dS⋂(ξ)

"���� ∀φ(ξ) ∈ L1

(

S⋂(ξ)
) �Ér�!���F@��"��½?´
(�
���#)Y�<?�����!�"�(�'p���*
D'$�#²$�;�$��) �Þ����²�?��

ξ∗ = E
(´��!�����)x(

e1, e2, e3 = h−1H/
∥

∥h−1H
∥

∥

4� �����B�²�(�)
Sς(ε, E) =

{

ς ∈ R3 : ‖ς‖2 −
(∥

∥h−1H
∥

∥ ς3
)2

= ‖H‖2 − h2
}

=

=
{

ς ∈ R3 : ζ2
1 + ζ2

2 + (1 −
∥

∥h−1H
∥

∥

2
)ς23 = ‖H‖2 − h2

}

0 �$��"$���@����������'���4�����?����C ������!@F�'���
����
B��&�#
����B����4��#
���( ‖H‖ > |h| 4�(C'$�&'��+

ς3(‖ς‖) = ±
√

‖H‖2 − h2 − ‖ζ‖2

(1 − ‖h−1H‖2)
, ‖ζ‖2 > ‖H‖2 − h2, ς ∈ R2.

°¶§#����+D
(�
���#)Y�r?�����!�"�(�'$���I!��H&�'�(�� M ����NG)Y�;%�'��� �!���"$
������(���������(�"$�
ψ0(τ, x) = exp

(

−iτ
(

ε− (h−1H,E)
)

− i (x,E)
)

×

×
∫

S⋂(ξ)

φ(ξ) exp
(

i
(

τ(h−1H, ξ − E) − (x, ξ − E)
))

dS⋂(ξ) =

�������������������������� ¥"%$!&�'!��(<*-,	.0/21�3�5�6 .0/21µ9:/<;>=�?A@



î ï ð>� ñ·��ñ{�$�?�
#�#��@�

= exp
(

−iτ
(

ε− (h−1H,E)
)

− i (x,E)
)

×

×
∫∫

‖ς‖>
√

‖H‖2−h2

γ(ς) exp
(

i
(

τ(h−1H, ‖ς‖ eH) − (x⊥H , ς) ∓ ς3(‖ς‖)x‖H
))

dς1dς1

∀γ(ς) ∈ L1

{

ς : ‖ς‖ ≤
√

‖H‖2 − h2

} 4
x=x‖He

3 + x⊥H , x‖H = (x, e3), x⊥H =

x− (x, e3)e3
�

�s
���( |h| = 0
4�����67"p�

S =
{

(ω, ξ) : ‖ξ − E‖2 − (ω − ε)2 = ‖H‖2
⋂

(H, (ξ − E) = 0)
}

,

S⋂(ξ) =
{

(ω, ξ) : ω = ε±
√

‖ξ − E‖2 − ‖H‖2

ξ :
{

‖ξ − E‖2 ≥ ‖H‖2
⋂

(H, (ξ − E) = 0)
}}

,

ψ0(τ, x) = e−iτε
∫

ξ−E⊥H
⋂

‖ξ−E‖≥‖H‖

ϕ(ξ)×

× exp

(

i(±τ
√

‖ξ − E‖2 − ‖H‖2 − (x, ξ))

)

dS⋂(ξ),

∀ϕ(ξ) ∈ L1(S⋂(ξ)).
� "$�#
�

S⋂(ξ)� §#���C²$��
���� ��$��
?���
��(¨4¨ ��!� ��'�"�(�?�B;����!�'���+���?�����!�B`Lª4� �!��#F��#"����&�+�²��!��AÍ����²�?�B
ξ∗ = E

4@
¦��E¦?����$����E{)¹?�!�B�6���)µ!$�;"�(�B@
��
‖H‖ 4�
 : �'���!���)*������+C%·�o����²�?�� ξ∗ = E

��þo'����6#!$�;�D���;%·�	)Y��%�'���B� �!���
��(�����4 ��!���F@��"���?�
(�
���#)Y�Í?�����!@"�(�'$����4�
����A;��'�'���+�
Í��
7��)x(C
#�����������
����B�éÍ�&�6�����"�'���0��
'���6���6#(� ��!�=����$��(�"p���
0 9	��!�)xB;��(�!�B@�#)º �����B�²��'�'�E{�	!��A#B;���;������E �>
��$��"�B�éÍ�&�+����#��!��#)Y���

� Ø�Ù�Ü�Ø$ë{ã Ä Ôih ú���ô���£$���s Iò�Ð�¥� ��Ñ�����ô��ÇÐ�¤���Ð�£$Ð�¤���Ð�¢�Ð�¡��$��Ð�ô���Ð���Ð�¢�Ð Ë £@�����$ ������Ð�¡R-� #¢�Ð ����¤��óö�� ÷�$-Ë ¤�Ð��#ô$ ¥���Ð�£��T+.-&�$  Ë £@�����$ ���T+ ö���j ÷�$ Î Ë -� Î#¥�� Ë +¦¥ ò�£$�
‖H‖ > |h| �<ò�£p ¤�Î¥��������r�½�I����¤� Íô����$ õ���Ð�õDú�Ð��r¡;������Ñ���õ>£p ��� ����õ<����¤�� (ò�£$� |h| 6= 0

ψ0(τ, x) = exp
(

−iτ
(

ε− (h−1H,E)
)

− i (x,E)
)

×
×
∫∫

‖ς‖>
√

‖H‖2−h2
γ(ς) exp

(

i
(

τh−1 ‖H‖ ‖ς‖ − (x⊥H , ς) ∓ ς3(‖ς‖)x‖H
))

dς1dς2,M ����N
�������������������������! #"%$!&�'!��( *-,	.0/21�3�5768.0/21µ9:/<;>=�?A@
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ò�£�� |h| = 0

ψ0(τ, x) = e−iτε−i(x,E)

∫

‖ς ‖≥‖H‖
γ(ς)×

× exp

(

i(±τ
√

‖ς‖2 − ‖H‖2 − (x⊥H , ς) −
(

x,
H

‖H‖

))

dς1dς2,

∀γ(ς) ∈ L1

{

ς ∈ R2 : ‖ς‖ ≥
√

‖H‖2 − h2

} $
x‖H = (x, e3), x⊥H = x −

x‖He
3, e3 = H/ ‖H‖ Ò
°½
(���BI �!���(�A#��������'���
��(

γ(ς)
4�)Y�;%�'��&
��!���(����>)x'��;%·�#
�����>
�?��;����!�'�EGF� ���0����' : ($�;�$���·(I
#�����������
�����'�'��ª!��H&�'�(�+�(�
VF��#"�'���6��·=�(�?��@�����!�'�(���'�'$��6��·B�!$����'���0'�(�� M .;N��ýx��
#
#)Y����!�(�) "p�;�$�#��?��p��
#
�§�$�#)Y�'�����!�'�EGF*!��H&�'�(�+*����(�
����!�'���6��µB�!$����'���0'�(�� M .;N�4�²��!��A	?�������!�E{�	)Y�;%�'�����E¦!$��A#(����>��éo=�E{�r�6���!��H&�'�(��Æ�Ó]Ô kHlGásØ$ëÍØ�Û<;�ã�Ü�Ûm7·ØQ;Æàpß8no;ÆÙxÜT7 ßX;Æàpß8no;ÆÙ�Ü�Ûm7·ØJ9�ÙpáYæ

�	��A������#)½!��H&�'�(��D��"�'���!��#"�'$��6#��=�(�������'�������6���B�!$����'��'�(�� M .;N ¥�����Î#¥&Ð�£�� ø�o�]Ò Ér��
��!���(�)Ê(�FC=�(�?��@�����!�'�(���'�'�E{�	 �!���"$
�������$�'�(��Æ�Ó]Ô k¨ÔÖÕ�Ô ýY��
#
#)Y����!�(�)Þ��'$�#²$�;�$�8
���B�²$��+¨4�?���67"p�
F = F1 = iε+E,

(I
?��;����!�'�E{� ������' : ($�;��E (�)Y�éÍ�>��(�" M .�Å�N�� � ��)Y���(�)¦4�²�������F@��"����·(��o�>'�(�FC9rB�'�? : (�(
ψ±
ξ (τ, x) = exp ((−iετ ± i ‖ξ − E‖) τ − i(x, ξ)) , ∀ξ ∈ R3, M�î�B N ��± ���
��!����'�(�é³��������éÍ��
7�*!��H&�'�(��#) ��"�'���!���"�'���6��µB�!$����'��'�(�� M .1�N·(* �!���"�0
�����������éÍ��
#��=���+±"����&6#��!�)Y��'�(�²��#
?�(��>������'�E	4p"���(�%�B��·(��#
7�µ
&9ª��A�������+µ
?���!���0
�����é

c = −ε±‖ξ−E‖
‖ξ‖

�-'$�� �!$�����$�'�(�(Ê������'�������6��-���?�����!$�
ξ M (���(º �!�����(����� ���0�$��%�'���)¶'$�� �!$�����$�'�(�(µ��A;����(�
(�)Y��
��(µ����A#'$��?�� Î Nqp�"���(�'$�I������' λ = 2π/ ‖ξ‖ 4(�F�²$��
�������

$ = |−ε± ‖ξ − E‖| 4� ��!�(���"D?����$�#=���'�(�+ T = 2π
|−ε±‖ξ−E‖|

�Éo!�( ‖ξ‖ → ∞ c→ ±1
4
λ→ 0

4
$ → ±∞, T → 0

�ýx��
#
#)Y����!�(�)½ ���!���%&"p���#)xE¦+<(�)x(Hr ô$ ��	 ��¥&��£$���Yõ ξ ø ¥�����Î#¥&Ð�£
ΨE±

ξ = 1√
‖ξ‖2+‖E‖2

D−
Fψ

±
ξ =

= 1√
‖ξ‖2+‖E‖2

(±i ‖ξ − E‖ − (ξ + E))ψ±
ξ

M�î .;N

�������������������������� ¥"%$!&�'!��(<*-,	.0/21�3�5�6 .0/21µ9:/<;>=�?A@



1 B ð>� ñ·��ñ{�$�?�
#�#��@�
þo'����!��#
'���4;²����8�6��8��)x ���(���B;"p�{'��YA;����(�
(��o���

ε
�O�Y6��{'���!�)s�¦(	 �
#���"$��'���!�)s�!$����'�E

∥

∥

∥
ΨE±

ξ

∥

∥

∥
=

√

√

√

√

‖ξ‖2 + ‖E‖
‖ξ‖2 + ‖E‖2

2

= 1, M�î ��N
〈〈

ΨE±
ξ

〉〉

= i√
‖ξ‖2+‖E‖2

√

2 (ξ, E)
�GÉo!�(

E⊥ξ
〈〈

Ψ±
ξ

〉〉

= 0,
 �!�(

E =

ξ
〈〈

Ψ±
ξ

〉〉

= i.s¼(�?��@�����!�'�(���'�E � 
���!���?�(���(�"p�
BE0(τ, x, ξ) = ΨE±

ξ (τ, x) ∗ C0(τ, x), M�î�î N
67"$�

C0(τ, x) �  �!���(�A#��������'�E8�I9rB�'�? : (���'$�;����'�E{�I=�(�?��@�����!�'�(���'�E	4¨"$�� �B�
?���é80�·(��r����?�B�é 
���!���?�B�4���
(���BC
����+�
����
����!���?�(¨4�����?�%·�	��������éÍ��
��C����(�
����!$��)x(b4(��� �(�
E¦�@��éÍ�
ξ �  �������!�(�A����@��'�'�E8�	'��#
��� : (���'$��!�'�E{�	����(�
����!�'�E{� C0 �  ������þr
 �������A#B��

Ψ±
ξ

4>)Y�;%�'��Ì����?�%&� 
��!���(���� '�� �������!�(�A����@��'�'�E{�Ç����(�
����!�E
BE0(τ, x)

����(�"$�
BE0(τ, x) =

∑

C0,Ψφ ΨEφ(τ, x) ∗ C0(τ, x),

ΨEφ(τ, x) =
∫

R3 φ(ξ)ΨE±
ξ (τ, x)dV (ξ), ∀φ(ξ) : φ(ξ) ‖ξ‖−1 ∈ L1(R

3)
M�î 1�N

s¼(�?��@�����!�'�(���'�E
C0(τ, x)

 �!���(�A#��������'�E{��4�"$�� �B�
?���éÍ�·(��r����?�(��	
���!���?�(¨4������)*²�(�
��$�	)Y��6#B��>=�E¦���>(�A	?��p��
#
���
(�'�6#B;����!�'�EGF���=���=��&�'�'�EGFD9rB�'�? : (�+¨�
Ó]Ô k¨Ô21]Ô Éo!�(

F = F2 = h− iH
4
h 6= 0,

?���?D
��$��"�B���>(�A M ��.;N�4�9rB�'�? : (�(

ψ
±
(τ, x) = exp

(

±iτh−1 ‖H‖α(‖ς‖) − i(ς, x⊥H) ∓ i(x, eH)α(‖ς‖)
)

=

= exp
(

i
(

τh−1 ‖H‖α(‖ς‖) − ς1 x
′

1 − ς2 x
′

2 ∓ x
′

3 α(‖ς‖)
))

M�î Ä�N��������éÍ��
7�&
?��;����!�'�E{)x(� ������' : ($�;�p��)x(>��"�'���!��#"�'���6��r=�(�������'�������6��oB�!$����'��'�(��Æ��r���± ���
��!����'�(��Þ
#�����������
����B�éÍ�&�6��D�#)xB±����(�
����!$��!$��
#
#)Y����!�(�)Ç=�(���(�'��+�'����B�!$����'��'�(��¯�Í
�($
����#)Y�¯?�����!@"�(�'$��� (
x

′

1, x
′

2, x
′

3

) 4Ot����A;��'�'���+&
s���?�����!���)Ja M "p�;�$�#�H·��!�(�F�(��� �B@
?����#)¯N��
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�	(�9	9	�!��' : ($�;����'$���<�;��6��#=�!$��=�(�?��@�����!�'�(���'$���<�/�/� 1�.
0 ?��;����!�'�E¦+º ������' : ($�;� ψξ(τ, x) �� �(�
E¦�@����±6#��!�)Y��'�(�²��#
?�(���������'�E �<'$�;0 �!$�����$�'�(�( ������'�������6��´���?�����!$�

kς = {ς1 , ς2 , ±hα(‖ς‖)} 4Í²$��
�������¶?����$�#=��;0'�(�+Ì?�������!�EGF
$ =

∣

∣h−1 ‖H‖α(‖ς‖)
∣

∣

4	 ��!�(��#"
T = 2π/$,

"���(�'$�È������'�E
L = 2π/ ‖kς‖ .°¼E¦²�(�
���(�)* ���!��;%&"p���#)xE{�	(�)x(�§�$�#)Y�'�����!�'�E{�	����(�
����!�E

ΨH±
ς (τ, x) = 1√

‖H‖2+h2
D−
Fψ

±
ς (τ, x) =

= ψ±
ς√

‖H‖2+h2

(

h± ih−1 ‖H‖α(‖ς‖) − {ς1, ς2,∓α(‖ς‖)} + iH
) M�î Å�N

þÍF� �
#���"$��'���!�)s��(C'$��!�)s�&(�)Y�éÍ�>��(�"
〈〈

ΨH±
ς

〉〉

= 1

∥

∥ΨH±
ς

∥

∥

2
=

‖H‖2

‖H‖4 − h4

(

2 ‖ς‖ + sgn(h)

√

‖H‖2 − h2

)2

.

�s
���( ‖ς‖ =
√

‖H‖2 − h2,
���

∥

∥ΨH±
ς

∥

∥

2
= ‖H‖2

‖H‖4−h4

(

2
√

‖H‖2 − h2 + sgn(h)
√

‖H‖2 − h2

)2

.

»b��6�"p�& �!�(vu
< B ∥∥ΨH±

ς

∥

∥ = ‖H‖√
‖H‖2+h2

4G �!�(vu
> B ∥∥ΨH±

ς

∥

∥ = ‖H‖
√

3√
‖H‖2+h2

.

Ó]Ô k¨ÔVU]Ô °¶��=��&�#)*
���B�²$���8"�����B;"$��=�
���@�·��E¦?��p�;"$��?�=�B;"$�#)º!$��=�������������
(�
����0)Y�·?�����!�"�(�'$����4](�A'p�#²$�;����'���
����A;��'�'���+Þ
·���?�����!���)wa M H ‖ e3
N��]ýY��
#
#)Y����!�(�)��F@��"����·(��8��
?��;����!�'�E{�o ������' : ($�;��E ψ0(τ, x)

 ���"�E¦'����6#!$�;����'�E{�	9rB�'�? : (�(�(�A�����!$�)xE Ä�4�?�������!�E{�	����E{=�!$��'�'���+<
(�
���#)Y�	?�����!@"�(�'$���I(�)Y�éÍ����(�"

ψ±
ς (τ, x) = exp

(

−i
(

τ
(

ε+ h−1 ‖H‖ (‖ς‖ − E3)
)

+
(

x,E − Π±(‖ς‖)
))) M�î ��N� "p�
�

Π±(‖ς‖) = {ς1, ς2,±α(‖ς‖)}, α(‖ς‖) =

√

‖H‖2 − h2 − ‖ζ‖2

(1 − ‖h−1H‖2)
,
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#�#��@�

‖ζ‖2 > ‖H‖2 − h2, ς ∈ R2.Ér�Ç ���
��!����'�(�é ��'�(¾����%&�´��������éÍ��
7� !��H&�'�(���)x( M .1�NÞ(¾�� �(�
E¦�@��éÍ� 
#��0���������
�����'�'�� A#'$��?�B "����¶6#��!�)Y��'�(�²��#
?�(��´������'�E	4·"���(�%�B��·(��#
�� 
¶9ª��A�����EG0)x( 
?���!���
�;��)x(
c± = ε+h−1‖H‖(‖ς‖−E3)

‖Π±(‖ς‖)−E‖
� '$�� �!$�����$�'�(�( ������'�����EGF ����?�����0!����

Π±(‖ς‖) − E
p�"���(�'$�±������'

λ± = 2π/ ‖Π±(‖ς‖) − E‖ 4Y(�Fº²$��
������� $ =
ε+ h−1 ‖H‖ (‖ς‖ − E3)

4� ��!�(��#"<?����$�#=���'�(�+
T = 2π

ε+h−1‖H‖(‖ς‖−E3)

�°¼E¦²�(�
���(�)Ê ���!���%&"p���#)xE¦+<(�)x(Hr ô$ ��	 ��¥&��£$���Yõ ξ ø ¥�����Î#¥&Ð�£
Ψ±
ς (τ, x) = D−

Fψ
±
ς (τ, x) =

=
(

h− i
(

h−1 ‖H‖ (‖ς‖ − E3)
)

+ Π±(‖ς‖) + iH
)

ψ±
ς M�î ï�N

�Y6���'���!�)s�&(C $
���"$��'$��!�)s��!$����'�E
∥

∥

∥
Ψ±
ξ

∥

∥

∥
=

√

h2 + ‖h−1H‖2 (‖ς‖ − E3)
2 + ‖H‖2 + ‖Π±(‖ς‖)‖2 =

=

√

h2 + ‖h−1H‖2 (‖ς‖ − E3)
2 + ‖H‖2 + ‖ς‖2 +

‖H‖2 − h2 − ‖ζ‖2

(1 − ‖h−1H‖2) :
M�î ��N

〈〈

Ψ±
ξ

〉〉

=
∥

∥h−1H
∥

∥

2
(‖ς‖ − E3)

2+h2−‖H‖2−‖ς‖2−h2
‖ζ‖2 +

(

h2 − ‖H‖2
)

(h2 − ‖H‖2)
=

=
∥

∥h−1H
∥

∥

2
(‖ς‖ − E3)

2 − ‖H‖2 − ‖ς‖2

(

1 +
h2

h2 − ‖H‖2

) M 1 B N
»G��(�
����!�E � 
���!���?�(D��(�"p�

B0(τ, x, ξ) = Ψξ(τ, x) ∗ C0(τ, x), M 1�.;N

B0(τ, x) =
∑

C0(τ,x)

Ψχ(τ, x) ∗ C0(τ, x),

Ψχ(τ, x) =

∫

‖ζ‖2>‖H‖2−h2

χ(ς)Ψζ(τ, x)dV (ζ), M 1@��N
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∀χ(ς) ∈ L1

{

ς ∈ R2 : ‖ζ‖2 > ‖H‖2 − h2
} 4¯�� �(�
E¦�@��éÍ�

ξ �  �������!�(�A����@��'�'�E{�
M 1�.;NG(<'�� �������!�(�A����@��'�'�E{� M 1@��NG'��#
��� : (���'$��!�'�E8�·����(�
����!�'�E{� C0 �  ������Æ4$ ���0!���%&"p���#)xE{�Í ������' : ($�;�$��) Ψχ(τ, x)

4���)x ���(���B;"p�	?�������!�EGFI�·?���%&"$��+�����²�?��Í ���0���C�� �!���"$���������
7��A#'$��²��'�(��#)
C0(τ, x)

�
Ó]Ô/Ó^3�;�ã8=�ß�Ù�Û¨ã�Ü$Û87·ØÞÜ�Ø�å±Ø�Û�ßbæ¶â�Ü@ã�àpÛ�Ø�Û�ß�æc;ÆÜ@ã�Û8nyx¯ÙxÜ$ë{ã8=�ßxß
ýx��
#
#)Y����!�(�)¹����?�%·�8�@��%�'�E¦+I"����> �!�(��$�;%·�'�(�+�?��p��
#
8!��H&�'�(�+IB�!$����'��'�(��

M .;N>��(�"p� JMz�J (x)e−iωτ
4G?�������!�E{�-�� �(�
E¦�@��éÍ�Ê6#��!�)Y��'�(�²��#
?�(��µ?����$�#=���'�(��È
²$��
��������+

ω M ω > 0
N��YÉo!���"� ����p��6#�����
��Æ4s²����± �!$���@���*²$��
��� M .;N·(�)Y�#���µ��B¹%&�
���!�B�?���B�!�B]¸ L = i L (x)e−iωτ

�»b��6�"p�Í(�A{B�!$����'��'�(�� M .;N� �����B�²�(�)±B�!$����'��'�(��G"����&?���)x ��$�?�
'�EGFI��)x ���(���B;"
(

∇∓
ω + i K ) ◦ J = i L , M 1 î N67"$� ∇±

ω = ω ±∇ ���	��A������#)ÊB�!$����'��'�(��	��(�"p�
(

∇∓
ω + K ) ◦ J (x) = L (x) M 1�1�N

Î¥���Ñ���Ð�����£$���b� ¡��$��Ð�ô���Ð����b� Ë £@�����$ ���$ �� Ð�¡R-� #¢�Ð¶����¤��@Ò ýx�H&�'�(�� 
#�����������0
�����B�éo�·�6��>��"�'���!��#"�'���6��>B�!$����'��'�(��C'$��A������#)
ω
0 ¥�����Î#¥&Ð�£@���r� �»���?�%&�r �!@��)xE{)Ê��E¦²�(�
��$�'�(��#)*"$��?���A#E¦�@�����
7�<
��p��"$B�éÍ�&��	
����+�
�������

ê Ø$ëoë{ã � Ô
(

∇−
ω + F−) ◦

(

∇+
ω + F

)

= (ω −∇ + f − F ) ◦ (ω + ∇ + f + F ) =

= ((f + ω) − (∇ + F )) ◦ ((ω + f) + (∇ + F )) = M 1@Ä�N
= ∆ + 2(F,∇) + (ω + f)2 + (F, F ).þr
 �������A#B����6���4� �����B�²�(�)

(

∇−
ω + F−) (∇+

ω + F
)

B =

=
(

∆ + (F,∇) + (ω + f)2 + (F, F )
)

B =
(

∇−
ω + F−)G = Q.»¯� ����?���%&"]���C?���)x ���'��'����������������
7�C!��H&�'�(��#)ÊB�!$����'��'�(��

(

∆ + 2(F,∇) + (ω + f)2 + (F, F )
)

ψω = q(x) M 1@Å�N
�������������������������� ¥"%$!&�'!��(<*-,	.0/21�3�5�6 .0/21µ9:/<;>=�?A@
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#�#��@�

�
#�����������
����B�éÍ�&�+

Q
 �!$������+º²$��
����é&�xÉr��
��!���(�) 9rB�'�"p��)Y�'����;����'�����!��H&��0'�(��I§#����6��DB�!$����'��'�(��Æ4�(�
 �������A#B��¹��=���=��&�'�'����� �!��#��=�!$��A����@��'�(��`�ªB�!����� �� @�Òñ8'$�;�$��6#(�²�'�� M .�.;N¼ �����B�²�(�)

ψ̄ω =
1

(ω + f)2 − ‖ξ‖2 − 2i(F, ξ) + (F, F )
=

1

(ω + f)2 − (ξ + iF, ξ + iF )
.

þr
 �������A#B��D9rB�'�"p��)Y�'����;����'����	!��H&�'�(��rB�!$����'��'�(�� Â ������)x6������ : ��, �;3
∆χ+ (ω + f)2 χ = δ(x),

χ = − 1

4π ‖x‖(aei(ω+f)‖x‖ + (1 − a)e−i(ω+f)‖x‖), ∀a ∈ Z,

χ̄ = − a

‖ξ‖2 − (ω + f)2 + i0
− 1 − a

‖ξ‖2 − (ω + f)2 − i0
,

(�
����+�
���@�� �!��#��=�!$��A����@��'�(��Q�ªB�!�����4� �����B�²�($)
ψω(x) =

e−(F,x)

4π ‖x‖ (aei(ω+f)‖x‖ + (1 − a)e−i(ω+f)‖x‖). M 1���N
�	�	�6��·��
'������o��'$�;�$��6#(�²�'���4�?���?��ª'��#
��� : (���'$��!�'���)*
���B�²$����4�"$��?���A#E¦�@�����
�����#��!��#)s���

� Ø�Ù�Ü�Ø$ë{ã Å Ô<�  ��� �����&Î#¥&��Ñ���Ð�����£$��Ð�¢�Ð Ë £@�����$ ������ö�j)j ÷ �rÐ��Ã��Ð{ò�£p ¤�Î#¥&������¥&û�>����¤� ªÎ Ë �8�r�½¡���ú@����¥� �£$����Ð���Ð��
 

=
(

∇±
ω + { −) (ψω∗ ! ) + | ω M 1@ï�N

ö2Î#Ð�Ð�¥��� ¥&Î#¥��� ����Ð��� �£ZC��$ �� Ë ��ô��<���Z�Ã�$ �� Ë ������ú Ë#÷�$ ¢�¤� 
ψω(x) =

e−(F,x)

4π ‖x‖
(

aei(ω+f)‖x‖ + (1 − a)e−i(ω+f)‖x‖
)

, ∀a ∈ Z, M 1}��N
�Q| ω "	£p ��� ���$ rÐ�¤���Ð�£$Ð�¤���Ð�¢�Ð Ë £������$ �����

(

∇±
ω + { −) | ω = 0 M Ä B N
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ú�Ð�¥&Ð�£$Ð� Í�rÐ��Ã��Ð�ò�£p ¤�Î#¥&������¥&û��I����¤� 
| ω =

(

∇±
ω + { −) (ψ0

ω ∗ * (x)
)

, M Ä�.;N
∀ * (x) ∈ B

′(M)
$ ¤�Ð�ò Ë Î#ú��,+.-� #  r ¥ Ë Î��� �£$¥&ú Ë�$ ψ0

ω "¼£p ��� ���$ YÐ�¤���Ð�£$Ð�¤���Ð�¢�Ð Ë £@��� ø�$ ������
(

∆ + 2(F,∇) + (ω + f)2 + (F, F )
)

ψ0
ω = 0, M Ä���N

ô���¡;ÐI�>����¤� ªÎ Ë �8�o�µ£p ��� ����õ<����¤��<ö&% ÷ Ò
Ó]ÔV~

ω
Y�;Æàpß8no;ÆÙ�ÜT7�� ω

Ér��
��!���(�)
ω
02����(�
����!�E�� ω, (�
 �������A#B��< �!��#��=�!$��A����@��'�(��?�ªB�!����·��=���=��&�'�0'�EGF�9rB�'�? : (�+Þ, �;3G��þoA M Ä���N¯"�������!$��'�
#9	��!�)s��'���
?��;����!�'�EGF� ������' : (p�;�$���� ���0��B�²�(�)ºB�!$����'��'�(��

(

(ω + f)2 − (ξ + iF, ξ + iF )
)

ψ̄ω = 0 M Ä î N
0 �$��"$���@����������'���4

ψ̄0
ω = ϕ(ξ)δSω(ξ)

4p67"$�
ϕ(ξ) �  �!���(�A#��������'$���D�$��?��;����'���(�'�����06!�(�!�B��#)s����9rB�'�? : (��Æ4�� δSω(ξ) �  �!���
����+D
��$��+�'$�& ������!�F�'���
��(

Sω =
{

ξ ∈ R3 : (ξ + iF, ξ + iF ) = (ω + f)2
}

�
R3.

þÈ9	��!�)s�;����'����{!��H&�'�(��Í�#"�'���!���"�'���6��ªB�!$����'��'�(��>(�)Y�#��·��(�"�(�'����6#!$�;�p�
ψ0(x) =

∫

Sω

ϕ(ξ) exp(−i(x, ξ))dSω(ξ), ∀ϕ(ξ) ∈ L1(S
ω) M Ä�1�N

/  �!���"$����(�)
Sω
�

Ó]ÔV~ÆÔÖÕ�Ô �s
���( K = ε+ iE
4�����67"p�

Sω =
{

ξ ∈ R3 : ‖ξ − E‖2 = (ω + ε)2
}

.°
R3 §#��� � 
#9	�!$��!$�;"�(�B�
�� r∗ = |ω + ε| 
 : �'���!���) ������²�?��

ξ = E
�¨° §#����)
��$B�²$���

ψ0(x) =

∫

{‖ξ−E‖=|ω+ε|}
ϕ(ξ) exp (−i(x, ξ)) dS(ξ) =
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#�#��@�

= e−i(x,E)

∫

{‖e‖=1}
γ(e) exp (−i |ω + ε| (x, e)) dS(e),

∀γ(e) ∈ L1{e ∈ R3, ‖e‖ = 1} �
« 
��$����($�) 
B��&�#
�������@��'�(��Ê����?���6��±!��H&�'�(�������������
7�C'��!$�����'�
�����
ω 6= −ε.

�s
���(
ω = −ε 4����>
B��&�#
����B���>��������?���!��H&�'�(��r �!�( ξ = E

��(�"p�
ψ0(x) = a exp (−i(x,E)) , ∀a ∈ Z.

Ó]ÔV~ÆÔ21]Ô �s
���( K = ih+H
4�����67"p�&(�A M Ä î NG
��$��"�B����4�²����

Sω =
{

ξ ∈ R3 : ‖ξ‖2 = ω2 + ‖H‖2 − h2
⋂

(H, ξ) = ωh
}

. M Ä�Ä�N
Á ������?�!�B�%�'���
��� �  ��!��#
#�²��'�(��I
#9	�!�E !$�;"�(�B�
��

r∗ =
√

ω2 + ‖H‖2 − h2
 : �'���!���) ξ∗ = 0

I ��$��
?���
����é 
I'���!�)s�;����é�Lª4�
#��"$�!@%����&�+º����²�?�B

ξ∗∗ =
ωh

‖H‖2H
�s�r�#��=�F@��"�(�)xE{)ÌB�
��$����(��#) 
B��&�#
�������@��'�(��Ê����?���+½ ������!�F�'���
��(¶��������0éÍ��
7��B@
��$����(��

ω2 + ‖H‖2 > h2, ω2 + ‖H‖2 − h2 ≥ ω2h2

‖H‖2 . M Ä�Å�N
/ ��?�B;"p�D
��$��"�B@��

ω2 ‖H‖2−h2

‖H‖2 ≥ h2 − ‖H‖2 ��Ér��
��$��"�'��#������A�)Y��%�'��±��������?�� �!�(
‖H‖ ≥ |h| M Ä���N

0 �$��"$���@����������'���4
ψ0(x) = exp(− iωh

‖H‖(x, eH))×

×
∫

{‖ξ‖=r∗}⋂{(H,ξ)=hω}

α(ξ) exp(−i(x, ξ − eH
ωh

‖H‖))dl(ξ) =
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�	(�9	9	�!��' : ($�;����'$���<�;��6��#=�!$��=�(�?��@�����!�'�(���'$���<�/�/� 1��

= exp
(

−iωh ‖H‖−1 x‖H
)

∫

{‖ς‖=aω(h,H)}⋂{ς⊥H}

β(ς) exp(−i(x, ς))dl(ς) =

M Ä�ï�N
= aω(h,H) exp

(

−iωh ‖H‖−1 x‖H
)

×

×
∫

{‖e⊥H‖=1}

γ(e⊥H) exp(−iaω(h,H)(x, e⊥H))dl(e⊥H),

aω(h,H) =

√

√

√

√

(

‖H‖2 − h2
)(

ω2 + ‖H‖2
)

‖H‖2 .

Ó]ÔV~ÆÔVU]Ô �s
���(C(�)Y�#�#)*?���)x ��$�?�
'���� K = f + F = (ε+ ih) + (H + iE)
4�����67"p�(�A M Ä î NG
��$��"�B���

Sω =
{

ξ ∈ R3 : (ξ − E + iH, ξ − E + iH) = (ε+ ω + ih)2
}

⇒

Sω =
{

ξ ∈ R3 : ‖ξ − E‖2 = ‖H‖2 − h2 + (ε+ ω)2
⋂

(ξ − E,H) = h (ω + ε)
}

°
R3 §#���-��?�!�B�%�'���
���µ!$�;"�(�B�
�� r∗ =

√

‖H‖2 − h2 + (ε+ ω)2 �  ��!��#
#�²��'�(��
9ª��!�Eó!$�;"�(�B�
��
r∗

 : �'���!���)Ì�µ����²�?��

ξ = E

C ��$��
?���
����é

(ξ − E,H) =
h (ω + ε)

4¨'���!�)s�;���±?�������!���+*
#���� $�;"p����-
>���?�����!���)�L (Þ?�������!$���¹
#��"$�!@%�(������²�?�B
ξ∗ = E + h(ω+ε)

‖H‖2 H
�xð	�6#?��-��E¦²�(�
���(����µ!$�;"�(�B@
�§����+½��?�!�B�%�'���
��(¨4s��'!$�����'

ρ(ω) =

√

√

√

√

(

‖H‖2 − h2
)

(

1 +
(ω + ε)2

‖H‖2

)

. M Ä���N
�o�$������6���4�²�����=�EÈ
B��&�#
�������@�;�$�&����?����o ��!��#
#��²$��'�(���4�'��#��=#F��#"�(�)Y��(�"$��
��������²�0'���4�²�����=�E ‖H‖ ≥ |h| 4�����?C?���?

|h (ω − ε)|
‖H‖ ≤

√

‖H‖2 − h2 + (ε+ ω)2 ⇒
(

h2

‖H‖2 − 1

)

(ω + ε)2 ≤ ‖H‖2−h2 ⇒
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1@ï ð>� ñ·��ñ{�$�?�
#�#��@�

h2 − ‖H‖2

‖H‖2 (ω + ε)2 ≤ ‖H‖2 − h2 ⇒ ‖H‖2 ≥ h2.

°¶§#����)Ê
���B�²$����¸
ψ0(x, ω) = e−i(x,E)

∫

{e⊥H}∪{‖e‖=1}
γ(e) exp (−iρ(ω)(x, e)) dl(e), M Å B N

∀γ(e) ∈ L1{e : ‖e‖ = 1, e⊥H} �¼°¼E{=���! γ(e)
 ���A#����������*
��!���(����ºH·(�!���?�(�+?��p��
#


ω
02����(�
����!������

0 9	��!�)xB;��(�!�B@�#)º �����B�²��'�'�E¦+D!��A#B;���������>�>��(�"$�r���#��!��#)xE	�
� Ø�Ù�Ü�Ø$ë{ã � ÔG� £$� H 6= 0 £p ��� ���$ -Î#¥&��Ñ���Ð�����£$��Ð�¢�Ð*Ð�¤���Ð�£$Ð�¤���Ð�¢�Ð ������� øË £@�����$ ������ö&%}� ÷ �8ú�ô���Î#Î� ¼Ð�¡�Ð�¡R-� �����8C&Ï Ë ��ú�Ñ���õª�	 ¤#ô$ ����Ð�¢�Ðx£$Ð�Î#¥&�8Î Ë -� Î#¥�� Ë ø ¥ $  ÎVô�� ‖H‖ ≥ |h| �<���	 # ¥ó����¤

ψ0(x, ω) = e−i(x,E)

∫

{e⊥H}∪{‖e‖=1}

γ(e)×

× exp



−i(x, e)

√

√

√

√

(

‖H‖2 − h2
)

(

1 +
(ω + ε)2

‖H‖2

)



 dl(e), M Å�.;N

∀γ(e) ∈ L1{e ∈ R3 : ‖e‖ = 1, e⊥H}.
� £$� a��6� £p ��� ���$ rÎ Ë -� Î#¥�� Ë  ¥ $  ÎVô��^� �6� �<ò�£$� ω 6= −ε ���	 # ¥ó����¤

ψ0(x, ω) = e−i(x,E)

∫

{‖e‖=1}

γ(e) exp (−i |ω + ε| (x, e)) dS(e), M Å���N

∀γ(e) ∈ L1{e ∈ R3 : ‖e‖ = 1}.
� £$� a��6��$ � �6� � ω = −ε £p ��� ���$ rÎ Ë -� Î#¥�� Ë  ¥ó¥&Ð�ô�û�ú�Ð>ò�£$� ξ = E ����¤��

ψ0(x) = a exp (−i(x,E)) , ∀a ∈ Z. M Å î N
/ ��)Y���(�)¶!$��A��(�²�'����·����(���'�($�ª���?�����!���� N (JL '$�I9	��!�)x(�!����@��'�(��·!��H&��0'�(�+*B�!$����'��'�(��º��!$��'�
#9	��!$)s� : (�(¨�s° ����
B���
����(�(cL '���-(�A�=�!$��'�'�EGF*'$�� �!$����0�$�'�(�+D?�!���)Y� N 4��>'$�� �!$�����$�'�(�(<?�������!���6��>!$��
 �!���
��!$��'����#��
7�D6#��!�)Y��'�(�²��#
?����

�������������������������! #"%$!&�'!��( *-,	.0/21�3�5768.0/21µ9:/<;>=�?A@



�	(�9	9	�!��' : ($�;����'$���<�;��6��#=�!$��=�(�?��@�����!�'�(���'$���<�/�/� 1}�
������'$�

e−i((x,E)+ωτ) 4])Y�#"�B;��(�!�B@�#)s���±(�'����6#!$�;�$��)Ã�C9	��!�)xB;�$� M Å B N M ��?�������!���) &�  �!���(�A#��������'�E¦+¹��"�(�'�(�²�'�E¦+Þ���?�����!pNÍ?���?- ���������(�²�(�'���4¨����?µ(- �����éo=���)xB'$�� �!$�����$�'�(�é&�Éo!�(>'$�;��(�²�(�(KL  �!���
��!$��'�
�����·
����'�����(���
7�I?���?�=�E¶��!�(��'���(�!����@��'�'�E8)¹����0'���
(���������'��D�6��C'$�� �!$�����$�'�(��Æ�b°¼(�"Þ!��H&�'�(�+µB� �!����������
��Æ4¨�#
���(Þ��"�(�'µ(�A�?���0��!�"�(�'$����'�EGF����?�����!����>
#���� $�;"p����>
Í'�(�)¹ ��·'$�� �!$�����$�'�(�é&�Z�s
���(C �!���"$
������(����
N ����(�"$�

E = E‖H + E⊥H
����4�?���?D
��$��"�B���I(�A M Ä���N�4�
#��F�!$��'������
7�D
#��
����������é80�&���·������'�E

exp
(

−i
(

(x,E‖H) + ωτ
)) 4;�o���Í��!��#)x�·?���?&Bª�#�¼ ��!� ��'�"�(�?�B;����!�'���+
��
����������éÍ�&�+

exp (−i ((x,E⊥H) + ωτ))
9ª��A;�I)Y�'������
��-��������²�?�(±?±����²�?��&�A�����($
�($)Y��
���(<������E{=���!$�

γ(e) M e⊥H N¯(�������(�²�(�'�E |ω + ε| �Ó]Ô2�^lGásØ$ëÍØ�Û<;�ã�Ü�Ûm7·Ø
ω
Y�;Æàpß8no;ÆÙ�Ü�7

�r���  ���
��!����'�(��¾����(�
����!���� =�B;"$�#) (�
 �������A����@����� 
(�
���#)xB ?�����!@"�(�'$����4�� �!���"$�������#)xB�é ���?�����!���)ca M H ‖ e3
N��ýx��
#
#)Y����!�(�)¶9rB�'�? : (�é

ψ0
H(x, ω, e⊥H) = e−i(x,E)×

× exp



−i(x, e⊥H)

√

√

√

√

(

‖H‖2 − h2
)

(

1 +
(ω + ε)2

‖H‖2

)



 , ‖e⊥H‖ = 1, M Å�1�N
?�������!$���º�����������
��º!��H&�'�(��#) ��"�'���!��#"�'���6��-B�!$����'��'�(�� M Ä�.;N	(* �!���"$
������������
��=���+¹?���)x ��$�?�
'�B�é ��)x ���(���B;"�B-6��!�)Y��'�(�²��#
?�(�FÞ������' M 
>B�²������) eiωτ

N�4Æ"���(�0%�B��ª(�F@
�����'$�� �!$�����$�'�(�(D������'�������6��>���?�����!$�

KF = E + e⊥H

√

√

√

√

(

‖H‖2 − h2
)

(

1 +
(ω + ε)2

‖H‖2

)

= E + e⊥Hρ(ω)


�Þ
?���!���
����é
v = ω/ ‖KF ‖

px"���(�'$�-������'
λ = 2π/ ‖KF ‖

4Y²$��
�������
$ = ω

4 ��!�(��#"D?����$�#=���'�(�+
T = 2π/ω

� ü ��?C��(�"�(�)¦4�§#���&������'$����=��p�;"p����>"�(�
 ��!�
(��+¨�ýx��
#
#)Y����!�(�)Ì ���!��;%&"p���#)xE¦+
ψ0
H

r ô$ ��	 ��¥&��£$���Yõ ω
0 ¥>����Î#¥&Ð�£]Ò ð	�6#?��µ��EG0²�(�
���(����

Ψω
H(x, e⊥H) =

1√
2

(

∇−
ω + F−)ψωH =

�������������������������� ¥"%$!&�'!��(<*-,	.0/21�3�5�6 .0/21µ9:/<;>=�?A@



Ä B ð>� ñ·��ñ{�$�?�
#�#��@�

=
1√
2

(ε+ ω + ih−H + iρ(ω)e⊥H)ψωH M Å�Ä�N
�Y6���'���!�)s�&(C �
#���"$��'���!�)s�>'��oA;����(�
����I��� N (C!$����'�E

‖Ψω
H‖ =

1√
2

√

√

√

√(ε+ ω)2 + h2 + ‖H‖2 +
(

‖H‖2 − h2
)

(

1 +
(ω + ε)2

‖H‖2

)

=

=
1√
2

√

(ω + ε)2
(

2 − h2

‖H‖2

)

=
|ω + ε|
‖H‖

√

‖H‖2 − 0.5h2 , M Å�Å�N

〈〈Ψω
H〉〉 =

1√
2

√

(ε+ ω)2 + h2 − ‖H‖2 − ρ2(ω) =

=

√

(

0.5(ε+ ω)2 + ‖H‖2
) h2

‖H‖2 − ‖H‖2 M Å���N
° ²p��
���'�EGF 
���B�²$����F  �!�(

ω = −ε '���!�)s� ‖Ψω
H‖ = 0

4D �!�( §����)
〈〈Ψω

H〉〉 =i

√

(

‖H‖2 − h2
) �

ñÃ �!�(
ω = ±‖H‖

√

2
(

‖H‖2

h2 − 1
)

− ε
 �
#���"$��'���!�)s� 〈〈Ψω

H〉〉 = 0,
 �!�(�§#����)

‖Ψω
H‖ = ± |h|−1

√

(

2 ‖H‖2 − h2
)(

‖H‖2 − h2
)

s¼(�?��@�����!�'�(���'<�6���§#'��!�6#(�(�02(�)x �B;����
;��!$�����'
Ξω = Wω + iPω = Ψω

H ◦ (Ψω
H)∗ = ‖Ψω

H‖2 + i ‖Pω‖ e‖P =

= 0, 5 (ω + ε)2
(

2 − h2

‖H‖2

)

+ 0, 5i (hH + ρ(ω) ((ε+ ω)e⊥H + [e⊥H , H]))

�r��!�)s�&���?�����!$�
Pω M ��'p�;�$��6	���?�����!$�>Ér��+�'���(�'�6��NG!$����'$�

‖Pω‖ =

√

‖hH‖2 +

(

1 − h2

‖H‖2

)

(

(ε+ ω)2 + ‖H‖2
)2
.
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�	(�9	9	�!��' : ($�;����'$���<�;��6��#=�!$��=�(�?��@�����!�'�(���'$���<�/�/� Ä�.

ÉÍ!�(
h = 0 Wω = 0.5 (ω + ε)2

4 ‖Pω‖ = 0.5
(

(ε+ ω)2 + ‖H‖2
) �Éo!�(

H = 0
!��H&�'�(��#) M Ä�.;N¼�����������
���9rB�'�? : (��

ψ0
E(x, ω, e) = exp (−i(x, |ω + ε| e+ E)) , KF = |ω + ε| e+ E, ‖e‖ = 1. M Å�ï�NÉo��!$��%&"p���#)xE¦+±�éÇ����(�
����!�(�)Y�#��>��(�"

Ψω
E(x, e) =

1√
2

(ω + ε−∇− iE) exp (−i(x, |ω + ε| e+ E)) =

=
1√
2

(ε+ ω + i |ω + ε| e)ψωE .
0 �����������
�����'�'��I§#'��!�6#(��C(C���?�����!<Ér��+�'���(�'�6��!$����'�E

ΞEω = 0.5 (ε+ ω + i |ω + ε| e) ◦ (ε+ ω + i |ω + ε| e) = (ε+ ω)2+

+i |ω + ε| (ε+ ω) e, WE
ω = (ε+ ω)2, PEω = sgn(ε+ ω) (ε+ ω)2 e.þr
 �������A#B��

Ψω,
)Y�;%�'��	 �!���"$
������(����

Tω(x)
�	��(�"$�8
�B�)Y)xE½����(�
����!����·��(� $�

Tω(x) =
∑

C

Ψω ∗ C(x) M Å���N

Tω(x) =
∑

C,φ

Ψω ∗ C(x), Ψω(x) =

∫

e⊥H⋂‖e‖=1

φ(e)Ψω(e, x)dl(e),

∀φ ∈ L1 {e⊥H : ‖e‖ = 1} . M � B N
s¯(�?��@�����!�'�(���'�'�E{�  ������

C(x)
����%&�Ç �!���(�A#��������'�E8��4�"$�� �B@
�?���éÍ�·(�� ����?�(��
����!���?�(¨4#�{����)C²�(�
��$�¯)Y��6#B��8=�E¦���{(�As?��p��
#
��{
(�'�6#B;����!�'�EGF	��=���=��&�'�'�EGFª9rB�'�?�0

: (�+¨�»G��(�
����!�E¿��(�"p� M Å���N��� �(�
E¦�@��éÍ�Ê �������!�(�A����@��'�'�E8�-?����$�#=���'�(��Ã(´������'�E
�?��;����!�'���02���?�����!�'�EGF� ����$�+¨4$� M � B N � '�� �������!�(�A����@��'�'�E{�	 ������Æ�Ó]ÔV�b3�;�ã�;Æß8��ØTny5xß�ØÞÜ�Ø�å±Ø�Û�ßbæc;Æàpß8no;ÆÙ�Ü$Û87��½â�Ü@ã�àpÛ�Ø�Û�ß�æ
0 ������(�²��#
?�(��>����(�
����!�E � §#���C!��H&�'�(��±B�!$����'��'�(�� M .;N�4Æ'��&A;����(�
����·(��>�����!��#)Y��'�( M5L z L (x)

N���þoA M .;N¼
��$��"�B@���4�²�������'�(�B;"$�����$�������!���éÍ�>B�!$����'��'�(�é
±i∇ J + K ◦ J = L (x), x ∈ R3. M ��.;N
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Ä�� ð>� ñ·��ñ{�$�?�
#�#��@�
�Y6��	!��H&�'�(��I)Y�;%�'��	 �����B�²�(�����4�
��$��"�B��>��E¦H&�(�A�$�;%·�'�'���+�)Y�����"�(�?���4@(�
 �������0A#B��C
����+�
�����I�� ��!$������!�����4

(f ± i∇ + F ) ◦ (f ∓ i∇− F ) = f 2 + (F, F ) − ∆. M ����N
0 �����������
����B�éÍ�·(��C
?��;����!�'�E{�� ������' : ($�;��E¾!��H&�'�(�+*§#����6��±B�!$����'��'�(��ºB;"$��0���$�������!@��éÍ�IB�!$����'��'�(�é Â ������)x6������ : �

(

f2 + (F, F ) − ∆
)

ψ = q(x) M � î N� "$�#
�8!��H&�'�(��	§#����6��{B�!$����'��'�(��	 �����B�²�(�)�(�As ���
��!����'�'�EGFª'$��)x(ª!��H&�'�(�+B�!$����'��'�(��½6��!�)Y��'�(�²��#
?�(�F½?����$�#=���'�(�+ M�î 1�N& �!�( ω = 0
4s?�������!����D�µ"p��'�'���)
���B�²$���r(�)Y�#��>��(�"

(∓∇ + i K ) ◦ J = i L . M �;1�N�	�#²�'��#) 
I!��H&�'�(��º�#"�'���!���"�'���6��±B�!$����'��'�(�� M ��.;N	 �!�( L ≡ 0 ⇒ q ≡ 0
4?�������!�E{�	'$��A������#) Î#¥&��¥&Ð������r� �� ô$ ��	 ��¥&��£$���s DÎ#¥&��¥&Ð����¼Ò �r���´ ���
��!����'�(��Ã
��������'����Ê=�B;"$�#) (�
 �������A���0�@������
(�
���#)xBC?�����!�"�(�'$����4p�� �!���"$�������#)xB�é ���?�����!���)�a M H ‖ e3

N��$°´§#����)½
���B@0²$���r§��p�)Y�'�����!�'�E{�·
?��;����!�'�E{�	 ������' : ($�;��E (�)Y�éÍ�>��(�"
ψH0 (x, e⊥H) = e−i(x,E)×

× exp

(

−i(x, e⊥H)

√

(

‖H‖2 − h2
)

(

1 +
ε2

‖H‖2

)

)

, ‖e⊥H‖ = 1. M ��Ä�N
Ér��!���%&"p���#)xE{+

ψ0
H

§�$�#)Y�'�����!�'�E¦+±
��������'�A;�� �(�H&���
��Æ4�?���?
ΨH

0 (x, e⊥H) =
1√
2

(ε+ ih−H + iρe⊥H)ψ0
H ,

ρ =

√

‖H‖2 + ε2 − h2
(

1 − ε2 ‖H‖−2
)

. M ��Å�N
�Y6���'���!�)s�&(C �
#���"$��'���!�)s�>'��oA;����(�
����I��� N (C!$����'�E
∥

∥ΨH
0

∥

∥ =
|ε|
‖H‖

√

‖H‖2 − 0.5h2,
〈〈

ΨH
0

〉〉

=

√

(

0.5ε2 + ‖H‖2
) h2

‖H‖2 − ‖H‖2
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Ξ0 = W0 + iP0 = ΨH
0 ◦

(

ΨH
0

)∗
=

= 0, 5ε2
(

2 − h2

‖H‖2

)

+ 0, 5i (hH + ρ (εe⊥H + [e⊥H , H])) .

�o��!$)s�&���?�����!$�
P0 M ��'$�;�$��6ª���?�����!$��Ér��+�'���(�'�6#��NG!$����'$�

‖P0‖ =

√

‖hH‖2 +

(

1 − h2

‖H‖2

)

(

ε2 + ‖H‖2
)2

Éo!�(
h = 0 W0 = 0.5ε2

4 ‖P0‖ = 0.5
(

ε2 + ‖H‖2
) �Éo!�(

H = 0

?��;����!�'�E¦+� ������' : ($�;�<(�)Y�#��>��(�"
ψE0 (x, e) = exp (−i(x, |ε| e+ E)) , ‖e‖ = 1 M ��ï�N

Ér��!���%&"p���#)xE{+D(�)*
��������'�(�)Y�#��>��(�"b¸
ΨE

0 (x, e) =
1√
2

(ε+ i |ε| e)ψ0
E , WE

0 = ε2, PE0 = sgn(ε)ε2e.

� Ð�ô���£$����Ð����������s >�Þ�$ ò�Ð�ô���£$����Ð����������s �Î#¥&��¥&Ð������s &ò�Ð�ô��]Ò þr
 �������A#B�� Ψ0)Y��%�'��� �!���"$
������(������
0(x)

�>��(�"$�	
B�)Y)xEÈ����(�
����!����>��(� p� �!�(
H 6= 0

� H
0 (x) =

∑

� ΨH
0 ∗  (x) M �,��N

�
0(x) =

∑

�
,φ

Ψ0 ∗  (x), M ï B N

Ψ0(x) =

∫

e⊥H⋂‖e‖=1

φ(e)Ψ0(e, x)dl(e), ∀φ ∈ L1 {e⊥H : ‖e‖ = 1}

 �!�(
H = 0
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Ï+Ø ß¾y Ü4y�ßgN�F�P�Q	KsF

U�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�Q	d]G�YSF	L!KMQ	dZJ6F6T@F�^�H¿T�[�_¿N!H�N!OML0U�WÚk0H�o�L!Y�v+Q�[�H�^�L0N0G�H3XZcBYSF�K+P�L!P�H�dmy
àeáhâ5ã@ä�å C â >'æ å�ç	å A åmè D�D ãSé ?Sê å êg? äwâ A å�ëwå�ìMå êg? äwì D ç	å�í D5D
Ý�F	N0N0U�F�O+Y�H�KsF	L!OMN�_¾N0L0U2L!d�N!O+KMQgU�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�W�X:G�YSF	L!K+W�X#J6F6T@F�^#T�[�_#N!H�N!OML0U�W

T�H�`#`#L!Y�L!P�a�HSF6[�b+P�W�X¿cBYSF�K+P�L!P�H�d

∂v

∂t
= A(t, x)v + F (t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ [0, ω], (1)

P0(x)v(0, x) +
m∑

j=1

Pj(x)v(tj , x) + Pm+1(x)v(T, x) = Φ(x), x ∈ [0, ω], (2)

k�TSL
v = col(v1, v2, ..., vn)

R
(n × n)

rgU�F�O+Y�H�a�W
A(t, x)

R
Pj(x)

R
j = 0,m+ 1

RwH
n
rjKML%G�OMQ	Y3r�`ucBP�G�a�H�H

F (t, x)
R
Φ(x)

P�L!o�Y�L!Y�WK+P�WîPSF
Ω̄ = [0, T ] × [0, ω]

R
[0, ω]N0Q+Q	O+KML!OMN!O+KML!P�P�Q�R

0 < t1 < t2 < .. < tm < T
y�ÛuQ�[@F�k!F	L0U

t0 = 0
R
tm+1 = T

y
Û;cMN!O+b

C(Ω̄, Rn)
rZo�Y�Q+N!O+YSF�P�N!O+KMQÉP�L!o�Y�L!Y�WiK+P�W�XÅPSF

Ω
KML!G�OMQ	Y3r�`ucBP�G�a�H�d

v(t, x)
N;P�Q	Y�U2Q	d

||v||0 = max
(t,x)∈Ω̄

||v(t, x)||
R
||v(t, x)|| = max

i=1,n
|vi(t, x)|

y
ÈuL!o�Y�L!Y�WK+PSF�_Ê`ucBP�G�a�H�_

v : Ω̄ → Rn RSH�U2L!fgËtF�_]P�L!o�Y�L!Y�WK+P�cBfîo�Y�Q	H�J0KMQ�T�r
P�cBf o�Q

t
PSF

Ω,
PSF�J0WKsF	L!OMN�_qY�L!½�L!P�H�L0UÙN0L0U2L!d�N!O+KsF]U�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�W�X{G�YSF	L!K+W�X

J6F6T@F0^Vï�Æ6ð)ñ@ï�òMð%RwL0N%[�HÊQ	PSFhc6TSQ	K	[SL!O+KMQ	YB_�L!OZN!H�N!OML0U2L¿ï�Æ6ðiH]csN%[SQ	K+H�fóï�òMðT�[�_IKMN0L%X
(t, x) ∈ Ω̄

H
x ∈ [0, ω]

N0Q+Q	O+KML!OMN!O+KML!P�PSQ�y
Û;Y�H\`uH�GBN!H�Y�Q	KsF�P�P�Q+U

x ∈ [0, ω]
J�F6T'F0^SFhï�Æ6ð)ñ@ï�òMð�_3K	[�_�L!OMN�_�[�H�P�L!d�P�Q	deU�P�Q	k�Q�r

OMQ	^�L!^�P�Q	d¾G�YSF	L!KMQ	d�J6F6T@F0^�L!d¾T�[�_:N!H�N!OML0U�WnQ+v	WG�P�Q	KML!P�P�W�X:T�H�`#`#L!Y�L!P�a�HSF6[�b+P�W�X
cBYSF�K+P�L!P�H�dmywô;J�U2L!P�_3_Îo�L!Y�L0U2L!P�P�cBf

x
PSF

[0, ω]
R@o�Q�[�cB^�H�UÉN!L0U2L!d�N!O+KMQZU�P�Q	k�Q	OMQ�r

^�L!^�P�W�X\G�YSF	L!K+W�X\J6F6T@F�^\T�[�_eQ+v	WG�P�Q	KML!P�P�WX\T�H�`#`#L!Y�L!P�a�HSF6[�b+P�W�X\cBYSF�K+P�L!P�H�dmy
ÈuL0Q+v0XBQ0T�H�U2Q]Q	OMU2L!O+H�O+b�RÖ^�OMQZH�JeN!cBË�L0N!O+KMQ	KsF�P�H�_ÀOMQ�[�b+G3QZO+Y�H�K+HSF6[�b+P�Q	k6QIY�L!½�L%r
P�H�_�N0L0U2L!d�N!O+KsFnQ0T�P�Q	Y�Q�T�P�W�X�G�YSF	L!K+W�X�J6F6T@F�^mRN0Q+Q	O+KML!OMN!O+K+cBfgË¾H3Xpï�Æ6ð)ñ@ï�òMð%R�P�L
N%[SL%T�cML!O¾N!cBË�L0N!O+KMQ	KsF�P�H�LjL%T�H�P�N!O+KML!P�P�Q+k�Q:Y�L!½�L!P�H�_tJ6F6T@F�^�HÎï�Æ6ð)ñ@ï�òMð%yMÞ;v+L%T�H�U2N�_tK
×0OMQ+UnPSF¾o�Y�H�U2L!Y�L+y

áhì D�êg? ìmõ Ä�Æ+Æ%Ç@È#F
[0, 1]× [0, 1]

YSF	N0N0U2Q	O+Y�H�UqN!L0U2L!d�N!O+KMQ:o�L!Y�H�Q0T�H�^�L0N!G�H�XtG�YSF6r
L!K+W�XÃJ6F6T@F�^¿T�[�_¿Q+v	WG�PSQ	KML%P�P�Q	k�QtT�H�`#`#L!Y�L!P�a�HSF6[�b+P�Q	k�QhcBYSF�K+P�L!P�H�_

∂v

∂t
= (x− 1/2)v + 1, (1′)

v(0, x) = v(1, x), x ∈ [0, 1]. (2′)
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¼ YSF�J0Y�L!½¾H�U2Q+N!O+H]N0L0U2L!d�N!O+KsFhU�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�W�XZG�YSF	L!K+W�X¿J6F6T@F�^Ày�y�y Ï3Æ

¼ v	Ë�L0LVY�L!½�L!P�H�LlN0Q+Q	O+KML!OMN!O+K+cBfgË�L!k�Q
(1′)

Q0T�P�Q	Y�Q�T�P�Q	k�QÚcBYSF�K+P�L!P�H�_pJ6F�o�H�N!W�r
KsF	L%OMN�_�KVK+H3TSL

v(t, x) = e(x−1/2)tC(x)
yjô;JxcsN%[SQ	K+H�_

(2′)
o�Q�[�cB^�H�U

C(x) =
ex−1/2C(x)

y ¼ OMN!f�T@FhN%[SL%T�cML!O	R�^�OMQ
C(x) = 0

T�[�_¿KMN0L%X
x ∈ [0, 1]

R3O	y L+y�Q0T�P�Q	YSQ0T�r
PSF�_\G�YSF	L!KsF�_ÃJ6F6T@F�^SF:H�U2L0L!OtOMQ�[�b+GBQ�O+Y�H�K+HSF6[�b+P�Q+LuY�L!½�L!P�H�L

v(t, x) = 0
y3öwF6T@F�^SF

(1′) − (2′)
P�L;H�U2L0L!OhY�L!½�L!P�H�_wy

÷ ë5ì ?BA�?Bø�?SC5D�?]Æ õuù�ú�û#ú!ü�ý0þtÿ��iû���������þ���	3ú
	�����������+ú0ÿ������������	����������������������! 
ÿ��+ú!þ�ý�"��#���#�@ú
�Mþ����!�$�%���@ú
&�'Bû��Öû�(@ú!ý*)�'���)�"�+,�-��'.�	ÿ���)�/#�����0!1#���#2�'�ü

F (t, x) ∈
C(Ω̄, Rn)

(
Φ(x) ∈ C([0, ω], Rn)

�����3'Bû#ú0ú!þ�ú
��'���ý0þtÿ	ú
�����	ú4�@ú
&tú
��'Sú
v(t, x) ∈

C(Ω̄, Rn)
'���)�"5�Sú�����ý�+,���+ÿ	ú
��)�'Sÿ��6��2Sú
���#�

max
t∈[0,T ]

||v(t, x)|| ≤ Kmax
(

max
t∈[0,T ]

||F (t, x)||, ||Φ(x)||
)
,

���	ú7�#����ý0þ�����þ��
K
�Sú����+ÿ�'�ý�'�þ8��þ

F (t, x)
(

Φ(x)
'

x ∈ [0, ω] 9
: XsL0U�FlU2L!OMQ�T@F3y;Ì�Q	J0bMU2L0U [�H�P�H�H

t = tj
R
j = 1,m+ 1

KlG�F0^�L0N!O+KMLÀ[�H3r
P�H�dÎTSL%[SL!P�H�_xHÊo�Y�Q	H�J0KML%TSL0U�YSF�J�v	H�L!P�H�L\Q+v�[@F	N!O+H

[0, T ) × [0, ω] =
m+1⋃
r=1

Ωr
R'k�TSL

Ωr = [tr−1, tr) × [0, ω]
y�Û;csN!O+b{`ucBP�G�a�H�_

v(t, x)
ñ{Y�L!½�L!P�H�LIJ6F6T@F�^�Hpï�Æ6ð)ñ@ï�òMð%R

vr
ñÎN!cBÍ�L!P�H�L\`ucBP�G�a�H�H

v
PSF

Ωr
RmO	y L+y

vr : Ωr → Rn H vr(t, x) = v(t, x)
o�Y�H

(t, x) ∈ Ωr
R
r = 1,m+ 1

R
lim

t→T−0
vm+1(t, x) = v(T, x)

R
x ∈ [0, ω]

y<;Q	k�T@F�J6F6T@F�^SF
ï�Æ6ð)ñ@ï�òMð�v	c6TSL!Ot×0G�K+H�KsF6[@L%P�O+PSFhN0L0U2L!d�N!O+K+c¿U�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�W�XZG�YSF	L!K+W�X¿J6F6T@F0^

∂vr

∂t
= A(t, x)vr + F (t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1,m+ 1, (3)

P0(x)v1(0, x) +
m+1∑

j=1

Pj(x)vj+1(tj , x) + Pm+1(x) lim
t→T−0

vm+1(t, x) = ϕ(x), (4)

x ∈ [0, ω]
R<=;TSQ	o�Q�[�P�H�OML%[�b+P�WiUlcMN%[SQ	K+H�L0U

lim
t→ts−0

vs(t, x) = vs+1(ts, x), x ∈ [0, ω], s = 1,m, (5)

J%T@L!N!b¿ï�ÁMðÖñ:csN%[SQ	K+H�_\N!G3[SL!H�KsF�P�H�_\Y�L!½�L!P�H�_tKMQ#K+P�cBO+Y�L!P�P�H3Xt[�H�P�H�_BXhYSF�J�v	H�L!P�H�_wy
Û;cMN!O+b

C(Ω̄,Ωr, R
n(m+1))

ñÚo�Y�Q+N!O+YSF�P�N!O+KMQÚN!H�N!OML0U `ucBP�G�a�H�d
v([t], x) =

(v1(t, x), v2(t, x), ..., vm+1(t, x))
′
R5k�TSL¿`ucBP�G�a�H�_

vr : Ωr −→ Rn P�L!o�Y�L!Y�WK+PSF
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Ï+ò ß¾y Ü4y�ßgN�F�P�Q	KsF

H¿YSF�K+P�Q+U2L!Y�P�QeQ	O+P�Q+N!H�OML%[�b+P�Q
x ∈ [0, ω]

H�U2L0L!OhG3Q	P�L!^�P�WdZ[SL!KMQ+N!OMQ	Y�Q	P�P�H�d]o�Y�L%r
TSL%[

lim
t→tr−0

vr(t, x)
R
r = 1,m+ 1

R�N;P�Q	Y�U2Q	d
||v||1 = max

r=1,m+1
sup

(t,x)∈Ωr

||vr(t, x)||
y

Ý5L!½�L!P�H�L0U N0L0U2L!d�N!O+KsF U�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�W�X G�YSF	L!K+W�X J6F6T@F�^ ï?>Mð)ñ@ï�ÁMðÅ_3K	[�_Br
L!OMN�_ N!H�N!OML0U�F `ucBP�G�a�H�d

v([t], x) = (v1(t, x), v2(t, x), .., vm+1(t, x))
′ ∈

C(Ω̄,Ωr, R
n(m+1)),

k�TSL
vr(t, x)

ñlN!cBÍ¾L!P�H�LÊ`ucBP�G�a�H�H
v(t, x)

PSF
Ωr
R4c6TSQ	K	[SL%r

O+KMQ	Ys_�L!OÎï?>Mð)ñ@ï�ÁMð%R�P�L!o�Y�L!Y�WK+P�QtT�H�`#`#L!Y�L!P�a�H�Y�csL0U�F�o�Q
t
PSF

Ωr
R
r = 1,m+ 1

y
@ G�K+H�KsF6[SL!P�O+P�Q+N0O+b¢J6F6T@F�^�ï�Æ6ð)ñ@ï�òMð¿Hzï?>Mð)ñ@ï�ÁMð¿J6F�G3[�fg^SF	L!OMN�_�K¢N%[SL%T�cBfgË�L0Uy

A:cBP�G�a�H�_
v(t, x)

R5Q	o�Y�L%TSL%[�_�L0U�F�_{YSF�KML!P�N!O+KsF	U�H
v(t, x) = vr(t, x)

o�Y�H
(t, x) ∈

Ωr
R

r = 1,m+ 1
R
v(T, x) = lim

t→tm+1−0
vm+1(t, x)

o�Y�H
x ∈ [0, ω]

c6TSQ�r
K	[SL!O+KMQ	Ys_�L!OpN!H�N!OML0U2L¢cBYSF�K+P�L!P�H�d ï�Æ6ðÊo�Y�HzKMN0L%X

(t, x) ∈ Ω̄
HzcsN%[SQ	K+H�f ï�òMð

o�Y�HÓKMN0L%X
x ∈ [0, ω]

yCB�N%[�H
v(t, x)

r�Y�L!½�L!P�H�L N0L0U2L!d�N!O+KsF U�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^3r
P�W�XpG�YSF	L!K+W�XîJ6F6T@F�^ ï�Æ6ðÎñ ï�òMð%R:OMQ N!H�N!OML0U�FÚL!k�Q N!cBÍ�L!P�H�d

{vr(t, x)}, r =
1,m+ 1,

_3K	[�_�L!OMN�_¢Y�L!½�L!P�H�L0U�N0L0U2L!d�N!O+KsFqU�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�WX¢G�YSF	L!K+W�X¢J6F6T@F0^ÉN
TSQ	o�Q�[�P�H�OML%[�b+P�WjU csN%[SQ	K+H�L0UÓï?>Mð)ñ@ï�ÁMð%yuôtRgPSF	Q+v+Q	Y�Q	O�R#L0N�[SHÅN!H�N!OML0U�F�`ucBP�G�a�H�d
v([t], x) = (v1(t, x), v2(t, x), .., vm+1(t, x))

′ ∈ C(Ω̄,Ωr, R
n(m+1))

ñeY�L!½�L!P�H�L#J6F6r
T@F0^�H]ï?>Mð)ñ@ï�ÁMð%R+OMQu`ucBP�G�a�H�_

v(t, x),
o�Q�[�cB^SF	L0U�F�_hN!G3[SL!H�KsF�P�H�L0UÀN!H�N!OML0Ux`ucBP�G�a�H�d

{vr(t, x)}, r = 1,m+ 1,
v	c6TSL!O¿Y�L!½�L!P�H�L0U�H�N�XsQ�T�P�Q	k�Q¿N0L0U2L!d�N!O+KsFZU�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^3r

P�W�X:G�YSF	L!K+W�X¾J6F6T@F�^Zï�Æ6ð)ñ@ï�òMð%y	ô;J�P�L!o�Y�L!Y�WK+P�Q+N!OMHtG3Q	×�`#`uH�a�H�L!P�OMQ	K
A(t, x)

R�o�YSF6r
KMQ	dZ^SF	N!O+H

F (t, x)
HZ`ucBP�G�a�H�H

v(t, x)
K+WOML!G�F	L!OhP�L!o�YSL%Y�WK+P�Q+N!O+b ∂v(t, x)

∂t

y
DuL!Y�L!J

λr(x)
Q+v+Q	J0PSF�^�H�U J0PSF�^�L!P�H�Lq`ucBP�G�a�H�H

vr(t, x)
o�Y�H

t = tr−1
H�K

G3F�Í�TSQ	d{Q+v�[@F	N!O+H
(t, x) ∈ Ωr

Q+N!cBË�L0N!O+K+H�U�J6F	U2L!P�c
ṽr(t, x) = vr(t, x) − λr(x)

R
r = 1,m+ 1

yBÜÖQ	k�T@F#J6F6T@F0^SFÃï?>Mð)ñ@ï�ÁMð�N!KMQ�T�H�OMN�_\Ge×0G�K+H�KsF6[SL!P�O+P�Q	d¿G�YSF	L!KMQ	deJ6F6T@F6r
^�LuNuP�L!H�J0KML0N!O+P�WiU�H]`ucBP�G�a�H�_�U�H

λr(x)

∂ṽr

∂t
= A(t, x)ṽr +A(t, x)λr(x) + F (t, x), (t, x) ∈ Ωr, (6)

ṽr(tr−1, x) = 0, r = 1,m+ 1, (7)

P0(x)λ1(x) +
m∑

j=1

Pj(x)λj+1(x) + Pm+1(x)λm+1(x)+

+Pm+1(x) lim
t→T−0

ṽm+1(t, x) = ϕ(x), x ∈ [0, ω], (8)

λs(x) + lim
t→ts−0

ṽs(t, x) = λs+1(x), x ∈ [0, ω], s = 1,m. (9)
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¼ YSF�J0Y�L!½¾H�U2Q+N!O+H]N0L0U2L!d�N!O+KsFhU�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�W�XZG�YSF	L!K+W�X¿J6F6T@F�^Ày�y�y Ï,>

Ý5L!½�L!P�H�L0U J6F6T@F0^�H ï�ÏMð)ñ@ï�ÂMð _3K	[�_�L!OMN�_ oSF�YSF
(λ∗(x), ṽ∗([t], x))

R
λ∗(x) = (λ∗1(x), λ

∗

2(x), .., λ∗m+1(x))
′ ∈ C([0, ω], Rn(m+1))

R
ṽ∗([t], x) =

(ṽ∗1(t, x), ṽ
∗

2(t, x), .., ṽ
∗

m+1(t, x))
′ ∈ C(Ω̄,Ωr, R

n(m+1))
Rgk�TSLn`ucBP�G�a�H�H

ṽ∗r (t, x)P�L!o�Y�L!Y�WK+P�QIT�H�`#`#L!Y�L!P�a�H�Y�csL0U�WzPSF
Ωr

Hqo�Y�H
λr(x) = λ∗r(x)

R
r = 1,m+ 1

R
c�T@Q	K	[SL!O+KMQ	Ys_3fgOIJ6F6T@F�^�L\EuQ	½¾H¢ï�ÏMð%R4ï)Ð+ðgo�Y�HÀKMN0L�X

(t, x) ∈ Ωr
HxcsN%[SQ	K+H�_�Uzï�ÕMð%R

ï�ÂMð�o�Y�HZKMN0L%X
x ∈ [0, ω]

R
r = 1,m+ 1

y
öwF6T@F0^�H ï�Æ6ð)ñ@ï�òMðÊH ï�ÏMð)ñ@ï)ÂMðÊ×0G�K+H�KsF6[SL!P�O+P�W KÙN%[SL%T�cBfgË�L0U N0U�WiN%[SL+yEB�N%[�H

`ucBP�G�a�H�_
v(t, x)

_3K	[�_�L!OMN�_ZY�L!½�L!P�H�L0UVJ6F6T@F�^�H{ï�Æ6ð)ñ@ï�òMð%R�OMQhoSF�YSF
(λ(x), ṽ([t], x))N¿G3Q+U�o�Q	P�L!P�O+F	U�H

λr(x) = v(tr−1, x)
R
ṽr(t, x) = v(t, x) − v(tr−1, x)

R
(t, x) ∈

Ωr
R
r = 1,m+ 1,

v	c6TSL!OVY�L!½�L!P�H�L0U J6F6T@F�^�Hzï�ÏMð)ñ@ï�ÂMð%yjô PSF	Q+v+Q	Y�Q	O	RiL0N%[�H�oSF6r
YSF

(λ∗(x), ṽ∗([t], x))
R�k�TSL

λ∗(x) = (λ∗1(x), λ
∗

2(x), .., λ
∗

m+1(x))
′
R
ṽ∗([t], x) =

= (ṽ∗1(t, x), ṽ
∗

2(t, x), .., ṽ
∗

m+1(t, x))
′
ñÊY�L!½�L!P�H�LeJ6F6T@F0^�HÚï�ÏMðuñVï�ÂMð%R5OMQÎ`ucBP�G�a�H�_

v∗(t, x)
R3Q	o�Y�L%TSL%[�_�L0U�F�_¿YSF�KML!P�N!O+KsF	U�H

v∗(t, x) = λ∗r(x) + ṽ∗r (t, x), (t, x) ∈ Ωr
R

r = 1,m+ 1, v∗(T, x) = λ∗m+1(x) + lim
t→T−0

ṽ∗m+1(t, x), x ∈ [0, ω]
R�_3K	[�_�L!OMN�_

Y�L!½¾L!P�HSL!UlJ6F6T@F0^�H{ï�Æ6ð4ñÎï�òMð%ySô;J:P�L!o�Y�L!Y�WK+P�Q+N!O+HÎHIQ	k0YSF�P�H�^�L!P�P�Q+N0O+HÎ`ucBP�G�a�H�d
ṽ∗r (t, x)

PSF
Ωr
R
r = 1,m+ 1,

N%[SL%T�csL!OÀN!cBË�L0N!O+KMQ	KsF�P�H�L¿[SL!KMQ+N!OMQ	Y�Q	P�P�H3XVo�Y�L%r
TSL%[SQ	K

lim
t→tr−0

ṽ∗r (t, x),
F¿J0PSF0^�L!P�H�_

lim
t→tr−0

ṽ∗r (t, x)
R
r = 1,m, lim

t→T−0
ṽ∗m+1(t, x)c�T@Q	K	[SL!O+KMQ	Ys_3fgO\cMN%[SQ	K+H�_�UÚï�ÕMð%RÖï�ÂMð4o�Y�H¿KMN0L%X

x ∈ [0, ω]
y

Ì Q	O6[�H�^�H�LÊQ	O�ï?>Mð)ñ@ï�ÁMð\KqJ6F6T@F�^�LVï�ÏMð)ñ@ï�ÂMð\o�Q�_3K+H3[�H�N!bnPSF�^SF6[�b+P�WiLÎcsN%[SQ	K+H�_
ṽr(tr−1, x) = 0

ywÛ;Y�HÀ`uH�G3N!H�Y�Q	KsF�P�P�W�X
λr(x)

R
r = 1,m+ 1

Rm`ucBP�G�a�H�_
ṽr(t, x)_BK	[S_3L!OMN�_hY�L!½�L!P�H�L0UxJ6F6T@F�^�HeEuQ	½¾H]ï�ÏMð!RSï)Ð+ð%RMGBQ	OMQ	YSF�_\×0G�K+H�KsF6[SL!P�O+PSF:N0L0U2L!d�N!O+K+c

N%HSN%OML0UVH�P�OML!k0YSF6[�b+P�W�XZcBYSF�K+P�L!P�H�dZPSF�H�P�OML!Y�KsF6[@F6X¿T�[�H�P�W
tr − tr−1

ṽr(t, x) =

t∫

tr−1

[
A(τ, x)ṽr(τ, x) +A(τ, x)λr(x) + F (τ, x)

]
dτ, (10)

t ∈ [tr−1, tr), r = 1,m+ 1, x ∈ [0, ω]
y

ÛuQ0TSN!O+F�K+H�KIKMU2L0N!OMQ
ṽr(τ, x)

o�YSF�K+cBf�^SF	N!O+bqï�Æ�ØMð;HÊo�Q	K+OMQ	Y�H�KI×0OMQ	OIo�Y�Q	a�L0N0N
ν (ν ∈ N)

YSF�JMR�o�Q�[�cB^�H�U

ṽr(t, x) = Dν,r(t, x)λr(x) +Gν,r(t, x, ṽr) + Fν,r(t, x), (11)
k�TSL

Dνr(t, x) =

t∫

tr−1

A(τ1, x)dτ1 +

t∫

tr−1

A(τ1, x)

τ1∫

tr−1

A(τ2, x)dτ2dτ1 + ...+
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+

t∫

tr−1

A(τ1, x)

τ1∫

tr−1

A(τ2, x)...

τν−1∫

tr−1

A(τν , x)dτν ...dτ2dτ1,

Gν,r(t, x, ṽr)=

t∫

tr−1

A(τ1, x)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1, x)

τν−1∫

tr−1

A(τν , x)ṽr(τν , x)dτνdτν−1...dτ1,

Fν,r(t, x) =

t∫

tr−1

F (τ1, x)dτ1 +

t∫

tr−1

A(τ1, x)

τ1∫

tr−1

F (τ2, x)dτ2dτ1 + ...+

+

t∫

tr−1

A(τ1, x)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1, x)

∫ τν−1

tr−1

F (τν , x)dτνdτν−1...dτ1.

ô;J�ï�Æ+Æ6ð�PSF�d3TSL0U
lim

t→tr−0
ṽr(t, x), r = 1,m+ 1

R+T�[�_hKMN0L%X
x ∈ [0, ω]

yMÛuQ�TSN!O	F�K	r
[�_3_eH3X\KZï�ÕMð%Rwï�ÂMð%RBo�Y�L%T�KsF�Y�H�OML%[�b+P�Qtc3U�P�Q6ÍtH�KZï�ÕMð�PSF

tm+1 − tm
R3Q	O+P�Q+N!H�OML%[�b+P�Q

`ucBP�G�a�H�Q	PSF6[�b+P�W�XÊoSF�YSF	U2L!O+Y�Q	K
λr(x), r = 1,m+ 1,

o�Q�[�cB^�H�U�N!H�N!OML0U�cÊcBYSF�K	r
P�L!P�H�dHG

Qν(x)λ(x) = −Fν(x) −Gν(x, ṽ), (12)

k�TSL
Qν(x) =

∣∣∣∣∣∣∣

hP0(x) hP1(x) hP2(x) .. hPm(x) hPm+1(x)[I + Dν,m+1(T, x)]
I + Dν1(t1, x) −I 0 .. 0 0

0 I + Dν2(t2, x) −I .. 0 0
.. .. .. .. .. ..
0 0 0 .. I + Dν,m(tm, x) −I

∣∣∣∣∣∣∣
,

h = tm+1 − tm
R
I
ñ\L%T�H�P�H�^�PSF�_IU�F�O+Y�H�aSFtYSF�J�U2L!Y�P�Q+N!O+H

(n× n)
R

Gν(x, ṽ) =
(
hPm+1(x)Gν,m+1(T, x, ṽm+1), Gν,1(t1, x, ṽ1), .., Gν,m(tm, x, ṽm)

)
′
,

Fν(x) = (−hϕ(x) + hPm+1(x)Fν,m+1(T, x), Fν,1(t1, x), .., Fν,m(tm, x))
′
y

IÎF�O+Y�H�aSF
Qν(x)

H�U2L0L!OqN!o�L!a�HSF6[�b+P�cBf v�[SQ	^�P�Q�r�T�HSF�k�Q	P@F6[�b+P�cBf N!O+Y�cBG�O+cBY�cMR
o�Q	×0OMQ+U�cho�Y�Hh[�f;v+Q+U

x ∈ [0, ω]
Q	PSF#o�L!Y�L!KMQ0T�H�O�×![SL0U2L!P�O+W

Rn(m+1) K Rn(m+1) H

||Qν(x)|| ≤ 1 + h̃
m∑

j=0

||Pj(x)|| + max(h||Pm+1(x)||, 1)
ν∑

j=0

(α(x)h̃)j

j!
,
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¼ YSF�J0Y�L!½¾H�U2Q+N!O+H]N0L0U2L!d�N!O+KsFhU�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�W�XZG�YSF	L!K+W�X¿J6F6T@F�^Ày�y�y Ï+Á

k�TSL
h̃ = max

i=1,m+1
(ti − ti−1)

yÉô;J#P�L!o�Y�L!Y�WK+P�Q+N!O+HÎU�F�O+Y�H�a
A(t, x)

R
Pj(x)

R

j = 0,m+ 1
R�PSF

Ω̄
R
[0, ω]

RSN0Q+Q	O+KML!OMN!O+KML!P�P�Q�R@K+WOML!G3F	L!O	R@^�OMQ\Q	PSFh_3K	[�_�L!OMN�_IP�L!o3r
Y�L!Y�WK+P�Q	dZo�Q

x ∈ [0, ω]
o�Y�H¿[�f;v+Q+U

ν ∈ N.B�N%[�HpH�J0KML0N!O+PSF
ṽ([t], x) ∈ C(Ω̄,Ωr, R

n(m+1))
N{G3Q+U�o�Q	P�L!P�O+F	U�H

ṽr(t, x)
R

OMQÎH�Jqï�Æ�òMð�U2Q6ÍtP�QxPSF�d�O+H
λ(x) ∈ C([0, ω], Rn(m+1))

N¿GBQ+U�o�Q	P�L!P�O+F	U�H
λr(x)

R
r = 1,m+ 1

ywÈ#F	Q+v+Q	Y�Q	O�RÖL0N%[�HxH�J0KML0N!O+PSF
λ(x) ∈ C([0, ω], Rn(m+1))

R'OMQÃH�J]ï�ÏMð%R
ï)Ð+ð¿U2Q�ÍtP�QlPSF�d�O+H

ṽ([t], x) ∈ C(Ω̄,Ωr, R
n(m+1))

yJ;iF�GÚG�F�GÚP�L!H�J0KML0N!O+P�W G�F�G
ṽ([t], x)

RBO+F�GÃH
λ(x),

OMQ¾o�Y�H�U2L!P�_�L!OMN�_ÃH�OML!YSF�a�H�Q	P�P�Wd]U2L!OMQ0TÖR3HÃY�L!½�L!P�H�L;J6F6T@F6r
^�H¿ï�ÏMð)ñ@ï�ÂMðmñ;oSF�Y�c

(λ∗(x), ṽ∗([t], x)) ∈ C([0, ω], Rn(m+1))×C(Ω̄,Ωr, R
n(m+1))

R�N
GBQ+U�o�Q	P�L!P�O+F	U�H

(λ∗r(x), ṽ
∗

r (t, x))
R
r = 1,m+ 1

R�PSF6XBQ0T�H�UlG�F�G]o�Y�L%TSL%[Îo�Q+N%[SL%TSQ�r
KsF�OML�[Sb+P�Q+N!O+H

(λ(k)(x), ṽ(k)([t], x)) ∈ C([0, ω], Rn(m+1)) × C(Ω̄,Ωr, R
n(m+1))

N
GBQ+U�o�Q	P�L!P�O+F	U�H

(λ
(k)
r (x), ṽ

(k)
r (t, x))

R
r = 1,m+ 1

R
k = 0, 1, 2, ..

R�Q	o�Y�L%TSL%[�_�L0U2Q	d
o�QtN%[SL%T�cBfgË�L0U�c¿F6[�k�Q	Y�H�OMU�cKG
L$M�NIå�OSõ Û;Y�L%T�o�Q�[SQ6ÍtH�UR ^�OMQ o�Y�H K+Wiv	YSF�P�P�Q+U

ν ∈ N
U�F�O+Y�H�aSF

Qν(x) : Rn(m+1) → Rn(m+1) Q+v	YSF�O+H�U�F T�[�_ KMN0L%X
x ∈ [0, ω]

y
Ègc6[SL!KMQ+L o�Y�H�v�[�H�Í¾L!P�H�L o�Q `ucBP�G�a�H�Q	PSF6[�b+P�Q+U�c oSF�YSF	U2L!O+Y�c

λ(0)(x) =

(λ
(0)
1 (x), λ

(0)
2 (x), ..., λ

(0)
m+1(x))

′ ∈ C([0, ω], Rn(m+1))
Q	o�Y�L%TSL%[�_�L0U H�JÀN!H�N!OML0U�W

[�H�P�L!d�P�W�XÎcBYSF�K+P�L!P�H�d
Qν(x)λ(x) = −Fν(x).

Ý5L!½tF�_ÎPSF
Ωr

N0L0U2L!d�N!O+KMQ¿J6F6T@F0^
E;Q	½¾Hqï�ÏMð%RÖï)Ð+ð4o�Y�H

λr(x) = λ
(0)
r (x)

R3P@F6XsQ�T�H�U
ṽ(0)([t], x) = (ṽ

(0)
1 (t, x), ṽ

(0)
2 (t, x), .., ṽ

(0)
m+1(t, x))

′ ∈ C(Ω̄,Ωr, R
n(m+1))

y
à%M�NIå�OSõ ÛuQ�TSN!O	F�K+H�KZKMU2L0N!OMQ

ṽ([t], x)
PSF�d3TSL!P�P�cBf�`ucBP�G�a�H�f

ṽ(0)([t], x),
H�JhN!H3r

N%OML0UÚcBYSF�K+P�L!P�H�dÉï�Æ�òMð%RÖQ	o�Y�L%TSL%[�_�L0U
λ(1)(x) = (λ

(1)
1 (x), λ

(1)
2 (x), .., λ

(1)
m+1(x))

′ ∈

C([0, ω], Rn(m+1))
yÀÝ�L!½tF�_ÓP@F

Ωr
N0L0U2L!d�N!O+KMQ J6F6T@F�^ EuQ	½¾H ï�ÏMð%R¢ï)Ð+ðÙo�Y�H

λr(x) = λ
(1)
r (x),

PSF6XBQ0T�H�U
ṽ(1)([t], x) = (ṽ

(1)
1 (t, x), ṽ

(1)
2 (t, x), .., ṽ

(1)
m+1(t, x))

′ ∈

C(Ω̄,Ωr, R
n(m+1))

y
ôÙO�y TÖy
P M�NIå�O@õ ÛuQ0T@N%O+F�K+H�K]KMU2L0N!OMQ

ṽ([t], x)
PSF�d3TSL!P�P�cBf `ucBP�G�a�H�f

ṽ(k−1)([t], x),
H�J

N%HSN%OML0UÀcBYSF�K+P�L!P�H�dÎï�Æ�òMð2Q	o�Y�L%TSL%[�_�L0U
λ(k)(x) = (λ

(k)
1 (x), λ

(k)
2 (x), .., λ

(k)
m+1(x))

′ ∈

C([0, ω], Rn(m+1))
yÀÝ�L!½tF�_ÓP@F

Ωr
N0L0U2L!d�N!O+KMQ J6F6T@F�^ EuQ	½¾H ï�ÏMð%R¢ï)Ð+ðÙo�Y�H

λr(x) = λ
(k)
r (x),

PSF6XBQ0T�H�U
ṽ(k)([t], x) = (ṽ

(k)
1 (t, x), ṽ

(k)
2 (t, x), .., ṽ

(k)
m+1(t, x))

′ ∈

C(Ω̄,Ωr, R
n(m+1))

R
k = 0, 1, 2, ... .I]L!OMQ0T�oSF�YSF	U2L!O+Y�H�J6F	a�H�HÚYSF�J�v	H�KsF	L!OVPSFÀT�KMLÎ^SF	N!O+H�o�Y�Q	a�L0N0NÊPSF6XBQ�Í�TSL!P�H�_

P�L!H�J0KML!N!O+P�WX]`ucBP�G�a�H�dHGÖÆ6ðPSF6XsQ6Í�TSL!P�H�L:K+KML%TSL!P�P�W�X]oSF�YSF	U2L!O+Y�Q	K
λr(x)

H�J�N!H3r
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N!OML0U�W{`ucBP�G�a�H�Q	PSF6[�b+P�W�X:cBYSF�K+P�L!P�H�d¿ï�Æ�òMð%R	òMð'PSF6XBQ�Í�TSL!P�H�L�P�L!H�J0KML0N!O+P�W�X�`ucBP�G3r
a�H�d

ṽr(t, x)
H�J¾N!L0U2L!d�N!O+KsFhJ6F6T@F0^]EuQ	½¾H¿T�[�_ZN!H�N!OML0U�W Q+v	WG�P�Q	KML!P�P�W�X¿T�H�`#`#L%r

Y�L!P�a�HSF6[�b+P�W�XZcBYSF�K+P�L!P�H�dqï�ÏMð%RÖï)Ð+ð%y
: o�YSF�KML%T�[�H�KMQ\N%[SL%T�cBfgË�L0LuP�L!YSF�KML!P�N!O+KMQ

||Gν(x, ṽ)|| ≤ max(h||Pm+1(x)||, 1)
[α(x)h̃]ν

ν!
max

r=1,m+1
sup

t∈[tr−1,tr)
||ṽr(t, x)||.

Þ;U�P�Q�ÍtH�UVQ+v+Lg^SF	N!O+HÀï�Æ�òMð�PSF
h−1 y�ÜÖL!o�L!Y�b�R�o�L!Y�L!d3T�_ÃK�×0OMQ+U{cBYSF�K+P�L!P�H�HZGÃo�Y�L%r

TSL%[�cÃo�Y�H
ν → ∞,

o�Q�[�cB^�H�UVN%[SL%T�cBfgË�L0LucBY@F�K+P�L!P�H�L#Q	O+PSQ+N%H�OML�[Sb+P�Q\oSF�YSF	U2L!O+YSF
λ(x) :

1

h
Q∗(x)λ(x) = −F∗(A,F,Φ, x, h), (13)

J!TSL0N!b 1
hQ∗(x) = lim

ν→∞

1
hQν(x)

R
F∗(A,F,Φ, x, h) = 1

h lim
ν→∞

Fν(x)
y

Ý5L!½�L!P�H�L
λ∗(x) = (λ∗1(x), λ

∗

2(x), ..., λ
∗

m+1(x))
′ ∈ C([0, ω], Rn(m+1))

N%HSN%OML%r
U�Wó`ucBP�G�a�H�Q	PSF6[�b+P�W�XVcBYSF�K+P�L!P�H�dÅï�ÆQ>MðtN0Q	K+oSF6T@F	L!OqPSFÎ[�H�P�H�_BXVYSF�J�v	H�L!P�H�_¢N0Q
J0PSF0^�L!P�H�_�U�HÎ`ucBP�G�a�H�H

v∗(t, x)
ñ\OMQ	^�P�Q	k�QhY�L!½�L%P�H�_¿J6F6T@F0^�H{ï�Æ6ð�ñÎï�òMð4PSF:[�H�P�H3r

_BX
t = tr−1

R
r = 1,m+ 1

R�O�y L+y�N!o�YSF�KML%T�[�H�KsF
Re?Sê;ê å Æ õ�S4ý�)�'

v∗(t, x)
�T�@ú
&tú
��'Súxý�ú�û#ú!ü�ý0þtÿ��{û���������þ���	3ú
	�����U�����+ú0ÿ���

��������	U�����T�V�����%(#þ��
λ∗(x) = (λ∗1(x), λ

∗

2(x), ..., λ
∗

m+1(x))
′
ýW�#�%û�+����Sú
��þ���û�'

λ∗r(x) = v∗(tr−1, x)
1#���	ÿ�)Sú!þtÿ����."Sú!þ ý�'�ý0þtú�û#ú50!1#���#2�'������Q)�/#����X1��$�+ÿ��Sú
��'�ü

����Y
� 9[Z (\������]����-��þE(ú!ý*)�' λ̂(x) = (λ̂1(x), λ̂2(x), ..., λ̂m+1(x))
′
 ^�@ú
&tú
��'Sú_����Y
�%(

þ���0!1#���#2�'�"
v(t, x)

(���+,�@ú
�	ú`)�"Sú�û��Q"C�$�+ÿ	ú
��ý0þtÿ���û�'
v(t, x) = λ̂r(x) + ̂̃vr(t, x)

(
(t, x) ∈ Ωr

(
r = 1,m+ 1

(
v(T, x) = λ̂m+1(x) + lim

t→T−0

̂̃vm+1(t, x)
(\���	ú ̂̃vr(t, x)

�a�@ú
&tú
��'Sú���������	�'cb7��&�'d��e��%(���f��5+,�-'
λr(x) = λ̂r(x)

(
r = 1,m+ 1

(�]�1#��ú!þ
�@ú
&tú
��'Sú�ûpý�ú�û#ú!ü�ý0þtÿ��¾û���������þ���	3ú
	�����W���$�+ú0ÿ���g��������	h������������� 9

Ô:Q+N!O	F�OMQ	^�P�WjLVcsN%[SQ	K+H�_pQ+N!cBË�L0N!O+K+H�U2Q+N!O+HîHîN�XBQ0T�H�U2Q+N!O+Hîo�Y�L%T�[SQ�Í�L!P�P�Q	k�Q
K+W½�LÊF6[�k�Q	Y�H�OMU�F3RjQ0T�P�Q	K+Y�L0U2L!P�P�QlQ+v+L0N!o�L!^�H�KsF�fgË¾H�LxQ0TSP�Q	J0PSF0^�P�cBf YSF�J0Y�L!½:H�r
U2Q+N!O+b{N0L0U2L!d�N!O+KsFqU�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�W�X¢G�YSF	L!K+W�XlJ6F6T@F�^Åï�Æ6ð)ñ@ï�òMð%RFÊO+F�G�Í�L]Q	a�L!P�G�c
Y�L!½�L!P�H�_ÃT@F	L!O\N%[SL%T�cBfgËtF�_
i:? â5ì ?Sê å Æ õ�j71Mý0þ�/k+,�-'l�Sú
�#��þ����-�%û

ν ∈ N
û��	þm�-'�2��

Qν(x) : Rn(m+1) →
Rn(m+1) ��]��$�	þ�'Bû��g��)�"Vÿ�ý�ú� x ∈ [0, ω]

'{ý�+,�$�+ÿ	ú
��)�'Sÿ�� ý*)Sú
��1#npo�'Sú6�Sú`�$�+ÿ	ú
�� 
ý0þtÿ��$q

�������������������������! #"%$!&�'!��(÷*-,	.0/21©3�5768.0/21î9:/<;>=�?A@



¼ YSF�J0Y�L!½¾H�U2Q+N!O+H]N0L0U2L!d�N!O+KsFhU�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�W�XZG�YSF	L!K+W�X¿J6F6T@F�^Ày�y�y ÏMÐ

r � ||[Qν(x)]
−1|| ≤ γν(x) s

γν(x)
�6+��t)��%uv'�þtú�)�/#���Q"5�Sú
+,�@ú`�-��ÿ����Q"�0!1#���#2�'�"5���

x ∈ [0, ω]
(

w �
qν(x) = γν(x) max

(
h||Pm+1(x)||, 1

){
eα(x)h̃ −

ν∑
j=0

[α(x)h̃]j

j!

}
≤ χ < 1;

χ− const.x �������hý�ú�û#ú!ü�ý0þtÿ��:û���������þ���	3ú
	�����W�����+ú0ÿ���g��������	y�����6��������'Bû#ú0ú!þ ú
��'��� 
ý!þhÿ	ú
������úp�@ú
&tú
��'Sú

v∗(t, x) ∈ C(Ω̄, Rn)
']ý�+,�$�+ÿ	ú
��)�'Sÿ��z��2Sút���#�

max
t∈[0,T ]

||v∗(t, x)|| ≤ [k1(x, ν) + k2(x, ν)] max
(

max
t∈[0,T ]

||F (t, x)||, ||Φ(x)||
)
, (14)

���	ú
k1(x, ν) =

γν(x)

1 − qν(x)
max(1, h||Pm+1(x)||)

[α(x)h̃]ν

ν!
· k0(x, ν)+

+hγν(x) max

{
1 + h||Pm+1(x)||

ν−1∑

j=0

[α(x)h̃]j

j!
,
ν−1∑

j=0

[α(x)h̃]j

j!

}
,

k2(x, ν) =

{[
eα(x)h̃ − 1

] γν(x)

1 − qν(x)
max(1, h||Pm+1(x)||)

[α(x)h̃]ν

ν!
+ 1

}
k0(x, ν),

k0(x, ν) =
[
eα(x)h̃ − 1

]
γν(x)×

×max

{
1 + h||Pm+1(x)||

ν−1∑

j=0

[α(x)h̃]j

j!
,
ν−1∑

j=0

[α(x)h̃]j

j!

}
h̃+ h̃eα(x)h̃.

A:cBP�G�a�H�_
k(x, ν) = k1(x, ν) + k2(x, ν)

KnP�L!YSF�KML!P�N!O+KML¢ï�Æ
FBðÃQ	k0YSF�P�H�^�L!PSF
HÉP�L!o�Y�L!Y�WK+PSFno�Q

x
PSF

[0, ω]
o�Y�HÚ`uH�GBN!H�Y�Q	KsF�P�P�Q+U

ν ∈ N,
P�LÎJ6F�K+H�N!H�O¢Q	O

`ucBP�G�a�H�d
F (t, x)

R
Φ(x)

yÖÛuQ	×0OMQ+U�cxo�Y�HÀcMN%[SQ	K+H�_BXxOML0Q	Y�L0U�W ÆhG�YSF	L!KsF�_xJ6F6T@F�^SF
ï�Æ6ð)ñ@ï�òMð4GBQ	Y�Y�L!G�O+PSQtYSF�J0Y�L!½¾H�U�F3y

ôuU2L0L!O\U2L0N!OMQ
i:? â5ì ?Sê å ò õ4S4ý*)�'¿ý�ú�û#ú!ü�ý0þtÿ��gû���������þ���	3ú
	�����a�����+ú0ÿ���z��������	C�����E�_�����E�,���- 
�Sú
�Mþ����6���%���@ú
&�'Bû��%(;þ������	ü��	ú!þ�ý�"

ν = ν(t0, t1, .., tm, tm+1)
(�+,�-'c�#��þ����-��û

û��+þm�-'�2��
Qν(x) : Rn(m+1) → Rn(m+1) ]�1#�	ú!þ8��]����	þ�'Bû�����)�"Êÿ�ý�ú� x ∈ [0, ω]']ÿ��!+��t)��Sú
���{�Sú`�$�+ÿ	ú
��ý0þtÿ�� r �%( w �hþtú
���@ú�û��V� 9

¼ N!P�Q	K+P�WiU csN%[SQ	K+H�L0U Q�T�P�Q	J0PSF0^�P�Q	d YSF�J0Y�L!½¾H�U2Q+N!O+H H�N0N%[SL%T�cML0U2Q	d J6F6T@F0^�H
_BK	[S_3L!OMN�_ÀQ+v	YSF�O+H�U2Q+N!O+bÎU�F�O+Y�H�aSF

Qν(x)
T�[�_ÊKMN0L%X

x ∈ [0, ω]
o�Y�HÀP�L!GBQ	OMQ	Y�Q+U

ν ∈ N
y�Ü5F�G¿G�F�G

(n(m+ 1) × n(m+ 1))
r�U�F�O+Y�H�aSF

Qν(x)
H�U2L0L!O\N!o�L!a�HSF6[�b+P�cBf

v�[SQ	^�P�Q�r�[SL!P�OMQ	^�P�cBfpN!O+Y�cBG�O+cBY�cMR�OMQhN%o�YSF�KML%T�[�H�KsF
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Ï+Õ ß¾y Ü4y�ßgN�F�P�Q	KsF

Re?Sê;ê å ò õ
(n(m+1)×n(m+1))

 û��	þm�-'�2��
Qν(x)

+,�-'
x ∈ [0, ω]

��]����	þ�'Bû��
þ���������']þ��t)�/#�#�tþ���������(|�#�������6��]��$�	þ�'Bû��

(n× n)
 û��	þm�-'�2��

Mν(x) = P0(x) +
m+1∑
i=1

Pi(x)
1∏

s=i
[I +Dν,s(ts, x)] 9

Re?Sê;ê å > õpS4ý*)�'Zû��	þm�-'�2��
Mν(x)

��]��$�	þ�'Bû�����)�"Êÿ�ý�ú�
x ∈ [0, ω]

(
þ��

[Qν(x)]
−1 = {dr,j(x)}, r = 1,m+ 1

(
j = 1,m+ 1

(4���	ú
d1,1(x) = h−1M−1

ν (x);

d1,l(x) = M−1
ν (x)

{
Pl−1(x)+

m+1∑
i=l

Pi(x)
2∏

s=i
[I+Dν,s(ts, x)]

}
, 1 < l ≤ m+1;

dr,r(x) =
[
I +Dν,r−1(tr−1, x)

]
dr−1,r(x) − I, r = 2, 3, ...,m+ 1,

dr,j(x) =
[
I +Dν,r−1(tr−1, x)

]
dr−1,j(x), j 6= r.

}U~ ?Bø â æ å ø|�@C å�� æ ìså ?�> å�� ç	å A åmèmå A5ø � ã D ã@ä ?Sêm� O D ë ? ì��@â ø�D è ? M
ã æ5D éc�5ìså >@C5?�C�D��
: L0U2L!d�N!O+KMQVU�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�W�XÉG�YSF	L!K+W�X�J6F6T@F�^�T�[�_�N!H�N!OML0U Q+v	WG�P�Q	KML!P�P�W�X

T�H�`#`#L!Y�L!P�a�HSF6[�b+P�W�X#cBYSF�K+P�L!P�H�d¾N!K+_3J6F�P�QjN2P�L%[SQ	G3F6[�b+P�Q	d¾G�YSF	L!KMQ	d:J6F6T@F�^�L!d#T�[�_
N!H�N!OML0U�W�k0H�o�L!Y�v+Q�[�H�^�L�N!G�H3XZcBYSF�K+P�L!P�H�d

∂2u

∂t∂x
= A(t, x)

∂u

∂x
+B(t, x)

∂u

∂t
+ C(t, x)u+ f(t, x) (15)

u(t, 0) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (16)

m+1∑

j=0

Pj(x)
∂u(t, x)

∂x

∣∣∣
t=tj

+
m+1∑

j=0

Lj(x)
∂u(t, x)

∂t

∣∣∣
t=tj

+

+
m+1∑

j=0

Sj(x)u(t, x)
∣∣∣
t=tj

= ϕ(x), x ∈ [0, ω], (17)

k�TSL
u = col(u1, u2, ..., un)

R
(n × n)

ñÃU�F�O+Y�H�a�W
A(t, x), B(t, x), C(t, x), Pj(x)

R
Lj(x)

R
Sj(x)

R
j = 0,m+ 1

R
n
r)KML!G�OMQ	Y�r�`ucBP�G�a�H�H

f(t, x)
R
ϕ(x)

P�L!o�Y�L!Y�WK+P�WpPSF
Ω̄
R
[0, ω]

N0Q+Q	O+KML!OMN!O+KML!P�P�Q�R
0 = t0 < t1 < t2 < .. < tm < tm+1 = T

R
n
r)KML!G�OMQ	Y3r

`ucBP�G�a�H�_
ψ(t)

P�L!o�Y�L!Y�WK+P�QtT�H�`#`#L!Y�L!P�a�H�Y�csL0U�F¾PSF
[0, T ]

y
A:cBP�G�a�H�_

u(t, x) ∈ C(Ω̄, Rn)
RóH�U2L!fgËtF�_ ^SF	N!O+P�WiL o�Y�Q	H�J0KMQ0T�P�WiL

∂u(t, x)

∂x
∈ C(Ω̄, Rn)

R ∂u(t, x)
∂t

∈ C(Ω̄, Rn),
∂2u(t, x)

∂t∂x
∈ C(Ω, Rn),

PSF�J0WKsF	L!OMN�_
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¼ YSF�J0Y�L!½¾H�U2Q+N!O+H]N0L0U2L!d�N!O+KsFhU�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�W�XZG�YSF	L!K+W�X¿J6F6T@F�^Ày�y�y Ï+Â

�%)��+ý!ý�'�	3ú!ý��#'Bû��@ú
&tú
��'Sú�û J6F6T@F�^�HÚï�FBð)ñ@ï�ÏMð%R�L0N%[�Hnc6TSQ	K	[SL!O+KMQ	Ys_�L!OÀN!H�N!OML0U2LÀï�Æ�ÁMð
T�[�_ÃKMN0L%X

(t, x) ∈ Ω̄
HZG�YSF	L!K+WiUncsN%[SQ	K+H�_�UÚï�Æ�ÏMð%RÖï�Æ6Ð+ð%y

ÈuL%[SQ	G3F6[�b+P�WiLxG�YSF	L!K+WiLxJ6F6T@F0^�HÉT�[�_ÉN!H�N!OML0U�W ï�Æ�ÁMðeH�N0N%[SL%TSQ	KsF�P�W U�P�Q	k0H3r
U�HVF�K+OMQ	YSF	U�HmR2Q+v	J�Q	Y{Hnv	H�v�[�H�Q	k0YSF	`uH�f U2Q�ÍtP�QÎo�Q+N0U2Q	O+Y�L!O+bxK{Ä�Æ�ò6r�Æ�Á6Ç�y2ÌóÄ�Æ�Ï6Ç
T�K+csX3OMQ	^�L!^�PSF�_lG�YSF	L!KsF�_¢J6F6T@F0^SFxT�[�_lG�KsF�J0H3[�H�P�L!d�P�Q	d�N!H�N!OML0U�W k0H�o�L!Y�v+Q�[�H�^�L%r
N%G�H3XhcBYSF�K+P�L!P�H�deH�J0cB^SF6[@F	N!b�^�H�N%[SL!P�P�Q�r�F�PSF6[�H�O+H�^�L0N0G�H�U{U2L!OMQ�TSQ+Uy3Ì�Ä�Æ6Ð�r�ò3Æ%Ç'H�N%r
N�[@L�T@Q	KsF6[�H�N!bZP�L!G3Q	OMQ	Y�WiLtK+H3T�WÅP�L%[SQ	G3F6[�b+P�W�XÊG�YSF	L!K+W�XÊJ6F6T@F0^ÎT�[�_ÎcBYSF�K+P�L!P�H�d
HÎN!H�N!OML0U¢k0H�o�L!Y�v+Q�[�H�^�L0N0GBQ	k6QÃO+H�oSF3y'Ì�YSF	v+Q	OMLÃÄ ò+ò6Ç2H�N0N%[SL%TSQ	KsF�PSFeG3Q	Y�Y�L!G�O+P�Q+N!O+b
PSF0^SF6[�b+P�Q�r)G�YSF	L0KMQ	d]J6F6T@F�^�HZT�[�_Ã[�H�P�L!d�P�Q	k�Q\k0H�o�L!Y�v+Q�[�H�^�L0N!G3Q	k6Q\cBYSF�K+P�L!P�H�_ZK+W�r
N!Q	G3Q	k�Q#o�Q	YB_BT�G�F#N�T�K+c3U�_hP�L!J6F�K+H�N!H�U�WiU�HÃo�L!Y�L0U2L%P�P�WiU�HmRsG3Q	OMQ	YSF�_\U2Q6Í¾L!O�v	WO+b
N%KML%TSL!PSFtGZN!H�N!OML0U2Leï�Æ�ÁMð%y

ÌVYSF	v+Q	O+F6XÎÄ ò,>3R�ò�F	ÇwYSF	N0N0U�F�O+Y�H�KsF�[@F	N!bhP�L%[SQ	G�F6[�b+PSF�_ÃG�YSF	L!KsF�_ÃJ6F6T@F0^SF�NjT@F�P3r
P�WiU�HqPSFÃX3F�YSF�G�OML!Y�H�N!O+H�G3F�XxT�[�_qN!H�N!OML0U�Wzk0H�o�L!Y�v+Q�[�H�^SL0N!G�H3XqcBYSF�K+P�L!P�H�dmyÖÔ:Q�r
N%O+F�OMQ	^�P�WiL¾csN%[SQ	K+H�_IN!cBË�L0N!O+KMQ	KsF�P�H�_]HÎL%T�H�P�N!O+KML!P�P�Q+N!O+HÊG3[@F	N0N!H�^�L0N!GBQ	k�QÃY�L!½�L%r
P�H�_¢J6F6T@F0^�Hîï�Æ�ÁMðhñ�ï�Æ6Ð+ð%R�k�TSL

Pi(x) = 0
R
Li(x) = 0

R
Si(x) = 0

R
i = 1,m

R
v	W�[�HxT@F�P�WzKIOML!Y�U�H�PSF6XÀH�N�XsQ�T�P�W�XÊT@F�P�P�W�Xwy5Ì Ä�Æ+Æ+R5ò+Á6r�òMÐ�Ç�×0O+F¿J6F6T@F�^SFZo�cBOML0U
K+KML�T@L%P�H�_ÀP�Q	K+W�X{`ucBP�G�a�H�dqv	W�[@FIN!KML%TSL!PSFIG{N0L0U2L!d�N!O+K+cxT�K+csX3OMQ	^�L!^�P�W�XÀG�Y@F	L�r
K+W�XIJ6F6T@F�^]T�[�_ÎQ+v	WG�P�Q	KML!P�P�WX]T�H�`#`#L!Y�L!P�a�HSF6[�b+P�W�XÎcBYSF�K+P�L!P�H�dÎHÊ`ucBP�G�a�H�Q�r
PSF6[�b+P�WiUqN0Q+Q	O+P�Q	½�L!P�H�_�UyBÔ:Q	G3F�J6F�PSF:×0G�K+H�KsF6[SL!P�O+PSQ+N!O+btGBQ	Y�Y�L!G�O+P�W�XeYSF�J0Y�L!½¾H3r
U2Q+N%OML!dxYSF	N0N0U�F�O+Y�H�KBF	L0U2Q	dÀJ6F6T@F�^�HxHÊN0L0U2L!d�N!O+KsF¿G�YSF	L!K+W�XÊJ6F6T@F0^ÊT�[�_ÊN!H�N!OML0U�W
Q+v	WG�P�Q	KML!P�P�W�X\T�H�`#`#L!Y�L!P�a�HSF6[�b+P�W�XecBYSF�K+P�L!P�H�dmy3ÛuQ�[�cB^�L!PÃGBQ	×�`#`uH�a�H�L!P�O+P�Wd
G�Y�H�OML!Y�H�dZG3Q	Y�Y�L!G�O+P�Q	dIYSF�J0Y�L!½¾H�U2Q+N!O+HIH�N0N%[SL%T�csL0U2Q	dIo�Y�Q+v�[SL0U�W#y

Ì4KMQ0T�_ PSQ	K+WiL P�L!H�J0KML0N!O+P�WiL `ucBP�G�a�H�H
v(t, x) =

∂u(t, x)

∂x

H

w(t, x) =
∂u(t, x)

∂t

R�N!KML%TSL0UnJ6F6T@F0^�cxï�Æ�ÁMð�ñ]ï�Æ6Ð+ð4GZ×0G�K+H�KsF6[SL!P�O+P�Q	dIJ6F6T@F�^�L

∂v

∂t
= A(t, x)v + F (t, x, w(t, x), u(t, x)), (18)

m+1∑

j=0

Pj(x)v(tj , x) = Φ(x,w, u), x ∈ [0, ω], (19)

u(t, x) = ψ(t) +

∫ x

0
v(t, ξ)dξ, w(t, x) = ψ̇(t) +

∫ x

0

∂v(t, ξ)

∂t
dξ, (20)

k�TSL
(t, x) ∈ Ω̄, F (t, x, w(t, x), u(t, x)) = B(t, x)w(t, x) + C(t, x)u(t, x) +
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Ð	Ø ß¾y Ü4y�ßgN�F�P�Q	KsF

f(t, x)
R
Φ(x,w, u) = ϕ(x) −

m+1∑
j=0

{
Lj(x)w(tj , x) + Sj(x)u(tj , x)

}
.

Ì¢J6F6T@F�^�L\ï�Æ�ÕMð)ñ@ï�ò+ØMð�cMN%[SQ	K+H�L
u(t, 0) = ψ(t)

cB^�OML!P�QtK\N0Q+Q	O+P�Q	½�L!P�H�_BXÀï�ò+ØMð%y
Ü�Y�Q	d�G�F

{v(t, x), u(t, x), w(t, x)}
P�L!o�Y�L!Y�WK+P�W�XÅPSF

Ω̄
`ucBP�G�a�H�dÙPSF�J0WKsF6r

L!OMN�_ Y�L!½�L!P�H�L0UóJ6F6T@F0^�H ï�Æ�ÕMð)ñ@ï�ò+ØMð%R;L0N%[�HÅ`ucBP�G�a�H�_
v(t, x)

Rjo�Y�H�PSF6T�[SL!Í�F	ËtF�_
C(Ω̄, Rn),

H�U2L0L!O{P�L!o�Y�L!Y�WK+P�cBf o�Y�Q	H�J0KMQ0T�P�cBf Q	O+P�Q+N!H�OML%[�b+P�Q
t
P@F

Ω
H¢c6TSQ�r

K	[SL!O+KMQ	Ys_�L!OhQ�T�P�Q�r)oSF�YSF	U2L!O+Y�H�^SL0N!G3Q+U�cÃN0L0U2L!d�N!O+K+c\G�YSF	L!K+W�XeJ6F6T@F�^eT�[�_eQ+v	WG�P�Q�r
KML!P�P�W�XÊT�H�`#`#L!Y�L!P�a�HSF6[�b+P�W�XÀcBYSF�K+P�L!P�H�dÉï�Æ�ÕMðgñnï�ò+ØMð%Rmk�TSL\`ucBP�G�a�H�H

u(t, x)
H

w(t, x)
N!K+_3J6F�P�W�N

v(t, x)
H ∂v(t, x)

∂t

`ucBP�G�a�H�Q	PSF6[�b+P�WiU�HÃN0Q+Q	O+P�Q	½�L!P�H�_�U�Hxï�ò+ØMð%y
¼ v+Q	J0PSF0^�H�UV^SL%YSL%J

Ω̄η = [0, T ] × [0, η]
H
||u||0,η = max

(t,x)∈Ω̄η

||u(t, x)||
y
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f(t, x) ∈ C(Ω̄, Rn)
(
ψ(t) ∈

C1([0, T ], Rn)
'
ϕ(x) ∈ C([0, ω], Rn)
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u(t, x)
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max

(
||u||0,η,

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
∣∣∣∣
0,η

,

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂u

∂t

∣∣∣∣
∣∣∣∣
0,η

)
≤ K̃max

(
||f ||0,η, ||ψ||1,0, max

x∈[0,η]
||ϕ(x)||

)
,

���	ú7�#����ý0þ�����þ��
K̃
�Sú����+ÿ�'�ý�'�þ8��þ

f(t, x)
(
ψ(t)

(
ϕ(x)

'
η ∈ [0, ω] 9
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ν = ν(t0, t1, .., tm, tm+1)
(7+,��'
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x ∈ [0, ω]
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Æ�Â+Õ�F�y3ñeò+Ï�F6=+y
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`#L!Y�L!P�a�HSF6[�b+P�WiL#cBYSF�K+P�L!P�H�_wy3ñeò+Ø+Ø,>3y3ñeÜ�y->+Â3R�¾ Æ�Ø3y3ñ ² ymÆQ>�F$>6r�ÆQ>+Á�F�y

ò+ÁtßgN�F�P�Q	KsF;ß¾y Ü�y�R6Ô#Ítc3U�F	vMF	L!KuÔ\y : y+EgY�H�OML!Y�H�dtG3Q	Y�Y�L!G�O+P�Q	dhYSF�J0Y�L!½¾H�U2Q+N!O+H
G�YSF	L!KMQ	d:J6F6T@F0^�H#T�[�_:N%HSN%OML0U�Wqk0H�o�L!Y�v+Q�[�H�^�L0N!G�H�X#cBYSF�K+P�L!P�H�d��,��ô;J0KML0N!O+H�_:ÈußgÈ
Ý�Ety : L!Y�H�_Z`uH�J0H�GBQ�r�U�F�OML0U�F�O+H�^SL0N!G�F�_wy�ñeò+Ø+Ø+ò3y.¾Ñ>3y3ñ : ySò+Ø6r�ò+Ï3y
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¼ YSF�J0Y�L!½¾H�U2Q+N!O+H]N0L0U2L!d�N!O+KsFhU�P�Q	k�Q	OMQ	^�L!^�P�W�XZG�YSF	L!K+W�X¿J6F6T@F�^Ày�y�y Ð�>

ò+ÏtßgN�F�P�Q	KsFIß¾y Ü4y�RmÔ#Ítc3U�F	vMF	L!K]Ô\y : y ¼ G3Q	Y�Y�L!G�O+P�Q	dnYSF�J0Y�L!½¾H�U2Q+N!O+H{P�L%[SQ�r
G3F6[�b+P�Q	dhG�YSF	L!KMQ	dhJ6F6T@F0^�HtT�[�_�N!H�N!OML0UÊk0H�o�L!Y�v+Q�[�H�^�L0N!G�H3XtcBYSF�K+P�L!P�H�dz�,�iÔ:Q	G3[@F6r
T�W�Ý'ßgÈtyBñÃò+Ø+Ø,>3y3ñ\Ü4y�>+Â3Æ+R.¾Ñ>3yBñ : y�ò+Â+Á6r�ò+ÂMÐBy

òMÐ�ßgN�F�P�Q	KsFiß¾y Ü4y�R0Ô#Ítc3U�F	vMF	L!KjÔ\y : y6EuQ	Y�Y�L!G�O+PSF�_¾YSF�J0Y�L!½¾H�U2Q+N!O+bgP�L%[SQ	G�F6[�b	r
P�W�XhG�YSF	L!K+W�X\J6F6T@F�^\T�[�_\N!H�N!OML0Uqk0H�o�L!Y�v+Q�[�H�^�L0N!G�H3XecBYSF�K+P�L!P�H�dW�,�gÔ#H�`#`#L!Y�L!P3r
a�HSF6[�b+P�WiLucBYSF�K+P�L!P�H�_wy�ñeò+Ø+Ø+Á3y3ñ\Ü4y.F�Æ+R.¾Ñ>3yBñ ² y�>,>MÐ�r`>�FsÏ3y

ù5þ��	þ�/�"�+���ý0þ�1#+�'�)��\ÿ��@ú
�����#2�'�nd�$Y 9 �#Ö 9 ��Y
ßgN�F�P�Q	KsF ß¾y Ü�y Ô:ô3A�AEB�Ý4B�È�×#ôußJ�;Ô3ØhÙ ÜpB|ÚgÔ3B2Þ^�7B�Ý ¿¹Û�Ü�B : »

Û�ÝÞ»�ÈlE�ßgÛuÈmÛuEuÜpB!�7»�ÝÞB�ÜÜp»�EVB : B�ÛuÜpB�Ý5à�Þ^�7B�Üp»�È�»`Ú{ÝÞB|ÝÞ»¼�7»`IZÔ3»�ÑH»
Ü�Þ;Ý@ßJ�7ØÌ¿�à�È�B ¼ �#ßgÝ�Ô3ØhÚ{Á�B|Ü�� ¼ EußJ��ÝÞB�ÜÜp»�E{B : B�ÛuÜpB�Ý�ÑHB5Ù ¼ �;r
Ô#ß;È�Ø : Ø¢y
¿�á�d T�H�`#`#L!Y�L!P�a�HSF6[�T�Wpâ OML
ã3TSL!c6[SL!Y Í�ä3d�L0N
¨_ä3½E¨�P G.å	o�P.ä3G�OML%[�¨I½�L!O+O,¨�G

L!N0L!o�OML!Yzá�c6[SL!O,¨-â�F�YSF	N!O+WY�W�[@F6TSW#y.¿�á�d\T�H�`#`#L!Y�L!P�a�HSF6[�T�WpâeOML
ã3TSL!c6[SL!YeÍ�ä3d�L0N
¨
ä3½3¨�PZG�å	o�P.ä3G�OML%[�¨Ö½�L!O+O,¨�GIL0N0L!o�OML!YWá�c6[SL!O,¨�P<¨�ã]v�¨�Y�U[á�P3T�¨)RSGBQ	Y�Y�L!G�O,¨�[�¨Ö½�L!½E¨�[�¨¦U5T�¨�r
k
¨�P<¨�ãaâ�F�Í�L%O+O,¨wÍ�á�P�LgÍ�L!O+G<¨�[�¨�G�O,¨w½tF�Y�O+O	F�Y�WÚF6[�WP<æ!F�Pmy�ö'L!Y�O+OML%[�¨�oZQ	O+WY<æ!F�PZL0N0L!o
o�L!P¢k0H�o�L!Y�v+Q�[@F6[�WpâÉOML
ã3TSL!c6[SL!YÉÍ�ä3d�L0N
¨Jä3½E¨�P�U[á�P3TSL!Y<¨;XBF�YSF�G�OML!Y�H�N!O+H�G�F6[@F�YsT@F
v+L%Y�¨ [Sk0L!P]v+L!d3[SQ	G�F6[I½�L!O+O,¨�GIL0N0L!o�O,¨�ã�å	J6F�YSFtvMF�d3[@F�P�WiN!WÚO	F�æ0F�d�WP3T@F6[�æ0F�Pmy
�mµ����«Q¡,�6�¾y ;uyH°m¥Þ�ºª<°mÏ,¢[�mÔ�»`ÏH»`;^ç8°mè��Þè.�m¤�»`Ï#ç�°mè{¤�¸mÏ.;p»)r¼´^°m»`¥m;

Ôp°m¸m¥�Æ\�m��çé¢[�mÏH¸�Ç£´|�\°mÔ�ÏHÇ|¤Cªºè�°m�êª#ç3ª�;pÇ|¤ë°mèÍÆ�»`è[è[Ç|�JÇ|¥m;p»`�mÏ
Ç4ìm¸m�|;p»*°m¥�ªí�m¥mÆ ;pÕmÇ|»`� �m´|´|ÏH» ² �|;p»*°m¥ ;m° ;pÕmÇî¥�°m¥mÏ�° ² �mÏ
Ôp°m¸m¥�Æ\�m��çd¢[�mÏH¸mÇ{´|�\°mÔ�ÏHÇ|¤Cª
;�·��
§³�J¨©µ^=�«��µ*¨©�<�
§³���z¬*·��\¯���¦�¨�����«�¯�¬*·��J¦3�<��¬*¨�r�±K«�¨�$¬p��«��<�����§*�6¡,���Ä�-�\±<§³«��<�©�
¦�µ

¯ï«�§�¬*·��Eµ*�.µ*¬³�
¦�«�¯4¬*·��E«�§³�.¨�-��§³�W�<¨ ÃH�t§��t�¬*¨ ���|�
Å$����¬*¨©«��µ�y�¥m��=���µ³µ���§*������5µ*�.ð6=
¨©�
$¬
=
«�-�.¨�¬*¨©«��µ{«�¯��<<¨©Å$���+R�=�«�§*§³��=
¬{µ³«���¡,���<¨���¨�¬`�¹«�¯�¬*·��V¯���¦�¨����¹«�¯�¬³·��V¦3�<��¬*¨�r�±K«�¨�$¬
��«��<�����§*�a¡,��������±<§³«��<�©�
¦�µp¯?«�§p¬*·��7µ*�.µ*¬³�
¦8«�¯[¬*·��7«�§³�.¨�-��§*�_�.¨ÄÃ��
§³�
$¬*¨ ������Å$�-��¬*¨©«��µ
��§³�º«��<¬���¨�����wy5»¼�¬³�
§³=�«�<���=
¬*¨©«�ñ«�¯c¬*·��ºµ*¬*���.¨©���ò±<§³«��<�©�
¦É����Í¬*·��Ò�«�<�©«�=Q���
��«��<�����§*�6¡,�������J±<§³«��<�©�
¦¹¶\¨Ä¬³·z¬*·�������¬��3«�z¬³·��m=³·-��§���=
¬³�
§*¨©µ*¬*¨©=�µ�¯?«�§^¬*·��mµ*�.µ*¬³�
¦¹«�¯
·$��±K�
§*��«���¨©=7��Å$�-��¬³¨�«�-µp¨©µ\��µ*¬����<��¨©µ*·����wy
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WYX�Z�[]\�[]^	[_6a`b[dce6a`b[]\�f	\g\P6a`b[dce6a`b[]\�h�c�Z�f	5bi75j6j5bkLcel�\0m�5bn0`bX�\-ogp�q+rGsTt
u2v0u	u�wxuJyJz){�|T}0~0�jy��L{!�����-�Y������}�y�wL�	vJy-�����E�0� �������0���A�4�E�0� ��� ���

�����%� �%¡�¢£��¤
m¥ ¡%� ¤d����¦§¤N¨�©ª��«P�#��¬¤d����®

¯��%��°�±��#²³���³� ´g��¦¶µ·¨�©¸²�¹Pº»©R���#¹Pº»¼½¹ª¾¿¤]¢£�����#²³À
ÁÂ�#�gÃÄ°�²�¹Pºª�

Å»Æ7ÇxÈÉÇxÊLË�Ì-Í�Î0ÏJÈÉÐÂÇLÆÒÑÔÓJÈ�Ì2Õ2Î0Ï-Ö)Ì-Ë
m × Ï2Õ-Ë�Ó2Ó2ØTË�Ù-Ú	Ì-ÛÉÕ2Ì-Ü)Ë�Ó2Ì-ÑÂÝ	ÕJÈÉÆ7Æ7ÞÉßÔàáÌ-Ý0ÞÉÕ2ÊLÆ�âÝ0ÞÉãAÞ ×bä Ë7Æ7ÞÉßbÈ SBr

p θ(T
d)
ÌgåáÌ-Í7ÞxÚ2Ý	Ì2ÓJÈ ×bæ Ú	Ì-ÛxË�Õ-Ñ SFr

p θ(T
d) ç Î0Ó-Ý	è	Ì2é¸Æ7ê�Ë7Ö4È�Ó2âÓ-ÞÉé]ãÒÕJÈ�ë-Ý0ÞxÆ7ÇxÌ�ìíáÕ-ÐÔÏ-Ë�ßxØ+Ë�Æ�Õ-ÞÉßbÈ	î-ÓJÈ�Ì2Õ2Î0Ï-Ö�Ë7Ë

m

âïÏ2Õ-Ë�Ó2Ó-ÞxË)Ù-Ú	Ì-ÛÉÕ2Ì-Ü�Ë�Ó2Ì-Ëxð-Ü4È�ë2Ó2ØTé¸È�Õ2ãAÞxÚ	Ì-ÇLêTðÙ-Ë7Ú	Ì-ÞÉë2Ì2Ï-Ë7Æ7Ý	Ì2édßLÆ�Ù2Õ-Ë7Æ7Ý�ðJÙ-Ú2ÞxÆ7ÇLÚ-È�Ó-Æ7ÇxßbÈjàáÌ-Ý0ÞÉÕ2ÊLÆ7Ý0ÞÉãAÞ ×bä Ë7Æ7ÞÉßbÈYÌªåáÌ-Í7ÞxÚ2Ý	Ì2ÓJÈ ×æ Ú	Ì-ÛxË�Õ-Ñ�ð0Æ7ê�Ë7Ö4È�Ó2ÓJÈÉÑ]ãÒÕJÈ�ë-Ý0ÞxÆ7ÇxÊ2ì

ñdò�ó�ô�ó�õÂöÂóÔ÷áø³ùÂú�û�üÂõÂùÂò�ýÔüÿþ-üTôáü��Âö
�������
	

N � Z � R ���������� ���
��� � ���
����� ��	 �"!$#%�'&�� � !$#(� � ��)�� ���
� ���"�"!$#+*"�',� � �-� �
� �
� � �����
� �������". X 0/���1 ���
� � � � ��	 �����32 � � � #�� � �54 � � ���
��� � ���
� � � ��� � �6�71
‖ · ‖X � Φ = {ϕi}i∈N  � � ��� �8� �:9�� �8�6��� � � � �"; X �7��<"��= �>* � �:�8� � �"����1"� ��=
�
2
� � �7* <'�@?BA�C�D

Φ 4 � � � � �5�
X EFG� � ��� *"HI��� mJ�* � ���"�"!K�L4 � ��2 � �"�I���"����� 9�� �8�6��� �
� f ∈ X 4�� � � ��� �8�6� Φ

� � ;8! ��� � ���M=N� � � �"*"�"� �

σm(f,Φ, X) = inf
Λ⊂N,]Λ=m

{
‖f −

∑

i∈Λ

ckφk‖X ; ck ∈ R

}
, m ∈ N; OQP R

S
© T ì U�ì ä ÈÉÕ	ã7Ì-ê�ÛLÈÉË�ßbÈ	ð�VXW�YBZ0ì[6\^]�_a`cbed f7îhgeiejlk

m m knieoeprqes�s7outBvcwxpyqckzw{tc|�}h~colieiu�c�5qX� ~�tcoewxkx�8p>}as�ieoew{tB�cw{����qc�Xi^� iekz}���w �XtX�u� ju�Mwxw m��iej^tc�yqc|
�>�"w �Btcol�Mwx| m7� oew�iQg^i^��j{s q��eiejl}�p>w v8iu�yjlpytBtckx�8|�iejljVcW�YBWK���M�l��\Q�K�M�l� S f������ �n\ S ����� �cfufu� � S �M�l� `X��î
� YB h�8¡bð�Vc¢X£���W



FG� � ��� *"HI��� mJ�* � ���"�"!K�G4 � ��2 � �"�����"� =-¤¥� � < &"���7� � ��	 �"!$#+4 � � ���
��� � ���
� EzExE^¦7§

;X/�� ��	 �-�"�"�I� ]A ¨*"� �X� � 9X� ���6��� � � �©< �7����*"���7ª��©��������� ���
��� A E"« ��= ���������X,�X�
���
F �"; X 4�� � ���5���

σm(F,Φ, X) = sup{σm(f,Φ, X)|f ∈ F}.

FG� � ��� *"HI��� m ,l* � ���"�"!K�N4 � ��2 � �"�I���"� = � � 4��X&�� � ��	 �"!K�N��� � �"����1"�"!K�¬�6�X,� �8/�!4 � ��2 � �"�I���"� = � �I��� ;8�"!$#N��������� ���
��� #®O <'���7�8��� # ¤¥� � < &"�"1�R � 4��
�6�7) 	
¯
��� ;8�"!$# � � ��� �8� Φ

���7�8� � ���
� � ����¯����M=N� �5�����7ª8�'# ��� 2
� �7� #%."4���/ � �
27� ��= 27��2 � ����,
ª ���7¤ � = �°� ��� � � � =°� �74 � � ��� � �
��� �����"! � ���X/ ��� �"�'# ¤¥� �'/ � �6��� �
� ��	 �"!$#L�
2�,
;8� ��� #°±zP
�X² ³e� < � � � � !K�(4�� <'� ;8! ����¯��´�7��< ��� ���7���
� )I�"1:�"� � � � � �(< ��� � �"����1"���71
4 � �
2 � �8� ��� � < �
E�µ � � ���
= ; � ��� �I��� �5�"!K���¶4 � � � �������"� = ���¶��� � �"����1"�"!$#¶�6� � ��,
/�� � 4 � ��2 � �"�I���"� =°�¶��= /�� ��� ;�/�� � � � 4 � � <'��� /����71L� ��� �8� ��� � < �L�·*"� �X� ���"����,
ª8� � � � � �"; � � � * �7��� ��� ��� ��� � ; � / � * � #·&"� ¤¥� � � �71¸�
2 ��� 2
� �
< �L�"� ¤ � � � � &"�"�L�� / � 4 � � � �"!$#I�6� � ��/ � #G*"� �X� ���"���7ª�� � ��H����"� = ��� � �"����1"�"!$#G/�� ¤G¤ � � ���"&"� � ��	 �"!$#������� �����"�"1 � * �7��� �"!$#+4 � �7��; � ��/��"!$#%E¹ � �7�X� � = )���1 ��� 2
� � �:�"; � * ��¯����M=º� � � �"*"�"�"!»OQP R �L�X��� * � �
� < �7ªc/ � X =
Lq(T

d) � F  <'���7�8� ! SBr
p θ(T

d) � SFr
p θ(T

d)
¤¥� � < &"�"1 � �6��H � �"���71®ª ��� / < � ��� �

O¼�74 � �X/�� � ���"��� � �yE �¶��� ;�/�� � �¬²�RX� � Φ ½�"; � � ��� � ��= � �"� �7��� � ��� � � ��� �"� ��=°� �',�X� �8�6� Ud � �"4 ��<"����� �"!$#N4�� � ���8/��"*�� ��< �"# ��� 4 � � �X< � � ���
2 ��� ;�� ��� �"���71 � / � �"ª � ���<"����� �"!$# = /�� � «G� � �'# � �(O$± ²'��¾À¿�EzPX³e�h± Á ³¼RXE¹>� �X/��8�Â��� < � � � � !K�Ã�
2
�7;8� � *����"� = E �������
	
ed = {1, . . . , d} . d ∈ N . N0 =

N ∪ {0} . R+ = (0,∞) . Td := (R�2πZ)d  dJ��6� � �"!y1 � � � . T ≡ T1 EÄ« ��=
x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd 4�� � � �5���

x < y(x ≤ y) ⇔ xj < yj(xj ≤ yj), j ∈ ed;

(x, y) = x1y1 + ...+ xdyd;

|s| =
∑d

k=1 sk 0/ � �"� � � � ��	�� �"�"�'/�� <'��� s ∈ Nd
0 E�������
	

Lp := Lp(T
d) (1 ≤ p ≤ ∞) Å4 � � ���
��� � ���
� � 2π �4�� � ����/��"*�� ��< �'#

4�� <"� ��/��71-4�� � ���6���"���71 ¤¥� � < &"�"1 f � ��� �6��� �"� �8��!$# �Æ��� ��4����"� p On4 � � p = ∞�X� )�� ���
� ���"���Æ�7ª ��� �"�"*����"�"!$#�R$� � Td � � ��� � �6�71 ‖f‖p �'ªM/��

‖f‖p =

{
(2π)−d

∫

Td

|f(x)|pdx

}1/p

(1 ≤ p <∞);

‖f‖∞ = Ç ?M? sup{|f(x)| |x ∈ Td}.
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¦7È ÉÊE ËIE�Ì � � ª8���62 � � ���

��� � � �X/��8�Í;�/�� ��	 �74 � �X/�� � ���"��� � � ��� �8��! Ud � �X� �X/ ��= ± Á ³eE�ÎK/����
�6� � � ��=Ï� �',��� �8� � U �74 � �X/�� ��= � ���M=¬�X� �X/ ��¯ )I���Ð�
2 ��� ;��
�yÑ
U ≡ {UI(x) | I ∈ D }, x ∈ T,

ªM/��
D =

⋃

n∈N

(D+
n ∪D−

n )
⋃
D0, D0 = {[0, 1)},

D+
n := {I = I+

n,k = [(k + 1
2)2−n, (k + 1)2−n), k = 0, 1, . . . , 2n − 1},

D−
n := {I = I−n,k = [k2−n, (k + 1

2)2−n), k = 0, 1, . . . , 2n − 1}, n ∈ N;

U[0,1) ≡ 1, UI±
n,k

(x) = 2−n/2e±i2nxUn(±(x− 2πk2−n)), Un(x) :=

2n−1∑

k=0

eikx.

¹ �����7ª��
�6� � ���
� �X��� * � � � � ��� �8� � Ud �74 � �X/�� ��= � ���c=-<'��<-� ���";�� � ���
�G4 � �7�";�,� �X/����"���(��/����
�6� � �"!$# � � ��� �8� U Ñ�� �X� � I = I1 × · · · × Id, Ij ∈ D
εj
sj , j ∈ edO x = (x1, . . . , xd) ∈ Td RX� � �

UI(x) :=
d∏

j=1

UIj
(xj).

« ��=
s = (s1, . . . , sd) ∈ Nd

0 � ε = (ε1, . . . , εd) ∈ {−,+}d 4�� � � �5���
Dε

s := {I : I = I1 × · · · × Id, Ij ∈ D
εj
sj , j ∈ ed}; Dd :=

⋃

s,ε

Dε
s.

« ��=
f ∈ L1 �
2
�7;8� � *"���

fI := (f, UI) = (2π)−d

∫

Td

f(x)U I(x) dx;

f̂k(x) = (2π)−d

∫

Td

f(x)e−i(k,x) dx, k ∈ Zd,

J �
� �"ª��7���
�6� �
� ��*�� ��< ��� < � 9�¤G¤ �"&������ � !ºÒ ���"	 �¥�
δε
s(f) :=

∑

k∈ρ(s,ε)

f̂(x)ei(k,x), s ∈ Nd
0, ε ∈ {−,+}d,
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FG� � ��� *"HI��� mJ�* � ���"�"!K�G4 � ��2 � �"�����"� =-¤¥� � < &"���7� � ��	 �"!$#+4 � � ���
��� � ���
� EzExE^¦
¦

J � �
� �
� � �����
�
��¯ )I���6/ � �7�"*"�"!K�64 � * < �3�8� ��= / � Ò ���"	 �
��ªc/�� ρ(s, ε):= ε1[2
s1 , 2s1+1

−1) × · · · × εd[2
sd , 2sd+1 − 1) E�Ó��7ªM/ �5� ��ª < � � �'/�� �
	 ��* � �5/ ��=+��¯ 27!$# s ∈ Nd

0 �
ε ∈ {−,+}d ���6�8� � �6� ��� � ����� ��� ���
� �

δε
s(f) =

∑

I∈Dε
s

fIUI .

« � � �8�Ã2 � /��8�0� � 4�� ��	 ;�� �����
	 ;8� ��< � � � � 4�� ��= / < � � �7ª��Ï��� ����� ��� ���
��� ������ ��� ���
��� Ñ7/ ��=5¤¥� � < &"�"1 ϕ : R+ → R+ � ψ : R+ → R+ 4"�"H��8� ϕ(u) � ψ(u)
4 � � u → ∞, � �X� �®� � 1'/�� ���c=¶�
��<'��=¶< �7� ���
� � �7� C = C(ϕ,ψ) > 0 �%* � � � � � ���
��� ����� ��� ���
� � ϕ(u) ≤ Cψ(u) / ��= u ≥ u0 > 0 . ϕ(u) � ψ(u) �7� �X� �@�8/���� �
� �8�6���"���
ϕ(u) � ψ(u) � ψ(u) � ϕ(u) E

ÔIÕáü+ú úaÖØ×�ÙÂõÂý�ÚÂö�Û�÷:�������
	
`θ (1 ≤ θ ≤ ∞) ¨4 � � ���
��� � ���
� �Æ*"� �X� � � !$#

4�� �X� �X/�� ����� � ��	 ��� ��� ��1 {aε
s}s∈Nd

0
,ε∈{−,+}d

��< �7����*"���71N��� � �6�71

‖{aε
s}‖`θ

=

{ ∑

ε∈{−,+}d

∑

s∈Nd
0

|aε
s|

θ

}1/θ

, 1 ≤ θ <∞; ‖{aε
s}‖`∞ = sup

s∈Nd
0
,ε∈{−,+}d

|aε
s|;

`θ(Lp) ≡ `θ(Lp(T
d)) O Lp(`θ) ≡ Lp(T

d; `θ) R�Ü4 � � ���
��� � ���
� � ¤¥� � < &"���7� � ��	 �"!y#
4�� �X� �X/�� ����� � ��	 ��� ��� ��1 {f ε

s (x)}s∈Nd
0
,ε∈{−,+}d , x ∈ Td,

�¥< �7����*"���71-��� � �6�71
‖{f ε

s } | `θ(Lp)‖ = ‖ { ‖f ε
s ‖p }‖`θ

;

O � �
� �
� � �����
� ���"���"�
‖{f ε

s } |Lp(`θ)‖ = ‖ ‖{f ε
s }‖`θ

‖p,� �
27!y*"���71-�6��/�� ¤ � <"� &"����1N4 � � θ = ∞ RXE
« ��=+¤¥� � < &"�"� f(x) �'; � / � �����71N� � Td �'4 �����
	

∆k
h,jf(x) = ∆h,j . . .∆h,j︸ ︷︷ ︸

k

f(x)

Ü�8Ý ��� ;8��� ���
	 4�� ��= / <'� k ∈ N0
�G� �7* < � x ∈ Td � H � ª��
� h ∈ R 4��¥4�� � �8�6���"���71

xj �';�/�� ��	
∆h,jf(x) = f(. . . , xj−1, xj + h, xj+1, . . . ) − f(x),

∆1
h,jf(x) := ∆h,jf(x), ∆0

h,jf(x) := f(x).
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ßÄ�X� � � ��4�� �"	 k = (k1, . . . , kd) ∈ Nd
0 � h = (h1, . . . , hd) ∈ Rd � � �

∆k
hf(x) = ∆k1

h1,1∆
k2

h2,2 . . .∆
kd

hd,df(x)

 � �6��H � �"� ��=+��� ;8��� ���
	(¤¥� � < &"�"� f 4�� ��= / <"� k �5� �7* < � x � H � ª��
� h E��� � � �X/��8�´�74 � �X/�� � ���"���y4 � � ���
��� � ���
���¥F � < � ��	���< �7ª���J�Ì$� � � ��� SBr
p θ(T

d) *��X,� ��; � �6��H � �"�"!K� ��� ;8��� ��� �:± à7³e��± § ³lE
á5â�ã ó�ô�ó�Õ�ó�õÂöáó P ÷�äGå�æ8ç�è

1 ≤ p, θ ≤ ∞, r = (r1, . . . , rd) ∈ Rd
+ é¥ê"ë7ìcí�îNï
ð�ë�ñæ8ç ð�î7ò æ8ç5ó ëyôGõ�ö�ëX÷ è�æ ö�ë7ìcë7ø�ùKú æ ë ó î SBr

p θ = SBr
p θ(T

d) ú æ8ç�èGæ ë ó ë�ö å ï�ò�ë æ8ç�èGó�æ úcûü å ò�ö�ý�õ�þ f ∈ Lp ÿ í8÷��Ãö�ë ç ëcð � û

‖ f |SBr
p θ ‖ = ‖f‖p +

{ ∑

∅6=e⊂ed

∫

[0,2π]]e

‖∆ke

hef(·)‖θ
p

∏

j∈e

dhj

h
1+rjθ
j

}1/θ

<∞, Ou²�R

ìcí7ú k > r.

��� � � �X/��8� � �8� � �8� � # ������<"� � � �"; � &"�"�´4 � � ���
��� � ���
���©F � < � ��	���< �7ª���J�Ì$� � � ���
SBr

p θ(T
d)

�¥� �74 �������
�
��¯ )���1 98<"� � ��� � ��� � ���
1-��� � ��� � � �
< �71:± à�� � �8� � �8� � §'E à7³eE
�ªó�ù ã ó��aü��%÷>äGå�æ8ç�è

1 < p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ é �Kå ò�ö
ý�õ�� f ∈ Lp ï
ð�õ�ò�î7í�ñ
÷�ú
	¸õ ç ï
ð�ë æ8ç ð�î7ò æ8ç5ó�å

SBr
p θ(T

d)
ç ë7ìcí�î´õ ç ëX÷ è ö�ë ç ë7ìcí�î ÿ ö�ë7ìcí�î ü å ò�ö�ý�õ�ë�ñ

ò�î�÷ è ò�î��©ï�ë æ ÷�ú�í�ë ó î ç úQ÷ è ò�ë æ8ç�è
{2(r,s)δε

s(f)} ï
ð�õ�ò�î7í8÷�ú
	¸õ ç `θ(Lp) ÿ ï
ð�õ� ç ë��ü å ò�ö�ý�õ�ë�ò�î�÷
‖f |SBr

pθ‖ = ‖{2(r,s)δε
s(f)} | `θ(Lp)‖

� ó ÷���ú ç�æ �´ò�ëcð��¥ë�þ-ï
ð�ë æ8ç ð�î7ò æ8ç5ó î SBr
pθ(T

d) ÿ � ö ó õ ó î�÷�ú�ò ç ò�ë�þÃò�ëcð��Gú Ou²�R�E� /�� ��	 ��� *�� � �
� � �8� � �8��!:Ë®� � � � /��
27���K�74 � �X/�� � � �
	 4 � � ���
��� � ���
����� �";�� �"< �"� � J
Ó � ��2
� ��= SF r

p θ(T
d)

�X� �X/ ��¯ )I���Ð�
2 ��� ;��
�yE
á5â�ã ó�ô�ó�Õ�ó�õÂöáó ² ÷�äGå�æ8ç�è

1 < p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ ÿ r = (r1, . . . , rd) ∈ Rd
+ é

ê"ë7ìcí�îIï
ð�ë æ8ç ð�î7ò æ8ç5ó ë � õ���ëcð�ö�õ�ò�î�ø-ê�ð�õ � ú^÷�� SF r
pθ = SF r

pθ(T
d) ú æ8ç�è�æ ë ó ë�ö å ï�ñ

ò�ë æ8ç�è(ó�æ úcû ü å ò�ö�ý�õ�þ f ∈ Lp
æ ö�ë�ò�ú���ò�ë�þ-ò�ëcð��¥ë�þ

‖f |SF r
pθ‖ = ‖{2(r,s)δε

s(f)} |Lp(`θ)‖.

� ú^ð�ú�� SBr
pθ = SBr

pθ(T
d) õ SFr

pθ = SFr
pθ(T

d) ë � ë���ò�î���õ�� ú�í�õ�ò�õ���ò � ú���îXð �
ï
ð�ë æ8ç ð�î7ò æ8ç5ó

SBr
pθ õ SF r

pθ

æ ë�ë ç5ó ú ç�æ8ç5ó ú�ò�ò�ë�é
�������������������������! #"%$!&�'!��( *-,	.0/21»3�5768.0/21á9:/<;>=�?A@



FG� � ��� *"HI��� mJ�* � ���"�"!K�G4 � ��2 � �"�����"� =-¤¥� � < &"���7� � ��	 �"!$#+4 � � ���
��� � ���
� EzExE^¦� 

Î � �6� � ���y�6* � �´4 � � 1 ≤ p ≤ ∞ SBr
p∞(Td) ≡ SHr

p(Td) � ���
	 4 � � ���
��� �',�X�
� � ¤¥� � < &"�"1 � /��
���"�"� �"��¯ )���1 � �6��H � �"���71 ��� ;8��� ���
	
¯ � � /�� �7� � �
� � ��='¯ )���1<"����� ���
� �����c� � � � ¯"! � ��	 /�� ��� � � 4�� �"� !K� �
� �X/����"���
�K�5� �8�X� �X/�� ��� �"���
�$#�E %:E F �',< � ��	���< ��� ± È ³e��± ¦�³e.�4 � � 1 < p < ∞ 4 � � ���
��� � ���
� � SF r
p 2(T

d)
� � � 4 � / � � �N� 4 � ��,�X�
��� � ���
� �
� SW r

p (Td)
¤¥� � < &"�"1 � �7ª ��� �"�"*����"���
1LO�/��
���"�"� �"��¯ )���1�R � �6��H � �',

���71¬4 � �7�"; � ��/����71·O¼�74 � �X/�� � ���"��� � �yE�± Þ ³¼RXEaÓh�8� � � = 4 � � ���
��� � ���
� SBr
p θ(I

d), 1 ≤
θ <∞ O I = T � � � R Ra/�� ���
��� �7*"����4���/ � �
27�����"; � ������� ��� �6�7���7ª ���7¤ �"�N± § ³eE7Óh�8��,� � = 4 � � ���
��� � ���
� SBr

p θ(R
d) � SF r

p θ(R
d) � � � � ��� � �>�'#�Ò ���"	 �XJ � � � � � � ��*�� ��< �7ª��

�74 � �X/�� � ���"� = 4�� ���
� �
��� �5� ±   ³eE
á ú õÂùÂò�õ+ü'&ÿûTó�ù ã ó��aü
¹$��¯ / � �"�"�I� � *"� �
� �8�y�����>�7ª ��� �"�"*"� ����= �
27)I��� ��� ����* � � � � <"� � � r = (r1, . . . ,

rd) ∈ Rd
+

�7��< �71��À* � � r1 = · · · = rν < rj , j ∈ ed \ eν � � ��� < � � � � !K� ν ∈
ed E�Ó ��< ��� �
2 ��� ;��
�y� r1 = min{rj , j ∈ ed} � ν  < � � �"*�� ���
� �´���"�"��� � ��	 �"!y#< �
��4��7����� �5� � <"� � ��� r E�Ó ��< �I� ����¯ / � �"�"�I� τ∗ = min{2, τ} � u = min{p, θ}, log
 � �7ª ��� � ¤ �Ð4��5� � ��� ��� �"� ¯ 2 E¹Ã��� 2
� � ��± Á ³ ¹ E F E Ó��8� ��='< � � !K�-/�� <"� ; � �"!Ï�7&���� < �I� � � ��� *"HI�'# mJ�* � ���"�"!$#
4 � ��2 � �"�I���"�"1 <'���7�8� � �3¤¥� � < &"�"1 � �7ª ��� �"�"*��X�����71 � �6��H � �"���71 ��� ;8��� ���
	
¯ SHr

p� � �7ª ��� �"��*����"���71 � �6��H � �"���71©4 � �7�"; � �8/����71 SWr
p 4�� � � ��� �8�6� Ud � 4 � � ���
��� �',�X�
� � Lq 4 � � 1 < p, q < ∞

�Æ�X��� * � � ν = d � � E �
E r = (r1, . . . , r1) E�Ì$� � �8� � �7*"���"�� 4 ����� �X/ � � � ! � �
� � ���7H����"� =
σm(SHr

p, U
d, Lq(T

d)) � m−r1(logm)(d−1)(r1+ 1

2
), OuÁ�R

4 � �"*��8� r1 > (1/p − 1/q)+ ��� �X� � q ≥ 2, � r1 > (max(2/p, 2/q) − 1)/q ��� �X� �
q < 2 .

σm(SWr
p, U

d, Lq(T
d)) � m−r1(logm)(d−1)r1 , Onà�R

4 � �"*��8� r1 > max(1/p, 1/2) − 1/q ��� �X� � q ≥ 2, � r1 > (max(2/p, 2/q) − 1)/q �
� �X� � q < 2 E

Î � ��� � �"!K� � ��; � ��	 �
��� �
�Ð� �7��� � = )���1 ���
���
	 � ='�7��= � ���M=
�ªó�ù ã ó��aü P ÷�äGå�æ8ç�è

1 < p, q < ∞ ÿ 1 ≤ θ ≤ ∞ ( r ∈ Rd
+

ç î7ö�ë�þ ÿ � ç ë r1 >
1

min{u, q} · 2
q∗

− 1
q éyê"ë7ìcí�î ó ú^ð�ò � æ ë�ë ç ò�ë)�5ú�ò�õ��
σm(F, Ud, Lq) � m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1

2
− 1

θ
),

ìcí7ú F ø*� ç ë5ö�÷�î æ8æ SBr
p θ õ�÷�õ¬ö�÷�î æ8æ SFr

p θ é
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Ó ��< ����
2 ��� ;��
�y� � �8� � �8� � P ��� ; � � ��� � � �7&���� < �·OuÁ�R��ÄOnà�R � / �
� #Ã� � 4 �����7� �X,
�"� = #%.7��! ���7�8� � ���
� � ��� �8�K� � ��J�4�� �"� !$#%�7/ � �$H <'� � ! ¤¥� � < &"���7� � ��	 �"!$# <'���7�8� � �
SBr

p θ � SFr
p θ � < � � � � !K� �
<'��¯ * ��¯��+�N� �82 =Ã<'���7�8� ! SHr

p � SWr
p

� �
� �
� � �����
� ���",
���-O � �yE ��� ;�/�� � ²�RX. � ��J �
� � � !$#%��4 � �7�"; � � ��	 �"!K1 � � <"� � �¬� �6��H � �"���71-ª ��� / < � ��� �
r = (r1, . . . , rd)

� �6� ��� � � � <"� � ��� r = (r1, . . . , r1) -¥�8/��"� ��< � � !K��� < �
��4��7����� �7� ,
����E

Î � �6� � ��� ��� 2
� � !·«G�"� 	 � � �"ª � � < � � � � !K� ���6� ¯�� 4 ��= �6�
� � � ���7H����"��� <Æ� �8��,� �8�6�3P
E ¹ * �7��� ��� ��� ��� � ±zP�+ ³�4�� ��� *����"!°�7&��X� < �(� � � ��� *"HI�'# m J�* � ���"�"!$#Æ4 � ��2�,� �"�I���"�"1N4�� � � ��� �8�6� V � � � � � �7ª8�"*"���71 Ud � < � � � ����=N���
� �7� ���c= � � � � ��� � � = /�� �¹y� �"� �XJ �����8� ��� � Ñ�4 � � 1 < p, q <∞ � 2 ≤ θ ≤ ∞,

σm(SBr
p θ, V, Lq(T

d)) � (m/ logν−1m)−r1(logν−1m)
1

2
− 1

θ ,

σm(SWr
p, V, Lq(T

d)) � (m/ logν−1m)−r1 .

. û�ú/�¥î@í�ë�ö�î0��î ç ú^÷ è�æ8ç5ó î ç úXëcð�ú1� �32 é ��� �X/�4�� � ���5���K�"* � � � � ��� �8� � Φ �2 � ;8� �
4 � � ���
��� � ���
��� X � � E �
E7/ ��=I��¯ 2
�7ª8� 9�� �8�6��� �7� f ∈ X

��� )�� ���
�
� � � �X/��"� ���
� ���"� �7=
4�� �X� �X/�� ����� � ��	 ��� ���
	(��<"� ��='� � � {ck(f)}k∈N

�
��<'��= �"* � �

f =
∞∑

k=1

ck(f)φk.

Î 4 � �X/�� � ���54X� � /��"!y1'4 � � ª�� � � � �y� �X� �X/ ��= ± ² ³eE � � � � �5���Ï/ ��= f ∈ X

Ck(f,X,Φ) := ‖ck(f)φk‖X , k ∈ N,

�
2
�7;8� � *"��� *�� � ��; Λm ����� �I� ���
� �@�"; m � ���
����� ��	 �"!$#+*"� � � �-�
��< �
�
��* � �
min
k∈Λm

Ck(f,X,Φ) ≥ max
j∈N\Λm

Cj(f, V,Φ)

�N�74 � �c/�� � ���54 X J�� � /��"!y1'4 � � ª�� � � � � O X J�6,7MÇ8Ç98�: C); 6�<�7>=@?B¿BA(R3On4�� � � ��� �8�6� Φ R�X� �X/ ��¯ )I���Ð�
2 ��� ;��
�
GX

m(f,Φ) :=
∑

k∈Λm

ck(f)φk, m ∈ N.

C � /��"!K� � � ª�� � � � ��! � � ��� �M='���c=I<3<'�a�7����� ��� � �"����1"�"!$#��6� � �8/�� �G� 4"4 � � <'� �',
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� EzExEeÞ'P

� �N4�� � ��/ �´� �8� � �"�®� � /��"!$# � � ª�� � � � �6� � �®4��8/ � �
27���71:� ��� � � �"� � �74 � � ���-� �yE¤¥� �'/ � �6��� �7� ��	 �"!y1(�
27;�� � ± ² ³e�
ªM/��K�6� �5���¥� � 1 � � �7��< ���y� � *�� � 4"! ����¯ ) ��¯ 27��2�,� ���7ª ���7¤ � ¯ E
« ��= ����� �I� ���
��� F ⊂ X 4�� � � �5���

GX
m(F,Φ) := sup

f∈F
‖f −GX

m(f,Φ)‖X , m ∈ N.

��� �34�� ��� *����"�"�I�7&������ <���� � � # �¥�K� �8� � �8�6��P6� � 4�� ��	 ; � � ���M= �7*�� � �'/����
�À��� ��� ,� �X� �X�
� �
σm(F, Ud, Lq) ≤ G

Lq
m (F, Ud)

/ ��=���¯ 2
�7ª�� F ⊂ Lp � ¤3��<"� �"*�� ��< �¥/�� <"� ;8! ����¯����M= �7&���� < � ��� � � # � / ��= � � /��"!$#� � ª�� � � � �6� � � ��� �
� �
� � �����
�
��¯ )I�'# <'���7�8��� # ¤¥� � < &"�"1�EBD¥�6���"���"� � 4 ����� �X/ � � ���
�ªó�ù ã ó��aü ² ÷�äGå�æ8ç�è

1 < p, q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r ∈ Rd
+

ç î7ö�ë�þ ÿ � ç ë r1 >
1

min{u, q}
2
q∗

− 1
q éyê�ë7ìcí�î æ ï
ð�î ó ú�í8÷�õ ó � ë�ý�ú�ò�ö�õ

G
Lq
m (SBr

p θ, U
d) � m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1

2
− 1

θ
),

G
Lq
m (SFr

p θ, U
d) � m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1

2
− 1

θ
).
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º�» ¼ j ½¾j�¿ÀB�W*FB�X�D)B�G+O B

Á9K)M+F�i
1 ≤ p < ∞, 0 < q ≤ ∞

jCÁ9@�E�M+F�@CB�W�M+F�O)E�]UÂcE@�G+W*YCB
Lp,q[0, 1]

WCB�J�fdÃ
O BG+F)M$N�].W�E�ÄlG�M+F�O)E�O)M�G�kÅH*J�]/G+@*H�].fdk

1
Ã4Q�G+@*H�E�`�H*L�G�M+X*H\kÆTVK�W*X*Y*H*^ Z EQ*@�G,`CG,SCG+W\ÃW*fdkÇWCB

[0, 1] Z `*S�NÇX\EF)E@*fdk�X�EW�G+L*W*f�O)G,S�H*L*H*W*f

‖f‖Lp,q [0,1] =




1∫

0

(
t

1
p f∗(t)

)q dt

t




1
q

< ∞
Q*@*H

0 < q < ∞,

‖f‖Lp,∞[0,1] = sup
0≤t≤1

t
1
p f∗(t) < ∞

Q*@*H
q = ∞.

È `CG�M+i
f∗(t) = inf{σ : µ{x : |f(x)| > σ} < t} É W�G+O)EJ�@CBM+F�B�abnmB�NlQ�G+@�G�M+FB�WCEO�X\B

TVK�W*X*Y*H*H
f(t)

j
Ê Q*@�G,`CG,S�H�]ÆM+H�].O)E�S

A ↪→ B
j Ê WmEJ�WCB�L	BG,FVOSCE�ÄlG+W*H�GdX*O B�J�H*W�E@�].H*@�EO�B�W*W�E�Ã

Ë E�Q*@�E�M+F�@CB�W�M+F�O BÇÌÍO�X*O B�J�H*W�E@�].H�@�EO B�W�W�E�GÎQ*@�E�M+F�@CB�W�M+F�O)EÇÏ9j	ÐVG+@�G+J
~a
DK�`CG�]

E�D�EJ�WCB�LCB�F�iÎO)G+X*F)E@
(a1, . . . , an)

j Á9K)M+F�ilFB�X*ÄÎG
~a

~b = ab1
1 . . . abn

n
Z p′ É M�EQ*@�N\ÄlG+W\Ã

W*f&^lQCB�@CB]/G+F�@ÎX
p Z F�j G�j p′ = p

p−1

j�Ñ(M,SCEO�H�]/M�NÎE�D�EJ�WCB�LCB�F�iVL�G+@�G+J ÒÆQ�E�M+F)E�N\W*W*f G ZJ�B�O�H�M$N\nlH�GVF)E�S�i�X\EoEFoQCB�@CB]/G+F�@�EO
p, q, pi, qi, α

Z Ë `CG i = 0, 1
jCÓÔF�HÕQ�E�M+F)E�N\W*W*f G
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×9E@�EØÎEoH*J�O)G�M+F�W�E�W�G+@CB�O)G+W�M+F�O)E�×VB�@ `�H\Ã4ÂVH*F�F�S�O�K�`	B�Ã�ÒÔF)G+^�WCBIÙ1Ú Z M�j » Û�Ü�Ý Z X�E�ÃF)E@�E�G�O)G+@*W�E�`*S�NÞQ*@�E�M+F�@CB�W�M+F�O BÆÂcE@�G+W*YCB\jÔß(M,S�H

1 < p < 2 Z 0 < q ≤ ∞
H

f ∈ Lp,q[0, 1]
Z F)E

(
∞∑

k=1

k
q

p′
−1

(a∗k)
q

) 1
q

≤ C‖f‖Lp,q [0,1], (1)

Ë `CG a∗k É W�G+O)EJ�@CBM+F�B�abnmB�NàQ�G+@�G�M+FB�W�EO�X*BáX�Ee�TcTVH*Y*H�G+W*F)EOUghK�@*i)GÆTVK�W*X*Y*H*H
f(x)

Q�EmM+H�M+F)G�]/G
{e2πikx}∞k=1

j
Ê F)]/G+F�H�] Z L*F)EVOcM,S�K�LCBG

2 < p < ∞
W�G+@CB�O)G+W�M+F�O)E

(1)
WCGdO)G+@*W�E*j ?�Ù â Z M�j)â » Û�ÝHÕÙ ã Z M�j*Ú�ä » Ã�Ú�ä º�Ý ]/E�ÄmW�EVWCB�^*F�H�M�E�EF�O)G+F)M+F�O�K�abnlH*^oQ*@*H�]/G+@oQ*@*H

p = q
j ÓÔF�H�]�ÄÎG

Q*@*H�]/G+@�E�]áW�G9M,SCE�ÄmW�EÎQ�EX*B�J�B�F�iÎ`	B�W*W*f&^�ThB�X*Fl`*S�N
p 6= q

j\å�G�]¾W�G9]/G+W�G�G Z G�M,S�HJ�B]/G+W*H*F�ilX\Ee�TcTVH*Y*H�G+W*F�f
ak

WCBcW�G+X�EF)E@*f G9M+@�G,`�W*H�G Z F)ElEY�G+W*X\BhM�E�k\@CB�W*N*G+F)M$NÖj
?�@CBD�EF)G_Ù »Ý DfdSÅK M+FB�W�EOSCG+WÅF�B�X�E^Å@�G+J�K�S�i�F�B�F�j	ß(M,S�H

1 < p < ∞ Z 0 < q ≤ ∞H
f ∈ Lp,q[0; 1]

Z F)E
(

∞∑

k=1

k
q

p′
−1

(āk)
q

) 1
q

≤ C‖f‖Lp,q [0,1], (2)
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Ê M+K\]/].H*@*K G�]/E�M+F�HÅM+@�G,`�W*H\kÕædG,S*SC](B�WCB�j1j1j º ä

Ë `CG āk = 1
k

∣∣∣∣
k∑

m=1
am

∣∣∣∣
j

È B]/G+F�H�] Z L*F)EmJ+`CG�M+i�O)]/G�M+F)EoX\Ee�TcTVH*Y*H�G+W*F)EOÇghK�@*i)GcOmSCG+O)E^ÕLCBM+F�HÅM+F)E�N\F
H\kÎM+@�G,`�W*H�GdF�H*QCB9×VB�@)`�Hçj�?èF)E^mÄÎGd@CBD�EF)GdW�G+@CB�O)G+W�M+F�O)E_é�â)ê�Df&SCE9K)M+F�B�W�EOSCG+W�E
HÇ`*S�N�TVK�W*X*Y*H�^Õ].W�E Ë H\k�Q�G+@�G�]/G+W*W*fdkÖj

ëcBM+F)E�N\nmB�NI@CBD�EF�BoQ�E�M+O�N\nÎG+WCB�Q�E�S�K�L�G+W*H*aìB�WCB�SCE Ë B�W�G+@CB�O)G+W�M+F�O B�é�â)êd`*S�N
M,@CG�`CW*H\k�ædG,S*SC](B�WCB[X�Ee�TcTVH*Y*H�G+W*F)EOÞghK�@*i)GÕTVK�W*X*Y*H*^P].W�E Ë H\k�Q�G+@�G�]/G+W*W*fdkÖj
í9SCN�E�`�W�E�]/G+@*W�E Ë E�M,S�K�LCB�N�e�F)EFm@�G+J�K�S�i�FB�F_DfdS�B�W�EW�M+H*@�EO B�WIOm@CBD�EF)G�Ù ä Ý j
îÎï>ð :�;(:�ñ(:C<>=.:ÍÚ òVócô)õ�öÎ÷

1 < p < ∞ ø 0 < q ≤ ∞ ø α > 0 ù�ú9û�ü öbý ü�þ�ÿ������� õ���ý
	+ö ÿ���� þ ý ü õ�öbý�� ÿ õ+ö� ü�� np,q,α ÿ � û�� ���	+öÎõ�� �Vÿ�ü�� 	+õ�ö� ü �õ�	�� þ�ü õ���	 � ü����ö�	���÷ ÿ�ü õ�ö�	�� a = {ak1...kn
}ki∈N ø i = 1, . . . , n ø � ����� ü ö ü ý � � � ü�ÿ 	�! ÿ �"#	�� � �! � ÿ �

‖a‖np,q,α =




∞∑

kn=1

. . .

∞∑

k1=1

(
k

1
p

1 . . . k
1
p
n ãk1...kn

(α)

)q 1

k1
. . .

1

kn




1
q

,

	,õ�� �
q < ∞,

� þ ý � q = ∞

‖a‖np,∞,α = sup
ki∈N, i=1,..,n

k
1
p

1 . . . k
1
p
n ãk1...kn

(α) < ∞,

$ � 	

ãk1...kn
(α) = sup

mi≥ki, i=1,...,n

1

m1−α
1 . . .m1−α

n

∣∣∣∣∣

∞∑

sn=mn

. . .

∞∑

s1=m1

as1...sn

sα
1 . . . sα

n

∣∣∣∣∣ .

%�:�&'&)(ìÚ ò'*�õ�� �
1 < p < ∞

�
0 < q ≤ ∞ ø ö ü � � 	�	+ö � 	+õ�ö ü �� ü�� 	 ÿ � 	

np,q,α ↪→ np,∞,α.
+ ü �,� û �ö�	���÷)õ�ö� ü)ù È B]/G+F�H�]

n∏

i=1

k
1
p

i ≤ C

n∏

i=1

(
ki∑

mi=1

m
q
p
−1

i

) 1
q

= c

(
kn∑

mn=1

. . .

k1∑

m1=1

(
m

1
p

1 . . .m
1
p
n

)q 1

m1
. . .

1

mn

) 1
q

,

Ë `CGoX�EW�M+F�B�W*F�B.- J�B�O�H�M+H*FÅF)E�S�i�X�EÅEF
p, q, n

jçÁVE�M+X\E�S�i�X*KÆQ*@*H
mi ≤ ki

H�]/G�G�]
ãk1...kn

(α) ≤ ãm1...mn(α) Z ].fàQ�E�S�K�L	BG+] Z L*F)E

‖a‖np,∞,α = sup
ki∈N,i=1,...,n

k
1
p

1 . . . k
1
p
n ãk1...kn

(α) ≤
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≤ C sup
ki∈N

(
kn∑

mn=1

. . .

k1∑

m1=1

(
m

1
p

1 . . .m
1
p
n ãm1...mn(α)

)q 1

m1
. . .

1

mn

) 1
q

≤ C‖a‖np,q,α .

ÂcG�]/](Bl`CEX*B�J�B�WCB\j
%_:�&'&)(Þâ�ò&ócô)õ�öÎ÷

1 < p < ∞
H

0 < q ≤ ∞ ù10*ü $ � �

‖a‖np,q,α �




∞∑

kn=0

. . .

∞∑

k1=0

(
2

k1
p . . . 2

kn
p ã2k1 ...2kn (α)

)q

. . .




1
q

,

ö ù 	 ù � � 	�2&ö � 	+õ�ö ü � �ô#�*õ�ö ü ý ü�ÿ�ÿ � 	 ü�3 	 ÿ � � õ � ü�ÿ õ�ö4� ÿ ö4� � � ø û �� � õ���5 � � �ö ü ��÷,� üoü ö þ �,ý�� � 	+öbý ü  p, q.

+ ü �,� û �ö�	���÷)õ�ö� ü)ù å.B�X�X*B�X�`*S�N
∀i = 1, . . . , n

H�]/G�G�]

C2
q

ki+1

p ≤

2ki+1−1∑

mi=2ki

m
q
p
−1

i ≤ C2
qki
p (3)

H�Q�E�M+X\E�S�i�X*KÇQ*@*H
ki ≤ mi

O�f&Q�E�S�W*N*G+F)M$NÕW�G+@CB�O)G+W�M+F�O)E

ãm1...mn(α) ≤ ãk1...kn
(α), (4)

].fàQ�E�S�K�L*H�] Z L*F)E

C2
q

k1+1
p ã

q

2k1+1m2...mn
(α) ≤

2k1+1−1∑

m1=2k1

m
q
p
−1

1 ãq
m1...mn

(α) ≤ C2
q

k1
p ã

q

2k1m2...mn
(α).

Á9@�E�M+K\]/].H*@�EO B�OÅW�G+@CB�O)G+W�M+F�O BÕQ�E
k1

EFIW*K�S�NÅ`	EÕD�G�M+X�EW�G+L*W�E�M+F)H¾HÆO)EJ�O)G,`�N[O
M+F)G+Q�G+W*i 1

q
Z Q�E�S�K�L*H�]

C




∞∑

k1=0

2q
k1+1

p ã
q

2k1+1...mn
(α)




1
q

≤

(
∞∑

m1=1

m
q
p
−1

1 ãq
m1...mn

(α)

) 1
q

≤

≤ C




∞∑

k1=0

2
q

k1
p ã

q

2k1 ...mn
(α)




1
q

.
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Ê M+K\]/].H*@*K G�]/E�M+F�HÅM+@�G,`�W*H\kÕædG,S*SC](B�WCB�j1j1j º,6

Ê F)M+a&`	B Z O�W�EO�ioH�M+Q�E�S�i�J�EO B�OÆé�ã)êÔH¾é » ê Z Q�E�S�K�L*H�]

C2
q

k2+1
p

∞∑

k1=0

2
q

k1+1
p ã

q

2k1+12k2+1...mn
(α) ≤

2k2+1−1∑

m2=2k2

m
q
p
−1

2

∞∑

m1=1

m
q
p
−1

1 ãq
m1...mn

(α) ≤

≤ C2q
k2
p

∞∑

k1=0

2q
k1
p ã

q

2k12k2 ...mn
(α).

Áb@CE�M,K\]/].H�@�EO B�OÅW�G+@CB�O)G+W�M+F�O BÕQ�E
k2

EFÕW*K�S�N�`CEÕD�G�M+X\EW�G+L*W�E�M+F�H¾H[O)EJ�O)G,`�N[O
M,F)G+Q�G+W*i 1

q
Z Q�E�SCK�L*H�]

C




∞∑

k2=0

2
q

k2+1
p

∞∑

k1=0

2
q

k1+1
p ã

q

2k1+12k2+1...mn
(α)




1
q

≤

≤

(
∞∑

m2=1

m
q
p
−1

2

∞∑

m1=1

m
q
p
−1

1 ãq
m1...mn

(α)

) 1
q

≤C




∞∑

k2=0

2
q

k2
p

∞∑

k1=0

2
q

k1
p ã

q

2k12k2 ...mn
(α)




1
q

.

å>B�X*H�]IE�D@CB�J�E�] Z Q*@�E�`CE�S�ÄÎB�NhQ*@�EY�G�M�M
n
Ã4@CB�J Z Q�E�S�K�L*H�]ÕF�@�G�DK)G�]/E�G(W�G+@CB�O)G+W�M+F�O)E*j

? @CBD�EF)G�Ù »�Ý DfdSáO�O)G,`CG+WáH*W*F)G+@*Q�E�S�N\Y*H�EW*W�f&^�]/G+F)E�`á`*S�NáB�W*H*J�EF�@�EQ*W*f&k
Q*@�E�M+F�@CB�W�M+F�O�j_? LCBM+F�W�E�M+F�H Z G Ë E ]/E�ÄmW�E @CBM�M�](B�F�@*H*O B�F�i `*S�N H*J�EF�@�EQ*W*fdk
Q*@�E�M+F�@CB�W�M+F�O�j

Á9K)M+F�i
(A0, A1) É M�EO)]/G�M+F�H�](B�NmQCB�@CB9D)B�WCB�k EO�fdkÎH*J�EF�@�EQ*W*fdkmQ*@�E�M+F�@CB�W�M+F�O

Ù /�Ý H
E = {~ε = (ε1, . . . , εn) : εi = 0

H\S�H
εi = 1, i = 1, . . . , n}

j*Á9K M+F�i

K(~t, a; A0, A1) = inf{
∑

~ε∈E

~t~ε‖a~ε‖A~ε
: a =

∑

~ε∈E

a~ε, a~ε ∈ A~ε}

É TVK�W*X*Y*H�EWCB�SèÁVG+F�@�G�jçÁ9@*H
0 < q < ∞ Z 0 < θ < 1

E�D�EJ�WCB�L*H�]àL�G+@�G+J
Aθ,q =

(A0, A1)θ,q
S�H*W�G+^*W�E�GÆQ�E�`C].W�E�ÄÎG�M+F�O)E ∑

~ε∈E

A~ε
Z M�E�M+F)E�N�nÎG�GÆH*JÆe+SCG�]/G+W*F)EO Z `*S�N

X�EF)E@*fdk

‖a‖Aθ,q
=




∞∫

0

. . .

∞∫

0

(
t−θ
1 . . . t−θ

n K(~t, a)
)q dt1

t1
. . .

dtn

tn




1
q

< ∞
Q*@*H

q < ∞
H
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‖a‖Aθ,∞
= sup

0<~t<∞

~t−θK(~t, a) < ∞
Q*@*H

q = ∞.

%_:�&'&)(�ã�ò7*�õ�� �
1 < p0 < p1 < ∞

� þ �,ý�� � 	+öbý � 0 < q ≤ ∞, 0 < qi ≤ ∞ ø$ � 	 i = 0, 1, 0 < θ < 1 ø ö ü
(np0,q0,α, np1,q1,α)θ,q ↪→ np,q,α,

$ � 	 1
p

= 1−θ
p0

+ θ
p1
ù

+ ü �,� û �ö�	���÷)õ�ö� ü)ù ?�M+H\S�KÇOSCE�ÄÎG+W*H*N

npi,qi,α ↪→ npi,∞,α, i = 0, 1,

`CE�M+FB�F)EL*W�Em`CEX*B�J�B�F�i Z L*F)E

(np0,∞,α, np1,∞,α)θ,q ↪→ np,q,α.

Á9K)M+F�i
~v = (v1, . . . , vn) Z Ë `CG vi = t

γ
i , γ = p0p1

p1−p0

Z 0 < ti < ∞
j*íVS�NIQ�E�M,SCG,`CEO B�Ã

F)G,S�i�W�E�M+F�H
a = {ak1...kn

}ki∈N,i=1,..,n
@CBM�M�]/EF�@*H�]�Q*@�G,`CM+F�B�OSCG+W*H�G

ak1...kn
=
∑

~ε∈E

a~ε
k1...kn

,

Ë `CGÕQ�E�M,SCG,`CEO B�F)G,S�i�W�E)M+F�i
{a~ε

k1...kn
}ki∈N,i=1,..,n

M�E�EF�O)G+F)M+F�O)G+W*W�EèQ*@*H*WCB�`*SCG+ÄmH*F
Q*@�E�M+F�@CB�W�M+F�O�K

np~ε,∞,α
j

ÑbL*H*F�f&O B�N Z L*F)EmQ*@*H
i = 1, ..., n

ãk1...kn
(α) = sup

mi≥ki

1

m1−α
1 . . .m1−α

n

∣∣∣∣∣∣∣

∞∑

sn=mn

. . .

∞∑

s1=m1

∑
~ε∈E

a~ε
s1...sn

sα
1 . . . sα

n

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∑

~ε∈E

sup
mi≥ki

1

m1−α
1 . . .m1−α

n

∣∣∣∣∣

∞∑

sn=mn

. . .

∞∑

s1=m1

a~ε
s1...sn

sα
1 . . . sα

n

∣∣∣∣∣ =
∑

~ε∈E

ã~ε
k1...kn

(α),

].fàQ�E�S�K�L*H�]

sup
~v≥~s≥1

~s
1

p0 ã~s ≤
∑

~ε∈E

sup
~v≥~s≥1

~s
1

p0 ã~ε
~s =

∑

~ε∈E

sup
~v≥~s≥1

~s
1

p0
− 1

p~ε
+ 1

p~ε ã~ε
~s.
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Ê M+K\]/].H*@*K G�]/E�M+F�HÅM+@�G,`�W*H\kÕædG,S*SC](B�WCB�j1j1j º�Û

å>B�XÕX\B�X�`*S�NÇS�a9Dfdk
i = 1, ..., n

H�]/G�G�]

1

p0
−

1

pεi

=

{
0,

G�M,S�H
εi = 0;

1
γ
,

G�M,S�H
εi = 1. 8 sup

vi≥si≥1
s

1
p0

− 1
pεi

i = v

1
p0

− 1
pεi

i = tεi

i ,

F)E
sup

~v≥~s≥1
~s

1
p0 ã~s ≤

∑

ε̃∈E

~t~ε sup
~s∈N

~s
1

p~ε ã~ε
~s.

ÑbL*H*F�f&O B�N�Q*@�EH*J�O)E�S�i�W�E�M+F�i_Q*@�G,`CM+FB�OSCG+W*H�N
ak1...kn

=
∑
ε̃∈E

a~ε
k1...kn

Z H�]/G�G+]

sup
~v≥~s≥1

~s
1

p0 ã~s ≤ K
(
~t, a; np0,∞,α, np1,∞,α

)
.

Á9Ee�F)E�].K�Q*@*H
0 < q ≤ ∞

DK�`CG+FoM,SCG,`CEO B�F�i

‖a‖(np0,∞,α, np1,∞,α)
θ,q

=




∞∫

0

(
~t−θK

(
~t, a; np0,∞,α, np1,∞,α

))q d~t

~t




1
q

≥

≥




∞∫

0

(
~t−θ sup

~v≥~s≥1
~s

1
p0 ã~s(α)

)q
d~t

~t




1
q

.

Ò(`CG,S	BG�]ÞJ�B]/G+W*K
~t = ~u

p1−p0
p0p1

j�å�E Ë `	BÎFB�XÕX*B�X
1 < p0 < p1

Z ].fàQ�E�S�K�L	BG+] Z L*F)E



∞∫

0

(
~t−θ sup

~v≥~s≥1
~s

1
p0 ã~s(α)

)q
d~t

~t




1
q

=




∞∫

0

(
~u
−θ( 1

p0
− 1

p1
)

sup
~u≥~s≥1

~s
1

p0 ã~s(α)

)q
d~u

~u




1
q

=

=




∞∑

r̄=1

2r̄−1∫

2r̄−1−1

(
~u
−θ( 1

p0
− 1

p1
)

sup
~u≥~s≥1

~s
1

p0 ã~s(α)

)q
d~u

~u




1
q

≥

≥ C

(
∞∑

r̄=1

(
2
−θr̄( 1

p0
− 1

p1
)

sup
2r̄≥~s≥1

~s
1

p0 ã~s(α)

)q) 1
q

≥
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≥ C

(
∞∑

r̄=1

(
2
−θr̄( 1

p0
− 1

p1
)
2

r̄
p0 ã2r̄(α)

)q
) 1

q

= C‖a‖np,q,α .

99FB�X
‖a‖np,q,α ≤ C‖a‖(np0,∞,α, np1,∞,α)

θ,q

.

ÂcG�]/](Bl`CEX*B�J�B�WCB\j
ÁVG+@�G+^\`CG�]�X�O�f&O)E�`�KÇE�M+W�EO�WCE Ë Eo@�G+J�K�S�i�FB�F�BÎe�F)E^IM+F�B�F�i�Hçj

îmï>ð :�;(:�ñ(:�<>=.:èâ�ò ócô)õ�öÎ÷
1 ≤ p < ∞ ù�:Iÿ�ü�� 	+õ�ö� ü �õ�	�� � û�� 	�ý � �;� �.</ô ÿ � �

3 � � ø	ü�þ ý
	 � 	=��	 ÿ�ÿ�� � ÿ � [0, 1]n, ÿ � û�� ���	+öÎõ�� � û�ü öbý ü�þ�ÿ����Uþ ý ü õ�öbý�� ÿ õ�ö� ü>�@?Vü��ý
	 ÿ�3 � Lp,q[0, 1]
n ø 	+õ=� � � ü�ÿ 	�! ÿ�� #	=� � ! � ÿ��

‖f‖Lp,q [0,1]n =




1∫

0

. . .

1∫

0

(
x

1
p

1 . . . x
1
p
n f∗(x1, . . . , xn)

)q
dx1

x1
. . .

dxn

xn




1
q

< ∞

þ ý � 0 < q < ∞,
�

‖f‖Lp,∞[0,1]n = sup
(t1,...,tn)∈[0;1]n

~t
1
p f∗(~t) < ∞

þ ý � q = ∞. A � 	+õ�÷ f∗1,...,∗n(~t) = inf{σ : µ{x̄ ∈ Rn : |f(x̄)| > σ} < ~t} B
ÿ 	� ü�û ý��õ�ö4�#2154��� þ 	�ý
	+õ�ö4� ÿ�ü ��,�C</ô ÿ � 3 ��� f(~t) þ�ü �,� � � ü � þ 	�ý
	 � 	 ÿ�ÿ�ü � ù
Dh:�E ð :�&)( Ú ò ócô)õ�öÎ÷ þ �,ý�� � 	+öbý � 1 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞ ø ! � õ=� ü α > 1

p
ø $ � 	

α = (α, . . . , α) ù ócô)õ�öÎ÷
1 ��þ 	�ý � ü ��� !F	+õ��,��� þ�ü �,� � � ü � þ 	�ý
	 � 	 ÿ�ÿ�ü �@</ô ÿ � 3 � �

f(x1, . . . , xn)
� � 	�	+ö ýF� �HG ô�ýC÷�	 þ�ü öbý � $ ü�ÿ�ü>� 	+öbý � !F	+õ�� ü �Iõ � õ�ö�	 � 	I ��� �

∞∑

kn=1

. . .

∞∑

k1=1

ak1...kn
e2πi(k1x1+...+knxn),

$ � 	

ak1...kn
=

1∫

0

. . .

1∫

0

f(x1, . . . , xn)e−2πi(k1x1+...+knxn)dx1 . . . dxn.
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Ê M+K\]/].H*@*K G�]/E�M+F�HÅM+@�G,`�W*H\kÕædG,S*SC](B�WCB�j1j1j Û Ú

0*ü $ � � ø 	+õ�� � f(x1, . . . , xn) ∈ Lpq[0; 1]
n ø ö ü õ þ ý���#	 � � �  üoÿ 	�ý���#	 ÿ õ�ö� ü




∞∑

kn=1

. . .

∞∑

k1=1


(k1 . . . kn)

α− 1
p

∣∣∣∣∣∣

∞∑

mn=kn

. . .

∞∑

m1=k1

am1...mn

mα
1 . . .mα

n

∣∣∣∣∣∣




q

1

k1
. . .

1

kn




1
q

≤

≤ c‖f‖Lp,q [0,1]n . (5)

+ ü �,� û �ö�	���÷)õ�ö� ü)ù Ê Y�G+W*H�]ÞO)G,S�H*L*H*W�K

A = sup
k1,...,kn∈N

n∏

j=1

k
α− 1

p

j

∣∣∣∣∣∣

∞∑

mn=kn

. . .

∞∑

m1=k1

am1...mn

mα
1 . . . mα

n

∣∣∣∣∣∣
.

Á9E�`CM+F�B�OS�N\N_J�WCB�L�G+W*H�G9X�Ee�TcTVH*Y*H�G+W*F�BÎghK�@*i)GbH_Q�E�]/G+W*N\Om]/G�M+FB].H�H*W*F)G Ë @CB�S�f
HÕM+K\]/].f Z Q�E�S�K�L*H�]

A = sup
k1,...,kn∈N

n∏

j=1

k
α− 1

p

j

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

. . .

1∫

0

f(x1, . . . , xn)Φk1...kn
(x̄)dx1 . . . dxn

∣∣∣∣∣∣
,

Ë `CG Φk1...kn
(x̄) =

∞∑
mn=kn

. . .
∞∑

m1=k1

e−2πi(m1x1+...+mnxn)

mα
1 ...mα

n
=

n∏
j=1

∞∑
mj=kj

e
−2πimjxj

mα
j

=

n∏
j=1

Φkj
(xj)

j,9VM+Q�E�S�i�J�K)NoW�G+@CB�O)G+W�M+F�O)EKJ�G,S�i`CG+@CBcQ*@*H 1
p
+ 1

p′
= 1 Z `*S�NmQ*@�E�M+F�@CB�W\Ã

M,F�O BÎÂcE@�G+W*YCBoDK�`CG�]ÞH�]/G+F�i

A ≤ sup
k1,...,kn∈N

n∏

j=1

k
α− 1

p

j

1∫

0

. . .

1∫

0

‖f(·, x2, . . . , xn)‖Lp,1‖Φk1‖Lp′,∞
×

×
n∏

j=2

Φkj
(xj)dx2 . . . dxn ≤ . . . ≤

≤


 sup

k1,...,kn∈N

n∏

j=1

k
α− 1

p

j ‖Φkj
‖Lp′,∞[0;1]n


 ‖f‖Lp,1[0;1]n (6)
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Û â ¼ j ½¾j�¿ÀB�W*FB�X�D)B�G+O B

L.BM�M�]/EF�@*H�] TVK�W*X*Y*H*a
Φkj

(xj) =
∞∑

mj=kj

e
−2πimjxj

mα
j

jNMVEe�TcTVH*Y*H�G+W*F�f ghK�@*i)G
e�F)E^ITVK�W*X*Y*H*H�Q*@*H

mj ≥ kj
]/EW�EF)EW*W�EoK\Df&O B�abFj

¼ WCB�SCE Ë X\S	BM�M+H*L�G�M+X\E^ÇF)G�E@�G�].fU×VB�@ `�H\Ã4ÂVH*F�F�S�O�K�`	BlDfdS�`CEX*B�J�B�W�`*S�N�M+H�]>Ã
]/G+F�@*H*L*W*fdkèQ�@�E�M+F�@CB�W�M+F�OèÒ�G�]/G+W�EO�f ]Íß j ½¾j�Ù º�Ý Z `*S�N[X\E�M+H*W*K M�H¾M+H*W*K Mo@�N�`CEO
TVK�W*X*Y*H*HÅH*JÎQ*@�E�M+F�@CB�W�M+F�O�B_ÂcE@�G+W*YCB É È B Ë G+@�E�]POÀj>Ù Û�Ý j~å>E Ë `	B Z OÇLCBM+F�W�E�M+F�H ZQ*@*H

q = ∞
DK�`CG+FoO)G+@*W�E

‖Φkj
‖Lp′,∞[0;1]n �

∥∥∥∥∥
1

mα
j

∥∥∥∥∥
lp∞

= sup
1≤rj≤∞

r
1
p

j

1

(kj + rj)α

È B]/G+F�H�] Z L*F)EÕQ*@*H
α > 1

p

](B�X\M+H�].K\]�TVK�W*X*Y*H*H
g(x) = x

1
p

(k+x)α

X�EW�G+L�G+WèH
`CE�M+F�H Ë BG+F)M�N�O[F)EL*X\G

x = k
αp−1

Z F)E Ë `	BÆH*J¾é / êlQ�E�S�K�L*H�]
A ≤ C‖f‖Lp,1[0;1]n

ZM,SCG,`CEO B�F)G,S�i�W�E Z
‖a‖np′,∞,α

≤ C‖f‖Lp,1[0;1]n .
9VM+Q�E�S�i�J�K�N_SCG�]/].K�ãlHÇH*W*F)G+@*Q�E�S�N\Y*H�EW*W�K�a F)G�E@�G�].K�âlH*JmÙ »Ý Z Q�E�S�K�L*H�]áF�@�G�DK Ã
G�]/E�GVW�G+@CB�O)G+W�M+F�O)E*jCå>G�E@�G�](Bl`CEX*B�J�B�WCB\j
L.BD�EF�B�O�f&Q�E�S�W�G+WCB_Q*@*HÆTVH*WCB�W�M�EO)E^�Q�E�`*`CG+@�ÄmX�G Ë @CB�W*F�BÅÚ�ä Ü�»�Q J>gRM9E�].H*Ã

F)G+FBÎWCB�K�X*HÕ½ Ê ëSLTMmj

%_=�UÖ: ð (VU
W ð (

ÚYX�Z\[�]_^�`ba_]dc#eNf¾j�gh^�Z\[�i�j
k#adc�Z�]lk#^.k�mTa_]_^�[�c�iNk#jn[>i>c�Z\k#i\e Q�Q�o i�c�^�e�jCÌ7p�[�i�j�f.c�Z�qçj
X�k�r�j É Ú Û ä / j É�s j º ã\j É"t j » º â�Ã » Û â\jâoÓ(`�O B�@)`	MNL>j�L/N�`�f�ghK�@*i)G OlM�EO�@�G�]/G+W*W�E�]¾H*J+SCE�ÄlG+W*H*Hçj É ½¾j1R ½IH*@ Z Ú Û�º ä\j
É å�j â É » Ü�Ü r�j

ãhíci�N\L�G+W*X�EU½¾j 9mj Z Ñ/S�i�N\W�EOUÁmj Âoj ½ÅG+@CBÞH�H*W*F)G Ë @CB�S�jb½¾j1R9gÎB�X*F)E@*HCB�S ZÚ Û�Û�º j É Ú /�Ü r�j
» ë9K�@�M+K�S�FB�W�EOmß j í�j Ê X\Ee�TcTVH*Y*H�G+W*FB�koX*@CB�F�W*fdk�@�N�`CEOoghK�@*i)G Q�Q 99J�O)G,Ã

M+F�H*N L ¼ ëmj	Ò�G+@*H*NÕ](B�F)G�](B�F�H*X\B\j É â Ü�Ü�Ü j É å�j /�» ZFu Ú�j É -bj Û ã�Ã�Ú�â�â\jäm¿ÀB�W*FB�X�D BG+O B ¼ j ½¾j Z ë9K�@�M+K�S�FB�W�EOlß j í�j Ê M+K\]/].H*@*K G�]/E�M+F�H�X\Ee�TcTVH*Y*H\Ã
G+W*F)EOÅghK�@*i)GoTVK�W*X*Y*H*^ÆH*JmQ*@�E�M+F�@CB�W�M+F�O B�ÂcE@�G+W*YCB Q�Q ?dG�M+F�W*H*Xè½�JÖÑ j�Ò�G+@*H*N
](B�F)G�](B�F�H*X\B Z ]/G,k�B�W*H*X*B\j É â Ü�Ü�» j É åÔjçÚ Z�u â\j É -bj /�» Ã /�/ j
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Ê M+K\]/].H*@*K G�]/E�M+F�HÅM+@�G,`�W*H\kÕædG,S*SC](B�WCB�j1j1j Û ã

/ ædG+@ Ë'v j Z ÂcG�TcM+F�@�G�] v j�99W*F)G+@*Q�E�S�N\Y*HCEW*W*f G9Q*@�E�M+F�@CB�W�M+F�O�B\j É ½¾j1R�½IH*@ ZÚ Û�º�Ü j É â /�» M
6 æ�@*K�`�W*f&^.OÀj ¼ j Z M9@*K Ë S�N\XÆëmj wljçghK�W*X*F)E@*fÍO)G+nÎG�M+F�O)G+W*W�E^ÆH*W*F)G+@*Q�E�S�N�Ã

Y*H*H Q�Q íhEX\S	B�`�f ¼ ë Ò&Ò&ÒxL>j É Ú Û�º Ú�j É å�j�â�ä / ZFu Ú�j É ÒbjÖÚ » Ã�Ú 6 j
º Ò�G�]/G+W�EOÕß j ½¾jn99W*F)G+@*QCE�S�N\Y*H*NÅS�H�W�G+^*W*fdkÆEQ�G+@CB�F)E@�EOÕHÆEY�G+W*X*HÆX�Ee�T9Ã

TVH*Y*H�G+W*F)EO_ghK�@*i)G Q�Q íhEX\S	B�`�f ¼ ë Ò&Ò&ÒxL.j É Ú Û�/,6 j É å�jÖÚ 6#/ ZFu / j É ÒbjÖÚ�â�ä\Ú,Ã
Ú�â�ä » j

Û XFc�y�q�[�iIzxk*jçÌ7^{c�j|j|a_]lr�c�Z�]lk#^{k�m1]_^�Z\[�i�j
k#adc�Z�]lk#^{Z�q�[�k#i�}~Z\kH��k#�|i�]l[�i4e\[�i�]l[�e Q�Q
X�Z����F]dc�f.c�Z�q�[�p"c�Z�]lr�c\j É Ú Û,6 â\j É åÔjF�'��g,j É"t jçÚ /�Û Ã�Ú º Ú�j

� ö4�öÎ÷�� þ�ü õ�öÎô þ � ���"Vý
	 � �#� 3 � 2���� ù �,� ù �#�
¿ÀB�W*FB���D)BG�O B ¼ j ½¾jV9 ÈçÊ å1L Ê ÁVå1� Â Ê L(ß(ë;��MVßT�;g�-�å1g�J�g�ë;g�� gVÑ9ë;MbÃ

�'9IwbÂ ¼ LT�¾ë;���Íß�Ò�ß/ÂIg�gVÑ'LT�dß{� ¼ å ¼ LCÂ ¼ LT�¾ë;����M Ê Ó&gmgK9;�;9VßÔëVå�Ã
å&ßTLbg�ë;g�� ædß/ÂVÂc½ ¼ ë Ê L(å ¼ Â ¼ ëbíY��L/Ñ'�¾ë;��� � Ê Òx�¾ë íY�èÂ ¼ ë9Ñ'�
ådÑ'L ¼ ÂI�

½�B��CB�S	B�`	BhH*J�EF�@�EQ*F�fàÂcE@�G+W*Y�X�G��|]�M+F�] Ë ]1W\`CG Ë ]�TVK�W*X*Y*H*N�S	B�@)`�f1�ÅghK�@*i)G X\E�Ã
e�ThTVH*Y*H�G+W*F�F)G+@|]1W|]_�ìædG,S*SC](B�W F)G+X*F)G�MUE@*FB�S	B�W\`�f&@*K�f&W�f1�ì×VB�@ `�H\Ã4ÂVH*F�F�SCO�K�`�Ã
ÒÔF)G+^*WIF)G+X*F)G�McF)G���M�]1J+`�] Ë ].B�S�f&W��+B�Wçj
wN��W*HÅTVK�W*X*Y*H*N\W*f)�

Lp,q
X\G>��]1M+F�] Ë ]1W�GhF�H|]�M+F�]

D�E�S�K�f&W*f1���\B�ÄÎG+F�F�]*ØmB�@*F�f&WmXF�@�M�G+F)G+F�]1WoH*J�EF�@�EQ*F�f�ÂcE@�G+W*YmX�G��|]�M+F�] Ë ]1W�G&F�H|]�M+F�]
TVK�W*X*Y*H*N\W*f1��W�E@C](BM,f W*f1�ÍF,��]/G+W Ë ]mD)B��+B�S	B�K�f `���SCG,S*`CG+W Ë G�Wçj np,q,α

X\G��|]�M+F�]�Ã
Ë ](G+W Ë ]1J�]�S�]1Q Z EW*f1�ÆH*W*F)G+@*Q�E�S�N\Y*H*N�SCf1���*BM+H�G+F�F)G+@|]T�*B�@CBM+F�f&@*fdS��+BWçj Ê S	B�@ `�f1�
��E�S*`	B�W*fdS�K�fÍB�@|�*fdS�f�W�G Ë ]1J Ë ]�W|��F�H*ÄlG,SCG+@Õ`���SCG,S*`CG+W�G,`�]4j
��q�c�^�Z�c�����c�},[���cÆÌlj f¾j��N��X� 'f�fÅÌbÏ¡g���g o z¢�N�ÍÏ¡`T����fÅÌN� Ì s `T£ ÌN¤'`xX�7�¥-1�N`T�¦�¦g�-xg�`T� o X.�N�§f� N� o g t ��`¥�¦�N N£7g�`T£�X�`T£7g�`xX��N�§�¦ '�;- o g��N�;X�¦£)�Nf¨g�X|� o £)� t g�-¥�©�N£7`T� o ��X t Ì7-x`
o q�[;]_^�[�ª���c�a_]_Zh} k�mb«'c�i\�F} Ãh�V]_Z�Z�al[�¬¡k�k��Z�}�j
['m®k#i7c��,[�i�c�y,[�e7k�m¦Z�q�[cÏ¡[�a_a_p"c�^Z�}�j
[

k�mTZ�q�[4r�k�[>¯"r�]l[�^�Z\eIk�mTpK�|a_Z�]_j|al[4��k#�|i�]l[�i'e\[�i�]l[�e7m°i\k#pRZ�q�[K]le\k#Z�i\k#j|]lrK��k#i\[�^�Z�±�e�j�c#r�[�e
c�i\[.k#�|Z�c�]_^�[��Öj1g,j [�jxZ�q�[�i\[~c�i\[�j|i\k���[��P[�e�Z�]_p"c�Z\[�e k�mYZ�q�[.^�k#i�p²k�mYm³��^�r�Z�]lk#^´m°i\k#p
�
[�alk�¬�m°i\k#p²]le\k#Z�i\k#j|]lr���k#i\[�^�Z�±µe�j�c#r�[~e�q�k�¬1]_^|y¶Z�q�[.^�[�r�[�e\e�c�i�}¥r�k#^��F]_Z�]lk#^�e m®k#iHc
m³��^�r�Z�]lk#^�Z\kI�
[�alk#^|yYZ\k;Z�q�[7e�j�c#r�[

Lp,q
j o q�[�i\[)]leb]_^�Z�i\k��|��r�[��"Z�q�[7e�j�c#r�[

np,q,α
Z Z�q�[�]_i

]·^�Z\[�i�jnk#adc�Z�]lk#^"j|i\k#j
[�i�Z�]l[�e Z ¬1q|]lr�qCc�i\[¡��e\[��4Z\kIk#�|Z�c�]_^�Z�q�[¡p"c�]_^�i\[�e��|a_Z\eTk�mnZ�q|]leb¬xk#i��
c�i\[;r�k#^�e�]l�|[�i\[��Öj
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−

� ���7�0�t�O�-�4�E�0� ��� � �
¡pb�g�hie�hij	h¢6�zOh�aq6�zOhie�£	e\e¤6�zOh�aq6�zOhie�¥�a�g�£	5Os75n6n5OwLaqu�e0¦�5Oy0zOb�e-§\¨�m+©GªS«
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DFE5G�H<I�JLK�MNEPORQTSPU5G1VXW�Y[Z9J<E=I�SPJLZ	\1]BU=I�^_KTZ9J<`LIaI<H�b>cPU=I�`LK9UPUPbedgf=S=h.h.K9E=K9UPiPS4j
G�k=l<UPbedmORE5G'`<U=K9UPSPnporqes.t.u�vBcRI�JLI�EPbwKxS=]NK9yzJ|{�G�f)G'UPUPORy}SPUPJLK9QTE5G�k=l<UPORy~cPEPS4j
`<ORy��L��J<GzE5G�H<I�J�G�`<�=I<Z�k5K�f5Z9J<`<SPS*I�cPG'{�G�k)G�Z9l�I<Z9U=I�`LI��=I'k)G'QTG'yz��K9n�`.Z9J�G'U=I�`�k5K9UPS=S
S|E5G'{T`<SPJ<SPS�JLKTI�EPSPS�I<H�E5G'J<UPbed|{�G�f)GT�|f=SPU5G�]BSPcPS�Z9S=Z9JLKT]>v[I��PS=Z9b>`�G�KT]Bbed�q%s.t
V �4v=��Y��

�
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qÈE5G'{TE=K9É_S=]NI<Z9J<SÊI<H�E5G'J<U=I�nÊZ9JLITd4G�Z9J<SP�=KTZ9cRI�nÊ{�G�f)GT�PS��T�T� Ë<Ì

Í�ÎAÏ)Ð=ÑAÒAÎAÓ)Ô£ÑÖÕ�Ñ[×BÑ£Ø
Ù Ñ[×BÑ£Ø£ÑÛÚPÜ�ÝAÞ�ß�àPá�âTÞ�ã=ä4å9âTæLá�çéè'á<ê�á<äRáìë'ß'âTâTÞ�á�í=ß�ëTî5å9í=ãRçìZïOR�PE5G'`�k5K9UPS=KT]ð�=I
�PE=I�SP{T`LITf=UPbw]ì�=K9EP`LI�Q�Ia�=I�ER\Rf=c4G4�Pñ�O�Z9J<la{�G�f)G'U5G�Z9S=Z9JLKT]òG�f=S=h.h.K9E=K9UPiPS5G�k5l<UPbed
ORE5G'`<U=K9UPSPnóJ<SP�5Gaô�JLI

{

ẋ = f(x, y, t), x ∈ Rn,

ẏ = g1(x, y, t) + σ1 (x, y, t) ξ̇, ξ ∈ Rk.

o�W�u

õeE=KTH�OLK9JLZ	\a�=I<Z9J<E=I�SPJ<l�ORE5G'`<U=K9UPS=K>E=K9QTO�k=\4JLI�E5G�o�`<JLI�E=I<KwORE5G'`<U=K9UPS=KwZ9S=Z9JLKT]Bb
o�W�u2u�v5JLI*KTZ9J<l1I��PE=K�f5K�k=SPJ<lxcRI�ö�h.h÷SPiPS=K9UPJ<b

g1(x, y, t)
S

σ1 (x, y, t)
J�G'c£v5�PJLI<H�b

]BU=I�^�KTZ9J<`LI

Λ(t) : λ(x, t) = 0,
Q	f5K

λ ∈ C22
xt , λ ∈ Rm,

o"�Lu
H�bek5IaSPUPJLK9QTE5G�k=l<UPbw]ø]BU=I�Q�I<I<H�E5G'{TS5KT]øZ9S=Z9JLKT]BbpORE5G'`<U=K9UPSPn�o�W�u9�
Ù Ñ[×BÑ£Ø[Ñúù�ÜïÝAÞ�ß�àPá�âTÞ�ã=ä4å9âTæLá�çûè'á�ê'á�äRápë'ß'âTâTÞ�á�í=ß�ëTî5å9í=ãRçpZ�OR�PE5G'`�k5K9UPS=KT]ü�=I
�PE=I�SP{T`LITf=UPbw]ì`<JLI�E=I�Q�Ia�=I�ER\Rf=c4G4�Pñ�O�Z9J<la{�G�f)G'U5G�Z9S=Z9JLKT]òG�f=S=h.h.K9E=K9UPiPS5G�k5l<UPbed
ORE5G'`<U=K9UPSPnóJ<SP�5Gaô�JLI

{

ẋ = f(x, y, t),

ÿ = g2(x, y, t) + σ2 (x, y, t) ξ̇, y ∈ Rr.

o"�Lu

õeE=KTH�OLK9JLZ	\a�=I<Z9J<E=I�SPJ<l�ORE5G'`<U=K9UPS=K>E=K9QTO�k=\4JLI�E5G�o�`<JLI�E=I<KwORE5G'`<U=K9UPS=KwZ9S=Z9JLKT]Bb
o"�Lu2u��=Ia{�G�f)G'UPU=I<]BO1SPUPJLK9QTE5G�k=l<U=IL]BOó]BU=I�Q�I<I<H�E5G'{TSPy

Λ(t) : λ(x, t) = 0,
Q�f5K

λ ∈ C33
xt .

o�ýRu
ô�U5GT�=KzQ�I�`LI�ER\[vR�=I�{�G�f)G'UPUPbw]m`LK9cPJLI�E4j�h÷ORUPcPiPSP\P]

f, λ
I��=E=K�f5K�k=S=]�c4I�ö�h.h÷S4j

iPS=K9UPJ<b
g2(x, y, t)

S
σ2(x, y, t)

J<G'c£v��PJLI<H�bì]BU=I�^_KTZ9J<`LI�o�ýRu°H�bek5IzSPUPJLK9QTE5G�k=l<UPbw]
]BU=I�Q�I<I<H�E5G'{TS=KT]øZ9S=Z9JLKT]BbpORE5G'`<U=K9UPSPn�o"�Lu9�

þ f5KTZ9l
x ∈ Rn, y ∈ Rr, ξ ∈ Rk,

G
σ1, σ2−

]òG'J<EPSPi=bÿE5G'{�]NK9EPU=I<Z9J<S
(r × k).ñ�E=K�f=�=I'k5I�^aS=]wv��PJLI {

ξ1(t, ω), ..., ξk(t, ω)
} � Z9S=Z9JLKT]òG Z	k5OR�5G'nPUPbed.�PE=I�i=KTZTZTI�`

Z_U=K9{�G'`<S=Z9S=]Bbw]NS �PEPSPE5G'��K9UPSP\P]BS£v£cRI�JLI�EPORy�v[Z�k5K�f=OL\ìV ý�Y�v[]NI�^aU=Ix�PE=K�f5Z9J�G'`<SPJ<l
`.`<S4f5KwZ9O4]N]Bbø�PE=I�i=KTZTZTI�` � ξ = ξ0 +

∫

c(z)P 0(t, dz), ξ0−
`<SPU=K9E=I�`LZ9cPSPng�PE=I�i=KTZTZ��

P 0−
�PORG�ZTZTI�U=I�`LZ9cPSPn��PE=I�i=KTZTZ��

P 0(t, dz)−
�PS5Z	k)IïZ9cPGT�Pc4I�`Ê�PE=I�i=KTZTZ�G

P 0
`ïSPU4j

JLK�E=`�G�k5K�V �4v���Y�vA�=I��5G�f)G'yz�_S4dmU5G|]BU=I�^�KTZ9J<`LI
dz

�
c(z)−

`LK9cPJLI�EPU5G'\Fh÷ORUPcPiPSP\[v
I�JLI<H�E5G'^�G'yz�aG'\��PE=I<Z9J<E5G'U=Z9J<`LI

Rn+r `x�PE=I<Z9J<E5G'U=Z9J<`LIx{TU5G��=K9UPSPn Rk �PE=I�i=KTZTZ�G
ξ(t)

�PEPSxk=y�H<I<]
t.
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Ë�� �)� õ%�=ô÷H�E5G�K9`�G4v
	�� ôa�=õ[k5K9O4H<K9EPQ�K9U=I�`

DeK9cPJLI�EpU=K9�PER\P]NI�Q�IFOR�PE5G'`�k5K9UPSP\
y ∈ Rr SP{�]NK9UP\PK9JLZ	\p`øZTI<I�J<`LK9JLZ9J<`<SPSûZ

ORE5G'`<U=K9UPS=KT] f=SPU5G�]BSPcPS�E=K9QTO�k=\4JLI�E5G1`x`<S4f5KaZ9JLI�dRG�Z9J<SP�=KTZ9c4I�Q�IóORE5G'`<U=K9UPSP\ ô�JLI
�=K9EP`LI�Q�Ia�=I�ER\Rf=c4Ga`a{�G�f)GT�5K�W�Sx`<JLI�E=I�Q�I��=I�ER\Rf=c4G�`�{�G�f)GT�=K��4�

ñ�E=K�f=�=I'k)G'Q9G�KTJLZ	\[vA�PJLIï`LK9cPJLI�E4j�h÷ORUPcPiPSPS
f(x, ẋ, t)

v
g1 (x, y, t)

v
g2 (x, y, t)

S
]òG'J<EPSPiPb

σ1 (x, y, t)
v
σ2 (x, y, t)

`LI�`LZTKT]ø�PE=I<Z9J<E5G'U=Z9J<`LK
z =

(

xT , yT
)T

∈ Rn+r

U=K9�PE=K9EPb>`<UPbp�=I
t
S1k=SP�PÉ_SPi=K9`<bp�=I

x
S

y

|f(z, t) − f(z̃, t)| ≤ l|z − z̃|
o"ÌLu

SxO�f5I�`�k5K9J<`LI�ER\PK9J*OLZ�k5I�`<SPyÈk=SPU=K9nPU=I�Q�I�E=I<Z9J�G��=I
z

|f(z, t)| ≤ l(1 + |z|)
o��Lu

Z�U=K9c4I�JLI�E=I�n��=I<Z9JLI�\4UPU=I�n
l
v[�PJLIóI<H<KTZ9�=K9�PSP`�G�K9JÊ`x�PE=I<Z9J<E5G'U=Z9J<`�K

z ∈ Rn+r Z9O�j
��KTZ9J<`LI�`�G'UPS=K�S�K�f=SPU=Z9J<`LK9UPU=I<Z9J<lïf5IóZ9JLI�dRG�Z9J<SP�=KTZ9c4I�n�öTcP`<SP`�G�k5K9UPJ<U=I<Z9J<S�E=K9É�K�j
UPSP\

(x(t)T , y(t)T )T ORE5G'`<U=K9UPSP\xo�W�u°Z�U5GT�5G�k=l<UPbw]|O�Z�k5I�`<S=KT] (x(t0)
T , y(t0)

T )T =
(xT

0 , yT
0 )T v9\4`�k=\4yz��K9Q�I<Z	\÷U=K9�PE=K9EPb>`<UPbw]ÊZN`LK9E=I�\4J<U=I<Z9J<l<ypWNZ9J<E=I�Q�I ]òG'EPc4I�`LZ9cPS=]

�PE=I�i=KTZTZTI<]pV Ì4v �<� ý�<Ë�Y��
tzc4G'{�G'UPU=bwKa{�G�f)G��PS `óZ�k=OR�5G�K�I�JLZ9ORJLZ9J<`<SP\�Z�k=OR�5G'nPUPbed�`LI�{�]BOR��K9UPSPn

(σ1 ≡
σ2 ≡ 0)

f5I<Z9J<G'JLI��PU=Ig�=I'k=U=IgS=ZTZ�k5K�f5I�`�G'UPb `|V �4v���Y�v�G�`|V ��YBE=K9ÉaG�K9JLZ	\ÊZ9JLI�dRG�Z9J<S4j
�=KTZ9cPSPnìZ�k=OR�5G'n

(σ1 6= 0, σ2 6= 0)
]NK9JLITf5I<]ûcP`�G'{TS=I<H�E5G'��K9UPSP\[vB�PEPSmöTJLI<]ûZ�k=O�j

�5G'nPUPbwK�`LI�{�]BOR��K9UPSP\ï�PE=K�f=�=I'k)G'QTG'yzJLZ	\ÊSP{�c4k)G�ZTZ�G*U=K9{�G'`<S=Z9S=]BbedÊ`<SPU=K9E=I�`LZ9cPS4d
�PE=I�i=KTZTZTI�`øo c4G'cì�5G�Z9J<UPb>nFZ�k=OR�5G'nì�PE=I�i=KTZTZTI�` Z1U=K9{�G'`<S=Z9S=]Bbw]BSF�PEPSPE5G'��K9UPSP\Rj
]BS)u��

s÷k=\aE=K9É�K9UPSP\af)G'UPUPbed�{�G�f)G��*`.E5G�H<I�JLK�V ��Y5S=Z9�=I'k=l<{TO�K9JLZ�\g]NK9JLI�fgcP`�G'{TS=I<H�E5G�j
��K9UPSP\��B� �)��	ïO�dRG'E4k=\P]NI�`�GxV ��Y�vP`�I<Z9U=I�`LK÷c4I�JLI�E=I�Q�I�k5K9^aSPJ
�������wÑ W�ÜzVXW<v
�<�[W���j	W���Y�ÝAß�ë'ß'æ����=í=ß'âTÞ��gë'â�å	à��)å��aå9í=ã
�gî=ã=í5å��=í=ß �ïâTã=âTÞaå"!$#

H ϑ = g, H = (hµk) , ϑ = (ϑk), g = (gµ), µ = 1, m, k = 1, n, m ≤ n,
o�%<u

& ê�å'!÷á�Þ'�5ã
(=á
H
ã)!.åTå9Þ*��á�í & �Rá<ë'í
#+� m , ß ���)å9ê�å�îRç5å9Þ�â	ç|ë #-��á .ÿå9í=ã5å"!

ϑ = s [H C] + H+g.
o0/Lu

þ f5KTZ9l
s

� �PE=I�SP{T`LI'k=l<U5G'\ Z9cPG�k=\4EPU5G'\ `LK	k5SP�PSPU5G4v
[H C] =

[h1 . . . hm cm+1 . . . cn−1]
KTZ9J<l `LK9cPJLI�EPU=I<K �PE=I�SP{T`LK�f5K9UPS5K `LK9cPJLI�E=I�`

hµ = (hµk)
S �PE=I�SP{T`LI'k=l<UPbed `LK9cPJLI�E=I�`

cρ = (cρk), ρ = m + 1, n − 1,

H+ = HT
(

HHT
)

−1
, HT

� ]òG'J<EPSPi5G4v=J<E5G'U=Z9�=I�UPSPE=I�`RG'UPU5G'\ïc
H.1.G�I<Z9U=I�`LK÷k5KT]N]Bb W�`ïV ��Y[f5I�cPG'{�G'UPbÈZ�k5K�f=ORyz�_S=Kzf=`�G�ORJ<`LK9ER^�f5K9UPSP\[�

�������������������������! #"%$!&�'!��(o*-,	.0/21½3�5768.0/21÷9:/<;>=�?A@



qÈE5G'{TE=K9É_S=]NI<Z9J<SÊI<H�E5G'J<U=I�nÊZ9JLITd4G�Z9J<SP�=KTZ9cRI�nÊ{�G�f)GT�PS��T�T� Ë�%

�������wÑ|�=Ü32�îRçgÞ�ß & ß , äRÞ�ß 4 #�âTã=âTÞaå"!÷á��5�Rá<ë'í5å9í=ã
��o�W�ueã)!.å�î=á�è'á�ê'á�í=í=ß�å>ã=í=Þaå�6
& ��á�î
�Lí=ß�å7!÷í=ß & ß'ß 48��á�è'ã5å*o"�Lu , í5å9ß 4�àPß'ê'ã)!÷ß�ãóê'ß'âTÞ�á�Þ�ß'äRí=ß , äRÞ�ß 4 #9!÷í=ß:.ÿå9âTÞaë'ß
ë�å9æ<Þaß;��6=<+�Lí=æ�(=ã
�

{g1}
ã)!.å�î=ß�ë'ã=ê

g1 = s1 [H1C] + (H1)
+ (A1 − G1) ,

o"ËLu

á�âTÞ�ß 4�î
(
#
σ1i

!÷í=ß:.ÿå9âTÞaë'á>!÷á�Þ'�5ã
(Êê'ã�<?<+��è'ã=ã
{σ1} @ ë'ã=ê

σ1i = s2 [H1C] + (H1)
+ (B1i) , i = 1, k,

o�WA�Lu

& ê�å s1, s2 @ ���5ß'ã4è�ë'ß	î
�Lí
#òå.âTæLá�îRç��5í
#òå_ë�å�î=ã=äRã=í
#CB
�������wÑ|�=Ü32�îRçgÞ�ß & ß , äRÞ�ß 4 #�âTã=âTÞaå"!÷á��5�Rá<ë'í5å9í=ã
��o"�Lueã)!.å�î=á�è'á�ê'á�í=í=ß�å>ã=í=Þaå�6
& ��á�î
�Lí=ß�å7!÷í=ß & ß'ß 48��á�è'ã5å*o�ýRu , í5å9ß 4�àPß'ê'ã)!÷ß�ãóê'ß'âTÞ�á�Þ�ß'äRí=ß , äRÞ�ß 4 #9!÷í=ß:.ÿå9âTÞaë'ß
ë�å9æ<Þaß;��6=<+�Lí=æ�(=ã
�

{g2}
ã)!.å�î=ß�ë'ã=ê

g2 = s3 [H2C1] + (H2)
+ (A2 − G2) ,

o�W<W�u

á�âTÞ�ß 4�î
(
#
σ2i

!÷í=ß:.ÿå9âTÞaë'á>!÷á�Þ'�5ã
(Êê'ã�<?<+��è'ã
�
{σ2} @ ë'ã=ê

σ2i = s4 [H2C1] + (H2)
+ (B2i) , i = 1, k.

o�W��Lu

& ê�å s3, s4 @ ���5ß'ã4è�ë'ß	î
�Lí
#òå.âTæLá�îRç��5í
#òå_ë�å�î=ã=äRã=í
#CB
Døf)G'UPU=I�nóE5G�H<I�JLK.{�G�f�GT�PS�W÷Sï�_E=K9ÉaG'yzJLZ	\ó]NK�JLI�f5I<]FE5G'{9f5K�k5K9UPSP\�V �4v
�<�5�4W�Y

Dòå��aå9í=ã5å_è'á�ê'á�äRãFE�BHGòk5K�f=OL\|�PE5G'`<S4k=O|Z9JLI�dRG�Z9J<SP�=KTZ9c4I�Q�Ixf=S=h.h.K9E=K9UPiPSPE=I�`�G'UPSP\
Z	k)I�^aU=I�nxh÷ORUPcPiPSPS

λ = λ(x, t)
`�Z�k=OR�5G�K �PE=I�i=KTZTZTI�`�Z U=K9{�G'`<S=Z9S=]Bbw]m�PEPSPE5G'��K�j

UPSP\P]BS�V ý=v �<� ���'ý�Y�v5ZTI<Z9J<G'`<S=]ìORE)G'`<U=K9UPS=K÷`LI�{�]BOR��K9UPU=I�Q�Iaf=`<SP^_K9UPSP\

λ̈ = λxḟ + fT λxxf + 2λxtf + λtt,
o�W��Lu

Q�f5K
ḟ = fxf + fy ·

(

g1 + σ1ξ̇
)

+ S1 + S2 + S3 + ft,
Q	f5K

S1 = 1

2
fyy : σσT ,

S2 =
∫

{fyy(x, y + σc(z), t) − fyy(x, y, t) − fyyσc(z)}dz, S3 =
∫

[fyy(x, y +
σc(z), t)− fyy(x, y, t)]P 0(t, dz),

G÷�=I�f
fyy : D,

Z�k5K�f=OL\ïV ý�Y�vL�=I�UPS=]òG�K9JLZ	\*`LK9cPJLI�E£v
ö�k)K9]NK9UPJ<G�]BS�c4I�JLI�E=I�Q�IïZ�k=OR^�G'JÊZ�k5K�f=b �PE=I�SP{T`LK�f5K9UPSPnm]òG'J<EPSPi�`<JLI�EPbed��PE=I�SP{9j
`LITf=UPbedïZTI<I�J<`LK9JLZ9J<`<ORyz�_S4dïö9k5KT]NK9UPJLI�`

fµ(x, y, t)
`LK9cPJLI�E5G

f(x, y, t)
�=I�c4I<]B�=I'j

U=K9UPJ�G�]
y
U5Ga]òG'J<EPSPiPO

D
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Ë�/ �)� õ%�=ô÷H�E5G�K9`�G4v
	�� ôa�=õ[k5K9O4H<K9EPQ�K9U=I�`

fyy : D =







tr
(

f1yyD
)

���
tr

(

fmyyD
)






.

Gø�=I<]NI��_l<y I<H<I�{TU5G��=K9UPSP\

G1 = λx [fxf + S1 + S2 + S3 + ft] + fT λxxf + 2λxtf + λtt

�=K9E=K9�PSPÉ�KT]po�W��Lu%`�`<S4f5K

λ̈ = G1 + λxfyg1 + λxfyσ1ξ̇.
o�W9ýRu

s_G�k5KTK<v<Z	k)K	f5O<\�]NK9JLI�f=O>1a� ña��MNEPORQTSPU5G�VXW�Y�v'`<`LK�f5KT]Ê�PE5I�SP{T`LI'k=l<UPbwK>h÷ORUPc=iPSPS �
m−

]NK9EPUPORyð`LK9cPJLI�E4j�h÷ORUPcPiPSPy
A1

S
(m × k)−

]òG'J<EPSPiPO
B1

v�cRI�JLI�EPbwKaO�f5I�`�k5K�j
J<`LI�E�\4yzJ�O�Z�k5I�`<SPy

A1(0, 0, x, y, t) ≡ 0, B1(0, 0, x, y, t) ≡ 0
SóJ�G'cPS=K<vP�PJLI

λ̈ = A1(λ, λ̇, x, y, t) + B1(λ, λ̇, x, y, t)ξ̇.
o�W�ÌLu

1.G�I<Z9U=I�`LK.ORE5G'`<U=K9UPSPn�o�W9ýRu%S�o�W�ÌLu��PEPS4dRITf=S5]ìcóZTI<I�J<U=I�É�K9UPSP\P]
{

λxfyg1 = A1 − G1,

λxfyσ1 = B1,

o�WA�Lu

SP{_cRI�JLI�EPb>dïUPOR^aU=I1I��PE=K�f5K�k=SPJ<lx]BU=I�^_KTZ9J<`LI1OR�PE5G'`�k=\4yz�_S4dï�5G'E5G�]NK9J<E=I�`
{g1}Só]BU=I�^_KTZ9J<`LI*]òG'J<EPSPióf=S=h.h÷OR{TSPn

{σ1}
�

Gòk5K�f=O<\g]NK9JLITf=O�E5G'{9f5K�k5K9UPSP\*S*`��PE=K�f=�=I'k5I�^_K9U=SPS
r > m,

�PE=K�f5Z9J<G'`<S=]m]òG'J�j
EPSPiPb

N1 = λxfy, σ1

Só`LK9cPJLI�E4j�h÷ORUPcPiPSPy
g1

`a`<S4f5K

N1 =
[

N
′

1, N
′′

1

]

, σ1 =

(

σ
′

1,

σ
′′

1

)

, g1 =
(

(g
′

1)
T
, (g

′′

1 )
T
)T

,

Q�f5K
N

′

1

KTZ9J<lacP`�G�f=E5G'J<U5G'\x]òG'J<EPSPi5G�E5G'{�]NK9EPU=I<Z9J<S
(m×m), N

′′

1

jò]òG'J<EPSPi5G_E5G'{9j
]NK9EPU=I<Z9J<S

(m×(r−m)), σ
′

1−(m×r)
j°]òG'J<EPS=i5G4v

σ
′′

1 −(m×(r−k))
j°]òG'J<EPSPi5G4v

g
′

1 − m
j�`LK9cPJLI�E£v

g
′′

1 − (r − m)
jò`LK9cPJLI�E£�

õ°I�Q	f)GaZTI<I�J<U=I�É�K9UPSP\
(16)

]NI�^aU=Ia{�G'�PS=Z�G'J<l*`a`<S4f5K
{

N
′

1g
′

1 + N
′′

1 g
′′

1 = A1 − G1,

N
′

1σ
′

1 + N
′′

1 σ
′′

1 = B1.

o�W:%<u

�������������������������! #"%$!&�'!��(o*-,	.0/21½3�5768.0/21÷9:/<;>=�?A@



qÈE5G'{TE=K9É_S=]NI<Z9J<SÊI<H�E5G'J<U=I�nÊZ9JLITd4G�Z9J<SP�=KTZ9cRI�nÊ{�G�f)GT�PS��T�T� Ë<Ë

ñ�E=K�f=�=I'k5I�^aS=]wv)�PJLI
det N

′

1 6= 0
v=JLI�Q	f)Ga�5ITf=`LK9cPJLI�E

g
′

1

`LK9cPJLI�E5G
g1

Z9S=Z9JLKT]Bb
(17)

]NI�^aU=Ia{�G'�PS=Z�G'J<l�`�`<S4f5K

g
′

1 =
(

N
′

1

)

−1 (

A1 − G1 − N
′′

1 g
′′

1

)

,
o�WA/Lu

G_�=ITf5]òG'J<EPSPiPO
σ

′

1

f=S=h.h÷OR{TSPS
{σ1}

`�`<S4f5K

σ
′

1 =
(

N
′

1

)

−1 (

B1i − N
′′

1 σ
′′

1

)

.
o�W�ËLu

Gòk5K�f5I�`�G'JLK�k=l<U=IPv)Z9�PE5G'`LK�fPk=SP`�G
IJ�=ÎHK
���wÑìW�ÜL2�îRçxÞ�ß & ß.äRÞ�ß 4 #M!÷í=ß:.ÿå9âTÞaë'ß�N�O5PQ4 #°î=ß.ã=í=Þaå & �Rá�î
�Lí
#?!R!÷í=ß & ß 6
ß:48�Rá�è'ã5å"! âTã=âTÞaå=!$#ìê'ã�<L<òå=�)å9í
(=ã=á�î
�Lí
#AàS�5��á<ë'í5å9í=ã
�9N"E8P , ê'ß'âTÞ�á�Þ�ß'äRí=ß , äRÞ�ß 4 #ë #+�=ß	î=íRçRî=ã=â5�1â2î5å9ê ��TVU�ã5åQ�Lâ2î=ß�ë'ãRç-W
E;P.æ�ë'á�ê8��á�Þ�í=á�ç��=ß�ê5!÷á�Þ'�5ã
(=á

N
′

1

!÷á�Þ'�5ã
(
#
N1

4 #°î=á�í5åTë #-�5ß:.Öê�å9í=ß:�-W
detN

′

1 6=
0 XO�P����5ãY���5ß'ã4è�ë'ß�î
�Lí=ßaè'á�ê'á�í=í=ßZ![�=ß'ê�ë�å9æLÞ�ß8�)å

g
′′

1 ∈ K
�5å=�)ë #òå

m
æLß'ß8�5ê'ã=í=á�Þ

g
′

1ë�å9æ<Þaß;�Rá
g1

ã)!.å�î=ã|ë'ã=êSN"E]\�P X^ P����5ãS���5ß'ã4è�ë'ß�î
�Lí=ß.è'á�ê'á�í=í=ß �_�=ß'ê5!÷á�Þ'�5ã
(5å
σ

′′

1 ∈ K
�=ß'ê5!÷á�Þ'�5ã
(=á

σ
′

1

!÷á�Þ'�5ã
6
(
#

σ1

ã)!÷å�î=ágë'ã=ê�ë'ã=ê_N=E]`�P�B
Dòå��aå9í=ã5å�è'á�ê'á�äRãaObB[DûZ9S4k=OÊZ9JLI�dRG�Z9J<SP�=KTZ9c4I�Q�Ixf=S=h.h.K9E=K9UPiPSPE=I�`�G'UPSP\�Z�k5I�^aU=I�n
h÷ORUPcPiPSPS�U5G'n4f5KT]��=I<Z�k5K�f5I�`�G'JLK9k=l<U=I.`<JLI�EPORyéSaJ<E=K9J<l<y �PE=I�SP{T`LITf=UPbwK h÷ORUPcPiPSPS
λ = λ(x, t)

λ̈ = λxḟ + fT λxxf + 2λxtf + λtt,

�X�X�
λ = (λxx + λxt) ḟ + λxf̈ + ḟT λxxf + fT (λxxx + λxxt) f + fT λxxḟ+

+2λxxtf + 2λxtḟ + λxtt + λttt,
o"���Lu

Q�f5K
ḟ = fxf + fyẏ + ft

v
f̈ = (fxxf + fxyẏ + fxt) f + fxḟ +(fyxf + fyyẏ + fyt) ·

ẏ + fyÿ + ftxf + ftyẏ + ftt.D%`LK�f5KT]FI<H<I�{TU5GT�=K9UPS=K

G2 = (λxx + λxt) ḟ + λx[(fxxf + fxyy + fxt) f + fxḟ + (fyxf + fyyẏ+
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WA��� ��� õ��=ô÷H�E5G�K9`�G4v�	�� ôa�Põ£k5K9O4H<K9EPQ�K9U=I�`

+fyt)ẏ + ftxf + ftyẏ + ftt] + ḟT λxxf + fT (λxxx + λxxt) f + fT λxxḟ+

+2λxxtf + 2λxtḟ + λxtt + λttt,JLI�Q�f)G�ORE5G'`<U=K9UPS=K.`LI�{�]BOR��K9UPU=I�Q�I�f5`<SP^_K9UPSP\�o"���Lu�{�G'�PSPÉ�K9JLZ	\x`�`<S4f5K
�X�X�
λ = G2 + λxfyg2 + λxfyσ2ξ̇.

o"�4W�u
s_G�k5KTK<v%Z�k5K�f=OL\é]NK9JLITf=OøMNEPORQTSPU5GéVXW�Y�vò`<`LK�f5KT]ð�PE=I�SP{T`LI'k=l<UPORy

m−
]NK9EPUPORy

`LK9cPJLI�E4j�h÷ORUPcPiPSPy
A2

(

λ, λ̇, λ̈, x, y, t
) S|]òG'J<EPSPiPO

B2

(

λ, λ̇, λ̈, x, y, t
) v5cRI�JLI�EPbwK

O�f5I�`�k5K9J<`LI�E�\4yzJ*OLZ�k5I�`<SP\P]

A2(0, 0, 0, x, y, t) ≡ 0, B2(0, 0, 0, x, y, t) ≡ 0,
SxJ<G'cPS=K<vP�PJLIaS=]NKTK9J*]NKTZ9JLI�ZTI<I�J<U=I�É�K9UPS=K

�X�X�
λ = A2(λ, λ̇, λ̈, x, y, t) + B2(λ, λ̇, λ̈, x, y, t)ξ̇.

o"�<�Lu
G�E5G'`<UPSP`�G'\�o"�4W�u�S�o"�<�Lu�vP�=I'k=OR�5G�KT]FZTI<I�J<U=I�É�K9UPSP\

{

λxfyg2 = A2 − G2,

λxfyσ2 = B2,

o"�<�Lu

SP{�c4I�JLI�EPbedÖUPOR^aU=IFI��PE=K�f5K�k=SPJ<lé]BU=I�^�KTZ9J<`�Gìc4I�öTh�h÷SPiPS=K9UPJLI�`FZ9U=I<Z�G
{g2}

S
]òG'J<EPSPixf=S=h.h÷OR{TSPn

{σ2}
�

ñ�OLZ9J<l
r > m,

JLI�Q�f)G�S=Z9�=I'k5l<{9OL\ó]NK9JLI�fïE5G'{9f5K�k5K9UPSP\�V �4vc�<�5�4W�Y�v=I<H<I�{TU5GT�PS=]

λxfy = N2 =
[

N
′

2, N
′′

2

]

, σ2 =

(

σ
′

2,

σ
′′

2

)

, g2 =
(

(g
′

2)
T , (g

′′

2 )T
)T

,

Q�f5K
N

′

2

KTZ9J<løcP`�G�f=E5G'J<U5G'\p]òG'J<EPSPi5GFE5G'{�]NK9EPU=I<Z9J<S
(m × m), N

′′

2

� ]òG'J<EPSPi5G
E5G'{�]NK9EPU=I<Z9J<S

(m × (r − m)), σ
′

2

� ]òG'J<E=SPi5GÊE5G'{�]NK9EPU=I<Z9J<S
(m × r), σ

′′

2

� ]òG'J�j
EPSPi5G�E5G'{�]NK9EPU=I<Z9J<S

(m × (r − k)), g
′

2 − m−
`LK9cPJLI�E£v

g
′′

2 − (r − m)−
`LK9cPJLI�E£�

ñ�E=K�f=�=I'k5I�^aS5]>vN�PJLI
detN

′

2 6= 0,
JLI�Q�f)G|SP{xZTI<I�J<U=I�É�K9UPSPnûo"�<�Lu_I��PE=K�f5K�k=S=]

�=ITf=`LK9cPJLI�E
g

′

2

`LK9cPJLI�E5G
g2

`a`<S4f5K

g
′

2 =
(

N
′

2

)

−1 (

A2 − G2 − N
′′

2 g
′′

2

)

,
o"�'ýRu

G_�=I�f5]òG'J<EPSPiPO
σ

′

2

f=S=h.h÷OR{TSPn
{σ2} −

`�`<S4f5K

σ
′

2 =
(

N
′

2

)

−1 (

B2 − N
′′

2 g
′′

2

)

.
o"�<ÌLu

Gòk5K�f5I�`�G'JLK�k=l<U=I=v5Z9�PE5G'`LK�fPk=SP`�G
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qpE5G'{TE=K9É_S=]NI<Z9J<SÊI<H�E)G'J<U=I�nïZ9JLI�dRG�Z9J<SP�=KTZ9c4I�nï{�G�f)G��PS��T�T� WA�4W

IJ�=ÎHK
���wÑÊ�=Ü32�îRç*Þ�ß & ß , äRÞ�ß 4 #_!÷í=ß:.ÿå9âTÞaë'ß�Ned]P'4 #°î=ßzã=í=Þaå & �Rá�î
�Lí
#?!f!÷í=ß & ß 6
ß:48�Rá�è'ã5å"! âTã=âTÞaå=!$#ìê'ã�<L<òå=�)å9í
(=ã=á�î
�Lí
#AàS�5��á<ë'í5å9í=ã
�9N ^ P , ê'ß'âTÞ�á�Þ�ß'äRí=ß , äRÞ�ß 4 #ë #+�=ß	î=íRçRî=ã=â5�1â2î5å9ê ��TVU�ã5åQ�Lâ2î=ß�ë'ãRç-W
E;P.æ�ë'á�ê8��á�Þ�í=á�ç��=ß�ê5!÷á�Þ'�5ã
(=á

N
′

2

!÷á�Þ'�5ã
(
#
N2

4 #°î=á�í5åTë #-�5ß:.Öê�å9í=ß:�-W
det N

′

2 6=
0 XO�P����5ãY���5ß'ã4è�ë'ß�î
�Lí=ßaè'á�ê'á�í=í=ßZ![�=ß'ê�ë�å9æLÞ�ß8�)å

g
′′

2 ∈ K
�5å=�)ë #òå

m
æLß'ß8�5ê'ã=í=á�Þ

g
′

2ë�å9æ<Þaß;�Rá
g2

ã)!.å�î=ã|ë'ã=êSN�O:d]P X^ P����5ãS���5ß'ã4è�ë'ß�î
�Lí=ß.è'á�ê'á�í=í=ß �_�=ß'ê5!÷á�Þ'�5ã
(5å
σ

′′

2 ∈ K
�=ß'ê5!÷á�Þ'�5ã
(=á

σ
′

2

!÷á�Þ'�5ã
6
(
#

σ2

ã)!÷å�î=ágë'ã=ê�ë'ã=ê_N0O)gZP�B

ñ÷I'k=OR�=K9UPUPbwKxE=K9{TO�k=l�J<G'J<b I<H<I<H��aG'yzJ U5G|Z9JLITd4G�Z9J<SP�=KTZ9cPSPnéZ�k=OR�5G'nìSP{T`LKTZ9J�j
UPbwKa`xc4k)G�ZTZTK1q%s.t ORJ<`LK9E�^�f5K9UPSP\�ôa� h_�L	ïO�dRG�]NK9J<{T\4U=I�`�G4v?�A� ���L	ïO�d4G'E4k=\P]NI�`�G
V ��Y��

�BG�H<I�J<G�`<b>�=I'k=U=K9U5Ga�PEPSó�=I�fPf5K9E�^ac4K.QTE5G'UPJ�GxW<W:%]��i �Hj���	�q'1*�lka�

��m°Ðn�
K�Ñ[Ð3oHK�Ñ

W.MNEPORQTSPUp1a� ña��ñ÷I<Z9J<E=I<K9UPS=KÖ`LZTK9Q�Iû]BU=I�^�KTZ9J<`�GûZ9S=Z9JLKT] f=S=h.h.K9E=K9UPiPS5G�j
k=l<UPbed�ORE5G'`<U=K9UPSPn°v�S=]NK9yz�_S4d*{�G�f)G'UPUPORyÿSPUPJLK9QTE5G�k=l<UPORyÿcPEPSP`<ORyqi�i.ñ�EPSPc4k)G�fPj
U5G'\x]òG'JLKT]òG'J<SPcPGaSó]NK�d4G'UPSPc4G4� � W�Ë<Ì<�4� � õ%�[WA�4vP`<b>�£� �4� � Gz�
�<Ì<Ë�j=��%]�4�

�r�4G�k=SPO�kPk=SPUsh_� Gz�n	ÊK9JLI�f=b E=K9É�K9UPSP\ I<H�E5G'J<UPbed�{�G�f)G���f=SPU5G�]BSPcPS£� � 	�� �
1÷G�ORcPG4v[W�Ë�/��4� � �<�'ý�Z<�

�r	ïO�dRG�]NK9J<{T\4U=I�`.ôa� h_�Xv]	ïO�dRG'E4k=\P]NI�`$�B� �)��tzE5G'`<U=K9UPSP\��PE=I�QTE5G�]N]BUPbed�f=`<S4j
^_K9UPSPn£� � 	�� � ô�{9fPjr`LIat�sJ1av£W�Ë�/��4� � /�/aZ<�

ý*ñ�ORQ9G��=K9` D�� Gz�Xv�G�SPUPSPiPb>U ôa� 1a�$G�JLITd4G�Z9J<SP�=KTZ9cPS=K�f=S=h.h.K9E=K9UPiPS5G�k=l<UPbwK
Z�S5Z�JLKT]Bb.��h U5G�k=SP{.Sóh.S4k=l�J<E5G'iPSP\[� � 	�� � 1.GTORcPG4v£W�Ë<Ë��4� � �<�<�aZ<�

Ìr�[S4dP]òG'Uïôa� ôa�Xv3G�cRI�E=I�d�I�fth_� D��PD%`LK�f5K9UPS=K÷`aJLKTI�EPSPy Z�k=OR�5G'nPUPbedx�PE=I�i=KTZ�j
Z9I�`=� � 	�� � 1.GTORcPG4v£W�Ë�%�%R� � Ì���/aZ<�

�aõ[k5K9O4H<K9EPQ�K9U=I�`�	�� ôa�5qzHaI<H�E5G'J<U=I�nïZ9JLITd4G�Z9J<SP�=KTZ9cRI�nï{�G�f)G��=K.ZzU=K9�PER\P]Bbw]
OR�PE5G'`�k5K9UPS=KT]Mi�iwô�{T`LKTZ9J<SP\>1$h'1F�lka��G%K9EPSP\_h÷SP{TSPc4I'j�]òG'JLKT]òG'J<SP�=KTZ9cPG'\[� � �������4�
�ru Ì4� � Gz�£W���j	W:%R�

ÝAÞ�á�Þ��'çt�=ß'âTÞ����=ãRî=á*ë$�)å9ê'á�æ�(=ã
T*E�v�Bxw]\)BxE ^
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y�H�E5G�K9`�Gz�)� õ%�Xv[õ|{�k5K9O4H<K9EPQ�K9U=I�`_	�� yé��õV}=k÷M+~.Ml� Ml	ÊMCG��|h'GC�$h'�Nt�	ÊMl1
k÷Ml�l}7G%õ q|��h'G%õ>ô$k$h�~Qys� MCG%Ml�|}=1$}=��� Ml��}�~Q}=	ósJ}�~Q}=�L}eõet��3h�~Qy

�C{XEc{XUPÉ>{*J<ORb>U4f=bwZ9bw]NK9U o�WøKTZTK9�)u�^r��U=KéK�c
{�U=ÉJ{gJ<ORb>U4f=bwZ9bw]NK9U o"�ÿKTZTK9�)u
HLG�Z��4G'EPbek)G'J<bwUûH<K9Ec{�k=Q�K9Uq�4G�Z9S=K9J<JLK9Ec{aH<I�nPb>UPÉaGøG'nPUPb ]òG�k=b H��'k
{XQ5{XU=K�J���O�K�kPf
{
ô�JLI J<SP�PJLKTZ%Z9JLI�dRG�Z9J<SPcPG�k=bV�_f=S=h.h.K9E=K9UPiPS5G�kPf=b�JLK��4f5K9O�k5K9E�c4k)G�Z9b>U4f)G��4G�k=�Pb>U5G
cRK�k=J�{XEPO*KTZTKTH]{3�PG'E5G�Z9J<b>EPbek)G�f=b��b���Rk1KTZTK9�PJLK9ELf5K�H<K9Ec{�k=Q�K9U1SPUPJLK9QTE5G�kPf=b c)���=H<K9n4j
U=K9Uc{���HLG'E�H<I'k=ORb>UPbV��^_K9J<cc{�k
{XcPJ�{�ÉaG'EPJ<J<G'EPb>U9�4G�]BJ<G�]òG�Z9b>{gK9JLK9J�{XU�E=K9QTO�k5\RJLI�E
JLK��4f5K9O�k5K9Ec{XUc{��ÊHLG�Z��4G'EPO1^aSPb>UPb>UÊH��'k=O���f
{Z�{]NK9U|G'UPbV�PJ�G�k)G�f=b��

}��c�8�]��������� �÷�Xv
�|�����c�-���������
�A�_��� }��� '¡q�V¢'£R¤c '¥�¦�§'¨|}=¥L}=�C©ª '«¬}=¡�¦�£l�¤)£
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KL� MN�POC��)P��)Q����R
SUT!VXWZY�WZ[�W\6^]_Wa`b6^]_WZY�c�YNYd6^]_Wa`b6^]_WZY�eH`fVXc�5_g75h6h5_iJ`bj!Y	k!5_l	]_T�Y.mNn�o,p\qQr

s2t	s�s�ufs�vHw*x!yQz	{	|hv�}Jx�~���}.�U������z�v�uJ��tHv.�X���C�	� ���H�
− ��� � �a� �7�.���C�	� ��~ � �

�d���N�����d����� ���C¡£¢�¤¥���d� ¢§¦¨¢ª©�«a¬ª©ª®�¯� ��«^¡£©ª¢��
� °�¤±¤³²ª°�����«

´�µ�¶.µf·¹¸2º�»2¼2½Q¾h¿�¸HµfÀ7À�µX¾UÁÃÂ	¼.¿�Ä2º2Åhº.À7À¹¸.Æ¹Ç.ÈfÉ_µX¼2½ªµXÊ2Ê.¶2ÈË¿	À¹º.Ì�µfÍËº2ÉË¼2½,ÆÃÀ¹ÉJÈfÅ.À7ÍËÉ_µ
ÈfÊ.Æ7¶.µfÍJÈË¶2ÈfÉ2ÎËÀ7ÈËÀ7ÍËµXÉË¸.Æ¹¼2¼2½Q¾�¼HµÃÏJµf·7ÆQÀ¹Â�Ì�Ì�º.¶2ÈfÉ_µX¼2º.Ð

(A, 1) Ñ Â	µfÀ7À7Èf¼HµÃÊ.È�Ç2Ê.ÈËÀ¹¸.Æ¹ÒÇ.ÈfÉ_µfÍJÆ¹¸2ÓË¼.ÈËÀ7ÍJÆ¹ÅaÀ¹Â�Ì�Ì&Ô�Â�¶�ÓJÆÕÀ7ÍJÆ¹Ê.Æ¹¼2¼.ÈfÖ�È�ºC×¹¿	À¹Ê.Èf¼.Æ¹¼2Ä2ºHµX¸2ÓË¼.ÈfÖ�È�ÍËº2Ê.ÈfÉ2Ø
ÙÕ¸.ÚÃ».Æ¹ÉË½,Æ,À¹¸2ÈËÉ_µ	ÛJÜ�Ý.Þ�ßªàÃá7Ü.â	ãåä�æXçXæXç�èhãåé2é2ß�êUë�ãåì�æXÞÕí*á_îËï7ï7æ�é.îfäHð2ñ2éHãåê2é2ß�ãQë�ã¹ò
ì�æXÞ�ß�ï¹áfëÃëÕñËÜHæfófîfé2ñ	Ý2ä�ìôÜ.ñ.õåæ�é.æbë�ãåìôÜ.ñ2ö2ã¹ï¹÷_î�Ý ï¹ñ.ï¹ìhã�ë*î_ø

ùCú�û�ü�ý2þHÿ������������
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ��
�����������

un(f, Λ, x) =
a0

2
+

n
∑

ν=1

λ(n)
ν (aν cos νx + bν sin νx) � ���

(aν , bν ��� �
��� �!��"����#��þ��%$'&!ÿ�(�)�!&*� � "���� f(x)),
��+.ÿ�ý-,��
��ý-�������.�
/_ÿ�ý-�������#�10

���^ü2���435�
�� � &*	�����3Jþ��£ü2����67��þ�Ëú�û�ü2� λ
(n)
ν = λν = rν , 0 < r < 1, ν = 0, 1, ...,�8��ý
3Jþ����������93#&�ü*ü:$'&!ÿ�(� 3Zú�ý � &*��ý.ü2��3Jþ�#	��#�����
/��;���1<�ý

S[1γ ], S[2γ ], ..., S[Nγ ], ..., γ ≥ 1, [y] − "��Ëú�ý2û8��ý
3Jþ�(
y,

3ËþHÿ��
��ü;ü�ý2þHÿ��������>=��
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ � ü?�Jþ�5< (A, 1)
�

λ0 = r0 = 1

@
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λ1 = r1

λ2 = λ[1γ ]+1 = ... = λ[2γ ] = r2

λ3 = λ[2γ ]+1 = ... = λ[3γ ] = r3

λ4 = λ[3γ ]+1 = λ[3γ ]+2... = λ[4γ ] = r4���������������������i�����t�����������������t���������������t���������������t���������������t���������������t���������������t���������
λN = λ[(N−1)γ ]+1 = λ[(N−1)γ ]+2 = ... = λ[Nγ ] = rN���������������������i�����t�����������������t���������������t���������������t���������������t���������������t���������������t���������

�\&3Jþ�(

∆1 λi =

{

rk(1 − r), i = [kγ ], 0, 1, ..., N, ..., γ ≥ 1,
0, i 6= [kγ ], i ≤ n = [Nγ ] − 3Jþ�#	��#��(;	��2ú������Hü�ý1�

�ôý ��� ý � λk(r) → 1
	�ÿ��

r → 1−,
þ�7	��Nþ�5�.ÿ��_ü?�'�hý-��ý���ý�0Q�®þ�#=���/Jý�&*,�ý7<�ú�û

ÿ�ý-�����Hü?�Jÿ����
=�3e����<���ü?��3Jþ����
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ�ý
un(.) � f(x)

���5��+5�*�5<���ü�ý7�9<���3Jþ.ý2þ�
����ý
�
/_ÿ�ý-�������#������3Jþ�( ‖un(.)‖C2π

. � ����������	�ÿ�����c<��#��� <���3Jþ.ý2þ�
�������r&�3Ëú��
�����l�
/_ÿ�ý-���10���#������3Jþ������.ÿ�ü ü�ý2þHÿ������������
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ��
����	���3JþHÿ����#��������	��)3#&�ü*ü�ý.ü�$'&!ÿ�(��35�
3Jþ�#	��#�����^ü�	��.ÿ�û*< � �Hü ÿ���3JþHý

‖un(.)‖C2π→C2π
≤ c{n

1

γ

N
∑

k=0

(∆λk)
2(1 + (N − k)

1− 1

γ k
1

γ
−1

)} 1

2 , γ ≥ 1, n = [Nγ ].

� ���\&3Jþ�(
N =

[

1
1−r

] � 3_ü>��� �����c� nγ =
[

1
1−r

]

. � � �
�>+
��ú���	�� � ý-,	ý-������þ������c0ú���������ý)��	�ÿ�ý-��
=���ý
3Jþ�� � ��p�
/Jÿ�ý-�������#��ý4<�ú�û����l+.ÿ�ý-����������ý.ü2� ü2����67��þ�Ëú��#=
λk(r) = rk, k = 0, 1, ...,

�
∆1λi.�Zú��p���#���^ü£ü?�Hü?�#��þ�Hü�	�ÿ���<�� � ý-,�ý2þ�Ëú�(3Jþ���hû1�.ú�û��Ëþ3fû���3#	��2ú�(�,��
��ý-�����l� �.ÿ10ü2&�ú
1

(1 − x)α+1
=

∞
∑

ν=0

Aα
ν xν , 0 < x < 1,

Aα+β+1
n =

n
∑

ν=0

Aα
n−νA

β
ν , α, β, α + β > −1, � ��

	�ÿ�� �_þ�Hü¡����3Ëú�ý
kε ,�ý.ü?�#���#���¢��ý9����3Ëú�ý�£!�c,�ý2ÿ�� Aε

k,
3#&�ü*ü2� ∑N

k=0

�
"��#���#���
���������������������! ���"¨#&%�'�(���) +.-�/	021�3�5768/	021Õ9 0 :=<�>�?
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3c��Jÿ��1& +��53 � �
���#�����
=73#&�ü*ü?�
=¦�-�aÿ���ü?�#���#�����_ü�	�ÿ��5��+.ÿ�ý-,��
��ý-����ûh§p+��Ëú�û 	�� � ý-,�ý-���

c(1 − r)2
N
∑

k=1

r2k
k
∑

ν=1

N0 ≤ c, c > 0, c = const, r → 1−

� ,#<��53c( ��3#	��2ú�(�,��
��ý-���¨� �.ÿ�ü2&�ú�� � ���<�ú�û α = 1 − 1
γ
, β = 1

γ
− 1, α + β =

0, A0
n = Aα

0 = 1
�c�

�\&3Jþ�(
ur(f, x) � �
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ¦�
	���3JþHÿ����#�����>=;	��\3#&�ü*ü�ý.ü©$'&!ÿ�(��35�\3Jþ�#	��#�����^ü	��.ÿ�û*< � �Hü ÿ���3JþHý�<�ú�û ü?�Jþ�5<�ý

(A, 1)
�\&!ý
353#�
��ý©�

f(x) ∈ H
(α)
p ,

þ-� ���
ωp(t) ≤

ctα, 0 < α ≤ 1, c > 0, c = const, ωp(t) � ü?��<�&�ú�(����#	�ÿ��Jÿ��>������3Jþ�� f(x)
�

L2π
p , p > 1.ª'«�¬��«�®l¯���°>± ²³5´hµ

γ ≥ 1, 0 < α ≤ 1.
±>¶�·

r → 1− ³5¸�¶*¹�º
»#¼5½�·�º-¾À¿-Á�»#Â�Ã·

‖f(x) − ur(f, Λ, x)‖Lp =











O((1 − r)α), 0 < α < 1
2γ

,

O(
√

(1 − r) ln 1
1−r

), α = 1
2γ

,

O(
√

1 − r), 1
2γ

< α ≤ 1,¸�¶�·�Ä1»]ÅÆ¸�»K¶�º-¹�ÇÈ·É´p¶�»#´hµ-ÇÊ¿-Á�»#Â�Ã·É´h¿-Ä*Â�¾Ë¸�¿�¸�¿D¶1Ç�¼-Ã²�Ì;¹:¸�¶�·
γ = 1

º-³�»
¿�Á�»#Â�Ã·�´h¿-Ä*Â�¾È¸�¿�¸�¿D¶1Ç�¼-Ã²1Í¦Îh½*ÇÏ¶�¹�º-Â�¿cÅ »K¶�Â�¿-ÐÏÅ »#´p¶�·�Ã·

u
Ã-½�¹
³5³G¹ Ñ�·�Ò]Å!²Â�Ó

¼�¹
Zα, 0 < α ≤ 2

´p¶�»#´hµ-Ç ¿-Á�»#Â�Ã¹�³5¸�¶*¹�º
»#¼5½�·�º-¹�¼5½*Ç
α ∈

(

1
2γ

, 2
]

,
¹�¸�»K¶�º-¾�»

¼-º�» ³5¿�Ô
¶�¹
Â*Ç�Õ>´h³DÇNÍ¦±>¶�·
γ = 1

´h¿-Ä*Â�¹;¸�¿7¸�¿D¶1Ç�¼-Ã²7½�·�Öhµ)¸�»K¶�º-¹�Ç�¿-Á�»#Â�Ã¹�Í
Î4¿�Ã¹�×
¹
´7»K½�µ³5´7º-¿Í^ùCú�û8	�ÿ��
��,5��2ú�(����
=�	���3Ëú��c<��
��ý2þ�Ëú�(�����3Jþ�����1<�� � 35�
�

n1 < n2 < ...�
f(x) ∈ L2π

p , Λ = ‖λ(n)
k ‖, λ

(n)
k = 0, k > n, λ

(n)
0 ≡ 1 � <�ý�ú��5� ��Jÿ��1����=����1<�� � 3�
	�&3 � ý
�_ü>��	��2ú�ý-/Jý2û λ

(n)
k = λk

�c�
un(f, Λ, x) � ü�ý2þHÿ��������>=Ø�
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ¦� Tn(t) =

1
2 +

∑n
ν=1 λν cos νt � û*<�ÿ����
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ�ý1�2	�ÿ���ü?�c����üÈ��+���+
Ùh�#�����������Jÿ�ý-��#��3Jþ���Ú���� � �
�3 � �
/��������
/D<�ý
‖un(f, Λ, x) − f(x)‖Lp ≤ c

∫ π

−π

‖f(x + t) − f(x)‖Lp |Tn(t)|dt.

Û\3#	��2ú�(�,#&�û�&�3Ëú��
����ûØ��ý ü?�5<�&�ú�(Ï���#	�ÿ��Jÿ��>������3Jþ��Ü�
Lp

�:3G�*�_ü2& ÿ�ý
+��.þ:� �1�s¥��Q�
�
"��#����ü ÿ�ý-,5����3Jþ�(

‖un(f, Λ, x) − f(x)‖Lp ≤ c

∫ 1

n

0
tα

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

ν=1

∆λν

sin(νγ + 1
2)t

t

∣

∣

∣

∣

∣

dt+

���������������������! ���"$#&%�'�(���) +.-�/	021�3�5¹6 /	021Õ9 0 :=<�>�?
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+c

∫ π

1

n

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

ν=1

∆λν

sin(νγ + 1
2)t

2 sin t
2

∣

∣

∣

∣

∣

dt = I1 + I2. � �*�
�aÿ����_þ�Hü:<�ú�û��
/_ÿ�ý-�������#������� ü2����67��þ�Ëú��#=©3#&�ü*ü2��ÿ��
��ý-����û

λν = rν , 0 <

r < 1, ν = 1, 2, ...,

I1 ≤ c

N
∑

ν=1

|∆λν |(νγ +
1

2
)

∫ 1

n

0
tαdt =

c

nα

1

n

N
∑

ν=1

|∆λν |(νγ +
1

2
) ≤ c

nα

N
∑

ν=1

|∆λν | ≤

≤ c

nα
{N

N
∑

ν=1

(∆λν)
2} 1

2 ≤

≤ c

nα
{n

1

γ

N
∑

ν=1

(∆λν)
2(1 + (N − ν)

1− 1

γ ν
1

γ
−1

)} ≤ c

nα

<�ú�û�ú��\+
���
0 < α ≤ 1.Þ ý.ü?�Jþ���üØ<�ý�ú��5������þ�

An =

∫ π

1

n

dt

t
1−2α+ 1

γ

=











O(n
1

γ
−2α

), 0 < α < 1
2γ

,

O(ln n), α = 1
2γ

,

O(1), 1
2γ

< α ≤ 1.

� ¥�

ß þ�ü?�Jþ���ü>����þ�r<�ú�û � ú�ý
353	ý Þ ��/	ü2&*�1<�ý Zα
	���3Ëú��c<���û�û;�
"��#� � ý\� � ¥��35����ÿ�ý-��û��Jþ3Xû<�ú�û

α ∈ ( 1
2γ

, 2].
�!�
�_þ�Hü2&

I2 ≤ c{
∫ π

1

n

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

ν=1

∆λν sin (νγ +
1

2
)t

∣

∣

∣

∣

∣

2(√

t
1

γ
−1

)2

dt

∫ π

1

n

dt

t
1−2α+ 1

γ

} 1

2 ≤

≤ c
√

An
√

n
1

γ

{n
1

γ

∫ π

0

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

ν=1

∆λν sin (νγ +
1

2
)t

∣

∣

∣

∣

∣

2

t
1

γ
−1

dt} 1

2 .

� � ����	�� � ý-,�ý-��������þ�

{n
1

γ

∫ π

0

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

ν=1

∆λν sin (νγ +
1

2
)t

∣

∣

∣

∣

∣

2

t
1

γ
−1

dt} 1

2 ≤
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≤ c{n
1

γ

N
∑

ν=1

(∆λν)
2(1 + (N − ν)

1− 1

γ ν
1

γ
−1

)} 1

2 ≤ c.

ß +
á¦�c<�����û!û��
"��#� � ������þ�#/_ÿ�ý�ú��
� I1
�

I2
� � �*� <�ú�û.�
	��Ëÿ�ý2þ�.ÿ��
����ü2����67��þ�Ëú��3c&�ü*ü2��ÿ��
��ý-����û � �.þ�.ÿ����'��+.ÿ�ý-,5&*�Zþp�
/_ÿ�ý-�������#����&*��	�ÿ�ý-��&*�.��ý
3Jþ�(r���Jÿ�ý-��#��3Jþ���ý� ��c�1	��2ú�&*����ü�3Ëú��c<�&*�pÙ�&*�Ê�
"��#� � &Nâ

‖f(x) − un(f, Λ, x)‖Lp =















O(n−α), 0 < α < 1
2γ

,

O(
√

ln n

n
1
γ

), α = 1
2γ

,

O(

√

n
− 1

γ ), 1
2γ

< α ≤ 1.

� Ý�

� �
,5�Hÿ�ý-ÙNý2û�3#( � ��+��
,5��ý5���#����û�ü n = [Nγ ], N = [ 1
1−r

],
��, � Ý�o	��2ú�&*����ü þHÿ��5+
&��c0ü2�l�aÿ��#,5&�ú�(2þ.ý2þ�� �

�!�Jÿ���ý2û9�
"��#� � ýh� � Ý�s���Cü?��6��Jþ4+
�hþ�(;&�ú�&*��ãh�#��ýh35�
/fú�ý
3#���Nþ�5�.ÿ��_ü?�Cù 6�� � 03#�
��ý1���!� � ý-6��_ü>����þ��	���3Ëú��c<���û�û �
"��#� � ý9� � Ý�\����ü?��6h�Jþ�+
�hþ�(�&�ú�&*��ãh�#��ý8��ý�3#�_ü � ú�ý
3535� ü�ý2þHÿ���" Λ1,
�Jú��_ü?�#��þ�� � �.þ�.ÿ����9&�<��
�.ú��Jþ���.ÿ�û1�Zþ)&3Ëú��
����� � ��s��ý�3#�_ü � ú�ý
3535� H

(α)
p
<�ú�û8�35�c�

γ > 1.äÕý
353_ü?�.þHÿ���ü ü�ý2þHÿ���"�&
λ0 = 1
λ1 = N−1√

N(
√

N+1)
r1

λ2 = λ3 = ... = λ[2γ ] = N−1√
N(

√
N+1)

r2

λ3 = λ[2γ ]+1 = λ[2γ ]+2 = ... = λ[3γ ] = N−1√
N(

√
N+1)

r3�i�����������������������������t�����������������t���������������t���������������t���������������t���������������t�������������
λN = λ[(N−1)γ ]+1 = λ[(N−1)γ ]+2 = ... = λ[Nγ ] = N−1√

N(
√

N+1)
rN�i�����������������������������t�����������������t���������������t���������������t���������������t���������������t�������������

� ,#<��53c( N = [ 1
1−r

]
�c�

ùCú�û����5�!��ü?�5�_ü

∆λ0 = 1−λ1 = 1−(1− 1√
N

)r =
r√
N

+1−r, (∆λ0)
2 = 1−r+o(1−r)

	�ÿ��
r → 1−.

�!�#/ � �7	���<�3#����þ.ý2þ�(�����þ�

∆λi = (1 − 1√
N

)(1 − r)rk, i = [Nγ ], ∆λi = 0, i 6= [Nγ ], k = 0, 1, 2, ... .
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����å �;� �7��$�ý�ú�ý�ú��5�#�

�!�Cý-��ý�ú��
/5���;3�ÿ�ý
+��.þ�
=9� ����	�� � ý-,5�>��ý
�Jþ3XûT����þ�p	���3JþHÿ����#����ý2ûNü�ý2þHÿ���"�ýp	�ÿ�����ý�<�0ú��#67��þ � ú�ý
353#&�ü�ý2þHÿ���" Λ1,
þ
� ���1	�ÿ�ý-��ý2û9��ý
3Jþ�(;���Jÿ�ý-��#��3Jþ���ý � ����
/_ÿ�ý-�������#��ý1â

N{(∆λ0)
2 +

N
∑

k=1

(∆λk)
2(1 + (N − k)

1− 1

γ k
1

γ
−1

)} ≤ C.

ùCú�û8�!&*� � "���� f(t) = cos t
ú��#/ � �7	�ÿ��
��Jÿ���þ�(�����þ�

ur(cos t, Λ1, x) =
1

π

∫ π

−π

cos(x + t){1

2
+

Nγ
∑

k=1

λk cos kt}dt = cos x.

�!�
�_þ�Hü2&
|uN (cos t, Λ1, x) − f(x)| = |1 − λ1|| cos x| =

=
C√
N

+ O(1 − r) = C

√

n
− 1

γ = O(
√

1 − r), r → 1 − .

�aÿ��
γ = 1, � ý � �.þ�ü?�#���#���©�À�����o���l&�3Ëú��
����� � ���	�ÿ��#�Hÿ�ý-ÙNý
�Jþ3fû��©��,5��53Jþ������&3Ëú��
����� ¤ þ�#� � ����ý�0]$��Hü?����ý4�$þ�
������3Jþ�()�35�c�ªþHÿ��c���
"��#��� � � � Ý��&3JþHý-���
�.ú��#��ý�9� Ý��Q�����5�.ÿ��_ü�ý9�p<�� � ý-,�ý-��ýh	��2ú�����3Jþ�(��h� �æ\�.ÿ��
ãh����,5��53Jþ������1��þ��ü2���
/5������3Jþ.ý-��ã���� � ú�ý
353#�����53 � ��ü2��� � ÿ���þ�Jÿ����8�)<��-03Jþ.ý2þ�
�����l�s&�3Ëú��
����û'�
/_ÿ�ý-�������#�����3Jþ��h���.ÿ�üªú������#=������dü�ý2þHÿ����������h�
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ��
�

¤ � Ú ��ç\� � �2ú�(3 � �
/����
§�� � ��è��!��ü?�
��ý1� ¤ � §������Ëú�û � �
�3 � �
/��p� <�ÿ¦������/Jý2ÿ�ý-��þ���ÿ�&*�Zþ3 � �.ÿ���3Jþ��)	�ÿ���+2ú���6h�#����û;<�ú�û43	ý.ü2���7���.ÿ��
ã��1�4�!&*� � "���= � 3_ü>���ý-	�ÿ¦��� à����c�����2ú��5������ �.ÿ�ü�ý2þ��������7&�3Ëú��
����� ¤ þ�#� � ����ý�0]$��Hü?����ý9� å��Qâ��53Ëú��$ü�ý2þHÿ���"�ý Λ
þ.ý � �
��ý1����þ�ý�

λ
(n)
0 = 1, n = 1, 2, ..., λ

(n)
n+1 = 0, n = 0, n = 1, 2, ...;é ��<�ú�û8��� � �.þ�.ÿ��
/�� p > 1
�

c > 0, c = const

np−1
n
∑

k=0

|∆λ
(n)
k |p ≤ c, n = 1, 2, ..., � à��

þ�!���.ÿ�ü2�:35���.þ���Jþ3Jþ���&*�pÙ��1� ü?�Jþ��<��
��3#&�ü*ü2��ÿ��
��ý-����û ‖un(f, Λ, x)‖ �
/_ÿ�ý-�������c0���Ø�'35�
�� � &*	�����3Jþ��4� un(f, Λ, x) ⇒ f(x), n → ∞.
���2ú��5�hþ�
/�����&�3Ëú��
����� � à������þ�2ú�( � �)/_ý2ÿ�ý-��þ���ÿ�&�Jþ8�
/_ÿ�ý-�������#������3Jþ�(8���.ÿ�ü:�
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ��
���N���4��3 � �.ÿ���3Jþ�(�	�ÿ��10+2ú���6��#����û���ý'��� � �.þ�.ÿ���� � ú�ý
353	ý����!&*� � "���=¦�*ä*û*<�þ�
���������
"��#��� � ��ý � ú�ý
353	ý�����#	�ÿ��Jÿ��>���������!&*� � "���=Ø�
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ�ý.ü?�¦�?	���3JþHÿ����#�����^ü?��	�����ý
3Jþ����^üê3#&�ü*ü�ý.üÿ�û*<�ý�$'&!ÿ�(�

Snk

3
nk = k,

	��2ú�&*���#� � � §����hý
3 � ý � �
���^üë� à��Q� � � ì��!&�3Ëú��
�����
���������������������! ���"¨#&%�'�(���) +.-�/	021�3�5768/	021Õ9 0 :=<�>�?
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¤ þ�#� � ����ý�0]$��Hü2����ý � à��2��3#	��2ú�(�,��
��ý-���'<�ú�ûLú�ý � &*��ý2ÿ������ ÿ�û*<��
�h3Jþ�#	��#�����
/��dþ��10	�ý1â
nk = k2, k = 1, 2, ..., λk = 1

n+1 � 3Jÿ��c<�������$��#=��Jÿ�ý Ln(f, x).
ùCú�ûØ���1�

&3JþHý-���
�.ú��#���

sup
f∈Lip α

‖f(x) − Ln(f, x)‖C2π
=







O( 1
n2 ), 0 < α ≤ 1

6 ,

O( ln n
n2α ), 1

6 < α < 1
2 ,

O( 1
n
), 1

2 < α ≤ 1.

�ôý �Ï� ý � 3Jþ�#	��#��(�	��2ú������Hü�ý m = n2,
þ�9��ý-��ú�&*��ãh�5�;	�ÿ���+2ú���6��#�����)3Jÿ��c<�0

����ü2�.$��#=��Jÿ�ý�<���3Jþ���/Jý
�Jþ3fû�<�ú�û
α ∈ (0, 1

6). � ���c�o	�ÿ�����c<��#��ý9�
"��#� � ý1�¦� � �.þ�-0ÿ��
=���ý-��ú�&*��ã���=8	��.ÿ!û*<�� � 	�ÿ���+2ú���6h�#����û8��ý'�_þ�Hü.6�� � ú�ý
3535�p<���3Jþ���/_ý
�Jþ3Xû�<�ú�û3Ëÿ��D<����1�.£!�#,�ý2ÿ����?ä?��353	ý1� � ý�ú�ú����\&�3535�#��ý�	�ÿ�� α ∈ (0, 1
4).

§r��ý�ú��
/5�������>=;ÿ��c0
,#&�ú�(2þHý2þ$ü?��67���8	��2ú�&*����þ�(���,Nÿ�ý-,5�����©�
"��#��� � �¦	�ÿ�����c<��#�������©��ÿ�ý
+��.þHý��Ïíh� ¤ ��o&*/_ÿ��
��ý1� Þ ý.ü?�Jþ���ü>�?��þ���©3Ëú�&*��ý
�

nk = O(kγ), γ > 1,
���8��+�û1,�ý2þ�Ëú�(����©��ý�0

þ�&!ÿ�ý�ú�(���������þ�
������3Jþ�(.�
"��#� � � � à��h	��
����6�ý
�Jþ3fû � 3_ü>�r� ì����c� ¤ ��3#	��2ú�(�,��
��ý-�����_ü&3Ëú��
����ûLú�ý � &*��ý2ÿ�����3Jþ��8	�ÿ���ü?�#���#�����
/�� � � ç7�*���_üôú�û � �
���^ü.����������<�ú�û4ã���ÿ�� � �-0/5��ü2����6h�53Jþ���ý4���1<�� � 35�
� nk
�������c�*ý-���
��3#��ÿ��
��ý-�£ÿ��#,5&�ú�(�þHý2þ�â��53Ëú��

nk = O(k2),ü�ý2þHÿ���"�ý
Λ
&�<��
�.ú��Jþ���.ÿ!û��Jþ�&�3Ëú��
����� � ��#��þ�)�
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ un(f, Λ, x)

	�ÿ���+2ú���6�ý�0
�Ëþ

f(x) ∈ Lip α, 0 < α ≤ 1,
34��ý-��ú�&*��ã'��üÉ	��.ÿ�û*< � �HüÉ<�ú�û α ∈ (0, 1

2).
Ú��

�.þ�ü?�Ëþ���ú��¦����þ� � ú�ý
353#�����53 � ���Nü?�Jþ�5<��È3#&�ü*ü2��ÿ��
��ý-����ûT�N��+��53#	��#������ý-�pÙ�����ÿ�ý-�
0���Hü?�Jÿ���&*�î3G�*�5<���ü?��3Jþ�( � 	��.ÿ���6h<�ý-�pÙh�#=©�!&*� � "����¦�Pü?�
/5&!þ)���'/_ý2ÿ�ý-��þ���ÿ��
��ý2þ�(��� � ý � �
=Ø3 � �.ÿ���3Jþ���3G�*��<���ü?��3Jþ�� <�ú�û 3	ý.ü2���Ï�*�.ÿ��
ã��1� �!&*� � "���=�����ý � 	�ÿ�ý-���10ú����s�
���Ü������� � � � þ��������ï� 	�ÿ���ü?�#���#����� � ��ý
3Jþ����^ü%3#&�ü*ü�ý.ü ÿ!û*<��
�À$'&!ÿ�(�
3#�73Jþ�#	��#�����^ü��8� � 3#	��
���#��"���ý�ú�(����^ü2��	��.ÿ!û*< � ý.ü2�ªÿ���3JþHý1� � � Ý��ôý-��ý�ú���,5��ÿ�&*�Zþ
03Xû���� � �.þ�.ÿ��r� � ú�ý
353#�����53 � ����ü?�Jþ��<�� �Qù'��+�ý-����ü>�¦��þ���53Ëú��©��Ëú���������� ∆1λi

�
∆2λi

��c<�&!þ'35�5+�û;��<�����ý � �
�� (∆1λk = O(∆2λk)),
þ��� � ý � 	�ÿ�ý-����ú�����<�ú�û7���1<�� � 03#�
��& � ý-,�ý-�����
/��$þ���	�ý9���)+
&�<�&!þ���� � � � þ��������^ü2� &3Ëú��
����û §�� � ��è��!��ü?�
��ý1���\�çCý�<�ûN����ý2ÿ�ý.ü�ý2þ��¡�����Hü2����ý1�

ç�ý-	��Hü2����ü�&3Ëú��
����û�ÿ��#/5&�ú�û�ÿ�����3Jþ���ä�� Ú ����ÿ���/5&1+�ý8�������Q�
è�3Ëú��ð3#&�ü*ü�ý2þ�.ÿ���ý2ûË� &*� � "���û λ(u)

þHý � �
��ý1�;��þ� λ(n) = λ(kπ
n

), k =
0, 1, ..., n,

��<�ú�û�ú��\+
���
k1, k2

���>	��2ú����#���;���Jÿ�ý-��#��3Jþ���

|λk1
− λk2

| < c|k1 − k2

n
|β , β >

1

2
, � å�

þ� ‖un(·)‖ < c,
þ-� ����&3Ëú��
����� � å���
,5��ý���ý
�ËþLú���	�ã���"��#���3Jþ�(4	��.ÿ!û*< � ý β > 1

2 .
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����� �;� �7��$�ý�ú�ý�ú��5�#�

è�3Ëú���6���3#&�ü*ü�ý2þ�.ÿ���ý2û��!&*� � "���û9��ü?�5�Jþ8�
/_ÿ�ý-�������#����&*�ñ��ý2ÿ���ý-"����ê��&�<��-0�.ú��Jþ���.ÿ�û��Jþ4&�3Ëú��
�����É�!��	�ã���"�ýh	��.ÿ�û*< � ý β > 0,
þ-� ���

n
∑

k=0

|∆λk| < c, |λk1
− λk2

| < c|k1 − k2

n
|β, β > 0, � ì�

þ� ‖u(.)‖ < c.è�3Ëú��$ü2����67��þ�Ëú���3#&�ü*ü2��ÿ��
��ý-����û9��ü?�#�Zþ7���1<
λ0 = 1, λ1 =

Aα
N−1

Aα
N

, λ2 = λ3 = ... = λ2γ =
Aα

N−2

Aα
N

λ2γ+1 = λ2γ+2 = ... = λ3γ =
Aα

N−3

Aα
N

λ3γ+1 = λ3γ+2 = ... = λ4γ =
Aα

N−4

Aα
N���������������������i�����t�����������������t���������������t���������������t���������������t���������������t���������������t�����

λ(N−1)γ+1 = λ(N−1)γ+2 = ... = λNγ =
Aα

0

Aα
N

,/e<��
Aα

i � ����3Ëú�ý�£!�#,�ý2ÿ����Ãþ�9���_þ�HüÉ3Ëú�&*��ý
�4	�ÿ�ý-��ý2û©��ý
3Jþ�(��
"��#� � � � ��!��ü?�5�Jþ���1< � 3Jü>�¦���c��� N
∑N

k=1(
Aα−1

N−k

Aα
N

)2(1 + (N − k)
1− 1

γ k
1

γ
−1

) ≤ c
	�ÿ��

α > 1
2 .�aÿ��
��Jÿ���ü¢&�3Ëú��
����� � à�� ¤ þ�#� � ����ý�0]$��Hü?����ý1�l3#����þHý2û α > 0, p > 1, γ >

1, n = Nγ ,

Nγ(p−1)
N
∑

n=0

(
Aα−1

N−k

Aα
N

)p > cN (γ−1)(p−1) → ∞, N → ∞,

þ-� ����&�3Ëú��
����� � à��s���!	��
,5��2ú�û��Jþ)3#&�<���þ�()��ÿ�ý-�����Hü?�Jÿ����
=�3e����<���ü?��3Jþ����
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ�ý
un(.).�!� � ý-6h�_ü>�
��þ�\&3Ëú��
�����>ä�� Ú �
��ÿ���/5&1+�ý � å�,þHý � 6������#��� � � � þ��������r<�ý-6h�o<�ú�û
(c, 1) � 3Jÿ��c<����1�T�¦35��3JþHý-�.ú��#�������©	��8	���<�	���3Ëú��c<��
��ý2þ�Jú�(�����3_þ�û�ü S[Nγ ]

��ý
3Jþ������
3#&�ü*ü ÿ!û*<�ý;$'&!ÿ�(�!3aú�ý � &*��ý.ü2��3Jþ�#	��#�����
/��Lþ���	�ý1�� �_þ�Hü�3Ëú�&*��ý
��ü2����67��þ�Ëú���3#&�ü*ü2��ÿ��
��ý-����û8��ü?�#�Zþ;���1< (n = Nγ)
λ0 = 1, λ1γ = 1 − 1

N+1 , λ2 = λ3 = ... = λ2γ = 1 − 2
N+1

λ2γ+1 = ... = λ3γ = 1 − 3
N+1

λ3γ+1 = ... = λ4γ = 1 − 4
N+1���������������������i�����t�����������������t���������������t���������������t���������������t���������������t���������������t�����

λ[N−1]γ+1 = ... = λNγ = 1
N+1 .�ôý � � ý � λ0−λ1 = 1−(1− 1
N+1) = 1

N+1 ,
þ��	��>&�3Ëú��
����� � å��<��2ú�67���l���>	��2ú���û�þ�(
03Xû����Jÿ�ý-��#��3Jþ��� |λ0 − λ1| < c|1−0

n
|β, β > 1

2 ,
��ú�� 1

N+1 < c
Nβγ ,

��þ�4��
,	ü?��67���
���������������������! ���"¨#&%�'�(���) +.-�/	021�3�5768/	021Õ9 0 :=<�>�?
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	�ÿ��
βγ ≤ 1 � þHý �©� ý � β > 1

2 ,
þ�8	�ÿ��

γ ≥ 2
&�3Ëú��
�����

βγ ≤ 1
���7���>	��2ú���û��Jþ
0

3Xû��c�2§r��ý�ú��
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� � à��c�� å��3�	��Hü?�
Ù�(��¨3#&�ü*ü2��ÿ��
��ý-����û ü?�Jþ�5<�ý.ü2� Þ ��/	ü2&*�1<�ý�� � ý�ú�ú��9�p&�3535�#��ý�<�ú�û�
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ��
����	���3JþHÿ����#�������9	��dú�ý � &*��ý.üØ� � 3#	��
���#��"���ý�ú�(���
/��;���1<�ý1��\&3Jþ�(\�
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ � ���T	���3JþHÿ����#�h	��r	���<�	���3Ëú��c<��
��ý2þ��Ëú�(����3Jþ�û�ü���ý
3Jþ������h3#&�ü*ü$'&!ÿ�(�!3!� � 3#	��
���#��"���ý�ú�(����^üÀ	��.ÿ�û*< � �Hü ÿ���3JþHý

S[21ε
], S[22ε

], ..., S[2Nε
], ..., [y] − "��Ëú�ý2û8��ý
3Jþ�(

y, 0 < ε ≤ 1

2
.

�!�#/ � �7	�ÿ��
��Jÿ���þ�(;&�3Ëú��
�����!�
/_ÿ�ý-�������#������3Jþ�9���.ÿ�ü��
	��Jÿ�ý2þ�.ÿ��
� � ��� � 3_ü>�¦�����������c�
� �.þ�.ÿ����!<�ý
�Jþ3Xû9� �.ÿ�ü2&�ú��
=

‖un(.)‖C2π
≤ c{ln n

n
∑

k=0

(∆λk)
2(kε + N1−ε)} 1

2 , β > 0, � ����

�Zÿ��
λk = rk, 0 < r < 1, k = 0, 1, 2, ..., � ü?�Jþ�5<��\&!ý
3535�
��ý (A, 1)

� 35���.þ���Jþ
0
3Ëþ���&*�\Ù'��= �
	��Ëÿ�ý2þ�.ÿØ��+��
,5��ý5����üÊ���Jÿ��#,

Vr(f, x). ò 3Ëú��
����� � ����#�¦/_ý2ÿ�ý-��þ���ÿ�&*�r0Ù��5�)�
/_ÿ�ý-�������#������3Jþ(����.ÿ�üÉ35���.þ���Jþ3Jþ���&*�pÙ��1� �
	��Ëÿ�ý2þ�.ÿ��
����<���3Jþ.ý2þ�
�����£þ�
�10
����� ¤ 	��Hü?�
Ù�(��¢���#/��9+
��ú�ý8&3JþHý-���
�.ú��#��ý�ÿ��#/5&�ú�û�ÿ�����3Jþ�(¨ü2���
/5�1��<���3 � ÿ��Jþ�������)���#	�ÿ��Jÿ��>�������&ü?�Jþ��<��
�73#&�ü*ü2��ÿ��
��ý-����û���ý � ú�ý
3535� C2π

+��c,p<��
	��2ú�����þ�Ëú�(����>�
þHÿ��5+��
��ý-����= � 3JþHÿ�& � þ�&!ÿ����^üÀ3#��
=�3Jþ���ý.ü��!&*� � "���=¦�
ª'«�¬��«�®l¯ó��°�± ²³5´hµ

0 < r < 1, 0 < ε ≤ 1
2 .
±>¶�·

r → 1− ³5¸�¶�¹�º
»#¼5½�·�º-¹
³]½�»#¼-²Õ>ôh¹�Ç�¿-Á�»#Â�Ã¹

sup
f∈Lip α

‖f(x) − Vr(f, x)‖C2π
= O((1 − r)

ε
2 ),

ε

2
< α ≤ 1.

ù'� � ý-,�ý2þ�Ëú�(3Jþ��Lþ�5�.ÿ��_ü2�É��3#���
���>��ý
�Jþ3fû9��ýh3Ëú��c<�&*�pÙ��1�)<���&���ú��_ü*ü�ý��T�
õ4«�®\®l¯���°�Îh½*Ç;¿
Òj¶*¹
Â�·�Ä1»#Â�Â�¾�Ôhºr³5¿
º-¿-Ã²¸�Â�¿-³5´h·!Å!Â�¿�ö�·�´7»]½�»#Ðh³5²-ÅrÅ!·�¶�¿
º-¹
Â�·*Ç
{λk}, k = 1, 2, ...

º-¾?¸�¿D½�Â�»#Â�¿7Â�»K¶�¹�º
»#Â�³5´7º-¿

I = C{
∫ π

1

n

|
n
∑

k=1

∆λk sin(k+
1

2
)t|dt

t
} ≤ C

√
ln n{

∫ π

0
|

n
∑

k=1

∆λk sin(k+
1

2
)t|2 dt

t
} 1

2 .
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����� �;� �7��$�ý�ú�ý�ú��5�#�

õ)«�®\®l¯ ��°�± ²³5´hµ
Λ2 ÷ Ã-½�¹
³5³\Å!¹
´p¶�·�Á Λ,

¼5½*Ç�Ã¿-´h¿D¶�¾�Ô9¸�¶�¹�º-¹�Ç�Ä*¹
³5´hµ4Â�»K¶*¹
Ó
º
»#Â�³5´7º-¹ � ����!¿
Òj¶�¹
Â�·�Ä1»#Â�¹;·

Mn = sup
Λ⊂Λ2

sup
f∈Lip α

‖f(x) − Vr(f, x)‖C2π
.

ø�¿
ÒD¼-¹;¸�¶�·
0 < α < 1

·*Å »5»#´ñÅ »#³5´h¿7¿-Á�»#Â�Ã¹
Mn(α) ≤ c√

ln n
.

� <�� � ý-,�ý2þ�Ëú�(3Jþ�������+��#�1��ú��_ü*ü���3#	��2ú�(�,5&*�Zþ3fû$ÿ�ý
353#&*6h<��#����û$ÿ�ý
+��.þ��î� �����ú��_ü*ü��7� �7���!�.ÿ��
� � ����ý�� à��Q���!�2ú�ý-/_ý2û N =
[

1
1−r

]

, 0 < r < 1, n = [2Nε
], N =

1, 2, ...,
&*����þ��>��ý2û��
/_ÿ�ý-�������#������3Jþ�(&ü2����67��þ�Ëú��#=

λk = rk,
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�����������������
���! #"%$

0 ≤ λ ≤ n
p & 0 < p < ∞.

��'�(% #"%'*)�+� #"%,�).-/(0'1' & 20354 & ,%,!687*6#+ 3 ,
9
:%;%<>=8?�@ )�' 4 $%A�(%BC-/(0'1' &D& (0E1'�687*6 4�F�4 &  #$HGI)�GDE1'�(% #"%'*)�+� #"%,!(J,! �68KDLM��+1G1N &1O
f ∈ Lloc

p (Rn) P 7 4�F G�(0"!(0' 3 K
||f ||Mλ

p
≡ ||f ||Mλ

p (Rn) = sup
x∈Rn

sup
r>0

r−λ‖f‖Lp(B(x,r)) <∞.

Q 7*6� #$
Br(x) R.S )�'T UN�6#+1"%'�(%BV,J"!(0W1GI6

x & '*)X7 & �Y �(%B r > 0
? Q )0BZ6#" & B P 6� 4 &

λ = 0 P "!( M0
p (Rn) = Lp(R

n) P 6� 4 & λ = n
p & 0 < p <∞ P "!( M n

p
p (Rn) = L∞(Rn) P

[
© \ ì íÄì�]XÔ2ç7ÉdÑ�ÎLÉdÐ�ÕSÉ0ÝY^`_
a�b0ìcZdfe
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¦

)�6� 4 & λ < 0 & 4 & λ > n
p P "!( Mλ

p = Θ P = 7*6 Θ R B�+�(
§¨6� #"%,!(�,! �68Kp©�G1, & ,Y) 4 6#+1"%+ 3 K+1� 4�ª LM��+1G1N &1O +*) R
n «  �B ?¬�98®°¯8?±U)�+1+*) F '*) 2 (0"0)�E�(% #, FI¤ 6#+*) & A���W�6#+ & ª & +1"!6#'1E�( 4�F N & (0+1+ 3 K² #,!( O  #"%,p( 20¤ & K4 (0GI) 4 $%+ 3 K¨E1'�(% #"%'*)�+� #"%,M" & E*)³-/(0'1' & ?0´ 6#G�(0"!(0' 3 65'�6#A�� 4 $�"0)�" 3 7 4�F G 4 )0 � & W�68µ 8G & K¨E1'�(% #"%'*)�+� #"%,¨-/(0'1' & 203¶4 & E�( 4 ��W�6#+ 3C·Y¸`¹�º¼»*¹0½�½�¾1¿�¹ P1À ¹�º¼»*¹�Á*¹�¸�Â &>Ã�Ä�Ä ¸�Å Ä¬ Æ P ; P*Ç ®l?�È W*)0 #"%+�(% #" & P ,J'*) 2 (0"!6 ¬ Ç ® 20354 (�E�(0G1)�AX)�+�(J, 4 (X§U6#+ & 6 & +1"!6#'1E�( 4�F N & µ(0+1+�( O E*)�' 3 G 4 )0 � & W�6� #G & KHE1'�(% #"%'*)�+� #"%,�-/(0'1' & 7 4�F  4 ��W*) F q = ∞

(Mλ0

p ,Mλ1

p )θ,∞ ⊂Mλ
p ,

= 7*6
λ = (1 − θ)λ0 + θλ1

? ¢ 7�+*)�GI(>ÉËÊ ¹0Ì�½�Â P*Í�Î ¿�Ï &¥ÐÑÄ#Ò ¹ ¬ ¦ P*Ó ® �! #"%)�+�(0, & 4 & P W1"!(©#"!(¼,%G 4�ª W�6#+ & 6p #"%'�( = (%6 P " ? 6 ?

(Mλ0

p ,Mλ1

p )θ,∞ 6= Mλ
p .

È E�(% 4 687�+ & 6v7�,Y)¨7*6� F " & 4 6#" & F/20354 E1'�( F , 4 6#+ 2 ( 4 $ S ( O¥& +1"!6#'�6� pG & A���W�68µ+ & ª ( 20¤ & KUE1'�(% #"%'*)�+� #"%,v" & E*)³-/(0'1' &¨&¨& K & +1"!6#'1E�( 4�F N & (0+1+ 3 K¼ #,!( O  #"%, ?%Ô )�G P(0E &  
)�+ & 6 & +1"!6#'1E�( 4�F N & (%+1+ 3 KH #,!( O  #"%, 4 (0G1) 4 $%+ 3 KJE1'*(% 8"%'�)�+� #"%,²" & E*)¨-/(0'1' &
LMλ

p,q

20354 (¼E�( 4 ��W�6#+�( ´ ��'� #� 4 "%)�+�(0, 3 B &HÕ ��'�6#+1G�(0, 3 B ?Öv(0GI) 4 $%+ 3 6²E1'�(% #"%'*)�+� #"%,Y)." & E�)J-/(0'1' & LMλ
p,q

(0E1'�687*6 4�FIª "! F 7 4�F
λ ≥ 0

& 0 < p, q ≤ ∞
GI)�G¥B�+�(
§¨6� #"%,!(²,! �68K.LM��+1G1N &1O f ∈ Lloc

p (Rn) P 7 4�F G�(0"!(0' 3 K

‖f‖LMλ
p,q

=




∞∫

0

(
r−λ‖f‖Lp(B(0,r))

)q dr

r




1

q

<∞ ,

 M( 203 W1+�( O BZ(
7 & L & G1)�N & 6 O 7 4�F q = ∞
?Q )0BZ6#" & B P W1"!( LMλ

p,q 6= Θ
"!( = 7�) & "!( 4 $%G�(²"!( = 7�) P GI( = 7�) λ > 0

E1' & q < ∞

& λ ≥ 0
E1' & q = ∞

?*×  4 & q = ∞ P "!( = 7�) LM 0
p,∞ = Lp(R

n)
?*Ø '�(%BZ6v"!( = ( P E1' &

p = q P & BZ6�6�B
LMλ

p,p = Lp,λ(Rn)

&
‖f‖LMλ

p,p
= (λp)

− 1

p ‖f‖Lp,λ(Rn),= 7*6
Lp,λ(Rn) R ,!6� �(0,!(%6�E1'�(% #"%'*)�+� #"%,!(/Öv6 2 6 = )H,! �68K�LM��+1G1N &1O f P & A
BZ6#' & B 3 KE�(¨Öv6 2 6 = �J+*)

R
n P 7 4�F G�(0"!(0' 3 K

‖f‖Lp,λ(Rn) = ‖f(y)|y|−λ‖Lp(Rn) <∞.
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È '*) 2 (0"!6 ¬ ÙX® 20354 )Ú7*(0G1)�AX)�+*)ÛAX)0B�G1+1��"!(% #"%$ S GI) 4�3 E1'�(% #"%'*)�+� #"%,
LMλ

p,q(0"%+�(% & "!6 4 $%+�(Ü,!6 ¤ 6� #"%,!6#+1+�( = (ÜBZ6#"!(
7�)TE1' & L & G� & '�(0,Y)�+1+�(%BÝE*)�'*)0BZ6#"%'�6
p P )

& BZ6#+1+�( P ,!6#'1+*)Þ ��ß�à��*á�âËãËävå!æ�ç¨è
0 < p, q0, q1, q ≤ ∞ é 0 < θ < 1.

ävå!æ�ç¨è%ê�ë�ì*í8îvï�ç¨í0ð`íXê
0 < λ0, λ1 < n

p

êñï#æ�ò é p < ∞ éÚó í�çvôÛõ�ö÷í�ø é�ù£éIúDû�ü ì ü îvï#ç³ì*í0ý q0, q1 é që!í ù ï#þIï ù ê é 0 ≤ λ0, λ1 ≤ n
p ,

ï#æ�ò é q0 = q1 = q = ∞ ÿ�� í0ð`ø ü
(LMλ0

p,q0
, LMλ1

p,q1
)θ,q = LMλ

p,q,
« 9X¯

ð`ø0ï
λ = (1 − θ)λ0 + θλ1.¢ "!BZ6#" & B P W1"!(J,J7�)�+1+�( O "!6�(0'�6�BZ6>6� #"%$J7*(0E�( 4 + & "!6 4 $!+ 3 6²E1'�687�E�( 4 (X§U6#+ & F+*)
λ0 & λ1 P ) & BZ6#+1+�(�� λ0, λ1 <

n
p P 6� 4 & q <∞ & λ0, λ1 ≤ n

p P 6� 4 & q = ∞
? ¢ + &E�( F , & 4 &  #$�, ¬ ÙX® E�(0"!(%B�� P W1"!(²,¼7*(0G1)�AX)�"!6 4 $! #"%,!6U"!6�(0'�6�B 3 20354 ( &  #E�( 4 $%A
(0,Y)�+�('*)�,!6#+� #"%,!(

LMλ
p,q = L̃M

λ

p,q,
= 7*6

L̃M
λ

p,q R E1'�(% #"%'*)�+� #"%,!( ,! �68KÚLM��+1G1N &1O f ∈

Lloc
p (Rn)

"0)�G & K P W1"!(

‖f‖
L̃M

λ

p,q

=

(∫ ∞

0

(
r−λ‖f‖

L̃p(B(0,r))

)q dr

r

) 1

q

<∞ ,

= 7*6

‖f‖
L̃p(B(x,r))

= |B(x, r)|
1

p sup
ρ≥r

(
1

|B(x, ρ)|

∫

B(x,ρ)
|f |pdy

) 1

p

,

& |B(x, t)| R 4 6 2 6 = (0,Y)�BZ6#'*) S )�'*) B(x, t) P GI(0"!(0'�(%6U, 3 E�( 4 + F 6#"! F "!( 4 $%GI(�E1' &7*(0E�( 4 + & "!6 4 $%+ 3 K.E1'�687�E�( 4 (X§U6�+ & F KH+*) λ0 & λ1 P ��E�(%B F +1��" 3 KJ, 3 S 6 ?È 7�)�+1+�( O '*) 2 (0"!6 20354 (M,%,!687*6#+�(p( 2 ( 20¤ 6#+ & 6 4 (0G1) 4 $%+ 3 K¼E1'�(% #"%'*)�+� #"%,U" & E*)-/(0'1' & LMλ
p,q(G,µ) P  #,!( O  #"%,Y)TGI(0"!(0'�( = (ÜB 3 & A 4 (X§ & 4 & ,�'*)�A#7*6 4 6 ÆI?�� GI)Xµ4 )M7�)�+1+ 3 K>E�'�(% #"%'*)�+� #"%,¼AX)0B�G1+1��"%)U(0"%+�(% & "!6 4 $%+�(¼E1'�(0N�687���' 3 & +1"!6#'1E�( 4�F N &1& ?¢ "%,!6#"!(%BVE�(% 4 ��§ & 4 (J7*(0GI)�AX)�+1+�(%6¼,.+�6#G�(0"!(0'�(%B  �B 3  4 6²( 2 ( 20¤ 6#+ & 6 & +1"!6#'1E�(�µ4�F N & (0+1+�( O "!6�(0'�6�B 3 7 4�F ( 20¤ & K 4 (0G1) 4 $%+ 3 KCE1'�(% #"%'*)�+� #"%, -/(0'1' & P 7*(0GI)�AX)Xµ"!6 4 $! #"%,!(¼GI(0"!(0'�( = (²E1' & ,!687*6#+�(²,¼'*)�A#7*6 4 6 ;I?���²à�ß
	���àYâ��
	����â

LMλ
p,q(G,µ)

�Û����	i��ß
�
	�����â
���! #"%$

(Ω, µ) R E1'�(% #"%'*)�+� #"%,Y(¨ σ µsGI(0+�6#W1+�( O 2 (0'�6 4 6#,! #GI( O BZ6#'�( O µ(Ω) > 0
?
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¢ 2 (
7�+�(%B£( 2 ( 20¤ 6#+ &1&¥& +1"!6#'1E�( 4�F N & (0+1+�( O "!6�(0'�6�B 3 ?�?�? 9%9XÙ

�³�Y #"%$
G = {Gt}t>0 R  �6�BZ6 O  #"%,!( µµ & A
BZ6#' & B 3 K¼E�(�7*B�+�(X§U6� #"%, Ω P 7 4�F G�(0"!(0' 3 K

Gt 6= Ω
7 4�F +�6#GI(0"!(0'�( = (

t > 0; Gt1 ⊂ Gt2 ,
6� 4 & 0 < t1 < t2 <∞ &

⋃

t>0

Gt = Ω.

« Æ!¯
��� à����������*����� 9YãUävå!æ�ç¨è

0 < p, q ≤ ∞ é 0 < λ < ∞
ê¼ï#æ�ò é q < ∞ é

0 ≤ λ < ∞
êËï#æ�ò é q = ∞ ÿ�� ïfì�ï ú LMλ

p,q(G,µ)
í�õ�í ú�ù�ü þ é î û ì*í�æ�ç³ì ü0ù æ�ç¼ý�í²ý�æ
ï ó� å ù ë�� é�� f, µ �léIú îvïfì é îMö ó¥ù�ü Ω

ê�æpë!í ù ï#þ ù í � ëYý üXú�é�ù í`ìYîMí �/û ì é q <∞

‖f‖LMλ
p,q(G,µ) =

( ∞∫

0

(
t−λ‖f‖Lp(Gt,µ)

)q dt

t

)1/q

<∞,

é¥û ì é q = ∞
‖f‖LMλ

p,∞(G,µ) = sup
t>0

t−λ‖f‖Lp(Gt,µ) <∞,

ð`ø0ï
‖f‖Lp(Gt,µ) =

(∫

Gt

|f(x)|pdµ

) 1

p

,

ï8æ�ò é p <∞
ê é

||f ||L∞(Gt,µ) = ess sup x∈Gt
|f(x)| ≡ inf

g⊂Gt: µ(g)=0
sup

x∈Gt\g
|f(x)|,

ï8æ�ò é p = ∞ ÿ
��'�(% #"%'*)�+� #"%,!(

LMλ
p,q(G,µ)

F , 4�F 6#"! F (
7�+ & B & A�,Y)�' & )�+1"!(0,³( 20¤ 6 = ( 4 (0G1) 4 $0µ+�( = (¥E1'�(% #"%'*)�+� #"%,Y)/" & E*)/-/(0'1' & ? ��'�(% #"%'*)�+� #"%,Y) LMλ
p,q P (0W�6#, & 7�+*( P  �(%(0"%,!6#"0µ 8"%,%� ª "² 4 ��W*) ª P E1' & GI(0"!(0'�(%B Gt = B(0, t) & µ R BZ6#'*)¨Öv6 2 6 = )¼+*) R

n ?Q )0BZ6#" & B P W1"!( 7 4�F ,! F G�( = (  �6�BZ6 O  #"%,Y) G
E�(�7*B�+�(X§U6� #"%, B�+�(X§U6� #"%,Y)

Ω P�
7�(0, 4 6#"%,!(0' FIª³¤ & KÜ�Y 4 (0, & ª « Æ!¯ P & 7 4�F ,! F GI( O BZ6#' 3 µ
+*)

Ω
E1'�(% #"%'*)�+� #"%,!(

LMλ
p,q(G,µ)

F , 4�F 6#"! F +�6#"%' & , & ) 4 $%+ 3 B P " ? 6 ?  �(% #"!( & "�+�6p"!( 4 $%GI( & A¨LM��+1G1N &1O P
µ
µs©�G1, & ,Y) 4 6#+1"%+ 3 KH+1� 4�ª +*)

Ω
?±p6 O  #"%, & "!6 4 $%+�( P 6� 4 & f ∈ Lp(G,µ) P f

+�6 F , 4�F 6#"! F
µ
µs©�G1, & ,Y) 4 6#+1"!+�( O+1� 4�ª +*)

Ω & τ > 0 P "!(¼Lv��+1G1N & F fχRn\Gτ
∈ LMλ

p,q(G,µ) P E�(0"!(%B��JW1"!(

||fχ
Rn\Gτ

||LMλ
p,q(G,µ) ≤

{
(λq)

− 1

q τ−λ||f ||Lp(G,µ),
6� 4 & q <∞,

τ−λ||f ||Lp(G,µ),
6� 4 & q = ∞.
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Ø '�(%BZ6 "!( = ( P 7 4�F +�6#G�(0"!(0'�( = (
τ > 0

LM��+1G1N & F fχ
Rn\Gτ

+�6 F , 4�F 6#"0µ
 F

µ
µs©�G1, & ,Y) 4 6#+1"%+*( O +1� 4�ª +*)

Ω
? « È E1'�(0" & ,%+�(%B  4 ��W*)06 P f F , 4�F 6#"! F

µ
µ©�G1, & ,Y) 4 6#+1"%+�( O +�� 4*ª +*)

Ω
? ¯

��'�(% #"%'*)�+� #"%,Y)�"%)�G�( = (�" & E*)� �+�6�B�+�( = (�'*)�A 4 & W1+ 3 B & (0E1'�687*6 4 6#+ & F B &¨& '*)�A#µ+�(%( 2 '*)�A�+ 3 6 (0E�6#'*)�"!(0' 3 P 7*6 O  #"%,%� ª³¤ & 6/, ©�" & K E1'�(% #"%'*)�+� #"%,Y)XK P & +1"!6#+� & ,%+�(& A���W*) 4 &  #$Ú,ÚE�(% 4 687�+ & 6 "%' & 7*6� F " & 4 6#" & F «  �B ? +�687�)�,%+ & 6T( 2 A
(0'1+ 3 6T #"0)�"%$ &¬ < P :�®°¯8?
¢ "!BZ6#" & BÛ 4 687�� ª³¤ & 6M #,!( O  #"%,Y)¼,%,!687*6#+1+ 3 K.E1'�(% #"%'*)�+� #"%, ?Þ ��ß�à��*á�â÷9Yã �"! #�ävå!æ�ç¨è

0 < p1 ≤ p2 < ∞ é G = {Gt}t>0 $ æ
ï�îvï � æ�ç¼ý�í µ �éIú îvïfì é îMö ó û í�ø�î ù í&% ï#æ�ç¼ýXê¶ç ü ë!í0ï¼þ�ç¨í ù ïfì ü ý0ï ù æ�ç¼ý�í µ(Gt) ≤ tβ
ý0ïfì ù íJø�ò�ôò�'¶õ�í0ð`í

β > 0 ÿ�� í0ð`ø ü
LMλ2

p2,q(G,µ) ↪→ LMλ1

p1,q(G,µ),
ð`ø0ï

λ2 = λ1 − β( 1
p1

− 1
p2

) ÿ�"!(! #>ävå!æ�ç¨è
0 < q0 < q1 ≤ ∞ ÿ)� í�ð8ø ü æ�å�*¼ï#æ�ç¼ý�åYï#ç û í�æ�ç¨í�ô ù�ù�ü ô

(λq0)
1

q0
êç ü ë ü ô.þ�ç¨í ù ïfì ü ý0ï ù æ�ç¼ý�í ||f ||LMλ

p,q1
(G,µ) ≤ (λq0)

1

q0 ||f ||LMλ
p,q0

(G,µ)

ý�ö �
û í`ò ù ô*ï#ç¨æ`ôDø�ò�ô ý�æ
ï ó f ∈ LMλ

p,q0
(G,µ)

ê é
LMλ

p,q0
(G,µ) ↪→ LMλ

p,q1
(G,µ). « ;!¯

+ í�ë üXú�ü ç¼ïfò�è!æ�ç¼ý�í ÿ ¿ ¯ ¢ N�6#+ & BV+�(0'�B��
||f ||Lp1

(Gt,µ) P 7 4�F ©�"!( = (J,!(% #E�( 4 $%A��!6�BZ F+�6#'*)�,!6#+� #"%,!(%B-,/.Ä 4 $07*6#'*)¼E1' & q = p2

p1
≥ 1 P "!( = 7�)

||f ||Lp1
(Gt,µ) ≤

(∫

Gt

|f(x)|p1qdµ

) 1

p1

1

q
(∫

Gt

dµ

) 1

p1

1

q′

= ||f ||Lp2
(Gt,µ)

(
µ(Gt)

) p2−p1
p1p2 .

0M #E�( 4 $%A�� F �! 4 (0, & 6 µ(Gt) ≤ tβ P E�( 4 ��W & BÚ"%'�6 2 �Y6�BZ(%6M, 4 (X§U6#+ & 6

||f ||
LM

λ1
p1,q(G,µ)

≤

( ∞∫

0

t−λ1t
β(

p2−p1
p1p2

)
||f ||Lp2

(Gt,µ)
dt

t

) 1

q

= ||f ||
LM

λ2
p2,q(G,µ)

.

¿�¿ ¯ ���! #"%$£ #+*)
W*) 4 )
q1 = ∞

?¶Ô ( = 7�) P ,!(% 8E*( 4 $%A
(0,Y)�, S &  #$  #,!( O  #"%,!(%B « Æ!¯ E1' &
t < τ, & BZ6�6�B Gt ⊂ Gτ &
||f ||LMλ

p,∞(G,µ) = sup
t>0

t−λ||f ||Lp(Gt,µ) = (λq0)
1

q0 sup
t>0

( ∞∫

t

τ−λq0
dτ

τ

) 1

q0

||f ||Lp(Gt,µ)
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:

≤ (λq0)
1

q0 sup
t>0

( ∞∫

t

(
τ−λ||f ||Lp(Gτ ,µ)

)q0 dτ

τ

) 1

q0

= (λq0)
1

q0 ||f ||LMλ
p,q0

(G,µ).
« Ç ¯

×  4 & q1 <∞ P "!(v7*(% #"%)�"!(0W1+�(¨,!(% #E�( 4 $%A
(0,Y)�"%$! F & +1"!6#'1E�( 4�F N & (0+�+ 3 B +�6#'*)Xµ,!68+* 8"%,!(%B

||f ||LMλ
p,q1

(G,µ) ≤ (||f ||LMλ
p,∞(G,µ))

1−
q0
q1 (||f ||LMλ

p,q0
(G,µ))

q0
q1

E1' & q0 < q1 & +*68'�)�,!68+* 8"%,!(!B « Ç ¯ P W1"!(v"!6�B� 
)0B 3 BT7�)06#"p+1��§¼+�(%6�, 4 (
§¨6#+ & 6 ?
1 �����/	����i���Ú9Yã2�"! #Uävå!æ�ç¨è

0 < p1 ≤ p2 <∞ ÿ�� í0ð`ø ü
LMλ2

p2,q ↪→ LMλ1

p1,q,

ð`ø0ï
λ2 = λ1 − n( 1

p1
− 1

p2
) ÿ�"!(! #Uävå!æ�ç¨è

0 < q0 < q1 ≤ ∞ ÿ�� í0ð`ø ü
LMλ

p,q0
↪→ LMλ

p,q1
.

+ íXë üXú0ü ç¼ïfò�è!æ�ç¼ý�í ÿ ±p(% #"%)�"!(0W1+�(p,!(% #E�( 4 $%A
(0,Y)0"%$! F AX)0BZ6#+�( O +�(0'�B 3 ||f ||Lp(Gt,µ)+*)
||f ||Lp(B(0,t)) P ( 20¤ 6 O BZ6#' 3 R +*) 4 & +�6 O +1� ª BZ6#'1�pÖv6 2 6 = ) & E1' & BZ6#+ & "%$v #,!( O µ 8"%,Y) S )�'*) B(0, t)

?
354²�6����à � ß��/7/8��
7 � à�ß
	���àYâ��9	����

LMλ
p,q(G,µ)

±p(0GI)�AX)�+�( P W1"!(M'�6#A�� 4 $X"%)�"p,!6 ¤ 6� #"%,!6#+1+�( = (pBZ6#"!(
7�) & +1"!6#'1E�( 4�F N &1& E*)�' 3 ( 2 µ¤ & K 4 (0GI) 4 $%+ 3 KHE1'�(% #"%'*)�+� #"%,�" & E*)¼-/(0'1' & +*)XKY(
7 & "! F , S GI) 4 6�7�)�+1+ 3 KHE1'�(�µ 8"%'�)�+� #"%,M Ñ(
7 & +*)�GI(0, 3 B/E*)�'*)0BZ6#"%'�(%B  #�IBZB & '1�!6�BZ(% #" & P ,³"!(%B¥W &  4 6 & ,³+�687 & )Xµ= (0+�) 4 $%+�(%B  4 ��W*)06 P +�6#§¨6 4 & G 4 )0 � & W�6� #G & 6.E1'�(% #"%'*)�+� #"%,Y) -/(0'1' & P " ? 6 ? ,!6#'1+*) 4 6`7*� ª³¤ ) F & +1"!6#'1E�( 4�F N & (0+1+�) FÞ ��ß�à��*á�â Æ�ã�ävå!æ�ç¨è
0 < p, q0, q1, q ≤ ∞, 0 < λ0, λ1 < ∞, λ0 6= λ1

ê
0 <

θ < 1, Ω ⊂ R
n, µ $ σ � ë!í ù ï#þ ù�ü ôÛõ�í`ì�ïfò*ï�ý�æ�ë ü ô îvïfì ü/ù�ü Ω é G = {Gt}t>0

$ æ
ï�îvï � æ�ç¼ý�í µ �léIú îvïfì é îMö ó î ù í&% ï#æ�ç¼ý
Gt
ê�å!ø�í0ý�ò*ï#ç¼ý�í`ìIô�'�* éIó å!æ�ò�í0ý é ' « Æ!¯ ÿ

� í0ð`ø ü
(LMλ0

p,q0
(G,µ), LMλ1

p,q1
(G,µ))θ,q = LMλ

p,q(G,µ)

�������������������������� ·"%$!&�'!��(<*-,	.0/21�3�5�6 .0/21X9:/<;>=�?A@



9
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ð`ø0ï
λ = (1 − θ)λ0 + θλ1

ê û ì é þIïfîÝý²æ�í û å!ç¨æ�ç¼ý�å�'�*¼ïfî ù ïfì ü ý0ï ù æ�ç¼ý0ï
c1||f ||LMλ

p,q(G,µ) ≤ ||f ||
(LM

λ0
p,q0

(G,µ),LM
λ1
p,q1

(G,µ))θ,q
≤ c2||f ||LMλ

p,q(G,µ)
« ¦!¯

û í�æ�ç¨í�ô ù�ù ö�ï c1, c2 > 0 ú�ü ý é æ`ô�ç ç¨í8ò�è!ë!í í�ç þ é æ�ò*ï ù�ù ö ó û�ü ì ü îvï#ç³ì*í0ý
p, q, q0, q1, λ0, λ1, θ ÿ< â�á³��=â������V9Yã?> ü % ù ö|î í�õ�æ�ç¨í�ô�ç¼ïfò�è!æ�ç¼ý�í8îÝô*ý�ò�ô*ï#ç¨æ`ôÜç¨í�ç � ü ë!çUê¶þ�ç¨í.ýù ïfì ü ý0ï ù æ�ç¼ý0ï « ¦!¯ c1 é c2 ù ï ú�ü ý é æ`ô�ç í�ç æ
ï�îvï � æ�ç¼ý ü G é îvïfì*ö µ ê5þ�ç¨í û í ú@�ý�í`ò�ô*ï#ç ý>ø ü ò�è ù ï ��A ïfî ýCBXç¨í`î ù ïfì ü ý%ï ù æ�ç¼ý%ïUý�öZõ é ì ü ç¨è G é µ ê ú�ü ý é æ`ô�* é î éí�ç

f ÿ
+ í�ë üXú�ü ç¼ïfò�è!æ�ç¼ý�í ÿ 9%? ±p(0GI)�§¨6�BÚ, 4 (X§U6#+ & 6v,>(�7�+1�. 8"!(0'*(0+1�

(LMλ0

p,q0
(G,µ), LMλ1

p,q1
(G,µ))θ,q ↪→ LMλ

p,q(G,µ).

���! #"%$
f ∈ (LMλ0

p,q0
(G,µ), LMλ1

p,q1
(G,µ))θ,q & f = ϕ + ψ P = 7*6 ϕ ∈

LMλ0
p,q0

(G,µ), ψ ∈ LMλ1
p,q1

(G,µ)
? �³' & BZ6#+ FIF +�6#'*)�,!6#+� #"%,!(V- & +1GI(0,! #G�( = ( &,%A F ,¼"!(0W1+1� ª ,!6#'!KI+ ª³ª = '*)�+1$ P & BZ6�6�B

t−λ

(∫

Gt

|f(x)|pdµ

) 1

p

≤ 2
( 1

p
−1)+t−λ

((∫

Gt

|ϕ(x)|pdµ

) 1

p

+

(∫

Gt

|ψ(x)|pdµ

) 1

p
)

=

= 2
( 1

p
−1)+tλ0−λ

(
t−λ0

(∫

Gt

|ϕ(x)|pdµ

) 1

p

+ tλ1−λ0t−λ1

(∫

Gt

|ψ(x)|pdµ

) 1

p
)

≤

≤ 2
( 1

p
−1)+tλ0−λ

(
sup
s>0

s−λ0

(∫

Gs

|ϕ(x)|pdµ

) 1

p

+ tλ1−λ0 sup
s>0

s−λ1

(∫

Gs

|ψ(x)|pdµ

) 1

p
)

=

= 2
( 1

p
−1)+tλ0−λ

(
||ϕ||

LM
λ0
p,∞(G,µ)

+ tλ1−λ0 ||ψ||
LM

λ1
p,∞(G,µ)

)
,

= 7*6
x+ = max {0, x}

?
D ( = 4 )0 #+�( « ;!¯ AX)�G 4�ª W*)06�B P W1"!( LMλ

p,q(G,µ) ↪→ LMλ
p,∞(G,µ) P (0"%G1�X7�)� 4 68µ7��!6#"

t−λ

(∫

Gt

|f(x)|pdµ

)1/p

≤ 2
( 1

p
−1)+tλ0−λ

(
||ϕ||

LM
λ0
p,∞(G,µ)

+tλ1−λ0 ||ψ||
LM

λ1
p,∞(G,µ)

)
≤

�������������������������! #"%$!&�'!��( *-,	.0/21�3�5768.0/21X9:/<;>=�?A@
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ÆI9

≤ 2
( 1

p
−1)+tλ0−λ

(
(λ0q0)

1

q0 ||ϕ||
LM

λ0
p,q0

(G,µ)
+ (λ1q1)

1

q1 tλ1−λ0 ||ψ||
LM

λ1
p,q1

(G,µ)

)
≤

≤ c1t
−θ(λ1−λ0)

(
||ϕ||

LM
λ0
p,q0

(G,µ)
+ tλ1−λ0 ||ψ||

LM
λ1
p,q1

(G,µ)

)
,

= 7*6
c1 = 2

( 1

p
−1)+ max

{
(λ0q0)

1

q0 , (λ1q1)
1

q1

} ? �M(% #GI( 4 $%G1�
f = ϕ + ψ P "!(ÜB 3E�( 4 ��W & B

t−λ

(∫

Gt

|f(x)|pdµ

)1/p

≤ c1t
−θ(λ1−λ0)K(tλ1−λ0 , f)

& "!6�B£ 
)0B 3 B

||f ||LMλ
p,q(G,µ) =

( ∞∫

0

(
t−λ

(∫

Gt

|f(x)|pdµ

) 1

p
)q dt

t

) 1

q

≤

≤ c1

( ∞∫

0

(
t−θ(λ1−λ0)K(tλ1−λ0 , f)

)q dt

t

) 1

q

.

±v6 4 ) F AX)0BZ6#+1�JE�6#'�6�BZ6#+1+�( O tλ1−λ0 P 2 �X7*6�B & BZ6#"%$

||f ||LMλ
p,q(G,µ) ≤ c1|λ1 − λ0|

− 1

q

( ∞∫

0

(s−θK(s, f))q ds

s

) 1

q

=

= c1|λ1 − λ0|
− 1

q ||f ||
(LM

λ0
p,q0

(G,µ),LM
λ1
p,q1

(G,µ))θ,q
.

ÆI? ���Y #"%$
λ0 < λ1

? ±p(0GI)�§¨6�B£( 2 '*)�"%+�(%6v, 4 (X§U6#+ & 6
LMλ

p,q(G,µ) ↪→ (LMλ0

p,q0
(G,µ), LMλ1

p,q1
(G,µ))θ,q.

�³�Y #"%$
f ∈ LMλ

p,q(G,µ) & t > 0
? �M( 4 (
§ & BÚ7 4�F x ∈ R

n

ϕt(x) =

{
f(x),

6� 4 & x ∈ Gt

0,
6� 4 & x ∈ Ω \Gt

&
ψt(x) = f − ϕt(x).

�������������������������� ·"%$!&�'!��(<*-,	.0/21�3�5�6 .0/21X9:/<;>=�?A@
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È 3 E�( 4 + FIF AX)0BZ6#+1�JE�6#'�6�BZ6#+1+�( O s = tλ1−λ0 P E1' & KY(
7 & BÚGH 4 687�� ª³¤ 6�B���

‖f‖(
LM

λ0
p,q0

(G,µ),LM
λ1
p,q1

(G,µ)
) =

( ∞∫

0

(s−θK(s, f))q ds

s

) 1

q

=

= |λ1 − λ0|
1

q

( ∞∫

0

(
t−(λ1−λ0)θK(tλ1−λ0 , f)

)q dt

t

) 1

q

.

±U) 4 6�6 P (0N�6#+ & B +�(0'�B�� LM��+1G1N &1& ||ϕt||LM
λ0
p,q0

(G,µ) & ,!(% 8E*( 4 $%A��!6�BZ F +�6#'*)�,!6#+Iµ #"%,!(%BÛ- & +1GI(0,! #GI( = ( ? �M(% #G�( 4 $%G1� |ϕt(x)| = |f(x)|, x ∈ Gt, & |ϕt(x)| = 0, x /∈
Gt P & BZ6�6�B

||ϕt||LM
λ0
p,q0

(G,µ)
=

( ∞∫

0

(
s−λ0

(∫

Gs

|ϕt(x)|
pdµ

) 1

p
)q0 ds

s

) 1

q0

≤

≤ 2
( 1

q0
−1)+

( t∫

0

(
s−λ0

(∫

Gs

|ϕt(x)|
pdµ

) 1

p
)q0 ds

s

) 1

q0

+

+

( ∞∫

t

(
s−λ0

(∫

Gs

|ϕt(x)|
pdµ

) 1

p
)q0 ds

s

) 1

q0

=

= 2
( 1

q0
−1)+

(( t∫

0

(
s−λ0

(∫

Gs

|f(x)|pdµ

) 1

p
)q0 ds

s

) 1

q0

+

+

( ∞∫

t

(
s−λ0

(∫

Gs

|ϕt(x)|
pdµ

) 1

p
)q0 ds

s

) 1

q0

)
.

E�)0 � �BZ(0"%' & B£,%"!(0'�( OH& +1"!6 = '*) 4 & AX)0BZ6#" & B P W1"!(¼ �( = 4 )0 #+�( « Æ!¯ Gt R '*)0 S & ' FIª µ¤ & 6� F B�+�(
§¨6� #"%,Y) P "!( = 7�)
(∞∫

t

(
s−λ0

(∫

Gs

|ϕt(x)|
pdµ

) 1

p
)q0 ds

s

) 1

q0

=

( ∞∫

t

(
s−λ0

(∫

Gt

|f(x)|pdµ

) 1

p
)q0 ds

s

) 1

q0

=

�������������������������! #"%$!&�'!��( *-,	.0/21�3�5768.0/21X9:/<;>=�?A@
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Æ%;

=

(∫

Gt

|f(x)|pdµ

) 1

p t−λ0

(λ0q0)
1

q0

= c2t
−λ0+λ1t−λ1

(∫

Gt

|f(x)|pdµ

) 1

p

=

= c2t
−λ0+λ1 (λ1q1)

1

q1

( ∞∫

t

(s−λ1)q1
ds

s

) 1

q1

(∫

Gt

|f(x)|pdµ

) 1

p

≤

≤ c3t
λ1−λ0

( ∞∫

t

(
s−λ1

(∫

Gs

|f(x)|pdµ

) 1

p
)q1 ds

s

) 1

q1

,

= 7*6
c2 = 1

(λ0q0)
1
q0

, c3 = c2 (λ1q1)
1

q1 .
Ô )�G & B£( 2 '*)�A
(%B P

||ϕt||LM
λ0
p,q0

(G,µ)
≤ c4

(
J1(t) + tλ1−λ0J2(t)

)
,

= 7*6

J1(t) =

( t∫

0

(
s−λ0

(∫

Gs

|f(x)|pdµ

) 1

p
)q0 ds

s

) 1

q0

,

J2(t) =

( ∞∫

t

(
s−λ1

(∫

Gs

|f(x)|pdµ

) 1

p
)q1 ds

s

) 1

q1

,

c4 = 2
( 1

q0
−1)+ max {c3, 1}

?
±U) 4 6�6 P '*)0 � �BZ(0"%' & BÚ+�(0'�B��JLM��+1G1N &1& ||ψt||LM

λ1,q1
p (G,µ)

?IÔ )�G.G1)�G
ψt(x) = 0E1' & s < t & x ∈ Gs P )U,>(% #"0) 4 $%+ 3 K¥ 4 ��W*) F K |ψt(x)| ≤ |f(x)| P E�(0©�"!(%B��

||ψt||LM
λ1
p,q1

(G,µ)
=

( ∞∫

0

(
s−λ1

(∫

Gs

|ψt(x)|
pdµ

) 1

p
)q1 ds

s

) 1

q1

≤

≤ 2
( 1

q1
−1)+

(( t∫

0

(
s−λ1

(∫

Gs

|ψt(x)|
pdµ

) 1

p
)q1 ds

s

) 1

q1

+

�������������������������� ·"%$!&�'!��(<*-,	.0/21�3�5�6 .0/21X9:/<;>=�?A@
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+

( ∞∫

t

(
s−λ1

(∫

Gs

|ψt(x)|
pdµ

) 1

p
)q1 ds

s

) 1

q1

)
≤

≤ 2
( 1

q1
−1)+

( ∞∫

t

(
s−λ1

(∫

Gs

|f(x)|pdµ

) 1

p
)q1 ds

s

) 1

q1

.

�M(0©�"!(%B��
||ψt||LM

λ1
p,q1

(G,µ)
≤ 2

( 1

q1
−1)+J2(t)

?
Ô )�G & BÛ( 2 '*)�A
(%B P

K(tλ1−λ0 , f) ≤ c5(J1(t) + tλ1−λ0J2(t)),

= 7*6
c5 = c4 + 2

( 1

q1
−1)+ P & P  4 687*(0,Y)�"!6 4 $%+�( P

||f ||
(LM

λ0
p,q0

(G,µ),LM
λ1
p,q1

(G,µ))θ,q
≤ c5|λ1 − λ0|

1

q 2
( 1

q
−1)+(I1 + I2),

= 7*6

Iq0

1 =

( ∞∫

0

(
t−θ(λ1−λ0)q0

t∫

0

s−λ0q0−1

(∫

Gs

|f(x)|pdµ

) q0
p

ds

) q

q0 dt

t

) q0
q

&
Iq1

2 =

( ∞∫

0

(
t(1−θ)(λ1−λ0)q1

∞∫

t

s−λ1q1−1

(∫

Gs

|f(x)|pdµ

) q1
p

ds

) q

q1 dt

t

) q1
q

.

;I? ��' & BZ6#+ & B£+�6#'*)�,!6#+� #"%,Y) FM)�'!7 & P AX)�E &  
)�+1+ 3 6v,¼, & 7�6
∥∥∥∥

t∫

0

g(η)dη

∥∥∥∥
LMν

p,σ(G,µ)

≤
1

|ν|
||g(t)||LMν−1

p,σ (G,µ)
« Ó ¯

& ∥∥∥∥

∞∫

t

g(η)dη

∥∥∥∥
LMν

p,σ(G,µ)

≤
1

|ν|
||g(t)||LMν−1

p,σ (G,µ),
« Ù%¯

�������������������������! #"%$!&�'!��( *-,	.0/21�3�5768.0/21X9:/<;>=�?A@



¢ 2 (
7�+�(%B£( 2 ( 20¤ 6#+ &1&¥& +1"!6#'1E�( 4�F N & (0+1+�( O "!6�(0'�6�B 3 ?�?�? 9
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= 7*6
σ ≥ 1, µ > 0

,>E�6#'1,!(%BÛ+*68'�)�,!68+* 8"%,!6 & µ < 0
,!(>,%"!(0'�(%B P ) g R +�6�(0"%' & N*)Xµ"!6 4 $%+*) F & A
BZ6#' & B�) F +*) (0,∞)

LM��+1G1N & F ?;I?�9%? ��'�687�E�( 4 (
§ & B P W1"!( q0, q1 ≤ q
?�×  4 & λ0 < λ1 P "!( P E1' & BZ6#+ FIF +�6#'*)�,!6#+Iµ 8"%,!( « Ó ¯  ν = θ(λ1 − λ0)q0 > 0 P E�( 4 ��W & B

Iq0

1 ≤ (θ(λ1 − λ0)q0)
−1

( ∞∫

0

(
t−λ

(∫

Gt

|f(x)|pdµ

) 1

p
)q dt

t

) q0
q

,

(0"%G1�X7�) & BZ6�6�B
I1 ≤ (θ(λ1 − λ0)q0)

− 1

q0 ||f ||LMλ
p,q(G,µ).

0³A³)�+*) 4 ( = & W1+ 3 K> �(%( 2 '*)�§¨6#+ &1O P E1' & BZ6#+ FIF +�6#'*)�,!6#+� #"%,!( « Ù%¯  ν = (1−θ)(λ0−
λ1)q1 < 0 P E�( 4 ��W & B

I2 ≤ ((1 − θ)(λ1 − λ0)q1)
− 1

q1 ||f ||LMλ
p,q(G,µ).

D 4 687*(0,Y)�"!6 4 $%+�( P
||f ||(

LM
λ0
p,q0

(G,µ),LM
λ1
p,q1

(G,µ)
)

θ,q

≤ c7||f ||LMλ
p,q(G,µ),

= 7*6MG�(0+� #"%)�+1"0)
c7
AX)�, &  & ">"!( 4 $%G�(²(0"²E*)�'*)0BZ6#"%'�(0, q0, q1, q, λ0, λ1, θ

?;I? ÆI?*È ( 20¤ 6�BÛ 4 ��W*)06vE1' & 0 < q0, q1 ≤ ∞
E�( 4 (
§ & B τ0 = min{q0, q}, τ1 =

min{q1, q}
? D ( = 4 )0 #+�(²"!6�(0'�6�BZ6 9 & S ) = )0B Æ & ;I?�9

||f ||(
LM

λ0
p,q0

(G,µ),LM
λ1
p,q1

(G,µ)
)

θ,q

≤ max{(λ0q0)
1

τ0
− 1

q0 , (λ1q1)
1

τ1
− 1

q1 }×

×||f ||(
LM

λ0
p,τ0

(G,µ),LM
λ1
p,τ1

(G,µ)
)

θ,q

≤ c8||f ||LMλ
p,q(G,µ),

= 7*6¼GI(0+� #"0)�+1"%)
c8 = max{(λ0q0)

1

τ0
− 1

q0 , (λ1q1)
1

τ1
− 1

q1 } · c̃7 & c̃7 E�( 4 ��W�6#+�( & A c7E1��"!6�B AX)0BZ6#+ 3
q0, q1

+*)
τ0, τ1

?
Ç ?1×  4 & λ1 < λ0 P "!(¼ �( = 4 )0 #+�( S ) = )0B Æ µ ; 2 �X7*6�B & BZ6#"%$ P W1"!(

||f ||(
LM

λ0
p,q0

(G,µ),LM
λ1
p,q1

(G,µ)
)

θ,q

≤ ||f ||(
LM

λ1
p,q1

(G,µ),LM
λ0
p,q0

(G,µ)
)

1−θ,q

≤ c9||f ||LMλ
p,q(G,µ),

�������������������������� ·"%$!&�'!��(<*-,	.0/21�3�5�6 .0/21X9:/<;>=�?A@
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= 7*6
c9

E�( 4 ��W�6#+�(TE1��"!6�B÷AX)0BZ6#+ 3 ,
c8 λ0, λ1, q0, q1, θ

+*)
λ1, λ0q1, q0, 1 − θ PE�(0"!(%B��JW1"!(

(1 − (1 − θ))λ1 + (1 − θ)λ0 = λ
?Ô )�G & B ( 2 '*)�A
(%B P "!6�(0'�6�B�).7*(0G1)�AX)�+*)¥E1' & q < ∞

?|×  4 & q = ∞ P "!(HE�(% 4 6AX)0BZ6#+ 3 & +1"!6 = '*) 4 (0,£+*)  �(%(0"%,!6#"! #"%,%� ª³¤ & 6T #��E1'�6�B��IB 3 '*)0 � #��§¨7*6#+ & F 2 �X7���")�+*) 4 ( = & W1+ 3 ?*Ô 6�(0'�6�B�)U7*(0G1)�AX)�+*)¨E*( 4 +�(% #"%$ ª ?
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