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ОЦЕНКИ ЛИНЕЙНЫ Х ПОПЕРЕЧНИКОВ КЛАССОВ  
В СИМ М ЕТРИЧНОМ  ПРОСТРАНСТВЕ

В статье рассмотрены симметричное пространство периодических функ
ций многих переменных и класс Никольского-Бесова в этом простран
стве. Доказаны оценки сверху линейного поперечника класса Никольского- 
Бесова по норме пространства Лоренца.
Ключевые слова: симметричное пространство, класс Никольского-Бесо
ва, линейны й поперечник.

В в е д е н и е

Пусть R m — m  - мерное евклидово пространство точек x  = ( x i , . . . ,  x m)
с вещественными координатами; I m = {X €  R m; 0 <  Xj < 1; j  =
1 , . . . ,  m }  — m  - мерный куб.

Банахово пространство X  измеримых по Лебегу на I m функций назы
вается симметричным,

1. если из того, что \ f  (X)| <  \g(X)\ почти всюду на I m и g € X  следует, 
что f  € X  и | |f  Ух =  \\g\\x;

2. из f  € X  и равноизмеримости функций \ f  (X)\ и \g(X)\ следует, что
g € X  и \ f  ||х  =  Ы \ х  (см. [1], c. 123).

Здесь и в дальнейшем \\f ||х  означает норму элемента f  € X .
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Г. А к и ш е в6

Пусть Xe(t) — характеристическая функция множества е С I m . Функ
ция ф(це) = ||Хе||х называется фундаментальной функцией пространства 
X , где fie — мера Лебега множества е. Таким образом, фундаментальная 
ф ункция симметричного пространства X  есть функция ф(і) = ||Х[о,*]||х 
определенная на отрезке [0,1]. Фундаментальную функцию ф(і) симмет
ричного пространства можно считать вогнутой, неубывающей, непрерыв
ной на [0,1] функцией, причем ф(0) =  0 (см. [1], с.137). Такие функции на
зываются Ф - функциями. Далее, X(ф)  означает симметричное простран
ство с фундаментальной функцией ф.

Будем рассматривать сепарабельные симметричные пространства 1- 
периодических функций. Примеры сепарабельных симметричных про
странств:

1. L q(Tm) = L q — пространство Лебега с нормой (см. [2])

\  1/q
\ f  (2nX)\q dX) , 1 < q <  +rc>.

Jm

Здесь и в дальнейшем T m = [0, 2n]m .
2. Пространство Лоренца L qg ( T m) с нормой

Ш f *(т)dT)  іӨ(1 " 1>" 1di}  < + o ° ’

1/Ө

1 < q < + ro , 1 < Ө < + ro , где f  *(т) — невозрастающая перестановка 
функции \ f  (2nX)\ (см. [1], с. 83).

:Д ля данной функции ф(і), t  €  [0,1] положим ф(і) =  , t  €  (0,1] и

a ^  =  lim , вф =  lim ■
v Ш  ф(і) t ^ 0 ф(і)

Известно, что для любого симметричного пространства X(ф)  справедливы 
неравенства 1 <  а ф < в Ф < 2.

Функция f  € L 1 (Tm) = L  (Tm) разлагается в ряд Фурье

f  (2nX) -  ^  an ( f ) ei{n'2nx), X € I m ,
m
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где an ( f ) — коэффициенты Фурье функции f  € L 1 ( T m) по кратной три
гонометрической системе {eikn,2nx) }zm, и Zm — пространство точек из Rm 
с целочисленными координатами. Положим

W , x )  = £  а-к( f ) e i k2nx \
k£p(s)

m
где (y, X) = 52 yj X j , s =  0,1, 2 , . . . ,  

j=i

p(s) = {k  = (k1, . . . ,  km) € Z m : [2s-1] <  \kj\ <  2s , j  = 1 , . . . ,  m }  .

Пусть X (ф) — симметричное пространство и 1 < а ф < в Ф < 2,
1 < Ө < ж и r > 0. Рассматриваются классы Никольского, Бесова ([2], [3])

В Ь  =  { f  €  X(ф)  : (  £  2sr" | | « / ) | |X )  <  1 }•

H'x  =  { f  €  X (ф) : sup 2” ' WS,(f )||_Y <  1 } .
I s&Z+ )

Приведем определение линейного поперечника, который был введен 
В.М. Тихомировым [4].

О п р е д е л е н и е . Пусть W  — множество в банаховом пространстве X . 
Тогда линейный поперечник множества W  в пространстве X  (обозна- 
чется Xm  ( W , X )) определяется согласно формуле

Xm ( W , X ) = inf sup | |f  -  A f  ||x ,
A f&W

где inf берется по всем действующим в X  линейным операторам A,  'раз
мерность области значений которых не превышает M .

В одномерном случае для класса Соболева Wp  при условии r > (1 — 1)+ 
известна следующая оценка

Xm  ( W rp , L q) x  M -r+(p-  -)+

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2015. Том 15. № 1 (55)
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где a+ = max{a, 0}. Это соотношение в случае 1 <  q < p < ж установлено 
в работах В.М. Тихомирова [4], а в случаях 1 <  p < q < 2, 2 <  p < q < ж
— Р.С. Исмагилова [5], В.Е. Майорова [6].

В многомерном случае оценки линейных поперечников для классов 
Соболева W r , Никольского H r , Бесова В г ө получили В.Н. Темляков [7],
Э.М. Галеев [8], [9], А.Д. И заак [10], А.С. Романюк [11], [12], Д .Б . Базар- 
ханов [13].

Цель настоящей статьи найти оценки линейного поперечника выше 
определенного класса В гх  ө в пространстве L q,т (Tm).

Через C(pj ,q,r,y)  обозначим положительные величины, зависящие от 
указанных в скобках параметров, вообще говоря, различные в разных ф ор
мулах. Запись A  (y) х  В  (y) означает, что существуют положительные по
стоянные C i, C 2 такие, что Ci • A  (y) < В  (y) < C2 • A  (y).

1 В с п о м о г а т е л ь н ы е  у т в е р ж д е н и я

Сначала приведем некоторые дополнительные обозначения и вспомо
гательные утверждения.

Пусть

n1 nm _ _
Tn(x) =  E  ••• E  ak ,  kme " * ^  =  E  a-t e1* ^

k1——П1 km——nm \k\<n

— полином по кратной тригонометрической системе порядка nj  €  N по 
переменной Xj , j  = 1 , . . .  ,m .  Здесь неравенство \к\ < П понимается в том 
смысле, что \k j \ < nj  для  всех j  = 1 , . . . ,  m.

Пусть lpm обозначает пространство R m с нормой

m

iix i b  = (У 2  \x j\p )1/p, 1 < p <  + ж  iix i b  = ™ ax \x j \ ,p = + ж
j —1

и Bpm — единичный шар в lpf.
В дальнейшем будем пользоваться следующими утверждениями.

Л е м м а  1. (см.[14\, лемма 4). Пусть даны Ф-функции ф1(х) и ф2(х), x  €
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(0,1] и вф-і < аф2. Тогда для функции

Ф2(х>
Фі(х> '
0, X =  0

ө(х)  =  {  Ш . X € 1],
0 , X =  0

существует Ф-функция 01(x ), для которой аө1 > 1 и 01(x ) х  0(x ), X € 
[0,1].

Л е м м а  2. Пусть X(ф),  Y (ф) — симмтеричные пространства и 1 < вф < 
а ф. Тогда для любого тригонометрического полинома Tn выполняется  
неравенство

,ф ( п  m=1 n - 1) 

ф(П7=1 n - 1 )
WTn||у  <  е  j  і T ІІх

Доказательство леммы 2 приведено в [15].

Л е м м а  3. ([8], [9]). Пусть s € Nm, f  € Q(p(s)), Mg € Z+, Mg < 2S ^  =  
11™= 2Sj. Тогда при 1 < p,q  < + ж  существует линейный оператор Л м - : 
Э (p(s)) ^  Э (p(s)), размерность области значений которого не превыша
ет M g и такой, что

Ilf -  Лм-в f  ||q х  \ M , ( B f ’V>, l f I}) 2<g>1>< f  - 1 >,„ llp.

Л е м м а  4. (см. [16], [11]). Пусть M  < m,  1 < p < 2 < q < + ж , 1/p + 1/q > 
1. Тогда

AM ( B m , i m )  х  m a x jmp  «, m in |1 , m q M  2 j

2. О с н о в н ы е  р е зу л ь т а т ы

Т е о р е м а  1. Пусть X(ф) — симметричное пространство, L qT — про
странство Лоренца и log2 вф < 1/q < 1/2 <  log2 а ф < log2 в ф < 1,
1 < т < ж, 1 < Ө < ж, где ф(і) = ф щ , t €  (0,1).

Если  log2 в ф — 1/q < r / m ,  то

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2015. Том 15. № 1 (55)



1 0  Г . А к и ш е в

Доказательство.  Пусть f  € В гх ө . Д ля числа M  € N выберем натуральное 
число n  такое, что 2nm < M  < 2(n+1)m.

Введем обозначение M s = 2sm, если s = 0 , 1 , . . . , n  и M s = 
[2s(m+a)2—sma], если s = n  + 1 ,n  + 2 , . . . .

Из условия log2 — 1/q < r / m ,  следует, что В гх  ө С L q,т ( Im). Действи
тельно, в силу свойства нормы и неравенства разных метрик в симметрич
ном пространстве (см. лемма 2) получим

C© OO л —Sm2 q
q,r < ^ 2  P s ( f  )\\q,T < C ^ 2  m(2—sm) l^ s ( f  ) ІХ

s—n s—n ф(2 )s—0 s—0

Далее, применяя неравенство Гельдера будем иметь

1/Ө { ~  /9  — sm( m +1) \Ө' } 1/Ө'r ж \ 1/ө s ж / 0 — sm(-  + - ) \  ө \ 1

qr < C { s—0 { s —0 }

где 1/Ө + 1/Ө1 = 1. Из условия log2 в Ф — 1/q < r / m ,  следует, что ряд

“  / - l —s m  m+ q Л  ө'

М v (2—sm) )
сходится. Следовательно f  € L q,T(Tm). Этим доказано, что В Х  ө С 
Lq, т ( T m).

Согласно лемме 3 для каждого числа M s существует линейный непре
рывный оператор Л м д, для которого верно утверждение этой леммы. Рас
смотрим линейный непрерывный оператор Л м  ранга M , действующий на 
функцию f  € В Х  ө по формуле

Ж
Л м  f  (x) = ^ Л м е Ss ( f , x ) .s

s—0

Выберем число qo > q > 2. Тогда, как и выше, можно доказать, что В Х  ө С 
Lqo(Tm). Поэтому f  — Л м f  € Lq0(Tm). Так как q < qo, то Lq0(Tm) С
Lq,T ( T m) и

| |f  — Л м  f  ||q, т <  C  | |f  — Л м  f  ||qo .

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2015. Том 15. № 1 (55)
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Теперь применяем теорему Литтльвуда -  Пэли (см. [2], С. 54) : 

I f  — Л м  f  ||q , т < C  I f  — A m  f  11 qo <

(  ж \  1/2

( X /  \^s( f )  — A Ms 6s( f  ) \M под-
\s=n+1 )

< l l (  > ]  M f ) — A m s Ss ( f  ) M  11 qo. (1)
^s=n+1

Так как 2 < qo < + ж ,  то в силу неравенства Минковского из (1) получим

( ж \  1/2
I f  — Л м f  ||q,r  <  C  £  I M f ) — A m s6s ( f )|2o

\s=n+1 )

Выберем число p0 такое, что log2 вф < 1/p0 < 1/q0 < 1/q < 1/2. Тогда в 
силу того, что log2 вф = 1 — log2 а ф имеем log2 а ф = 1 — log2 вф > 1 — 1/p0 = 
1/po > 1/2. По лемме 3 справедливо неравенство

¥ , ( f ) — Л м , 6 s ( f )liq„ < c Xm , ( b % " ) 2 sm(& - » ) ||6 ( f ) ||и ■

Поэтому

/  ж \  1/2
i f  — Л м П , ,  < с  £  Х \ , , { в р ™  л Г ) 2' т ( " ' » )2| І « ( Л і и  .

\s=n+1 )

По лемме 4
B 2 :  , c )  <  C  2sm is 2m - 1/2.

Поэтому

— A m f  Hq,T < c (  f  (2smiS M - 2) 22sm(plo- ад)2||6 s(f) HjPô  
\s=n+1 )

1/2

(  ж 2 \  1/2 
=  C  £  M s-12smpo U6s(f )|2o .

\s=n+1 )

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2015. Том 15. № 1 (55)



1 2  Г . А к и ш е в

Так как log2 а ^  > pO, то применяя неравенство разных метрик для три
гонометрических полиномов в симметричном пространстве (см. лемма 2), 
получим

(  ж 2—~  2 \  1/2
\ \ f — Лм f л , , т< M —12" m" ( n«s( f ) \ і хj  =p (2—sm),

1/2
^11 £s( f )\\2, \

p (2—sm),(Ж 1 2  V

jC  "^ iX J
ЭТ

= C  I V  M —4  , }  m  1 2\\6s(f)\\X

для любой функции f  € В ГХ ө. 
Введем обозначение

( ж  1 2  \  1/2
( £ + M —i ф — т ) )  “i s(f )«X J .J 1 = |  /  , M s \ . / n - sm\ I \\°s(J ) \ X

У читывая значение чисел M s = [2n(m+a)2 sma\, будем иметь

1/2

(Ж 1 2  \

£ 2sm° ( "ш >“* )

Так как log2 в ф < r / m ,  то выберем число а  > 0 такое, что log2 в Ф < 
r / m  — а / 2  < r / m .  Следовательно, по лемме 1 для функции

t  m 2
g(t) = - ф щ - , t  € (0, (2п)т], g(0) = 0

существует Ф -  функция д1 такая, что gt х  g(t) и а д1 > 1. Поэтому

~)—sm( — + -)/ кm ' q'

ф(2—тan<s<+^ an<s<+ж
V  -  — <  C  У  g1(2—sm)2—sm£ <
^  Lp(2—sm) ~  ^  ~

2—nma( r + - )
<  C g1(2—nma) 2—sm£ < C g1(2—nma)2—nma£ < C — ^2_nma)

an<s<+w
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О ц е н к и  л и н е й н ы х  п о п е р е ч н и к о в  к л а с с о в  1 3

для всех s > n. Следовательно,

1/2

(ж 1 2  \
1 +  ф 2 т )  і м л і х ]  <

{ ж -sm(r  - a ) ) 2 \  1/2
<  (  Е  ( - ( 2 - 1 , )  ) (2^Г U W  )U-X ) 2j  <

( f  2‘r2US,(f ) | | X)
\s=n+1 )

( f  2s 2 HS,(f) | | X)
\s=n+1 )

Тогда

2 -nm(m -  2) /  ж  2 2 4 1/2
<  C  ф{2- n m } ) | 2Y

, + , q-nm(r  -  a ) __(m + a) 2 m 2 ' i \   ̂ ^
J 1 <  C 2 - n  2 V  2sr2U6s(f)U2x

1/2
-  f Y '  2sr2ll6 J f ) \ \ 2  )

- ( 2 -n m )

для любой функции f  € В гх ө  при условии log2 в ф < r / m .  Следовательно

1/22-  nr ж
Hf — Лм f | | , т  <  C 2 “Г - ^ - n -  ( £  2*r2 |S » (f>|?х)

для любой функции f  € В ^ ө  при условии log2 в ф < r / m .
Пусть 1 <  Ө < 2. Тогда применяя неравенство Йенсена (см. [2], с.125) 

получим

nm 2
— ЛМ f  ||q>T <  C 2“ ̂  -(:2- n - - ) l > , 2SrУ|I6s ( f  )IIX( f  2 'гӨ | | Ш  ) |X j

1/Ө

для любой функции f  € В ^ ө  при условии log2 в ф < r / m .
Пусть 2 <Ө < + ж .  Тогда полагая в  = Ө/2, 1 / в  + 1 /в '  = 1 и применяя 

неравенство Гельдера, будем иметь

(  ж 1 2  \  1/2 (  ж \  1/Ө
[  1 +  2” ' " ( - 2 - - ) )  | 6s ( f ) |X j  <  ( £ 2’гӨUMf ) | i Xj

nr

X
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/  ^  ^ 2-sm(m - 2 > х2^л,2-sm(m - 2>  ̂2 в \ 2в

ф(2- sm )

Так как log2 в ф < r / m  — a / 2  < r / m ,  то из леммы 1 следует, что

!  ^  ( 2-sm(m - f > 2в ^  ^ -nm(m - 2 >

L i n + Л  ф(2-sm) > )  < C
ф(2- п m)

Поэтому

( 1 \2  Л  1 2-nm( m -  a > (  ~  ө )  p
E  ■■‘" ’“' i n « f ) | х ^  <  g  ( £ 2  и а д и х ]

при условии log2 в ф < r / m .  Следовательно,

(m + a) 2-nm( m -  a >
J1 < g 2 - n  2 ----   —

ф(2-п m)

в случае 2 < Ө < + ж  для любой функции f  € В х  ө при условии log2 в ф < 
r / m .  Тогда

О —nr
Ilf — Л м  f  11 q,т <  C 2- ^ ф(2- nm)

в случае 2 < Ө < + ж ,  для любой функции f  € В х  ө при условии log2 в ф < 
r /m .

Таким образом,

О —nr
| | f  — Л м  f  11 q, т <  C  2- ^ ф(2- nm)

для любой функции f  € В х  ө при условии log2 в ф < r / m ,  2 < Ө < + ж . 
Следовательно,

( ) 2-nm( m+2 >
Хм  ( В гх  л  < g  —  --------—м  V х ,ө) Lq ,т — ф(2~nm)

при условии log2 в ф < r / m ,  1 <  Ө < + ж . Теорема доказана. □

х

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2015. Том 15. № 1 (55)



О ц е н к и  л и н е й н ы х  п о п е р е ч н и к о в  к л а с с о в  15

Т е о р е м а  2. Пусть X (ф) — симметричное пространство, L q, Т — про
странство Лоренца и 1/q < log2 а —, log2 а — < log2 в — < 1, 1 < т  < ж,

t
—(t> ■1 <  Ө < ж, где ф(і) =  , t  € (0 ,1). Если  1 — 1/q < r / m ,  то

Хм B rX j ) LqТ < C M - ( m+ q- 2>.

Доказательство.  Пусть f  € В х  ө. В силу неравенства треугольника, лем
мы 2 и неравенства Гельдера будем иметь

^  (  2- s q  \
q т < ^ s ( f ) | х  <

/  \  1/ө (  ж о-sm( — + -> ө/)  1/ө<(g ||«ли х )  (Л ̂ (̂2-m̂)) ■ (!)
где 1/Ө + 1/0'  =  1.

Так как по условию теоремы 1 — 1/q < r / m  и известно, что log2 в — < 1,
то log2 в — < 1/q +  r / m .  Поэтому из леммы 1 следует, что

^  сл — smi \— > л/

Е/2  Km^q> \ ө
V ф(2- ^ ) )  < + ж .

~  2-sm(m+ p>

s=1V ф(2- sm)

Тогда из (1) получим В гх  ө С L q, т (Tm).
Теперь выберем число р0 такое, что 1/q <  1/p0 <  log2 а —. Тогда 1 /p0 =  

1 — 1/p0 >  1 — log2 a — =  log2 в —.
Выше мы показали, что В х  ө С L q,т(Tm) и из неравенства 1/q <  1/Р 0 

q
Используя лемму 2 можно доказать, что

1/т

следует, что L q,т( I m) С L p  ( T m). Следовательно В х  ө С L p  ( Tm).

( ж  ^ 2-sm /q х т Л
{ £ ( ^ и і х )q т < C V  И М/ ) » х  . (2)

Теперь к функции f  — Л м  f  € L  / ( I m) применяем неравенство (2). ТогдаР0

(те \  1/т
^ 1̂ -1^ н а д ) —Л м вш щ А  . (3)
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Далее, пользуясь леммой 3 при q = p0, получим

w r n ) —Лм.  « л \ і „ 0 < м  ( в pom , < г

Поэтому из неравенства (3) находим
\ 1

м д \ я, т ^ \  > 2 smipo— 1 )т Хтм . В ;  , l P m ) 2 Sm[p Й )т \\6s (f)\\l Т\po(Ж /J.__1)
у ^ 2 po q ^ тм .,(в і  , ip o )
s—0 o

(  ж 1 1 ( )  ) 1/т
=  c ( £  2sm( i —q )т х м .(  BpO” , t r )  \ \ W ) r m ] . (4)

Теперь применяем лемму 4 при q = p0. Тогда из (4) получим

(  ж 1 1  sm 1 т \  1/т
Bf — Л м  f  |\„ , <  c (  s —0 2 'm(po— q)т (2 p0 m s 2 ) | \ < W ) I U  =

(  ж 1 т \ 1/т 
= C  ( 2sm(1— q)тM — 2 P s ( f  )\\тР0\ . (5)

Так как log2 в ф < 1/p0, то

\\6s(f)\|po <  C \\6s(f) | |x .

Поэтому из (5) следует, что

(  Ж 1 _ T \  1/т 
\\f — Л м f  Ікт <  c  ( £  2sm(1—q)тm s 2 \\6s(fWx J . (6)

Значения чисел Ms = [2n(m+a)2—sma] подставим в (6)

(  ж \  1/т
\\f — Л м  f  \и,т < C  f 2sm(1— q )т (2—n(m+a)2sma) 2 \ \5 s ( fW x j  =

(ж \  /̂т
s ^ 2 sm(1—1 )т (2sma) 2 2—-згт 2srT ||5s ( f ) \X ) . (7)
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Если т < Ө, то в силу того, что по условию теоремы r / m  > 1 — 1/q, выберем 
положительное число а  такое, что 1 — 1/q < r / m  — а / 2  < r / m .  Тогда из 
неравенства (7), учитывая неравенство Иенсена (см. [2], с.125), получим

/ ж  \  1/ Т
Uf — Л м  f  ||q , т < C 2- n = ^  2-nm( m -  2 -1 + qM J 2  2srT a S s ( f W x J  <

(  ж \ 1/Ө
< c 2-nm (2+ m -1+ qW  g  2srӨ||6s(f ) | | Xj

для любой функции f  € B X  ө при условии т < Ө, r / m  > 1 — 1/q.
Таким образом

Uf — Л м  f  |1 q, t < C  2-nm( 2 + m-1 + -) (8)

для любой функции f  € B X  ө при условии т < Ө, r / m  > 1 — 1/q.
Если Ө < т, то применяя неравенство Гельдера с показателем в  = т/Ө, 

1 / в  +  1 /в  = 1 ,  из неравенства (7) получим

(ж \  1 f  ж
' £ 2 ,гӨ | | « / ) | |X  £ :

s= s=

Ilf — Л м f  Uq,T < C 2 - n^  I > у ™||6s(f)||X  Г  Г > ж 2-sm (m- a -1 + -)т^  ^

Выбрав числа а: r / m  — а / 2  — 1 +  1/q >  0, получим

(  ж \  1/Ө
Uf — Л м f  ||q,r  <  C2-nm++^l 2srӨ| | ё s ( m өx j  2- n m ( m - 2 -1 + q)

для любой функции f  € B X  ө при условии Ө < т, r / m  > 1 — 1/q. Следова
тельно,

| |f  — Л м  f  ||q, t < C  2-nm( m + - -  2) (9)

для любой функции f  € B X  ө при условии Ө < т, r / m  > 1 — 1/q.
Таким образом, из неравенств (8), (9) следует, что

sup | |f  — Л м  f  11 q , т < C  2
f
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для всех 1 <  Ө < + ж ,  1 < т < + ж , при условии r / m  > 1 — 1/q. Теорема 2 
доказана. □

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта 0740/ГФ КН 
МОН РК.
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Ақышев Ғ. СИ М М ЕТРИ Я Л Ы Қ  К Е Ң ІС ТІК ТЕ ГІ КЛАСТАРДЫ Ң 
С Ы ЗЫ Қ Т Ы Қ  ҚИ М АЛАРЫ Н БАҒАЛАУ

М ақалада көпайнымалы периодты ф ункцияларды ң симметриялық ке- 
ңістігі және осы кеңістіктегі Никольский-Бесов класы қарастырылған. 
Никольский-Бесов класының сызы қтық қималарының Лоренц кеңістігінің 
нормасында жоғарыдан бағалаулары табылған.

Akishev G. TH E ESTIM ATES OF TH E LINEAR W IDTHS OF CLASSES 
IN TH E SYMM ETRICAL SPACE

In tfos paper there are сош іёегеё symmetrical space of p e rio d s  functions 
of many variables and M ^l'sW -B esov class іп tfos space. There are proved the 
estim ates from above of the lmear ■mdths of M ^l'sW -B esov class іп the norm 
of the Lorentz space.
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НЕЛИНЕЙНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ  
ПСЕВДОДИФ Ф ЕРЕНЦИ АЛЬНЫ Х ОПЕРАТОРОВ

В работе строится нелинейный метод приближенного восстановления псев- 
додифференциальных операторов с символами из специальных классов. 
Даются оценки погрешности на единичных шарах подходящих функ
циональных пространств типа Никольского-Бесова и типа Лизоркина- 
Трибеля для некоторых соотношений между параметрами классов сим
волов и функциональных пространств.
Ключевые слова: псевдо-дифференциальный оператор, приближ енное вос
становление, нелинейный метод, пространство функций, смешанная 
гладкость.

В в е д е н и е

Пусть N, Z, R, C — множества натуральных, целых, действительных и 
комплексных чисел соответственно; No =  N U {0}; R+ =  (0, +го); для 
m  £  N zm = {1 ,2 , . . . , m } ;  Tm = (R /Z )m — m -мерный тор. Д ля x  = 
( x i , . . . ,  x m), y = (yi, . . . , y m) £  Rm положим x y  = x i y i  +  . . .  +  x mym , ||x|| =  
л/ x x ,  \x\ = |x i| +  . . .  +  \xm\, =  m ax{|xK| : К £  Zm}.

Пусть S (Rm) и S ;(Rm) — пространства Ш варца пробных функций и 
распределений на Rm соответственно; f  = F m ( f ) и f  = F m l ( f ) — прямое

© Д.Б. Базарханов, 2014.
Keywords: pseudo-differential operator, approximate recovery, nonlinear method,

function  space, mixed smoothness.
2010 Mathematics Subject Classification: 41A45, 26B40.
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и обратное преобразования Фурье f  £ S ;(Rm). Далее, пусть S ;(Tm) — 
пространство 1-периодических (по всем переменным) распределений, т.е. 
совокупность всех f  £ S ' ( R m) таких, что ( f , y (  + A)) = (f ,ф) для всех 
у  £ S (Rm) и любых X £ Zm. Хорошо известно, что f  £ S ;(Tm), если и 
только если supp f  С Zm, т.е. распределение f  обращается в 0 на открытом 
множестве Rm\Z m.

Рассмотрим гладкий символ ф : Rm х Rm ^  C (т.е. ф( •, •) £ 
C ^ ( R m х R m)) и гладкий периодический символ ф : Tm х Zm ^  C (т.е.

,£) £ C ~ (T m) для каждого £ £  Zm) и соответствующие им ф ормаль
ные псевдодифференциальные операторы (ПДО)

i ( x ,  D) : f  (x) ^  i ( x ,  D ) f  (x) = I  f ( £ ) i ( x ,  £)e2nt( x̂d£,
J R™

tp( x ,D )  : f  (x) ^  tp( x , D ) f  (x) = ^  f (Z ) $ ( x ,£ ) e 2n* x .
£ez™

Введем следующие классы символов ("типа произведения" при n  > 2). 
Фиксируем n  £  N , n  < m,  и вектор m =  ( m i , . . .  , m n) £ Nn с |m| =  m  
(m =  m, если n  =  1, m =  1 =  ( 1 , . . . ,  1) £ Nm, если n  = m). Представим 
x  = ( x i , .. . , x m ) £ Rm в виде x  = ( x 1, .. . , x n ), где x v = (xKv- 1+i , .. . , x Kv) £ 
Rmv; Ко =  0, kv = m i  +  . . .  +  m v; k v = {nv- i  + 1 , . . . ,  kv }, v  £  Zn. Д ля 
X =  (A i,. . . ,  Xm) £  Nm положим

Л d  ̂  Л \ л
д Х =  - , ---------, А Л =  A tx о . . .  о Am™,

дХі . . d ™ ’ i m ’

здесь А ^  — конечная разность порядка AK (с шагом 1) по к—й переменной,
к £ zm .

О п р е д е л е н и е  1. Пусть t = ( t i , . . . , t n ) £ Rn ;K =  ( K i , . . . , K n) £ Nn . 
Тогда
i )  символ i ( x ,  £) принадлежит классу ф іК т  =  ф tKm(Rm), если для любых  
A £ Nm с AK < K v , к £ , v  £ zn , и Ц £  Nm найдется постоянная вл^ > 0
такая, что

^ d ^ ( x , 0 K  е л » Ц  (1 +  ||£ ll)t v l , x , £  £ Rm
vEzn
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i i )  периодический символ тр(х,£) принадлежит классу ФtKm =  
ф іК т (Тт ), если для любых X G N™ с XK < K v , к G Kv , v  G zn , и ц  G N™ 
найдется постоянная c x ,  > 0 такая, что

\ А І с Ш х , 0 \ <  c x ,  П  (! +  НГ ̂ )tv - \"v \, x G T™,£ G Z™.
v£zn

Отметим, что при n  = 1  класс символов ф іК т  есть известный класс 
Л. Хермандера S і, который играет важную роль в теории дифференци
альных операторов с переменными коэффициентами; см., например, [1]. 
При n  = m  > 2 эти классы содержат символы ПДО смешанного типа. 
В несколько более общем случае 1 <  n  < m  такие ПДО естественным 
образом возникают в связи функциональными пространствами "типа про
изведения" , см., например, [2]-[6], [7, ch. II, §5.20-5.23, ch.III, §5.27].

Из класса ф іК т (І™) с помощью дополнительных условий гладкости 
выделим класс Ф ^ К т(1т ).

О п р е д е л е н и е  2. Пусть 1 < $ < ж; t = ( t \ , . . . , t n) G Rn , и = 
(V l , . . . , V n )  G R+; e =  ( e i , . . . , £ n )  G [0 ,1]n ; K =  ( K 1, . . . , K n )  G Nn . То
гда

i )  символ ^ ( x , £ )  G ф 1Кт принадлежит классу Ф*^К т =  Ф*Ц,К т(Мт ), 
если для любых X G N™ с Хк < K v , к G k v , v  G zn , и ц  G N™ и любого 
z С zn (z =  0 )  найдется постоянная cx , (z )  > 0 такая, что (z = zn \  z)

% 9 i M x , S )  \ B% Т II < c x , ( z ^ ( 1  +  г  il)‘‘--l>
vEz

П ( 1  +  ll£v II)U-pv\xv\+*v\, v \, x ,Z  G R™;
v €Z

i i )  периодический символ ip(x,£) G ф 1Кт принадлежит классу 
ФЦ Ят = ф ^ К т(т™), если для любых X G N™ с XK < K v , к G k v, v  G zn , 
и ц  G N™ и любого z С zn (z = 0 )  найдется постоянная cx , (z )  > 0 такая,  
что

i i A X d ^ ( x , o  \ в % т  ii <  c x » ( z ) i \ ( 1  +  i r  ii)t v - x v \+uv £v
vEz

для вектора a = (ai,...,an) G Rn и z С zn(z = 0) через az обозначаем вектор 
(av : v G z)
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П(1 +  НГII)*"-]^ 1, x  Е Tm,£ Е Zm .
v£z

(Здесь норма || • \ B ^ m (П vez )Н применяется по "переменной" xz =
( xv : v  Е z) ).

В настоящей работе строится нелинейный метод приближенного вос
становления ПДО, который дает хорошую погрешность приближения для 
каждого ПДО с символом из класса ' ^t£uJ Km (см. Определение 2 ниже) на 
элементах подходящих функциональных пространств типа Никольского- 
Бесова Bp m(Tm) и типа Лизоркина-Трибеля Lpq (T m).

1 Ф у н к ц и о н а л ь н ы е  п ро с т р а н с т в а

Пусть Lp(Im) (1 <  p < ж ) — пространство измеримых функций 
f  : Im ^  C, суммируемых в степени p (при p = ж  существенно огра
ниченных) на Im, со стандартной нормой | |f  \ Lp(Im)||; здесь I Е {М,T}; 
Lp = Lp(Mm) , L p = Lp(Tm). Ясно, что для f  Е L i ( с  S '(R m)) и g Е Li 
( с  S '(T m))

Ж ) = /  f  (x)e-2ni^xd x , i  Е Mm ,g(£)) = /  g(x)e -2ni^xd x , i  Е Zm .
JRm JTm

Далее, i q = i q(NQ) (1 <  q < ж ) — пространство числовых последователь
ностей (aa) = (aa )a eNg с конечной нормой

II(aa) \ i q |  ^  \aa\q) i/q (1 <  q < ж ), II(aa) \ i ^ II = sup(\aa\ : а  Е Nq).
aGNg

i q(Lp(Im)) (соответственно, Lp (Im; i q)) — пространство функциональных 
последовательностей (ga (x)) = (ga (x))a^Nrn , x  Е Im, с конечной нормой

II(ga) \ iq (Lp(Im) ) II = II( IIga \ Lp(I m) U) \ tq |

(соответственно,

II(ga) \ Lp(I m ; iq II =  ||||(ga(0) \ iq ||\ Lp(Im) II).

Теперь определим (m-кратное) разбиение единицы на Mm. Выберем 
функции г/о Е S (Mmv ) ( v  Е zn) такие, что 0 <  По (£и) < 1, Е Mmv;
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По (£V) =  1, если \£v \<х < 1; п0 (£v) =  0, если \£v \<х > 3 /2  (v £ Zn). Поло
жим п" (£v) = ( 2 ~ 4 V) -  ?о (£v); П  (£v) = V" (2~j+ i£v) , j  £  N, тогда

{ ? ( Г ), j  £ No}

— гладкое разбиение единицы (по "коридорам" ) на Rmv (v £ zn ), а

n
{Va(0  = П  (Г ), a  =  ( a b . . . , a n) £ Nn}

v=i

— (m -  кратное) гладкое разбиение единицы на R m.
Наконец, введем операторы AJJ =  A j R : S ' (Rm) ^  S '(R m) и AJJ =  

A j T : S '(T m) ^  S '(T m) следующим образом:

A l ( f , x )  = A a R ( f , x )  = F - i( Vaf  ) (x) = Va * f  (x)

(свертка понимается в смысле теории распределений),

A a ( f , x )  = A a T( f , x )  = £  Ш ) № е ™ * х .
іеъ™

О п р е д е л е н и е  3. Пусть  s  = (s i , . . . , s n) £ R+, 1 < p,q < оо; I £ {R, T}.
I . Пространство типа Никольского-Бесова B p m(Im) состоит из всех 

функций f  £ Lp(Im), для которых конечна норма

|| f  \ Bpm(Im) || =  ||(2a» A aJ(f,x ))  | ( , (Lp(I"''))||.

I I .  Пространство типа Лизоркина-Трибеля Lpm(Im) (p < о )  состо
ит из всех функций f  £ Lp(Im), для которых конечна норма

|| f  \ Lpm(lT)  || =  ||(2“ A ’ J ( , / » )  | Lp(Im;<„)||.

Единичные шары B pq(Im) и Lpq(Im) этих  пространств будем называть  
классами типа Никольского-Бесова и Лизоркина-Трибеля соответствен
но; положим ради краткости Apq  =  Apq (R m), Apq  =  Apq (T m), где 
A  £ {B,  B , L ,  l } .
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2 П р е д в а р и т е л ь н ы е  с в е д е н и я :  н а и л у ч ш и е  N -ч л е н н ы е  п р и 
б л и ж е н и я  и ж а д н ы е  А л го р и тм ы

Пусть X  — банахово пространство с нормой || • \ X ||, Ф =  (фг : г Е I )  — 
система элементов из X  ( I  — (счетное индексное) множество). Величина

ам ( f ,  Ф, X ) =  inf { I f  Сгфг \ X II \ с  Е C (г Е І ) ,  I c  I  : %Т = N  }
геі

называется наилучшим N -членным приближением элемента f  Е X  по си
стеме Ф (N  Е No). Д ля множества F  С X  положим

aN (F, Ф, X ) =  sup { aN (f ,  Ф ^ ) \ f  Е F  }. (1)

Отметим, что впервые наилучшие N -членные приближения элементов 
f  гильбертова пространства L 2 по ортонормированному базису появились 
в работе [8]: именно в терминах этих величин формулируется известный 
критерий С.Б. Стечкина абсолютной сходимости ряда из коэффициентов 
Фурье элемента f  по этому базису.

Исследованию наилучших N -членных приближений и различных не
линейных методов приближения для тех или иных множеств (классов 
функций) F, систем (базисов, словарей, . . . )  Ф и объемлющих (функцио
нальных) пространств X  и соответствующих методов восстановления опе
раторов посвящено много работ. Обстоятельные обзоры [9], [10], [11] и мо
нография [12] показывают, что интерес к нелинейной проблематике в тео
рии приближений не ослабевает, там же приведены достаточно подробная 
история вопроса и обширная библиография.

В настоящей работе даются приложения оценок наилучших N -членных 
приближений (1) и оценок погрешности так  называемых ж адных алгорит
мов для классов гладких функций F  по системе всплесков в классических 
функциональных пространствах, полученных автором [13] к приближен
ному нелинейному восстановлению псевдодифференциальных операторов. 
А именно, точные в смысле порядка оценки величин (1) в случае, когда 
X  = L r (T fc) (1 < r < ж) — (лебегово) функциональное пространство 
на fc-мерном торе, Ф =  W m — m -кратная система периодизированных 
всплесков Мейера (см. раздел 3), а F  — функциональные классы типа 
Никольского-Бесова Bpm( T ) или типа Лизоркина-Трибеля Lpm(T fc) (см.
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раздел 2, Определение 3) из [13] применяются к восстановлению псевдо- 
дифференциальных операторов из классов Ф*^К т .

Напомним определение кратной системы периодизированных всплес
ков W m (см. [13]). Пусть §(т) — нечетная бесконечно дифференцируемая 
функция, равная п /4  при т > п / 3  и —п /4  при т < п /3 .  Далее, ф(т) —
четная функция, задаваемая формулой

п /4  +  §(т — п),  если т Е [2п/3, 4п/3];
ф(т) =   ̂ п /4  — $ (2 — п),  если т Е [4п/3, 8п/3];

0, если т Е [0, 2п/3) U (8п/3,  ж).

Тогда
1 г4п/3

w 0(t) = — ел^(Ьт )c o s (^ (т  ))(1т
п J о

i 1 /• 8п/3
w ( t )  = — cos((t — 1 /2 )т ) s i n ^ ^ ))dт

п J 2п/3

1 г8ж/3 

п J 2п/3

соответственно масштабирующая функция и всплеск Мейера (см. [14,
ch.2, §12, ch.3, §2]).

Положим

Efc =  Efc (0) =  { о , i  }k , Ek (1) =  Ek \ { ( o , . . . ,  о )}; 

Л(к, j ) =  Z k, Л ( k , j ) =  Z k П [0,2j — 1]k, j  Е No;

определим функции w 1 : R k ^  R  (i =  ( i i , . . . , i k ) Е e k) следующим 
образом:

w L(x) =  w 11 (x i ) x • • • x w 1k (xk),

и далее
w j (x) =  w 1(2j x)  ( j Е N 0), 

wjjx(x) =  2jk/2w j (x  — 2- j X) =  2jk/2w 1(2j x  — X) (X Е Z k , j  Е No),

и определим функции vjjX : T k ^  R  следующим образом :

vjjX(x) =  2jk/2w j (x  — 2- j X) (X Е Л ( k , j ) ,  j  Е No, i Е e k),

и
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где h  : T k ^  C — периодизация функции h : R k ^  C

h(x) = h( x  -  0 -
t e z k

Тогда
W k = [w laX | Л e  Л ( k , j ) , i  e  Ek(signj), j  e  N 0}

— (k-мерная) система (периодизировнных) всплесков Мейера.
Наконец, введем (m-кратную) систему всплесков W m :

W m = W mi ® - - - ®  W mn =

{waX(x) = xi (x1) X- - - X WL"n Xn (xn) 1 Л e  Л ( m , a ) , i  e  Em ( a ) , a  e  N n},

здесь Em (a) =  {1 e  Ek : iv e  Emv(signa v), v ^ e  zn }, Л ( m ,a )  = {AjE 
Z k I Av e  Л ( m v , a v), v e  zn }. Введем операторы A% (a e  Nn) : для f  e  L 1

К  ( f , x )  = ^  ^  f aXWaX(x'), где taX = /  f  (x) K x^ )  d x -
tGem(a) XGA(m,a)

Пусть s = (s1, . . . , s n) e  R + , m  = ( m 1, . . . , m n ) e  N n . Положим 
$v = — ; v  e  zn ; не ограничивая общности, будем предполагать, чтоmv
$ = min { $v I v  e  Zn } = $1 = . . .  =  $ш < $v , v  e  Zn \  zш для некоторо
го и  e  zn .

Далее будем использовать знаки ^  и х  порядкового неравенства и 
равенства : для функций F  : R+ ^  R+ и H  : R+ ^  R+ пишем F  (и) ^  
H (и) при и ^  ж, если найдется такая константа C  = C ( F , H ) >  0, что 
верно неравенство F (и) < C H (и) для  и > ио > 0; F (и) х  H (и), если 
одновременно F (и) ^  H (и) и H (и) ^  F (и).

Всюду ниже и = min{p, q}, log — это логарифм по основанию 2. 
Определим функцию $(p, q, r) для 1 < p ,q , r  < ж следующим образом:

$(p, q,r) = <

1 . 2  _  1
min{p, q, r} r  ̂ r ,

1 - 1 ,

1
u ,

если 1 < r < ,

если r = 1 , и  < ,

если p < r = ж,

если r = 1, и  = ж или r = p = ж.0
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В теореме А и всех последующих теоремах в случае, когда F  =  L (т.е. 
для классов Лизоркина-Трибеля), будем предполагать, не оговаривая это 
особо, что p < о .

Т е о р е м а  A. Пусть 1 < p , q , r  < оо; s £ R+ такой, что q > q(p,q,r);  
F £ {B, L } . Тогда верно соотношение

ам  (Fpm, W m , L r ) -  N - (log N ) ^ - i^ +  2 - 1), если 1 < r <  о .

Это часть теоремы 5.1 из [13].
Пусть p m — множество всех полуоткрытых диадических параллелепи

педов из R m вида

P  = р 0ЛЛ = { x  £ R k : 2a • x -  A £ [ 0 , 1 ) k } (a  £ Nfi, A £ Z m);

P m = {P  £ P m \ P  С [0 ,1)k }.

Дадим более удобную здесь нумерацию всплесков из W m посредством 
параллелепипедов из P m, а именно, положим

w P = если 1 £ Em (aP ), р  = P m  £ р m .

Здесь a p  = a  для P  = P m  Пусть

J[a] =  {(i, P ) \ i £  Em (a), a P = a}  (a £  Nn).

Ясно, что для f  £ L i

К  ( f , x ) = ^  f P w P = ^  ^  f P w P .
(i,P)eJ[a] i.EEm(a) ap =a

Ключевую роль при построении хороших нелинейных методов восста
новления ПДО играют два варианта так называемых "жадных" алгорит
мов, именно, Gc,a(•, W m) и Gv (•, W m). Отметим, что жадные (greedy) алго
ритмы занимают важное место среди нелинейных методов приближения: 
весьма полное представление о них дает недавний обзор [11] и монография 
[12].
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Рассмотрим следующий вариант "жадного" (greedy-type) алгоритма 
Gc,a(•, W m) (см. [15, §§2,3], [11]). Фиксируем число a Е R; для f  Е L i 
переставим последовательность

( \fP\\P\a \ P  Е p m , i Е e m ( a p ))

в убывающем порядке

\ О р  « г  > \ f і ((22,)іір  (2)\a > . . . .

Определим для f  Е L i  сумму

N
GNa(f ,  W m) =  £  f  j w j  N  Е N. 

j= i

Д ля множества F  С L r положим

GNa (F , W m , L r ) :=  sup { I f  — GcNa(f ,  W m) \ Lr  II \ f  Е F}.

Т е о р е м а  B. [13, теорема 7.1] Пусть  1 <  p , q , r  < ж, p* < r < ж; a > 
— 1/2; 5 Е (0 ,1); s Е R+ такой, что

' m ax{U — I  — a, (a +  1 )(U — 1)}, если r <  ж,

Я >

и 2 5  ̂ 2 ' ^и

max{ и — i  — a, (a +  2 )(1 — 1) +  i }, если p < r  =  ж,

i2 — a, если u  =  ж ;

F  Е {B ,L}.Tosda справедливы оценки

GNa(Fpm , W m , L r ) <  N - ( lo g n ) (w-1)(?+1 - 1) , если r <  ж,

GcNa(Fpm , W m , L x ) <  N -?+ ~p (log N ) (“- m  -  p+ i - 1) , если p <  ж,

g cNa(Ba™q, W m , L x ) <  n - (log n ) (- -1)(^+1- 1) .

Пусть 1 <  v < ж. Рассмотрим теперь "Lv —жадный" (Lv —greedy) ал
горитм Gv(•, W m), который определяется следующим образом (см. [15, §§1
3], [11]).
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Д ля f  £ L i  переставим последовательность ( \ f p Wp  \ L v || \ P  £  P m , i £ 
Em (aP )) в убывающем порядке

llf j[i]Wi[i] \ L V \ >  \ f p[[] wp\2] \ L V \ >  . . . .

Определим для f  £ Lp i сумму

N
G vn (f ,  W m) = Y ^  f j p W  N  £  N

j= i

Д ля множества F  С L r положим

GN (F, W m , L r ) := sup { \ f  -  GN ( f ,  W m) \ Lr  \ \ f  £  F}.

Ясно (см. [15], а такж е лемму 6.1 из [13] ), что алгоритмы Gv и Gc,a с
1 _  1
v 2

Справедлива
a = v — 2 тесно связаны.

Т е о р е м а  C. [13, теорема 7.2] 1 <  p,q < оо, 1 < v < о ,  p* < r < о ;  
5 £  (0,1); s £  R+ такой, что

' m ax{ U -  I , (u -  1)v }, если r < ° ,

q > {  max{ U -  I , (1 -  1) i  +  1}, если p < r  = о ,

если p = r = о ;

F £ {B, L}.Тогда выполняются оценки

GN(Fpm, W m , L r ) <  N - (log N ) (ш—1)(?+2 -  -) ^v ' 2 ч ' , если r < о ,

~  ~  ~ ^ , s
GN (Fpm, W m , L x ) <  N —+p (log N ) (ш— i)(q- s + i —1 ^ v ' p ч ' , если p < о ,

GN(Bsm , w m , L x ) «  N - (log N ) (ш-i)(?+i - - )

(2)

(3)

0
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Т е о р е м а  D. [13, теорема 7.3] 1 < p,q  < ж, 1 < r < ж, s e  R+ такой, 
что

( . г1 г • ——  1 , если 1 < r < оо,min{p, q,r} r* r 5 5

$ ^  % U — 1 , если r = 1, и  < ж,

0, если r = 1, и  = ж;

F e  {B ,һ}.Тогда справедливы оценки

Gn  (Fp>m , W m , L r ) <  N - (log N ) (“ -1)(^+ 1 - 1), если 1 < r <  ж; (4)

Gn (Fp>m , W m L )  <  N - (log N ) (“-1)(<+1-1) . (5)

3 К о н с т р у к ц и я  н е л и н е й н о г о  м е т о д а  в о с с т а н о в л е н и я  П Д О  

Построим для f  e  L 1 следующие методы восстановления ПДО ф:

S CN $ , f ,  W m ,x )  = i ) ( D , x ) C cNa( f , x ) ,  (6)

S VN $ , f ,  W m , x ) =  tp (D ,x )C vN ( f , x ) .  (7)

и обозначим через

GNa(Ф, F, Wm, Lr ) := s u p { M D ,  x ) f  — SNa($, f ,  Wm, x)  I Lr || | f  e  Ғ £ ? } ,

_  „  _  „  „  (8)
GN(ф, F, Wm, L r ) := sup{ll^(D,  x ) f  — S N (ф, f ,  Wm, x)  | Lr || | f  e  Ғ £ ? }  (9)

погрешности методов (6) и (7) соответственно на множестве F  С L r . 
Наконец, введем величину

a N (ф, f ,  Wm, L r ) :=  i n f _  M>(D, x ) f  — ф ^ ,  x ) S ^  c%̂% I Lr
{сг}сС,{фг }cWm,$I<N ieJ

и положим для F  С L r

a N (Ф, F, Wm, L r ) := sup{aN (Ф, f ,  Wm, L r ) | f  e  F }.
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Ясно, что

a N (Ф, F, Wm, L r ) <  GNa(Ф, F, W m , L r ) (10)

и

aN (ф, F, Wm, Lr ) <  GN (Ф, F, Wm, Lr ) (11)

4 О ц ен к и  п о г р е ш н о с т и

Здесь формулируется и обсуждается основной результат работы — 
оценки погрешности (8) и (9) методов нелинейного восстановления (6) и 
(7) соответственно на классах Bpm и Lpm в метрике L r для некоторых со
отношений между параметрами s , p , q , r , m  (s Е R+, 1 <  p ,q , r  < ж, m  =  
( m i , . . . ,  m n) Е Nn , k  =  mi  +  • • • +  m n): в случае 1 < r < ж это точные в 
смысле порядка оценки, а в случае r Е {1, ж }  — оценки сверху.

Т е о р е м а  1. Пусть s , v  Е R+, t  Е Rn ; 1 <  p , q , r , §  < ж такие, что
s  — t =  и — 1, а  > 0; е Е [0 ,1]n ; K =  m +  1(1 =  (1,..., 1) Е Nn). Тогда
справедливы следующие утверждения.

I .  Пусть  1 < r < ж, 1 <  p , q ,Ө < ж. Тогда для любого периодического 
символа ф Е Ф 1и9Кт верна оценка

aN (ф, Fpm, Wm, L r ) «  N - (log N ) (- -1)(?+ 1 - 1) ;

более того, найдутся символы ф*, ф* Е ф 1и9Кт такие, что

a N (ф , Fpm, W m , L r ) - (log N ) (- -1)(?+ 2- 1) , (12)

здесь и ниже  F  Е {B, L}.
I I .  Кроме того, для любого символа ф Е ф lU9Km верны оценки

 _  /  \  (w- i) (?+1-q)
a N (Ф, Fpm, W m , L i) «  (N )- ^  log N j  .

Здесь и ниже обозначения и подчеркивают, что константы в определении 
^  и х  зависят от ф.
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I I I .  Пусть 1 < p < о .  Тогда для любого символа ip £  Ф lU9Km верны 
оценки

_    . _  /  \  (ш-i)(?+i - -)
ам(ф,  Fpm , W m , F х ) ( N ) - ^  log N j  ,

и для любого 5 £ (0 , 1)

   ~ с+ s /  \ (ш-i)(?- p+i - -)
ам(ф,  Fpm, Wm , L ^ )  ( N) - + ^  log N j  ,

в последнем случае постоянная зависит еще от 5.

5 С х ем а  д о к а за т е л ь с т в а  т е о р е м ы  1

Ключевыми ингредиентами доказательства теоремы 1 являю тся при
водимые ниже теоремы 2, 3 и 4, а такж е теоремы A, B, C и D из раздела 
3.

Ш аг 1. На этом шаге устанавливается , что ПДО tp(x, D)  с символом из 
ФеЦ)Кт действует непрерывно из F pq  в Fp-em , здесь F  =  {B, L} в более об
щем контексте, нежели требуется для доказательства Теоремы 1. Именно, 
верна

Т е о р е м а  E. [16] Пусть s  £ R+, t  £ R+ такие, что t < s; и £  R+; 1 <  
p ,q ,§  < о ;  £ £ [0,1]n ; K £ Nn такой, что K > m. Пусть далее символ  
ф £ Ф І ^ 1™ (периодический символ ф £ ф ievi)Km). Тогда П Д О  i ( x ,  D) (соот
ветственно, периодический П Д О  tp(x, D ) ) является непрерывным из Bpm 
в Bp- tm (соответственно, из Bpm в Bp- im ) и при p < о  из Lpm в Lp- tm 
(соответственно, из Lpq  в Lp- i m ), если для каждого v  £ zn выполнено 
одно из следующих условий:
i )  s v t v < Uv ;
i i )  sv -  t v =  uv , £v < 1, § < q < о ;
i i i )  sv -  tv =  Uv, £v =  § =  q =  1.

Отметим, что в непериодическом случае с K =  ( о , . . . ,  о ) ,  t  = 0  эта 
теорема получена в [5].

Ш аг 2. Здесь устанавливается связь между погрешностью методов (8), 
(9) восстановления ПДО с символом из ФieU9Km на классе F pq  и соответ
ствующими оценками погрешности ж адных алгоритмов.
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Т е о р е м а  2. Пусть s , u  Е R + , t  Е Rn ; 1 <  $ < ж такие, что  s  — t =  и — 
1, a  > 0; е Е [0 ,1]n ; K =  m +  1(1 =  ( 1 , . . . ,  1) Е Nn). Пусть  1 <  p ,q , r  < ж, 
p* < r < ж; a > —1/2; 5 Е (0 ,1); s Е R+ такой, что

' m ax{и — I  — a, (a +  р ) (и — 1)}, если r <  ж,

Я > max{ и — 2 — a, (a +  2) (р — 1) +  Р }, если p < r  =  ж,- и 2 ' 2 A  S ' p

2 — a, если u  =  ж ;

F  Е {B,L}. Тогда для любого периодического символа ф Е ф 1Ц)Кт верны
оценки

GNa(Ф, Fpm, W m , L r ) « e  GNa(FSp- t m , W m , L r ), если r < ж,

GNa(Ф, Fpm, W m , L x ) « e  GNa(Fsp-qt m , W m , L x ), если p <  ж,

GNa(ф, b  ̂ jmq, W m , l „ )  « e  GNa(B s-qm , W m , l ^ ) .

Т е о р е м а  3. Пусть s , v  Е R+, t  Е Rn ; 1 <  $ < ж такие, что  s  — t =
и — 1, a  > 0; е Е [0,1]n ; K =  m + 1 (1  =  ( 1 , . . . ,  1) Е Nn). Пусть  1 <  p,q  < ж,
1 <  v < ж, p* < r < ж ; 5 Е (0,1); s Е R+ такой, что

' m ax{и — P, (и — 1)V}, если r <  ж,

max{ и — P, (1 — 1)1 +  p }, если p < r  =  ж ,

0, если p  =  r =  ж ;

F  Е {B,L}. Тогда для любого периодического символа ф Е ф 1Ц>Кт верны 
оценки

GN(Ф, Fpm, W m , L r ) « e G N ( F p - t m , W m , L r ), если r < ж,

GN(ф, Fpm, W m , L ^ )  « e  GN(Fp- t m , W m , L ^ ) ,  если p <  ж,

GN(ф, B cmq, W m , L „ )  « e  GN(Bs~ tm , W m , L „ ) .
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Т е о р е м а  4. Пусть s , u  £  R+, t  £ Rn ; 1 <  § < о  такие, что  s  -  t  =  
и -  1, а  > 0; £ £ [0 ,1]n ; K =  m + 1 (1  =  ( 1 , . . . ,  1) £ Nn). Пусть  1 <  p,q  < о ,  
1 <  r < о ,  s £ R+ такой, что

Ш аг 3. Теперь (в виду теорем 2, 3, 4 и неравенств (10), (11)) для полу
чения требуемых оценок сверху погрешности восстановления ПДО с сим-

B, C и D для классов Bp"-tm и Lp-tm  в метрике L r . При получении оцен
ки снизу в (12) строятся пробные функции и используется оценка снизу в 
Теореме А.

1 Хёрмандер Л. Анализ линейных дифференциальных операторов с 
частными производными. Т. 3. Псевдодифференциальные операторы. — 
М.: Мир, 1987. — 696c.

2 Fefferman R., Stein E.M. Singular integrals on product spaces / /  Adv. 
M ath. — 1982. — V.45, №2. — P. 117-143.

3 Chang S.-Y.A., Fefferman R. Some recent developments in Fourier 
analysis and ^ p-theory on product domains / /  Bull. Amer M ath. Soc. — 1985. 
— V. 12, №1. — P. 1-43.

/
min{p, q, r} rt r , если 1 < r < о ,

если r =  1, u < о ,

0 , если r =  1, u  =  о ;

F  £ {B,L}. Тогда для любого периодического символа ф £  ф lU9Km верны 
оценки

волом из класса ф ieU')Km остается применить оценки сверху из теорем A

Л и т е р а т у р а
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Базарханов Д .Б . П С ЕВД О Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л Д Ы Қ ОПЕРАТОРЛАР- 
ДЫ  С Ы ЗЫ Қ Т Ы  ЕМ ЕС ҚА ЛП Ы Н А К Е Л Т ІРУ

Ж үм ы ста символдары арнаулы кластарга жататын псевдодифферен- 
циалдық операторларды жуы қтап қалпына келтiрудiң сызықты емес әдісі 
қүрылган. Никольский-Бесов және Лизоркин-Трибель тектес лайықты 
ф ункциялар кеңістіктерінің бірлік ш арларында символдар кластары мен 
ф ункциялар кеңістіктерінің параметрлері арасындагы кейбір қатынастар 
үшін қателік багалары алынган.

Bazarkhanov D.B. NONLINEAR RECOVERY OF PSEUDO
D IFFEREN TIA L OPERATORS

In the paper there is constructed nonlinear m ethod for approxim ate 
recovery of pseudo-differential operator w ith symbols from special classes. 
The error bounds on unit balls of appropriate function spaces of Nikol’skii- 
Besov type and Lizorkin-Triebel type are given for certain relations between 
param eters of symbol classes and function spaces.
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understanding of Vaught's conjecture through notions of orthogonality of types 
and of neighborhood in types.

The notion of orthogonality of types was introduced in [7], definition of 
semi-isolation -  in [4]. In the work [5] the notion of quasi-neighborhood for 
1-types in weakly o-minimal theories was given.

1 T y p e s : o r t h o g o n a l it y  o f  t y pe s  and  n eig h bo r h o o d s  in t y pe s

D e f in i t io n  1. [4] Let M  be a model of theory T , a and b be tuples in M , 
A  C M . The tuple a semi-isolates the tuple b over the set A,  i f  there exists a 
formula ф(а,у) € tp(b/Aa)  for  which ф(а,у) b tp(b/A) .  In this case we say 
that the formula ф(а, y) (with parameters in A )  witnesses that b is semi-isolated 
over a with respect to A.

We say that a isolates b over the set A  i f  the formula ф(а, y) is principal 
(isolating).

D e f in i t io n  2. [8, 5} Let p  ^  p(x)  and q ^  q(y) be some (may be incomplete) 
types over the set A  C M  in a model M  of a theory T . A formula ф(Х, y) with 
parameters in A  is (p, q)-preserving, (p,q)-semi-isolating or (p ^  q)-formula 
i f  for  any realization a of p ф(а,у)  b q(y) holds.

A formula ф(Х,у) is (p о  q)-formula if  ф(Х,у) is both a (p ^  q)-formula 
and (p <— q)-formula.

I f  p = q then a (p, q) -preserving formula called p-preserving or (p ^  p)-  
formula.

D e f in i t io n  3. [5, 9] Let p(x)  be some (may be incomplete) n-type over a set  
A  C M  in a model M  of a theory T , B  be a set in the model M .  A quasi
neighborhood of B  in p is the set QVp ,m (B)  of  all tuples c € M  such that 
there exists a tuple b € B  and (tp(b/A),p)-preserving formula ф(Х,у) with 
M  =  ф(Ь, c).

In particular, a quasi-neighborhood of a in p  is the set QVp,M(a) = {b € 
p ( M )| there exists a p-preserving formula ф(Х,у) such th a t b € ф(a , M ) с  
p ( M )}.

It is easy to  see th a t QVp,M (a) consists from elements from p ( M ) which 
are semi-isolated by a .

We will show some properties of quasi-neighborhoods in the following 
lemma.
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Lem m a 1. [5, 6} Let M  be a model of theory T , a and b be tuples from M ,  
p,q € S (A) .

1) a € QVtp(a),M (a)_.
2) a semi-isolates b i f  only i f  b € QVtp( )̂,M (a).
3) I f  b € QVp,M (a) and c € QVqtw (b) then c € QVq,M (a).
4) I f b  € QVp,M (a) then QVp,M (C) C QVp,M (a) .

Proof. 1) QVtp(a), iM (a) = {b € tp(a) I there exists tp(a)-preserving formula 
ф(Х,у) such th a t =  ф(a,b)};

Let ф(й, M ) be a formula Х = a. Then a € QVtp(a),M (a) .
2) From definition we know th a t a semi-isolates b if ф(a , y ) b tp(b/A).
Let QVtp{p];M (a) = {a  € tp(a) I there exists tp(b)-preserving formula ф(Х, y )

such th a t a  € ф(a,b)}, ф(Х,у) is tp(b)-preserving which means th a t for any 
realization b of tp(b) ф(b,y) b tp(b).

3) Let QVp,M (a) = {a  € p ( M ) | there exists p-preserving formula ф(Х, y) : 
a  € ф(й, M ) C p ( M )} and

QVq,M (a) = { в  € q ( M ) | there exists q-preserving formula ф(у,С) : в  € 
ф(b , M ) C q ( M )}.

In case b € QVp,M (a) for some (tp(a), p)-preserving formula ф1(Х, y ) follows 
th a t b € ф\(a , M ) с  p ( M ); and in case c € QVq,M (b) for some (p, q)-preserving 
formula ф2(y, z ) follows th a t c € ф2(b ,M) с  q ( M ).

So, b semi-isolates c by formula ф2(b , M ). Let

p (M )  =  f |  H (M );  q(M)  =  f |  Ө Щ )
H £p ө ^

Since ) с  q ( M ), for any Ө(у) € q ( M ) M  =  Уу[ф2(Ъ,у) Ө(у )}
and let denote it by К ө (Ь) ([ф2(b ,y ) ^  Ө(у )} =  К ө (Ь)).

Thus { К Ө(Х) | Ө € q} C p (Х).
By virtue of b semi-isolated over a , for any H ( M )  € p(M)

(*) M  =  Х) ^  H (Х)].

Let R(a ,y )  := Э Х ф і ^ ,  Х)&ф2(Х,у )}. Since M  =  ^ l ( a , b ) ^ 2(b,c)] then 
=  R(a, c).

We need to prove th a t R ( a , M ) с  q ( M ). This means c € QVq,M (a).
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Let co be an arb itrary  tuple from R ( a , M ) then  |= R(a, co); then for some 
bo M  =  [pi(a, 6о)&ф2(Ьо, Co)].

By virtue of (*) M  =  Щ ф 2(Ьо,у) ^  Ө(у)];
For all 0 (j/) € q ( M ) ф2(Ь0, M ) С Ө (М ) then

Ф2(bo,M ) С p  Ө (М ).
OSq

Thus ф2(bo, M ) С q ( M ).
Then co € q ( M ) by virtue of co is arb itrary  R ( a , M ) С q ( M ).
4) Follows from prove of 3). □

D e f in i t io n  4. [8, 5] Let p(x)  be some (may be incomplete) n-type over a set  
A  C M  in a model M  of theory T , B  be a set in the model M .  A neighborhood 
of B  in p is the set Vp ,m (B)  of  all tuples c € M  such that  M  =  p(c) and 
there exists a tuple b € B  and (tp(b/A)  о  tp(c/A))-formula ф(Х,у) with M  =
ф(b , c).

In other words, a neighborhood of B  in p is the set Vp,M (B) = {c € M | 
M  =  p(c) and 3b € B  and there exists a formula ф(Х, у ) such th a t ф (Ь, у ) Һ 
tp(c/A) ,  ф(Х, c) b tp(b/A)  and M  =  ф(b , c)}.

In particular, a neighborhood of a in p is the set Vp,M (a) =
{b € p ( M )| there exists a (tp(b/A) о  tp(a/A ))-form ula ф(Х,у) such th a t b € 
ф(а,Ъ) С p ( M )}.

And you can see th a t Vp,M (a) consists from all elements b such th a t a semi- 
isolates b and b semi-isolates a. The next lemma follows from definition 4 and 
consideration like in lemma 1.

Lem m a 2. [5] Let M  be a model of theory T , A  C M ; a, b , c, d be tuples from  
M ;  p, q € S (A). Х € VPM y ) is an equivalence relation on the set of realizations
of p.

1) a € Vtp(a),M(a) ■
2) a is realization of p, b is realization of q. I f  a € Vp ;m (b) then b € Vq;M(a).
3) Let B  be some set in M .  I f  d € Vp ;m (B)  and c € Vq;M(d) then c €

Vq;M( B ) .

F a c t  1. Vp(a) C QVp,M(a)
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Proof is obvious. □

D e f in i t io n  5. A quasi-neighborhood of a tuple a in p is called definable if 
there exists a formula ф(х, y) such that QVp,m{a) = ф(а, M ).

T h e o re m  1. [5] Let M  be a saturated model of theory T , A  С M , p € S(A) ,  
a € p ( M ), QVp,m(a) be definable quasi-neighborhood, and a € QVp,m(y) is not 
an equivalence reflation. Then T  has the strict order property.

Proof. At first let us introduce the notion of the strict order property in this 
meaning. Let Let M  be a model of a theory T , p € S (A) ,  a\, a2, ••• ,an € p ( M ), 
the strict order property on quasi-neighborhoods is

• • • QVp,M(ai) £  QVp,M(ai+i) S  • • • QVp,m(an) £  • • •

Since M  is saturated  then it is homogeneous, so there is autom orphism  
g : M  M  such th a t g(a\)  = a2,g(a2) = a3, • • • and Vb € QVp,M (a\),g(b) € 
QVp,M (a2). So we can see th a t there can’t be case like this: QVp,M (a) £
q v p ,m (Y ) and QVp,M(e)  £  QVp,m(l )  but QVp,M(a) n  QVp,M(e) = 0. □

C o r o l l a r y  1. Let M  be a model of theory T , a be a tuple from  M , p € S(A) ,  
QVp ,m (a) be definable quasi-neAghborhood and T  doesn’t have the property of 
strict order. Then quasi-neighborhood of a tuple aa in the type p equals to 
neighborhood of the tuple a in the type p.

Proof. From theorem  1 follows th a t x  € QVp>M(y) is an equivalence relation, 
so it is symmetric. Then QVp,M (a) = Vp,M (a). □

D e f in i t io n  6. [5] Let M  be a model of theory T , p is called social type if 
QVp,M(a) is non-definable for  at least one tuple a which realizes p.

N o te  1. Let M  be a model of theory T , p € S (A ) ,  a be realization of p. I f  
QVp,M(a) is non-definable for  one a then it is non-definable for  each other 
realization of p.

Proof is obvious. □

D e f in i t io n  7. [5] Let M  be a model of theory T , p is called quasi-solitary type 
if QVp,M(a) is definable for  at least one tuple a which realizes p.
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T h e o re m  2. Let M  be a countable saturated model of a small theory T , 
A  £ f i nite M , p € S ( T (A)), Vp M (a) — non-definable for  some (any) realization 
a of p. I f  for  any for  any n  < ш for  any tuples a 1, . . . ,  a n from p ( M ) such 
that for  any i , j  (1 <  i = j  < n)

there is no formula ф(х, a 1, • • •, a n) such that ф(M , a 1, • • •, a n ) С Vp,M(a) then 
I (Г,ш) > ш.

Proof. Let find ш-sequence <  a 1, a 2, • • •, a n , • • • >п<ш w ith the next condition: 
Van € p ( M ) : a n € Vp,M ( a 1, a 2, • • • , a n -1 ). It is possible to find such ш- 
sequence in M  because M  is saturated  model of a small theory.

From condition of theorem  it follows th a t

Consider prime model M n over (Ji<n a i U A. So, we have at least countable 
set of non-isomorphic countable models of T (A )  because every M n contains 
exactly n  non-definable classes of equivalence on set of realizations of p  in M n .

□

D e f in i t io n  8. [7] Let M  be a model of theory T , p (x) ,q(y)  € S ( T ). We say 
that p is weakly orthogonal to q (p .Lw q) i f  p(x)  U q(y) is complete type.

D e f in i t io n  9. Let M  be a model of theory T , p ,q  € S ( T ). We say that p is 
not almost orthogonal to q (p )La q) i f  there exists formula ф(х, y) for  some 
a € p ( M ) such that  0 = p ( M ,  a) С q ( M ).

Now, let us look at properties of these two relations between types and 
consider some examples.

P r o p e r t i e s :  Let p(x),  q(y) € S (T ) ,  then

Vp,M(a i) П Vp,M(aj ) = 01 Vp,M(ai) П Vp,M(a) = 0

Vp,M( a 1, a 2) = Vp,M( a 1) U

Then by induction we prove th a t

1<i<n
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1. If type p(x)  is weakly orthogonal to type q(y), then  they are almost 
orthogonal, respectively.

2. In o-minimal theories notions of weakly and almost orthogonality on the 
set of 1-types are coincide, p(x)  ±.a q(y) ^  p(x) .Lw q(y)

3. The binary relation of not weakly orthogonality on the set of types S (T )  
is symmetric.

4. If for some(equivalent to  any) a  from the realization of type p(M ) there 
exists в  € q(M)  such th a t a  semi-isolates в,  then  type p(x)  is not almost 
orthogonal to q(y ).

5. The relation of not almost orthogonality is transitive but not necessarily 
symmetric.

6. If type p(x)  is powerful over type q(y), then  at least p(x)  is not weakly 
orthogonal to q(y), because of the formula F ( x , y ) th a t extends p(x)  U q(y) by 
F ( x , c ) and —F (Х, c ). And not almost orthogonal due to existence of nonempty 
formula H (a ,  M )  С q(M)  for a  € p(M) .

T h e o re m  3. Let M  be a model of theory T,  a  be some tuple in M ,  p and q 
be types from S (A) .  I f  p  / a q, QVp,M(a) is non-definable then QVq,M(a) is 
non-definable too.

Proof. Let QVp,M(a) = {ai € p ( M ) | Тц € ф(a , M ) С p ( M )} and QVq,M(a) =
{aj € p ( M ) I aj € ф( a , M ) С q ( M )}.

We assume on contrary th a t QVp,M (a) is non-definable and QVq,M (a) is 
definable.

By definition 9 for every tuple ai € QVp,M (a) exists formula фi ( M , a i) С 
q ( M ). From our assum ption follows th a t

Ф(ц, M ) =  фj (a j , M )

and ipi(M,ai) C фк(ak , M ).
Let consider some a1 € ф1(a1, M ) and a2 € ф1(a2, M ). We know th a t 

ф^Г^ ^ ) П ф2(й2, M ) =  0. And ф1(M, a1) П ф2(M, a2) = 0.
Let ф1( M , a 1) П ф ^ ,  a2) = ф3(M, a3). It means th a t a3 € ф1(a1, M ) П 

ф ^ ^ ). So we have contradiction. □

C o r o l l a r y  2. Let M  be a model of theory T , a  be some tuple in M ,  p and q 
be types from S (A). I f  p jLa q and q jLa p then QVp,m (a) is definable i f  only if  
QVq,M(a) is definable.
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Proof is like in theorem  3. □
E x a m p le  1. There exist principal type p (х ) and non-principal type q(y) such 
th a t p )LW q. Theory T  w ith signature £  = < = ,  < , Pi > where:

. '' <'' is a dense linear order without endpoints

. Let us consider predicates Pi as coloring of elements and every element 
has its color, such th a t —3x(Pi (x) Л P j (x ) ) , i  = j

. Between any two elements there exists another one w ith its own color Pi : 
УхУу(х < y ^  3z (x  < z  Л z  < y Л Pi(z)))  .
So, in the issue, we have the linear order with infinitely many colored and 
colorless elements.

As a principal type we take the set of atomic formulas formulas {P ^ x )}  U 
{ —Pi (x)11 < i < w} = p(x)  and as non principal { —Pi (x) i<u} = q(y). So, we 
can extend p(x)  U q(y) as p(x)  U q(y)U {x  < y}  and p(x)  U q(y)U {y < x}, 
which implies th a t p(x)  U q(y) is not complete 2-type and p(x) JLW q(y).

F a c t  2. Let p(x) , q(y) € S ( T ). I f  there exists a model M  of theory T  where 
M  =  p(x)  and formula H ( x , y ) such that 3a  € p (M)  and 0 = H ( a ,  M )  с  
q(M) holds, (p(x jLa q(y)) then it is true for  all models M  of theory T  where 
M  I= p ( x ) .

Proof. By definition of not almost orthogonality, there is a formula H ( x , y ) 
realization of which is in q(M ) ( H (a ,  M )  с  q(M)).  And type is q(M ) =  
ПӨ(M)ө&q, th a t is our formula H (a ,  M )  lie in every formula Ө(M). We can 
rewrite this fact as =  Уу( H ( a , у ) ^  Ө(у)), name this condition as К ө(a), and 
note th a t К ө (Х) € p(x).

Now take a! € p(M') .  For every formula Ө € q(M')  it is true  th a t M '  =  
К ө(a'). Then in M ' true also M ' =  ~iy(H(a' ,y ) ^  Ө(у)). Formula H(a ' ,  M ' )  is 
a subset of every realization of formula Ө(M') . So, we have our formula in every 
Ө-formula, and intersection of them  is exactly q(M') ^  =  3H(a ,  M ') с  q(M')  
for any M ' =  p(x).  □

T h e o re m  4. Let  M  be a countable, non-homogeneous model of  a small theory  
T, N  be a wl -saturated model (M  -< N  and p(x)  € S ( T ) be a non-isolated type  
such that  p(x) is weakly (almost) orthogonal to any non-isolated type from the 
finite diagram of  M (D (M )) and for any q(x, у ) € D (M ) ,  such that there exists 
a  € M ,  q(N,  a)  П M  = 0, for any в  € M  for p  € S ( a e ), for q'(x, a, в ) such 
that p с  p ' , q с  q' we have p' ± w q ' (x ,a ,  P). Then the following conditions
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hold:
1) There exists a countable elementary extension M  -< N (M ,p(c ) )  -< N , such 
that  N (M ,p (c ) )  is also non-homogeneous.
2) For any non-homogeneous countable M ' % M , with equal finite diagrams 
D ( M )  = D (M ') we have N (M ,p(c ) )  % N(M ',p (c ) ) .

Proof of this theorem  is based on S.V.Sudoplatov’s construction in his 
theorem  [6] which states th a t every countable model of a small theory can be 
represented as an increasing chain of prime models over some finite tuples.

We shall use implicitly 5 simple facts w ithout special mentioned.
1. Let p,q € S ( A ) , p  be isolated, q be non-isolated. Then p ±.a q.
2. Let p,q € S (A), q be non-isolated, A  be finite set in small theory. Then 

p ±.a q iff for c\= p for any q' € S(Ac)  such th a t q(x) С q'(x, c) we have q'(x, a) 
is non isolated.

3. If tp(cd\b) jLa q(x,b)  is non-isolated, tp(d\c) is isolated then tp(c\b) jLa 
q(x, b). Equivalently. If tp(c\b) l . a q(x, b) is non-isolated, tp(d\c) is isolated then 
tp(cd\b) ±.a q(x, b).

4. Let T  be small, then  for any formula ф(х, b) there is subformula ф0(х, b) 
such th a t ф0(х,Һ) detemines isolated type over b.

5. Let b € M , c  € N \ M , (x, b, c) determ ine isolated type over Ъс, q(x, y ) € 
D (M ) .  Then the following holds.

If q(N, b) П M  = 0 then ф0( N , b, с) С q(N,  b) or ф0( N , b, с) П q(N,  b) = 0.
In fact, we used the condition of almost orthogonality in formulation of 

theorem  by next manner: tp(c\b) l . a q(x, b) implies ф0(N,  b , c) П q(N, b) = 0.
Let M  be a countable model of a small theory T  and its elementary 

extension N, ш1-saturated  model of T , c \= p, c € N . We will construct an 
elem entary chain C of prime models M ( a i) over tuples ai , i € ш, such th a t 
N(M ,p(c ) )  = Ui&u M(ai).

We shall construct C inductively and at some step k, some finite sequence 
of tuples a0, • • • ,an will be defined, and each such a tuple will be connected to 
a finite set X k , 0 <  i < n, such th a t unions of these sets by all k  w ith respect 
to fixed i will define universes of models M ( a i). If a tuple ai is not defined 
before the step k  then  the sets X k are supposed to  be em pty for any k < i.

We sta rt with enum erating all elements of M : let this set be M  = {bk \ k € 
ш} . We shall construct three families of sets:

a) {D k \Dk contains the elements from N \ M  obtained on the step k , k  < ш} ;
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b) {SkISk = Sk - 1  U D k , k < w , S o  = M  U c};
c) { B k lBk is the set of S k-formulas w ith one free variables w ith at least one 

param eter from D k,k  < w}.
At the initial step, we fix the tuple ao ^  boc and for the formulas from 

B o having the minimal num ber and satisfying M  =  3Хфт (Х, cm) we find a 
realization dm of a family of decreasing sequence of principal complete types 
• . . pi+ 1 ( x , bo, b1 , . . . ,  bi, bi+1 ,c) С pi (x, bo,b1 , . . . , b i  ,c) 
l < w containing ф(х, bo, c). Now we let X $  ^  {bo, dm } U c.

Assume, at the step k  we have formed the sets S , S 1}S 2, . . .  , S k. If a t this 
step some realization appears somewhere out of our model M  i.e. dj (k) € 
M (c )\M , then  we form a new set S k+1 and add realization to  this set.

Suppose th a t a t step k  we have already found tuples ao, . . .  ,an (n < k) and 
have formed two families of finite sets { X k li < n  < k}, {D j ( k ) l j  < k, i < n}  
and two families of infinite sets {S j l j  < k}, { B j l j  < k}  satisfying the following 
conditions:

(1) u a i с  u a i+1, i < n, uan с  m  u  c n  X k;
(2) { b o , . . . , b k } u c C хП  ;
(3) X k  c X k + 1 , i < n  ;

(4) Dk = Ui<n Di(k) , Di(k)  С X k , Di(k)  = Uj<k Dj (k) ,  D j (k )  = {dj(k)} .
For any j  < k  for the formulas фт (х, cm) € B j  we chose at

step k, which is minimal with respect to m  and is not considered 
before and satisfies N  =  Э х ф ^ х ^ ^ ,  we have found realizations 
dj (k) € N \ M  of a family of decre asing sequence of principal complete
t ypes pi( x , X n -1 u  {bk , bk+1 , . . . , bk+i} U i<j,i<nD i (k)) э
pi+1 ( x , X lk -1 u  {bk, bk+1 , . . . , bk+i  , b k + i + 1 ^ i<j>i<n D li(k))  containing 
ф ^ х ^ т )  so th a t for any tuple ai with cm € X k-1 and for any tuple 
d € X k-1 u  (Ji<j i<n Di (k) the type tp(rd/ai) is principal; this realization is 
added to  the minimal set X k w ith respect to  i such th a t cm € X k -1 .

At step k  +  1, we consider the elements bk+1. If it belongs to  X n then the 
sequence ao, . . .  ,an remains the same and we construct sets X k+1 by adding 
to  X k the elements dj (k + 1) satisfying the conditions (3) and (4) for k  +  1 
instead of k.

If bk+1 € X n  and starting  from some io < n, all types tp(b,ai), b € X k u  
{bk+1} are principal, we do not extend the sequence ao, . . . , a n and add the 
element bk+1 to  the set X k0 as well as to  all consequent sets X k, io < i < n.
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Then we obtain sets X k+l by adding the elements dj (k + 1) satisfying the 
conditions (3) and (4) for k  +  1 instead of k.

If some type tp (b / a n ), b € X n  U {bk+l} is not principal, we add to the 
sequence a0, . . . ,an a tuple an+l consisting of all elements of the set (ХП U 
{bk+l } ) r \ ( M  U c). Then we add this set to  the (initially empty) set ХПі+1 and 
form the set X k+l , 0 <  i < n+1,  by adding a realization dj ( k +1) of a family of 
decreasing sequence isolated complete types {pi(x, ХП U{bk+l, bk+2, . . . ,  bk+  }U 
К  i<n+l D li(k + 1))|Z <  w} containing the minimal (with respect to m  in Bj  
) formula фт (х, cm) € B j  which was not considered before and contains only 
elements of X n  and satisfying N  =  3Хфт (Х̂ іст) ,  such th a t for any tuple a,, 
w ith cm € X k and for any tuple d € X k U (J<  , < п +1 D\ (k  + 1) , the type 
t p(d/ai) is principal. We add the element dj (k) to  the minimal (with respect 
to i ) set X k , and also to the consequent sets such th a t cm € X k , i < j  < n. 
Now we let X ^ l  ^  X n  U {bk+l}  U f |  D k+1.

By construction, the set X i ^  Uk^uX k are the universes of prime models 
M(ai)  over tuples ai .

Non-homogeneity of model in the elem entary extension is guaranteed by 
our by choose of dj (k).

And now, let we have two countable, non-homogeneous, non-isomorphic 
models M , M ' and by this way we can construct M(c)  and M '(c) with saving 
the non-homogeneity and pairwise non-isomorphism. □

D e f in i t io n  10. [10] We say that an A-definable formula ф(Х,у) converges 
weakly to a type q(x) € S (A) and write W E C (ф(Х,у) ,q(x)),  if, for  every 
Ө € q, there exists a € A, such that ф(Х,Гі) divides Ө ^ ).

We say that an A-definable formula ф(Х, у ) converges strongly to a type 
q(x) and write S T C (ф(Х,у) ,q(x)) if, for  every Ө € q , there exists a € A  such 
that ф ( ^  a) с  Ө ^ ). We usually omit Х in the notation q(x).

D e f in i t io n  11. [10] Let Г be a nonisolated and consistent set of A-definable 
formulas. We say that Г is a quasimodel set(finitely satisfiable in works of S. 
Shelah) if, for  every formula Ө € Г , there exists a € A  such that N  =  Ө ^ ) .

F a c t  3. [10] Let Г be a nonisolated quasimodel set of formulas over A. Assume  
that Г is closed under formation of finite conjunctions. The Г can be extended 
to a quasimodel types over A.
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Proof. For every A-definable formula Q (y ), at least one of the sets r (y ) U {Q (y )}, 
r (y )  U { —Q(y)}  is a quasimodel set. □

F a c t  4. [10] Let q € S (A).
1• I f  there is an A-definable formula ф(х,у) such that W E C (ф(х,у),q)  

holds then there exists a finitely satisfiable type r € S (A) such that, for  every 
a  € r ( N ), the formula ф(х,а)  divides q ( N ), i.e., r JLW q.

2• I f  r € S (A )  for  some finitely satisfiable type r JLW q then W E C (ф(х, y),q)  
holds for  some A-definable formula ф(х, y )

Proof. 1• Denote by Г the following set of A-definable formulas:

{ K (Ө)(у) \ Ө € q , K (Ө)(у) := Зх[ф(х, y ) Л Ө(х)] Л Зх[-ф(х,  y ) Л 0(x)]}-

It is clear th a t Г is finitely satisfiable set; moreover, Г is closed under 
formation of finite conjunctions. By Assertion 1 there exists a finitely satisfiable 
type r € S (A) extending Г. Hence, for every a € r ( N ) С r ( N ), the formula 
ф(х,а)  divides q ( N ). Therefore, ү  JLW q and, consequently r JLW q.

2• Let a  € r ( N ) and let a  JLW q. Then, for some formula ф(х ,У), the 
formula ф(х, a)  divides q ( N ). Hence, ф(х, a)  divides @(N) for every Ө(х) € q. 
This means th a t N  \= K(@)(a) .  Therefore, we have K ( Q ) ( y ) € r. Since r is 
a finitely satisfiable type, there exists a € A  such th a t N  \= K(@)(a).  Thus, 
W E C (ф(х, y ), q) holds. □

2 O n a t h e o r e m  on sim ultaneous o m it t in g  and rea lizin g  t y pe s  
and  its  a pplic a tio n s

Let T  be a countable complete theory.

T h e o re m  5. [11] Let {pi € S (T)\ i  < ш} and {qi € S (T)\ i  < ш} be two 
countable sets of non-principal types. I f  for  every n  < ш there is a model 
M n |= T ,  in which pi are realized and qi are omitted for  all i < n, then there 
is a countable model M  \= T , such that all pi , i < ш are realized and all qi , 
i < ш are omitted in M .

Proof. Consider T 1 = T  Up 1(c1) • • • Upn (cn) U • • • — a consistent set of formulas 
of the language L ( T ) U {ci,\i < ш, }, all ci has no common elements. We need 
to  show th a t for any i < ш all extensions of qi (xi) are not principal over T1.
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Suppose by a contradiction, th a t there exists io, such th a t qi0 is a principal 
consistent set, th a t is, there exists a formula ф(х, a), a = (ci l , . . .  ,c ik), such th a t 
for any ф € qi0 T 1 b Ух(ф(х, a) ^  ф(х)).  Therefore, T  u pi1 (ci1) . . .  u pik (cik) b 
Ух(ф(х, a) ^  ф(х)),  m  > k.

The formula 3 хф(х, a) need to  be a logical consequence of the theory
T  u  pii (Cii) . . .  u  pim (cm ), m  > k .

B ut then beginning from ik the type qi0 need to be realized in the models 
M n , n  > ik, what contradicts to the hypothesis of the Theorem. □

T h e o re m  6. I f  the number of different finite diagrams of T  is greater than w, 
then I (T ,  w) = 2Ш.

Proof. Denote the set of all finite diagrams of all models of T  by Л:

Л = {D  l 3 M  € M od(T) ,  D ( M )  = D}.

Lem m a 3. Let  lS(T)l =  w, |Л| >  w1} then there exists a type po, such that 
^ o l >  w1 and |Л1| >  w1} where

Лo = {D (M ) | po € D ( M )  €  Л};
Л 1 = { d (m )  | po €  D ( M )  € Л}.

Proof. Let p 1 ,p2, . . .  ,pn , . . .  be a list of all non-principal types from S ( T ). For
any n  a type pn divides the set Л into two parts, Л0n) and л1п), where

ЛІ,п) =  {D (M ) l pn € D ( M )  € Л};
л П  = {D (M ) | pn €  D ( M )  € Л}.

Assume th a t the Lemma is not true. Then, for any n, ^ o n)| <  w or |Л(п) | <
w .

Let Bn = Лп, if ^ n)| <  w; Bm = Лп, if |Л(п) | <  w.
Since for any n  lBn l < w, | Un<w B n l < w. And therefore |Л \ (Jn<w B n l >

w 1. Take two different elements D 1 and D 2 from Л \  [}п <ш B n . There is some
type pm such th a t pm € D 1 and pm €  D 2.

There may be two cases:
1. Bm = Л ^ . In this case, pm € D 1 € Л ^  = Bm.  But D 1 € Л \  Un<w Bn,

therefore, D 1 € B m . And we obtain a contradiction.
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2. Bm = Alm). In this case, pm €  D 2 € Alm) =  Bm. But D 2 € Л \  (Jп<ш Bn,  
therefore, D 2 €  B m . And we obtain a contradiction. □

In order to  proof the Theorem  6 consider two cases:
1. IS(T)I > w. In this case IS(T)I = 2Ш, I (T ,w )  = 2Ш.
2. IS (T ) I  =  w. Consider an arb itrary  listing t l , t 2, . . .  , t n , . . .;  tn € S ( T ) of 

all non-principal types from S ( T ).
We will construct a tree by the following steps:
Step 1. By the Lemma 3 we will find the smallest num ber m , such th a t

Л0 =  { D (M ) I  tm € D ( M )  € Л } ;
Л і =  { d ( m )  I  tm €  D ( M )  € Л};

І Ло I  >  w i , І Л і І  >  w i .

Step k-1. On this stage we will have 2Һ-1 disjoint sets Лт with Л I  >  wl , 
where t  €  { 0 ,1 }  and length of т is equal to k — 1.

Step k. For any т let m T be the smallest with the property

Лто =  { D (M ) I  tmT € D ( M )  € Лт} ;
Лтi = {D (M )  I tmT €  D ( M )  € Лт};

I  Лто I > wl , | ЛT1 I > wl .

On this step we have 2k sets, each of which has cardinality greater or equal 
to  w l , and for any t1 = т2, Лтг П  Лт2 = 0.

Each branch of 2Ш branches of the obtained tree, will be characterized 
by a sequence t m , t mTl , . . . ,  tmTk, . . .  of types, which we can divide according 
to  belonging of the type tmTn to  the finite diagrams of the set Лтп+1 into two
sequences: po , p l , . . .  , pk , . . .  and qo ,q l , . . . , q k ,  If tmT. = p k , then, beginning
from i there are models M n  I= T , n  > i , such th a t the type pk is realized in 
all M n . If t mT, = qk, then, beginning from i there are models M n |= T , n  > i, 
such th a t the type qk is om itted in all these models.

Therefore, by the Theorem 5 there is a countable model M , which will 
realize all the p k and omit all the qk. And all models corresponding to  the 
different branches of the tree will be non-isomorphic since they differs in the 
collections of types. Thus, there are 2Ш countable non-isomorphic models. □
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C o r o l l a r y  3. I f  there is a countable complete theory T  with I (T ,ш) = ш1, 
then there is a finite diagram D  € Л, such that D  = D ( M i ), M i € M o d ( T ), 
i < ш 1.

T h at is, there are at least ш1 models of T  with the same finite diagram  D . 
Proof. By the Theorem  6 we have

\Л\ >  ш ^  I (T ,  ш) = 2Ш.

Therefore,

I (T ,  ш) < 2Ш ^  \Л \ < ш.

And so, we have Л < ш.
Suppose th a t the Corollary 3 is not true. Then, for any finite diagram  Dj,

\ A \= T, D(A)  = Di}\ < ш.
Therefore, \ U d ^ { A / ^  \ A \= T, D(A)  = D i } \ < ш, what contradicts to 

our assum ption th a t I (T ,  ш) = ш1 . □
It is obvious, th a t

P r o p o s i t io n  1. I f  in a small countable theory T  for  any finite set of non
principal types
{p1 ( x 1), • • • ,pn(xn)  \ pi € S  (T  ) , n  < ш}, (p1 U p 2 U • • • U pn)(X1 ,X2, • • •, Xn) is a 
complete type, then I (T ,ш) = 2Ш.

D e f in i t io n  12. Let Г be a locally consistent set of formulas, q be a type from  
S ( T ). The set Г is said to be almost orthogonal to the type q (Г ± a q), i f  any 
extension of Г is almost orthogonal to the type q.

P r o p o s i t io n  2. The types p and q are not almost orthogonal i f  and only if  
there exists a formula ф ^ ,  y ), such that for  any model M  |= T  realizing p, such 
that for  any a  € p (M )

0 = ф( a , M ) С q ( M ).

Proof. Proof of the necessity is obvious.
We know th a t 3a ф( a , M ) С q ( M ) = П Өед Ө ^ ). Therefore, ф( a , M ) С 

Ө̂ ) for all Ө € q. We have M  |= V y ^ ( a ,  y ) Ө(у)) for all Ө € q.
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Denote y y ^ ( a , y ) Ө(у)) by к ө(a). К ө(a) € p.
Let, for some M ' |= T , a'  € p ( M ' ). Therefore, M ' |= К ө(a ' ). T ha t is

M ' |= У у ( ф ^ , у ') Ө(у)) for all Ө € q.
We have ф ( ^ , M ' ) с  Ө ^ ' ) for all Ө € q. Therefore, ф ( ^ , M ' ) с  

П ө ^  Ө Ш ') = q ( M ' ). □

P r o p o s i t io n  3. I f  p and q are two types from S ( T ), such that p jLa q. Then, 
i f  some model M  |= T  realize the type p, then the type q is also realized in M .

Proof. The Proposition states, th a t the realization of p  in some model of T  
implies the realization of q in the same model. In o ther term s, p  is powerful 
over q .

If the type p  is realized in some model M  |= T , then  there is an element 
a  € p ( M ). By the definition of an almost orthogonality, there is a formula 
ф(Х,у), such th a t 0 = ф ^ ,  M ) с  q ( M ), w hat means, th a t q ( M ) is not empty, 
therefore q is realized in M . □

T h e o re m  7. Let T  be a small countable theory, and {r i Ii < w} be a countable 
set of all non-principal types from S ( T ), then

(1) I f  for  any ri = r j , ri -La r j , then I (T ,w )  > w.
(2) I f  for  any finite subset {ri l , . . .  , r in } of {ri }

(rii U ri2 U . . .  U г,п ) ± a rk , k < w,

then I(T ,  w) = 2Ш.

Proof. (1) Take an arb itrary  n  € N. Since rn l . a г,, Уі = n, i < w, realization of 
rn does not imply realizations of ri . Therefore, by the Theorem  5, there exists 
a model M n realizing the only type rn .

Since Уп , m  €  N n  = m  impies M n ^  M m, there exists a t least w non
isomorphic models.

(2) Let т be a countable sequence of 0’s and 1’s. Divide {ri } into two ordered 
sets, {pi } and {qi }, such th a t ri = pk if т(i) =  0 and ri = qk if т(i) = 1.

For any n  €  N take the finite parts of the sets {pi } and {qi }: {pl , . . .  ,pn } 
and {ql , . . . ,  qn }. Take a prime model M n over any extension of (pl U . . .  Upn). 
Since (pl U . . . Upn) ± a qi , 1 < i < n,  their realization does not imply realization 
of the types qi , 1 < i < n. Therefore, there the model M n will realize all p ,,
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and omit all qi , i < n.  Then, by the Theorem 5, there is a model M , realizing 
all pi and om itting all qi .

For any t  there is a model M r constructed by the m ethod described. And 
all these models are not isomorphic, since they differs in a t least one type. 
Therefore, I (T ,w )  = 2Ш. □

T h e o re m  8. I f  the countable theory T  is small, and {ri € S ( T )|i <  w} is a 
countable set of all non-principal types such that ri jLa r i+1 and ri+k ~̂ a ri , 
then the number of countable non-isomorphic models of T  is at least countable, 
that is, I (T ,  w) > w.

Proof. We will construct a model M n  for every natural num ber n . If a model 
M i realize a type ri , then  by the Proposition 3 it realizes all the types r j , j  > i.

The model M 1 realize a type r 1 and, consequently, all the types ri , i < w. 
In the model M i , by the O m itting Types Theorem, the types r j , j  < i are 
om itted, and, since ri+k ± a r i , the types r j , j  > i are realized. □

C onclusion

In this paper quasi-neighborhoods, neighborhoods, their properties and 
connection with each other are studied. And there given how neighborhoods 
can affect to  the num ber of pairwise non-isomorphic models. Also we are going 
to describe how orthogonality of types connected with definability of quasi
neighborhoods (B. Baizhanov, N.Tazabekova).

We study the relations of weakly orthogonality and almost orthogonality 
of types and relation of them  with the concept as the weakly and strongly 
convergence of formula to type (B.Baizhanov). In the theorem  (Theorem 4) 
proved th a t some applied conditions with orthogonality save the property of 
non-homogeneity and keep the num ber of countable, non-isomorphic models 
(B. Baizhanov, A. Yershigeshova). We prove (Corollary 3) th a t if there is 
a counterexam ple to  Vaught's conjecture then there is a diagram  with w1 
countable non-isomorphic models (B. Baizhanov, T. Zambarnaya).

The work was supported by grant 5125/GF 4 of M inistry of Education and 
Science of the Republic of Kazakhstan.
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Байжанов Б.С., Тазабекова Н.С., Ершигешова А.Д., Замбарная Т.С. 
Ю Ш ! ТЕО РИ Я Л А РД А ҒЫ  Т И П ТЕР

Осы мақалада квази-аймақтар, аймақтар, олардың қасиеттерi және 6ip 
6ipiMeH байланысы көрсетілген. Сонымен 6ipre типтердiң ортогоналдығы 
мен квази-аймақтардың анықталымдығы арасындағы байланыс сипаттал- 
ды.

Б із  типтердiң әл с із  ортогоналдық, ортогоналдық дерлік қатынастарын 
және олардың формуланың типке әлсіз және күшті ж инақтылығы сияқты 
ұғымдармен байланысын зерттейміз. Төртінші теоремада ортогоналдығы 
бар кейбір қолданбалы ш арттар біртексіздік қасиетін сақтайтыны, изо- 
морфты емес және саналымды модельдердің санын бұрынғыша қалды- 
ратыны дәлелденген. M  моделі үшін D ( M )  ақырғы диаграммасы деп M  
жүзеге асырылатын D ( M )  барлық типтердің жиыны аталады [1]. Воот ги- 
потезасына қарсымысал бар болса, онда w1 изоморфты емес саналымды 
модельдері бар ақырғы диаграмма бар болатыны дәлелденген.

Байжанов Б.С., Тазабекова Н.С., Ершигешова А.Д., Замбарная Т.С. 
ТИ П Ы  В М АЛЫХ Т ЕО РИ Я Х

В работе рассматриваются квази-окрестности, окрестности, их свой
ства и связь между ними. Такж е описывается связь между ортогонально
стью типов и определимостью квази-окрестностей.

Мы рассмотрим отношения слабой и почти ортогональности типов и 
их связь с такими понятиями, как слабая и сильная сходимость ф орму
лы к типу. В теореме 4 доказывается, что некоторые прикладные усло
вия с ортогональностью сохраняют свойство неоднородности и оставляют 
прежним число счётных неизоморфных моделей. Д ля модели M  теории 
T , конечной диаграммой M  называется множество D (M ), всех типов, ре
ализующихся в M  [1]. Доказывается, что если существует контрпример 
к гипотезе Воота, тогда существует конечная диаграмма с w1 счётными 
неизоморфными моделями.
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СОВПАДЕНИЕ КЛАССОВ ЗА ДА Ч , РЕШ АЕМ Ы Х  
ДЕТЕРМ ИНИРОВАННЫ М И АЛГОРИТМ АМ И С 

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫ М  ВРЕМ ЕНЕМ  РАБОТЫ  И С 
ПОЛИНОМ ИАЛЬНЫ М  ОГРАНИЧЕНИЕМ НА ПАМ ЯТЬ

На основе моделирования длинных по времени вычислений относитель
но короткими формулами двухэлементной булевой алгебры доказывается 
полиномиальная сводимость всякого языка, распознаваемого за экспонен
циальное время на детерминированных машинах Тьюринга, к языку таких 
формул. С другой стороны, известно, что язык булевых формул с кванто
рами является полиномиально полным в классе языков, распознаваемых 
с полиномиальной памятью на этих машинах. Это позволяет доказать ра
венство классов, упомянутых в названии работы.
Ключевые слова: моделирование формулами, полиномиальная своди
мость, экспоненциальные временные вычисления, вычисления с полино
миальной памятью.

В в е д е н и е

В 1973 г. Стокмейер и Мейер доказали [1], что теория Th(B )  двухэле
ментной булевой алгебры B  (в [2] это — язы к БФ К  — язы к булевых формул 
с кванторами) полиномиально полна в классе P-space,  т.е. в классе языков,
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распознаваемых с полиномиально ограниченной памятью на детерминиро
ванных машинах Тьюринга. Это, в частности, означает, что для всякого 
язы ка этого класса имеется алгоритм, который за  полиномиальное время 
от длины входа даёт формулу теории T h(B ),  моделирующую вычисления, 
ограниченные по ёмкости данным многочленом. При этом симулируются 
достаточно длительные вычисления, так как полиномиальное ограничение 
на память позволяет машине работать экспоненциальное время [2, 3].

Д ля реализации этого моделирования при доказательстве теоремы 4.3 
в [1] Стокмейер и Мейер применили весьма остроумный приём. Он позво
ляет написать формулу полиномиально ограниченной длины для симуля
ции экспоненциального количества шагов машины Тьюринга при условии, 
что один её шаг описывается формулой полиномиальной длины. Один шаг 
работы машины моделируется в [1] по методу Кука — выполнимой ф орму
лой исчисления высказываний, подобно тому как в [4] описываются дей
ствия недетерминированных машин Тьюринга за полиномиальное время 
при доказательстве N P  -полноты задачи о выполнимости.

Мы применим это красивое построение из [1], но моделировать шаги 
работы машины будем более сложными формулами теории Th(B),  имею
щими смену кванторов. Это усложнение вызвано тем, что описание работы 
машины по методу Кука — очень длинное, оно гораздо больше, чем длина 
той части ленты, где производятся вычисления. Действительно, в формуле 
Кука имеется подформула из одной пропозициональной переменной Ci,j,t , 
которая принимает значение «истинно», если i-я ячейка в момент времени 
t  содержит символ рабочего алфавита X j  (см., например, доказательство 
теоремы 10.3 в [3]). Однако такой простой факт, что в какой-то момент 
t  начальный кусок ленты длины L  +  1 содержит только символы Хо, ко
дируется формулой, содержащей фрагмент длины 2L +  1 без учёта длины 
индексов: C0,0,t ЛC\,0,t Л • • • ЛCb,0,t . Сократить эту запись нет возможности, 
даж е используя квантор всеобщности, так как его нельзя применить к ин
дексам, оставаясь в рамках теории первого порядка. Таким образом, для 
описания работы машины на полосе экспоненциальной ширины требуется 
формула Кука такж е экспоненциальной длины.

Выход был найден в [5]: там предложено кодировать двоичную запись 
номера ячейки набором значений специальных переменных x t,0, • • • , x t,m , 
где m  +  1 ^  log2 L  (см. п. 2.2 и 5.2). Это позволяет описать один шаг ра
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боты машины с экспоненциальной ёмкостной сложностью формулой по
линомиальной длины. Основная идея такого сокращения заклю чается в 
том, что начальная конфигурация и условие окончания работы являю тся 
полиномиально короткими, и при экспоненциально широкой полосе всего 
вычисления на каждом его шаге меняется всего лишь одна клетка ленты.

В итоге получается, что теория Th(B )  полиномиально полна в классе 
E X P , т.е. в классе языков, которые распознаются детерминированными 
машинами Тью ринга за  экспоненциальное время от длины входа п, точнее 
за время, не превосходящее e x p (2 ,f (п)), где f  есть многочлен, фиксиро
ванный для данного распознаваемого языка. Тем самым устанавливается 
равенство классов P-space  и E X P  на основании того, что все языки обоих 
классов полиномиально сводятся к язы ку БФ К.

В то же время, конструкция моделирующих формул из заметки [5] бу
дет заметно изменена для возможности воспользоваться модифицирован
ным методом из [1] и избежать трудностей, возникающих при попытках 
полного обоснования адекватности предложенного в [5] способа симуля
ции экспоненциального времени работы машины, и поэтому в п. 2.2-3.2 
эти формулы описываются независимым от работы [5] способом.

Заметим, что метод построения формул Кука создавался для описания 
работы недетерминированных машин Тьюринга, но пригодна для этого и 
конструкция теоремы 4.3 в [1]. А описываемое ниже моделирование для 
этих целей приспособить пока не удалось.

1 Н е о б х о д и м ы е  с о г л а ш е н и я  и ф о рм у л и ро в к а  р е зу л ь т а т а

В этом разделе в явном виде оговариваются ограничения на использу
емые машины Тьюринга, особенности их работы, способ записи их команд 
и формул теории булевых алгебр. Эти соглашения являю тся важными де
талями при доказательстве основной теоремы 1, хотя ценой усложнения 
доказательства любое из этих ограничений можно опустить.

1.1 О машинах Т ьюринга и записи булевых формул. Всюду далее 
рассматриваются только детерминированные машины с фиксированным 
рабочим алфавитом без дополнительных оговорок. Считается, что модели
руемые машины имеют лишь одну рабочую ленту, так как переделка про
граммы многоленточной машины в одноленточный вариант осуществима 
за полиномиальное время от длины программы; и время работы машины
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при этом возрастает тоже полиномиально [2, 3].
Лента машины бесконечна только вправо, именно в этом виде маши

ны часто и рассматриваются [1]-[4]. Кроме того, такие машины позволяют 
моделировать полиномиальные вычисления на машинах с двухсторонней 
лентой за полиномиальное время. Обоснование этого проще того, что де
лается в случае перехода от двухленточной машины к одноленточной.

Команды машин Тьюринга — однотактные, т.е. имеют вид qia qjв , 
а не двухтактные qia  ^  qjвү , где a  € A, в , ү  € A  U {R, L}  и A  — рабочий 
алфавит. Если даж е считать исполнение двухтактной команды за один 
шаг, то разница во времени работы получается линейной.

Машина начинает работу во внутреннем состоянии qi, и если она рас
познаёт вход, то приходит либо в допускающее состояние — q0 = qyes, либо 
в отвергающее — q2 = qno.

Машины Тьюринга не попадают в ситуацию, когда машина останови
лась, но ответ её не определён. А именно, они не пытаются выйти за левый 
край ленты и не содержат висячих внутренних состояний qj , для которых 
j  =  0, 2 и есть команды с концом ••• ^  qj в , но нет команд с началом 
qj a  ^  • • • хотя бы для одного a  € A. Попытки выйти за левый край ленты 
блокируются введением дополнительного символа *, которым помечает
ся левый край ленты, и заменой команд qi* qkL на qi* ^  qi*. Висячие 
внутренние состояния ликвидируются дописыванием команд qj a  ̂  qj a.

Д ля того, чтобы иметь возможность применять в формулах константы, 
далее используются исключительно формулы теории T h(B ),  а не язы ка 
БФ К. Хотя формальный переход между этими языками прост: если x  — 
формула БФ К  из одной пропозициональной переменной, то x  =  1 — соот
ветствующая ей формула Th(B )  с предметной переменной х, и обратный 
переход почти так же прост.

Д ля формул теории Th(B )  зафиксируем следующий алфавит: а) сиг
натурные символы П, U,C, 0,1 и знак равенства ~ ; б) латинские буквы 
— для указания видов предметных переменных; в) арабские цифры и за
пятая — для записи индексов; г) логические связки -і, Л, V, ^ ;  д) знаки 
кванторов У, 3; е) вспомогательные символы: (,).

Приоритет связок и операций или его отсутствие не имеет значения, 
так как разница в длине формул в этих случаях получается линейной.

Программы одноленточных машин Тьюринга с рабочим алфавитом A
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считаются записанными символами этого алфавита, а такж е, с использо
ванием символов q, R, L, ^ ,  арабских цифр и запятой.

1.2 ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА И ЕЁ СЛЕДСТВИЕ.

Т е о р е м а  1. Любой язык класса E X P  полиномиально трансформируется 
к языку формул теории двухэлементной булевой алгебры B.

Доказательство теоремы 1 описывается в разделах 2-5.

С л е д с т в и е  1. Классы P-space и E X P  совпадают.

Доказательство. Известно, что класс E X P  содержит в себе класс P-space  
[2, 3]. Согласно теореме 1 всякий язы к класса E X P  полиномиально сводит
ся к язы ку формул теории T h(B ),  а этот язы к — полиномиально полный в 
классе P-space  по упомянутой выше теореме Стокмейера-М ейера [1, 2] и 
ввиду отмеченной выше эквивалентности его язы ку БФ К. Это означает, в 
частности, принадлежность язы ка Th(B )  классу P-space. Таким образом, 
установлено обратное включение E X P  С P-space. □

2 НАЧАЛО ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 1

Пусть язы к L  леж ит в классе E X P . По определению это означает, 
что имеется машина с программой Рь, время работы которой на входе X  
ограничено величиной е х р (2 ,т ^ ( |Х |) )  для некоторого многочлена ш ь,  и 
эта машина допускает вход тогда и только тогда, когда он принадлежит 
L. Здесь и всюду далее IM  | означает длину объекта M .

Д ля доказательства теоремы 1 достаточно полиномиально трансфор
мировать этот произвольно выбранный язы к L  к язы ку формул, т.е. промо
делировать работу одной машины Рь за экспоненциальное время. Однако 
мы в состоянии доказать большее, а именно, будет описан алгоритм, кото
рый для каждого многочлена ш  по любой программе Р  машины Тьюринга 
и всякому входу X  строит замкнутую формулу (предложение) Qm (X, Р ) 
сигнатуры булевой алгебры B, обладающую свойствами:

(а) существует такой многочлен gm, что для всех X  и Р  формула 
Qm ( X , P ) строится за время, не превосходящее gm (\XI, IP |);

(б) если B \= Qm (X, Р ), то машина Тьюринга с программой Р  допуска
ет вход X  не более, чем за exp(2, m ( \ X |)) шагов, а когда B  =  —Qm (X, Р ), 
эта машина отвергает вход X  или делает более e x p (2 ,m (|X |)) шагов.
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Таким образом, фактически будет доказана полиномиальная своди
мость языков проблемы допускания в отведённое время, а именно, языков

A K m ^  {{X , P ) | машина Тьюринга с программой P  допускает 

цепочку X  в пределах времени  e x p (2 ,m (|X |))}

к язы ку булевых формул. Название и обозначение этих языков специально 
выбраны так, чтобы подчеркнуть их сходство со знаменитым множеством 
проблемы остановки — K .

Сначала мы построим очень длинные формулы, моделирующие вычис
ления и имеющие огромное количество «лишних» переменных, и только 
после того как убедимся в адекватности этого моделирования (предложе
ние 3(В) ниже), позаботимся о короткой записи построенных формул, что 
будет гарантировать полиномиальность построения этих формул.

Перед построением формулы Q,m (X , P ) к программе P  дописываются 
команды холостого хода вида qkа  ^  qkа, где к € {0(yes), 2(no)}, а  €  A, 
выполняя которые, машина не меняет конфигурацию на ленте.

2.1 Д ополнительные соглашения. Д ля лучшего восприятия вводятся 
следующие сокращения:
1) кроме обычных скобок в длинных формулах применяются квадратные 
и фигурные; 2) считается, что П и Л (&) связывают сильнее, чем U и 
V, ^ ;  3) x < y  ^  x  & 0 Л y & 1; 4) (а0, . . . , а т) < (во , • • • , вт) — сравнение 
наборов в лексикографическом порядке: а 0 < в 0 V { а0 & в 0 Л [а1 < в і V ( а 1 & 
в і  Л (а 2 < в 2 V (а 2 & в 2 Л (аз < вз  • • •))))]}.

Упорядоченный набор фиксированной длины (x0, .. •, x m) обозначает
ся как U. Естественно, что «формула» x  & а  обозначает систему равенств: 
x 0 & а 0Л . . .  Лx m & а т . Наборы переменных с двумя индексами будут встре
чаться только в таком виде, когда первый индекс фиксирован, например, 
(uk,0, • • •, Uk,m), такой набор обозначается как Uk.

При подсчёте длины формулы применяется правило: длина набора U 
равна m  +  1 плюс M  — количество символов, участвующих в записи ин
дексов 0 , . . .  ,m .  А  \x & al ^  M + 3 m + 3 , если набор а  состоит из констант, 
а если это — набор переменных, то \x & а  \ ^  2 M + 3 m + 3.

Известно, что если (7)2 =  (ү0, • • • ,ү т)2 — двоичная запись нату
рального числа t  < exp(2,m ), то числа t  +  1 и t — 1 выражаю тся в виде
(x)2 + 1 ^  (ү0 Ф ү 1 '• • •' үт— 1 ■ үт , • • • , үт— 2 Ф үт— 1' үт , үт— 1Ф үт , үт Ф1) 2 и
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(7)2 -  1 ^  (Ү0 Ф Сүі ■ • •• ■ Сүт-1 ■ Сүт , • ••, Үт—2 ® С ^т —1 ■ Сүт , Үт—1 ® С үт , 
үт Ф1)2, соответственно, где операция П записана как умножение: х  ■ у  ^  
х  П у; и х  Ф у  ^  х  ■ С у  U С х  ■ у. Немного в другом виде запись подобных 
формул содержится в [6] — пример 4 в § 2 главы 1.

Двоичная запись натурального числа t обозначается как (t )2.

2.2 О сновны е и вспом огательны е переменные. Д ля моделирования 
работы машины Тьюринга P  на входе X  за первые T  = e x p (2 ,m |X |) 
шагов достаточно описать её действия на полосе шириной в T  клеток. 
Ввиду этого номера ячеек на ленте кодируются посредством наборов из 
переменных вида «икс»: 7 t = (х і,̂, • • • ,хі,>т) длины m  + 1  =  m (|X |)  +  1. 
Первый индекс t  (цвет ) обозначает номер шага, после которого возник
ла рассматриваемая конфигурация на ленте. Таким образом, формула 
7 t & a  ^  х і,,0 & a 0 • • • х і;,т & am, задаёт номер (a )2 в двоичной систе
ме счисления нужной ячейки в момент времени t .

Число r подбирается настолько большим, чтобы в двоичной системе 
счисления можно было записать все номера внутренних состояний маши
ны P , используя r символов 0 и 1, и при этом закодировать такими же 
наборами все символы алфавита A, т.е. если в  € A, то св  ^  (св0, • • •, свг -1 ) 
— набор нулей и единиц длины r , кодирующий в .

Запись в какой-то ячейке символа е после шага t  обозначается ф ор
мулой f t «  се, где f t  — набор переменных длины г. А отдельной ячейке с 
номером, двоичная запись которого (7 )2, когда в ней после шага t  записан 
символ е, сопоставляется квазиуравнение (или клауза ) цвета t:

■0t (7  ̂  е) ^  7t & 7  ^  f t  & се ^  (xt,о & № Л • •• Л х^т & №т) ^
^  ( f t ,0 «  се0 Л ••• Л f t , r - i  & с е г - і )•

Наборы из переменных q7t длины r употребляются для указания но
меров внутренних состояний машины; а наборы dt — для записи кодов 
символов, стоящих в обозреваемой головкой клетке, в данный момент t . 
Номер i =  (7)2 внутреннего состояния qi и обозреваемый головкой символ 
a  вместе с номером (£)2 той клетки, где он стоит, представляется для шага 
t  в виде одной п-формулы  цвета t:

nt(a ,  ( i)2 ,7  ^  dt & сл  Л 7  & 7 Л 7  & С ^  (dt,0 & caо Л • •• Л 
Лdt,r— 1 & с л г—1) Л (qt,0 & 70 Л • • • Л qt,r— 1 & § r -1) Л (zt,0 & ̂ 0 Л • • • Л %Ь,т & Ст) •
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В целом эта формула — условие на применимость команды qia . . .  или, 
иными словами, таймер  для запуска именно этой команды, когда головка 
наведена на ячейку с номером ({)2.

Основные переменные x ,Z j  и qt , f t ,d t введены с большим избытком 
для облегчения доказательства, но в итоговые моделирующие формулы 
войдут только те из них, у которых t  =  0 или t = T  ^  exp(2 ,m ). Наборы 
основных переменных имеют разную длину, но это не приведёт к путанице, 
так как у наборов из «иксов» и «зетов» длина всегда будет ш +1, а у набо
ров из «кю», «эф» и «дэ» — г. Наборы констант или других переменных 
могут быть тоже разной длины, но такой набор будет всегда однозначно 
привязан к одному из этих.

Остальные переменные — вспомогательные, они описываются по мере 
их появления. Их задача — однозначно определить значения основных 
переменных цвета t  + 1 , при условии, что ведущие переменные цвета t 
имели «правильные» значения. Причём эта передача долж на адекватно 
соответствовать той команде M (к), которая применяется на шаге t +1.

Л е м м а  1. (А) Без учёта индексов клаузы вида фt ( x ^ в ) имеют длину не 
более, чем  4ш+4г+10; а таймеры (п-формулы) — не более чем  4ш+8г+12.

(B) |( a  о ,.. . , a m) < (во , . .  - J i m )  ^  10 • m ax { |(a o ,.. . , a m) l  |(во, • • ^ в т ) } .
(C) Если набор ( t)2 имеет длину порядка a вместе с индексами, то 

двоичная запись чисел t ±  1 требует формулы длины порядка a2.

Доказательство. (А,В) В запись таких квазиуравнений входит по ш  +  1 
переменных вида x  и и ; г переменных вида f  и констант из набора c l ; 
ш + г+1 конъюнкций и столько ж е символов равенства и одна импликация. 
Аналогично считается длина п-формул и неравенства a  </5.

(С) Согласно формулам п. 2.1 в двоичной записи чисел t ±  1 имеется 
столько же разрядов, что и в ( t)2 — ш  +  1, и ш  +  1 < a, но первый слева 
разряд содержит терм длины порядка a , остальные разряды — короче. □

3 Ф о р м у л ы , о п и с ы в а ю щ и е  д е й с т в и я  м а ш и н ы

По программе Р  построим вначале формулу Ф(0)( Р ), которая описы
вает один шаг работы машины при применении её к конфигурации, воз
никшей на каком-то шаге t . Затем опишем формулами действия машины 
за экспоненциальное время, модифицируя метод из [1].
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3.1 О писание д ей стви я  ком анд. Д ля описания работы на шаге t+1 ко
манды M (к) =  qia ̂  qjв  с номером к, где а  € A, в  €  AU{R, L}  (в том числе и 
команд холостого хода из начала раздела 2), применяется следующая ф ор
мула фг(к) со свободными основными переменными xt,qt,Ut,dt, f t , x t + 1 , 
qt+ 1 , Zt+ 1 ,d t+1 и f t +1 :

Фг(к) ^  Vu {n t(a , (i)2,u) ^  [Д коп(«) &

& V һ {Г иск(в) ^  [Дзап( к , в ) &  nt+1(h, (j  ) 2,Х(в ) ) ] }]}.

Первая п-формула цвета t  играет роль таймера и «запускает» выпол
нение команды с началом qia . . .  при условии, что головка осмат
ривает клетку с номером (7)2. Номер ячейки, которую будет обозревать 
головка после выполнения команды M (к), определяется по метасимволу 
в  € { R , L } U  A  и набору и  следующим образом: U(R) ^  (U)2+1, U(L) ^  
(7)2 — 1 и при в  € A  и (в)  ^ U.

Формула Г иск(в ) ищет тот символ h, на который будет наведена голов
ка после выполнения команды: а) при в  € { R , L }  эта формула «находит» 
тот символ, что записан справа или слева от обозреваемой ячейки в мо
мент t: Г иск(в) ^  x t & и (в ) ^  f t & h  =  ф^ и (в ) ^ һ ) ;  б) а при в  € A
искать ничего не нужно: Г иск(в) ^  h & св.

Формула Д Коп(и) меняет цвет записи в ячейках, отличных от (7)2:

Д коп(и) ^  V w 3 qk { - w &  и ^  t y t(w ^  Uk) Л ^ t +1 (w ^  Uk)]}.

Формула Д зап(к, в )  при в  € A  ставит символ в  цвета t+ 1  в клетку (U)2: 
Д зап(к, в )  ^  ^ t+1(u ^  в); а при в  € { R ,L }  она ставит туда а  (тоже 
цвета t +1): Д зап(к ,в )  ^  ^ t+ 1(U^ а ) .

Вторая п-формула, цвета t  + 1 , наводит головку на ячейку с номером 
(и (в ))2, а внутреннее состояние машины меняет на j .

Л е м м а  2. (А) При в  € A  формулы Г иск( в ), n t+1(h, (j )2,и (в ) )  и ф ( к ) 
имеет длину порядка O(\ ^ t+1(vj^ Uk) |)-

(В) При в  € { R , L }  длины эт их формул — порядка ^  Uk )|)-

Доказательство. (А) Согласно лемме 1(А) длина таймеров цвета t  (тех, 
что входят в запись формул ф^(к) первыми) имеет тот же порядок, что 
и длина клаузы вида ф ^ 1(«; ^  Uk), если не считать длину индексов. С
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учётом длины индексов длина обоих формул возрастает в число раз, не 
превосходящее величину, пропорциональную m ax{[lg rn"| +  |"lg(t+1)"|, |"lg(r— 
1)1 +  R g(t+1)1, flg (r—1)1 +  [lg k |} . Остальные фрагменты формулы фь(к) в 
этом случае имеют длину того же порядка или они короче, чем ^ t+ i(w ^  
Xk)|, поэтому и вся формула фі(к) имеет тот ж е порядок длины.

(В) В этом случае заключительные п-формулы (цвета t  +  1) в записи 
>̂t (k) и квазиуравнение из Г иск( / ) значительно длиннее оцененных выше, 

так как в них входят равенства вида Xt+ i & (X)2±1 и Xt & (X)2±1. Поэтому 
на основании леммы 1(С) длина таких таймеров и клауз имеет верхней 
оценкой величину 0 ( ш  • ^ t+i(w ^  Xk)|). Остальные компоненты у >̂t (k) 
значительно короче. □

3.2 О писание одного ш ага  работы. Пусть N  — число команд машины 
Р  вместе с добавленными холостого хода из начала раздела 2, вся формула 
ф (°)(р ) имеет вид:

^>(0)(p) (y}t,y}t+i) ^  Д  фt(k) (Уt, Уt+l),
0< k^ N

где yt ^  (xt,Xt, Xt, dt, f t) ,  Xt+i ^  (Xt+i, Xt+i, Xt+i,dt+i, ft+i) — два кор
теж а длины 2 ш + 3 г + 2  из свободных переменных этой формулы.

Обозначим через (Ф) бескванторную часть (матрицу) формулы Ф.

Л е м м а  3. (А) При x t = ц  клауза фt (Ji^ е )  истинна независимо от зна
чения f t . В  частности, при x t =  w или  Xt+ i =  w истинно квазиуравнение 
соответствующего цвета, входящее в запись ( А коп(иі)).

(В) При подходящей константе D i |Ф(0)( Р )(yt ,y t+ i )| ^ D i • р | • |^ t (N )|.

Доказательство. (А) В этих случаях в клаузах ложны посылки.
(В) Считая, что количество команд в программе Р , число N  — 2, — не 

нулевое, очевидным образом имеем N  • [lgN 1 < D i  • р |, и поэтому верна 
оценка, приведённая в формулировке леммы. □

3.3 О писание экспоненциальн ого  ч и сл а  ш агов маш ины и конфи
гураций. Действиям машины Р  за e(s) = exp(2 , s) шагов сопоставляются 
формулы Ф ^ + ^ р )(yt ,y t+e(s+i)), определённые по индукции:

3 X У X У Ь {  [(Xt &X Л X&b) V (X&X л  b & Xt+e(s+i))] ^  Ф(^ ( Р ) (а ,Ь ) } ,
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где 7 ,7 , b — наборы новых вспомогательных переменных.
Утверждение о том, что после шага t  на ленте рассматриваемой маши

ны записана некая конфигурация L  (может быть и не реальная), когда на 
ленте в ячейках с номерами (77)2 стоят символы е(7), обозревается клетка 
с номером (7)2, и механизм готов исполнить команду qia • • •, кодируется 
следующей формулой цвета t  (напомним, что T  =  exp(2,m )):

*L (t)(y t)  ^  nt(a ,  ( i)2 ,7 )&  Л  ^ t ( 7 ^ е(7)),
0̂  T

с 2 (m + 1 )+ 3 r  свободными переменными yt =  {хt ,qt , 7 t ,d t , f t ).

4 М о д е л и ро в а н и е  о д н о г о  ш ага  ра б о т ы

Построенные до этого формулы были просто сопоставлены опре
делённым частям программы или некоторым процессам, а утверждать, 
что они что-то моделируют, т.е. становятся истинными или ложными в 
зависимости от реальности описываемого явления, было нельзя.

4.1 О днозначность моделирования

П р е д л о ж е н и е  1. (A) Пусть конфигурация К (t+1) возникла из конфи
гурации К (t) в результате действий машины P . Тогда имеются такие 
особые значения переменных y t , что Ф К (t)(7t ) истинна, и при любых  
значениях переменных y t+1 истинность формулы Ф(0)( Р )(7t ,7 t+ 1) следу
ет из истинности Ф К  ( t+ 1)(y t+1) .

(B) Если формула

Q(0)(X ,p )(7 t,7 t+ 1 ) ^  [Ф К (t)(7t) & Ф(0)( Р )(7t,7t+1)] ^  Ф К ( t +1)(7t+1)

тождественно истинна на алгебре B, то машина Р  на шаге t  + 1  пере
рабатывает конфигурацию К  (t) в К  ( t+ 1).

Доказательство. Докажем оба утверждения параллельно: подберём такие 
значения свободных переменных формулы Q(0) (X, Р )(yt , y t+\), что форму
ла T t+1 ^  [Ф К (^ & Ф (0)( Р )] ^ ФL(t+1) станет ложной, если конфигурация 
L (t  + 1 ) отлична от реально возникшей К (t + 1) на шаге t  + 1 . Тем самым 
мы докажем пункт (B) предложения. Но вначале будем выбирать значе
ния для переменных из набора yt , а затем, подбирая значения для соответ
ствующих переменных цвета t  + 1 , увидим, что формулы Ф(0)( Р )(yt , 7t+1)
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и Ф К (t + 1 ) (7t+1) становятся одновременно истинными или ложными в 
зависимости от выбранных значений переменных.

При значениях переменных сlt =  са, qt =  (i)2, 7t =  7 , где (7)2 — номер 
той ячейки, а a  — это тот символ, который осматривается головкой до 
исполнения команды M (к) =  q i a • • •, применимой к конфигурации К (t), 
истинна п-формула nt (a, (i)2, 7), входящая в запись Ф К (t). Рассмотрим 
формулу p t (l), соответствующую какой-то команде M (l) =  qьӨ ^  • • •. Эта 
формула содержит в качестве посылки таймер n t (Ө, (b)2,7 ), который при 
выбранных значениях переменных dt , 7  и 7  имеет вид са & сӨ Л ( i)2 & 
(b)2 Л 7 & 7. Очевидно, что если а  =  Ө или i =  b, или 7  =  7, то эта 
п-формула — ложна, а вся фt (l) — истинна.

Итак, пусть фі;(к) соответствует команде M  (k) =  qi а  qj в ,  а 7  =  7.
Положим dt+1 =  с \ ,  7t+1 =  ( j )2, 7t+ 1 =  7(в), где (7 (в ))2 — это номер клет
ки, которую будет обозревать головка машина, а Л — тот символ, который 
она там увидит после выполнения команды M (к). При этих 7  и выбран
ных значениях dt+ 1, 7t+ 1,7t+ 1 п-формула п ^ ( Л ,  ( j )2, 7(в ) , входящая в 
запись Ф К (t + 1), становится истинной, а в п t+1(hk , ( j ) 2, 7 (в )), стоящей в 
заключении у ф^(к), сомнение вызывает лишь равенство dt+1 & hk .

Определим 7 t =  7(в), так как 7 = 7, у матрицы {А Коп(и)) по лемме 3(А) 
истинно квазиуравнение цвета t при всех w =  7, 7(в), а в Ф К (t) неясна 
лишь клауза ^ ( 7 ( в ) ^  Л) при в  € {R , L } или ^ ( 7 ^  а )  при ином в . 
Положив теперь f t и 7k равными сЛ, когда в  € {R, L}, и равными са  в 
противном случае, получаем истинность всех допустимых квазиуравнений 
цвета t у {Акоп(7)), а такж е спорной клаузы в Ф К (t), поскольку у них 
становятся истинными и посылки, и заключения.

При h  =  сЛ лож на формула Г “ск(в), равная ^ ( 7 ( в ) ^  h) при 
в  € { R ,L } ,  или h & св  при в  €  A. Следовательно, истинна вся {ф^(к)). 
Когда h =  сЛ, то становится истинной заклю чительная п-формула, кото
рая входит такж е и в Ф К  ( t+ 1).

Если в «неправильной» формуле ФL(t + 1) ошибка содержится только 
в записи таймера, то определим 7 t+1 =  7 и f t+1 =  са  или f t+1 =  св  в 
зависимости от значения в . А когда там имеется «неправильная» клауза 
^ +1(7 ^  р), у которой р € A  отлично от «настоящего» 5, то положим 
7 t+1 =  7  и f t+1 =  с5. К ак  и выше, опираясь на лемму 3(А), убеждаемся в 
истинности квазиуравнений цвета t  +1 в формулах {А коп(и)) и А зап(к, в ),
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следовательно, истинности всей (фt (k)); по тем же причинам истинны и 
все клаузы в Ф К  ( t+ 1).

В итоге получаем, что при этом выборе значений основных переменных 
истинны любые формулы ф^һ),  значит истинна вся Ф(0)(Р ). Так как в 
Q(0)(X, P )(y t , Xt+ i) истинны и посылка, и заключение, а К (t + 1 ) отлична 
от L(t  + 1 ), то «неправильная» формула Yt+i — ложна.

Ввиду того, что конфигурация L (t +1) может отличаться от настоящей 
в любом месте, получается доказанным такж е и пункт (А). □

4.2 Д о стато ч н о сть  моделирования. Докажем утверждение обратное 
к предложению 1(B).

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть конфигурация К (t +  1) возникла на ленте по
сле шага t  + 1  из конфигурации К  (t) в результате работы машины Р  
на входе X . Тогда на булевой алгебре B тождественно истинна формула 
Q(0)(X, Р  )(Xt,Xt+i).

Доказательство. Пусть M (k) =  qia  ^  qjв  — это та команда, которая 
переводит конфигурацию К (t) в К (t +  1), и ф ^ )  — написанная по этой 
команде формула шага t+ 1 . Эта формула — следствие из Ф(0)( Р ).

Заменим ф ^ )  конъюнкцией формул фt (k)(X), каж дая из которых по
лучается из неё заменой универсальных переменных X их всевозможными 
конкретными значениями. Любая формула фt (k)(X) содержит посылку — 
формулу dt & ca Л qt & (i)2 Л Xt & X, одна из которых ввиду применимости 
команды M (k) к конфигурации К (t) при X =  Ц =  X и i =  (X)2 совпада
ет с n t (a,5,  X), входящей в Ф К (t). Поэтому, из Ф К (t) и фt (k)('X) следует
Ф К (t) & A Kon(X) & У h { r UCK(/)(X ) ^  [A3an(k, /)(X ) & n t+ i((h, (j )2, X(e))]}.

Формула A Kon(X) начинается с кванторов У w, заменим её эквивалент
ной конъюнкцией, подставив вместо переменных wX все их допустимые зна
чения. При любом значении wX имеется единственное значение набора пе
ременных Xk, при котором клауза фі;(и) ^  Xk) входит в формулу Ф К (t). 
Подставляя эти значения gXk на свои места, получим все клаузы, кроме 
одной, формулы Ф К  (t+ 1 ).

Вследствие применимости команды M (k) к конфигурации К (t) при 
подходящем значении h формула r UCK(/)(X ) совпадает с некоторой клау
зой, входящей в Ф К (t), либо становится истинной: h & cв . В любом случае 
формула A зan( к , в )(X) содержит в явном виде недостающее пока квази
уравнение фц+ ^ X ^  . . . )  из Ф К (t +  1), а набор h получает конкретное
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значение. Подставив это значение в заключительную п-формулу у ф^(к), 
получаем нужный таймер nt+1(h, (])2,г](в)) из Ф К ( t+ 1). □

5 П о с т р о е н и е  ф о р м у л ы  Пт (Х, P )

5.1 М оделирование экспоненциальн ы х вы числений. Определим 
формулы Q(s)(X, P )(y t , yt+e(s)), моделирующие работу e(s) =exp(2 , s) ша
гов машины P  на входе X , когда она применяется к конфигурации К (t):

n (s)(X ,P ) (y t ,y t+ e{s)) ^  [Ф К (t) & <b(s)(P)] ^  Ф К ( t+ e(s)).

П р е д л о ж е н и е  3. Пусть t , s  ^  0 такие, что t+ e(s )  ^  T .
(A) Если машина P  перерабатывает за e(s) шагов конфигурацию К (t) 

в К (t +  e(s)), то найдутся такие особые значения переменных yjt , что 
формула Ф К (t)(Ut) истинна, и при любых Ut+e(s) из истинности Ф К (t+

e(s))(y t+e(s)) следует истинность  $ (s)(P)(yt ,y t+e(s)) -
(B) Формула  Q(s) ( X , P )(Ut , Ut+e(s)) тождественно истинна на булевой 

алгебре B тогда и только тогда, когда машина P  перерабатывает за e(s) 
шагов конфигурацию К (t) в К ( t+ e(s)).

Доказательство. Индукция по s. При s =  0 пункт (А) следует из предло
жения 1(A), а пункт (B) — из предложений 1(B) и 2.

Д ля доказательства индукционного перехода запишем формулу 
$ (s+ 1)(P)(Ut , Ut+e(s+ 1)) в эквивалентном, но длинном виде:

3 U{Vа V U[(Ut&U Л U&U) ^  <£(s)(P )(a ,U)] &

& VUVU[(U &U Л U& Ut+e(s+1)) ^  $ (s)(P)(U ,U)]}.

Отсюда сразу выводится

Ss+1 ^  3 U {$(s)(P  )(Ut,U) &<^(s)(P)(U, Ut+e(s+1))}.

С другой стороны, каж дая из двух импликаций, входящих в эквивалент
ную длинную запись формулы $ (s+ 1)(X, P )(y t , Ut+e(s+ 1)), может быть лож 
на только при верных равенствах в её посылке. Из этого следует, что эта 
формула равносильна S s+ 1.

Пусть машина P  за e(s) шагов перерабатывает конфигурацию К (t) в 
К (t +  e(s)), а её — в К ( t+ e (s  +  1)).
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Из посылки формулы Q(s+ i) (X, Р )(yt,  Xt+e(s+i)) выводится s s+i, а из 
неё следуют формулы Ф(s)(Р)(Xt,Xo) и Ф ^ Р ) ^ ,  Xt+e(s+i)) при подходя
щем значении переменных X. По индукционному предположению пункта 
(B) из первой из них и Ф К (t)(Xt) следует Ф К (t+e(s))(X0), а из неё и второй 
— Ф К (t+e(s+1))(X t+e(s+i)), что доказывает индукционный переход пункта 
(B) в одну сторону.

Пусть теперь конфигурации L (t  + e (s + 1)) и К (t  + e (s  + 1)) — различ
ны. По индукционному предположению пункта (B) при некоторых 
Xi,Xt+e(s+i) формула [Ф К (t+e(s)) & Ф(s)(Р)] ^  Ф К (t +e(s +1)) истинна, а 
[Ф К (t+e(s)) & ФМ (Р)] ^  Ф L (t  +  e(s +1)) ложна. Значит, у второй форму
лы заключение Ф L (t+ e(s+1))(Xt+e(s+ i )) ложно, а посылка истинна, т.е. ис
тинны ФМ (Р  )(Xi , Xt+e(s+ i )) и Ф К (t +  e(s))(Xi ). Из истинности последней 
и Ф К (t)(X0) при особом X0, существование которого гарантирует индук
ционное предположение пункта (А), следует истинность Ф(s)( Р )(X0,Xi). 
Следовательно, у импликации {[Ф К (t) & Ф(s+ 1)(Р)] ^  Ф L(t+e(s+1))}(X 0, 
Xt+e(s+ i)) посылка истинна, а заключение — ложно, поэтому она не может 
быть тождественно истинной. Пункт (B) доказан.

Поскольку конфигурация L (t  + 1 )  может отличаться от настоящей в 
каком угодно месте, для окончания доказательства пункта (А) достаточно 
взять значения Xi особыми, применив индукционное предположение. □

5.2 К о р о ткая  зап и сь  н ачальн ой  конфигурации и у сл ови я  о ко н ч а
ния работы . Ввиду наличия команд холостого хода из начала раздела 2, 
утверждение о том, что машина Р  допускает вход X  не более, чем за 
exp(2,rn) шагов, можно записать совсем коротко — одной бескванторной 
формулой цвета T : х ( ш) ^  XT & 0. Длина этой формулы без индексов 
равна 3г. Запись первого индекса T  занимает [lg T 1 разрядов (индексы 
записываются в десятичной записи, а не в двоичной), где lg ш  =  logi0 ш, 
а [A1 означает наименьшее целое число, не меньшее действительного чис
ла A. Так как максимальная длина вторых индексов равна [^ (г  —1)1, то 
№ ) !  < 3г • ([lg T 1 +  [^ ( г —1)1).

Введённая в п. 3.3 формула Ф К (t) для описания конфигурации, воз
никшей после шага с номером t , очень длинная — длиннее, чем ш  • 
exp(2,rn). Но начальная конфигурация состоит из записи входа X , ко
торый занимает | X |  клеток справа от края ленты, куда наведена го
ловка, а остальная часть ленты — пустая, начиная с ячейки с номером
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I X |+1 =  (7 )2+1. Исходя из этого, начальную конфигурацию К (0) на ленте 
можно описать короткой универсальной формулой:

x(0) ^  п0(*, (1)2, 0 )&  Д  ^ 0(7 ^ а(п)) & Уи0[и0 > ү  ^  Ф0(70 ^ Л)],
0 ^ (ч Ы х  |

где Л — символ пустой клетки, * — символ левого края ленты, а a(rj) — это 
символ, стоящий в ячейке с номером ( 7) 2, и п-формула цвета 0 означает, 
что в нулевое время механизм готов к исполнению команды q1* ^  • • •, а 
головка машины находится в крайнем левом положении.

Л е м м а  4. (А) Формулы x(0) и Ф К (0) — эквивалентны.
(В) |х(0)(7о)| ^ D 2 ■ X | ■ |^ 0(70 ^ Л)| при подходящей константе D 2.

Доказательство. (А) Бескванторная часть формулы x(0) просто совпада
ет с начальным фрагментом формулы Ф К (0). После замены второй части 
формулы х(0), начинающейся с кванторов V70, на равносильную ей конъ
юнкцию появляются остальные клаузы из Ф К (0).

(В) Согласно пунктам (A) и (B) леммы 1 длина системы неравенств
70 > 7  имеет тот же порядок, что и ^ 0(7  ̂ Л)|, длина кванторной при
ставки немного меньше. Значит, V70U0 > 7  ^  ^ 0(70 ^  Л)]| имеет тот же 
порядок, что и |^ 0(70 ^ Л)|. Поскольку в запись х(0)(у0) входят ещё X |+1 
клауза вида ^ ( 7 ^ а ( п ) )  и таймер, длины которых по лемме 1(А) имеют 
тот ж е порядок, что и |^ 0(70 ^  Л)|, то длина всей формулы х(0)(у0) не 
превосходит D 2 ■ X | ■ ^ 0(70 ^ Л)| для некоторой константы D 2. □

5.3 М оделирую щ ая формула Пm( X ,P ). Положим

П т Х , Р ) ^  Уу0,ут {  Х(0)(70) &

& 3 7т У 7т У Ът • • • 3 71V a 1V b1 { Л  [(7s+1 &7s Л 7s & bs) V (1 )
1^ s^ т

V(7s&7s Л 7s& 7s+ 1) ^  Ф(0)(Р )(71 , 61)} ^  x M ( 7 T )} ,

здесь для краткости и единообразия записи равенств внутри «большой» 
конъюнкции введены обозначения 7т + 1 =  70, b ^ 1 =  7 т.

Л е м м а  5. Формула Пт Х , Р ) обладает свойством (б) из начала раздела 
2, т.е. она истинна на булевой алгебре B тогда и только тогда, когда 
машина Р  допускает вход X  в пределах T  шагов.
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Доказательство. Пусть Ө., =  Өs(as,a s+ l ,qs ,bs+l) обозначает дизъюнкцию 
равенств (Us+ 1 & Us Л Us &bs) V (Us & Us Л bs &bs+1). Тогда используя дого
ворённость п. 2.1 о том, что конъюнкция связывает сильнее чем имплика
ция, и пронося кванторы через подформулы, в которых нет соответству
ющих переменных, получаем, что та часть формулы Q ^ X P ), которая 
стоит в больших квадратных скобках в (1), равносильна каждой из трёх 
следующих формул:

X(0)(U0) & 3 VJrnV UrnS Ьт . . .  3 U1V U1V U1 { Д  Өs ^  $ (0)(P)(U 1, 61)};
1^ s^ т

Ф К (0)(U0) & 3 VlrnVйтУ Ьт . . . 3 U1VU1V U1 (Ө т  ( Ө т - 1 ^  (. . . ^
^  (Ө 1 ^  Ф(0)(P)(U 1,U1) ) . . .) ) ) ;

Ф К (0)(U0) & 3 'VrnV <2тУ̂ Ө т  ^  3 д т - ^  Сіт-1 V ()т -1 (Ө т-1  ^  (. . . ^
^  3 U1VU1V ^  $ (0)(P)(U 1,U1) ) . . . ) ) ) .

Согласно определению формула 3 UsVUsVbs^ s ^  Ф(s -1)(P)(Us,bs)) 
«сворачивается» до Ф(s)(P)(U)+1 ,bs+ 1). Поэтому вся Q ^ X ,  P ) равносиль
на Vy0,y  т [ ( Ф К ^ & Ф ^ ^ )) ^  х ( ш)] , и на основании предложения 3(B) 
и леммы 4(А) можно утверждать, что (1 ) — моделирующая формула. □

5.4 Время н ап и сан и я  формулы Qm( X ,P ). Описание моделирующей 
формулы Q ^ X ,  P ) в явном виде (1) даёт алгоритм её построения, остаётся 
доказать свойство (а) из начала раздела 2. Прежде чем обосновывать по
линомиальность алгоритма, убедимся вначале, что формула Q ^ X ,  P ) в 
виде (1) имеет полиномиальную длину.

Л е м м а  6. Существует константа D  > 0, не зависящая от P  и m (n),  
что для всех достаточно длинных X  имеет место

m (|X |) <  |Qrn(X, P )| < D  ■ P ^  [m (|X |)]2+e,

для всякого наперёд заданного е>  0.

Доказательство. Многие компоненты моделирующей формулы (1) уже 
оценивались по ходу их построения, но оценки их длин делались при 
условии, что эти подформулы записаны с помощью основных переменных 
{xt , %, Ut , dt , f t ), которые были обозначены в п. 3.2 как yjt . Однако в запись 
подформул из Ф(0)^ )(U1,b 1) входят не они, а фрагменты наборов U1 и b1,
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т.е. первые ш  +  1 переменных в наборе Xi играют роль Xt , а в наборе bi — 
роль Xt+i; вторые г переменных в Xi поставлены вместо X̂ , а в bi — вместо 
Xt+i и т.д. Разумеется, эта замена никак не влияет на длину тех формул, 
куда они входят, если не учитывать индексы. Длины индексов при этом 
заметно изменились, именно поэтому ранее при оценке длин формул они 
учитывались лишь неявно, например, в леммах 1(С) и 2(А).

Первые индексы у переменных видов Xi и bi не превосходят 2, поэтому 
их длина [lg 21=1. Вторые индексы у этих переменных имеют верхнюю 
оценку длины E  ^  [lg(2rn +  3г +  2)1; но вторые индексы у переменных X0 
покороче — они не более E 0 ^  m ax{[lgш], [ ^ ( г  —1)1}; причём в запись 
наборов констант индексы не входят. При длинных X  число ш  =  rn ( |X |) 
станет больше г —1, а E , E 0 ^  [lg ш1 +1. Поэтому по леммам 1(А) и 2 длина 
тех квазиуравнений и таймеров из подформул x(0)(X0) и Ф(0)( Р )(Xi ,b i ) в 
(1), в которые не входят наборы x ( / ) ,  не превосходят D 3 • ш  • ( [ lg ш1 + 2 ), 
а длина тех клауз и таймеров, где есть наборы x ( / ) — не более D 4 • [ш • 
( [ lg ш1 + 2 )]2 при подходящих константах D 3 и D 4. По лемме 2 |ф (^ | ^  
D 5 • [ш • ( [ lg ш1 + 2)]2, но уже, при другой константе D 5 и при длинных X .

Система равенств в (1), объединённая «большой» конъюнкцией, имеет 
длину порядка ш • [ш • ( [lg ш1 +2)], и примерно та же длина у кванторной 
приставки перед этой конъюнкцией. Заметим, что для всякого е >  0 при 
больших ш  справедливо ( [lg ш1+2)2 ^  ш £; и все константы D s, которые по
явились при доказательстве этой леммы и лемм 3(В) и 4(В), зависят толь
ко от структуры соответствующих подформул у Q,m (X , Р ) и отношению их 
длин к длине всей этой формулы, так как р | монотонно зависит от г. На
пример, по лемме 1(А) таймеры длиннее соответствующих клауз не более 
чем вдвое, и поэтому D 2 из леммы 4(В) не более десяти. Отсюда на основа
нии лемм 3(В) и 4(В) окончательно имеем |Qm(X, Р )| ^  D  • р ^  [rn (|X |)]2+£.

□

С л е д с т в и е  2. Существует такая константа D m,s , что при всех X  и 
Р  верно ^ ( X ^ ^  <  D m,£ • р  ̂  [ ш ^  |)]2+£.

Доказательство. Согласно лемме при данных ш  и е может быть лишь ко
нечное число цепочек X , для которых нарушено указанное в формулиров
ке леммы неравенство. Значит отношение ^ Q ^ X ,  Р ) | / ( |Р | • [ш (|X |)]2+е)1 
достигает на таких X  максимального значения. Понятно, что оно и годит
ся на роль D m,s . □
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С л е д с т в и е  3. Д л я  каждого многочлена m (n) найдётся такой многочлен  
дт, что для всех X  и Р  время построения формулы Q ^ X ,  Р ) не превос
ходит gm,(\X^ Р |).

Доказательство. Оценим вначале время написания формулы Q ^ X ,  Р ) 
многоленточной машиной Тьюринга Р 1 с рабочим алфавитом, включаю
щем в себя все символы естественного язы ка п. 1 .1 .

Пусть на входной ленте машины даны цепочка X  и программа Р . За  
один проход вдоль этой записи машина Р 1 может определить длину |X |  
входа X , максимальный номер U внутренних состояний в Р  и |A| — коли
чество различных символов, участвующих в записи цепочки X  и командах 
программы Р . Вычисление величин r ^  log2(U +  1 +  |A |), m  =  m (|X |)  и их 
десятичной записи требует полиномиального числа шагов по сравнению с 
| Р| и | X |. Далее Р 1 опять, двигаясь вдоль записи X  и Р , пишет вначале 
формулу x(0)(70), затем Ф(0) (Р )(7 1, b1)) и наконец t t ^ X ,  Р ). Понятно, что 
всё это займёт время, не превосходящее Pm.dX^ Р |) для некоторого мно
гочлена рт (п). Одноленточный вариант Р 2 машины Р 1 эти же действия 
совершит за время g ^ X ^ Р |), которое имеет вид O^Pm^dX^ Р |)]2) [3]. □

Автор глубоко признателен рецензенту, советы и подробные замечания 
которого позволили заметно улучшить текст и сделать его более доступ
ным для восприятия.
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Л аткин И.В. ЭКСПО НЕН ЦИ АЛДЫ  Ж Ү М Ы С  УАҚЫ ТЫ  Ж Ә Н Е 
Ж А Д Ы ҒА  ПО ЛИНОМ ИАЛДЫ  Ш ЕК ТЕ У Л ЕРІ БА Р Д ЕТЕРМ И Н Д ЕЛ - 
ГЕН А Л ГО РИ ТМ Д ЕР А РҚ Ы Л Ы  Ш ЕШ ІЛ ЕТІН  ЕС ЕП ТЕР КЛАСТА- 
РЫ Н Ы Ң  ҮЙЛЕСУІ

Екі элементті бульдік алгебраның қысқа формулаларына қатысты 
уақыт бойынша ұзақ есептеулерді моделдеу негізінде экспоненциалды 
уақыт аралығында Тью ринг детерминделген машинасында танып білетін 
кез келген тілдің осындай формулалар тіліне полиномиалды келтірілетін- 
дігі дәлелденеді. Екінші жағынан, кванторлы бульдік формулалар тілі осы 
машиналарда полиномиалды жадымен танып білетін тілдер класында по- 
линомиалды толы қ болып табылатындығы белгілі. Бұл жұмыс атауында 
айтылған кластардың теңдігін дәлелдеуге мүмкіндік береді.

Latkin I.V. TH E COINCIDENCE OF TH E CLASSES OF PROBLEMS 
SOLVABLE BY DETERM INISTIC ALGORITHM S BOUNDED BY 
EXPONENTIAL TIM E AND POLYNOMIAL SPACE.

Basёd on Шё simulation of com putations, which are Л ё ёхропёпШІ ^шё 
tength, by Шё bootean й г т и к ё  th a t havё thё polynomial tength, wё ргоуё 
th a t ёУёгу o ^  of thё languagёs which are recognizabte by thё dёtёrministic 
Turing m a c h i^  in thё tim ё boundёd ёxponёntial is polynomial rёduciblё to 
Шё languagё of thё bootean formulaё w ith quantifiёrs. It is wёll known th a t 
thё languagё of thёsё formulaё is polynomial complёtё in thё class of languagёs, 
which arё rёcognizablё by Л ё  dёtёrm inistic machinё in polynomial spacё. Thus 
thёsё complёxity classёs mёntionёd in thё titlё  coincidё w ith ёach othёr.
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In the present paper we investigate a nonlocal boundary problem for the 
Laplace equation in a half-disk, with opposite flows at the part of the boundary.
The difference of this problem is the impossibility of direct applying of the 
Fourier method (separation of variables). Because the corresponding spectral 
problem for the ordinary differential equation has the system of eigenfunctions 
not forming a basis. A special system of functions based on these eigenfunctions 
is constructed. This system has already formed the basis. This new basis is 
used for solving of the nonlocal boundary value problem. The existence and 
the uniqueness of the classical solution of the problem are proved.
Keywords: Laplace equation, basis, eigenfunctions, nonlocal boundary value 
problem.

1 Statem en t  o f  t h e  pr o b lem
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A u =  0 (1)

w ith the boundary conditions

u(1, Ө) =  f  (Ө), 0 <  Ө < n, (2)

u(r, 0 ) = 0 , r  € [0,1], (3)

^ ( r ,  0) =  - ^ (r,n) + au(r ,n ) ,  r €  (0,1) (4)
дӨ дӨ

where D  = {(г,Ө) : 0 < r  < 1, 0 <  Ө < n}; a  <  0; f  (Ө) € C  2[0,n], f  (0) =  0,
f (0) = - f ' (n) +  a f  (n ) .

In [1], [2] the problem for equation(1) with the boundary conditions(2), (3)
was investigated but instead of (4) they used the condition of equality of the
flows

du du
W  (r, 0) = (r, n), r € ( 0 ,1). (5)

In [3], [4] the same problem for the Helmholtz equation was investigated.
The well-posedness of the boundary problem for equation(1) w ith boundary 

conditions (2), (3) and the condition

du du
дө  (r, 0) =  дө  (r,n)  + au(r ,n ) ,  r € (0, 1). (6)

was investigated in [5], [6].
In [7] the same problem was investigated for the Helmholtz equation. The 

conditions of the well-posedness of the problem were found and the existence 
of the classical solution was proved in all the mentioned works. The existence 
and the uniqueness of the solution of the problems were proved by applying 
the m ethod of separation of variables. In case of the boundary condition (5) 
the proof is based on the basis property of the special function systems of 
the Samarskii-Ionkin type in Lp. Under the boundary conditions (6) in case 
of a  = 0 it is impossible to use directly the Fourier m ethod of the separation 
of the variables. Because the corresponding spectral problem for the ordinary 
differential equation has the system of eigenfunctions not forming a basis.

The problem (1)-(4) considered in the present work has the same property: 
it is impossible to use directly the Fourier m ethod of the separation of the
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variables. The goal of the work is to prove the well-posedness of the formulated 
problem.

2 T he un iq u en ess  o f  t h e  so lu tion

T h e o re m  1. The solution of the problem (1)-(4) is unique.

Proof. Suppose th a t there exist two functions ui(r ,B)  and u 2( r ^ )  satisfying 
the conditions of the problem (1)-(4). We show th a t the function u(r,9)  = 
u\(r ,  Ө) — u 2(r, Ө) is equal to 0.

Consider the function

U(r, Ө) = u(r, Ө) — u(r, п  — Ө)

in D\  = {(r, Ө) : 0 < r < 1, 0 < Ө < n /2} .  It is easy to  see th a t

AU  =  0;

U (r ,n /2 )  =  0;

dU
—— (r, 0) +  aU(r,  0) = 0 a t 0 < r < 1; 
дӨ

U (1, Ө) = 0 a t 0 <  Ө < n/2 .

Since a  < 0, then  U =  0 in D \  by the maximum principle and the Zaremba- 
G iraud principle [8, p. 26] for the Laplace equation. This means th a t u(r, Ө) = 
u ( r ,n  — Ө), in particular u(r, 0) =  u(r ,n )  =  0 a t r € [0,1]. The equality 
u(r, Ө) = 0 in D  follows from the uniqueness of the solution of the Dirichlet 
problem for the Laplace equation.

The proof of the theorem  is complete.

3 F o rm ing  th e  basis

If solutions of equation (1) satisfying the conditions (3), (4) will be sought 
in the form of

u(r, Ө) = К( г)ф (Ө),

then R(r)  = r R e V X  > 0 and for the function ф(Ө) we get a spectral 
problem
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—ф"(Ө) = Аф(Ө), 0 < Ө < п;
(7)

ф(0) =  0, ф (0 ) =  —ф (п ) +  аф(п).

This problem has two groups of eigenvalues. All the eigenvalues are simple 
and the corresponding system of eigenfunctions does not form the basis in 
L 2(0, п) [9]. Therefore the further usage of the m ethod of the separation of the 
variables tu rns out to be impossible.

In [10] the spectral problem

—$"(Ө) = Щ Ө) ,  0 <Ө < п ;
(8)

$(0) =  0, $ (0) =  $ (п) +  а$(п) .

was considered.
The system of eigenvectors of the problem (8) does not form a basis

[9] inL2(0, п). But a special system of functions built w ith help of these
eigenfunctions will form the basis. And this fact was applied for the solution 
of the nonlocal initial-boundary problem for the heat equation. In paper [10] 
one family of problems simulating the determ ination of the tem perature and 
density of heat sources from given values of the initial and final tem perature is 
similarly considered. This fact was also used in [5], [6] in proving the existence 
of the solution.

Let us present the facts necessary for further work. The problem (7) has 
two groups of eigenvalues A ^  =  (2k +  1)2, k  =  0 ,1 ,2 , . . . ,  = (2ftk)2, k =
0 ,1 ,2 ,  Herein вк are roots of the equation

cot в п  = а / 2 в ,  в  > 0,

they satisfy the inequalities 2k +  1 <  2вк < 2k +  2, k  =  0 , 1 , 2 , . . and two-side 
estim ates are carried out for =  вк — k — 1/2 where k  is large enough

-  (2k T T )  I 1 — 2F + 1 )  <  4  <  — (2Ғ + Г )  • (9)

The eigenfunctions of the problem (7) have the form

фк^(Ө) =  sin ((2k +  1) Ө), k  =  0,1, 2 , . . . ;  ф>к (̂Ө) =  sin (2вкӨ), k  =  0,1, 2 ,__
(10)
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Lem m a 1. The system of eigenfunctions { ф ^ 1 (Ө), (Ө)}к=0 of the problem
(5) has the form  (10). This system is complete and minimal, almost normed 
but does not form even an ordinary basis in L 2(0,n).

Proof. The completeness and minimality of the system follow from the regu
larity of boundary conditions of the spectral problem (5). The lim itation of 
norms is easily checked by direct calculation. However the properties of the 
completeness and minimality are not enough for the basis property.

Really, consider scalar m ultiplications of pairs of eigenfunctions 
^ . By direct calculation, we find(  (i) (2Г

ф  ,фк

(4 ‘U f 1)  =  I  sin« 2k + 1> ө> si» m o )  d« = п 2 Ш Т &  ■

Taking into account th a t фІ 1 = д /п /2 , and lim
k̂ <x>

th a t the angle between the normed eigenvectors tends to zero:

(2)
Фк = д /п /2 , we get

lim
k̂ <x>

ф( )
(2)

Фк

ф к
(2)

Фк
=  1.

L2(0,n)

Such systems can not form the unconditional basis. Lemma is proved.
It is necessary to note the fact th a t the system of eigenfunctions (10) does 

not have the basis, also follows from more general facts [9].
Now from elements of the system (10) we construct a new system which 

will be a basis in L 2(0,n).

Ф2к (Ө) = ф к  (Ө)
k  =  0,1, 2,

Ф2к+1(ө) =  ( ф ^  (Ө) -  Фк] (Ө))  (28к) 1

(11)

Let us show th a t the constructed system is a Riesz basis in L 2(0, п ). The 
problem

-■ф" (Ө) = Хф (Ө), 0 <Ө < п ;

'ф (0) +  'ф (п) = 0, ф' (п) +  a -ф (п) =  0
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is conjugated to  the problem (7). The system of the eigenfunctions of this 
problem is biorthogonal to the system (10):

ф 1 ) (Ө) =  C k ) { cos ( ( 2 k  + 1) Ө) +  2^ 0 +1 sin ( ( 2 k  + 1) Ө̂  , k  =  0 1

Ф(2) (Ө) =  C (2) I  cos ( 2 в к  Ө) — О  sin (2в к  Ө) }  , k  =  0 , 1, 2 , . . . .

The constants C j  are taken from the biorthogonal relations ( ф д ^ Ф ^ )  =

1, j  =  1 ,2 . Since we will not use the explicit form of the biorthogonal system,
(j)then we do not present here the explicit form of constants C  .

The biorthogonal system to (11) has the form:

ф 2 к (Ө) =  Ф іһ ) (Ө) +  Ф {(! ) (Ө) ,

Ф2 к+1 (Ө) =  2 5 к ф ^  ( Ө ) , k  =  0 , 1, 2 , . . . .

This system is constructed from the eigenfunctions of the problem conju
gated to (7).

Let us show th a t the constructed additional system has the basis property.

Lem m a 2. The system of functions {ф к (Ө)}һ=0 forms a Riesz basis in L 2 (0, n ) .

Proof. Since this system is constructed from the eigenfunctions of the problem 
with regular boundary conditions and w ith the help of non-degenerated linear
combinations, then the completeness and minimality of the system do not
change.

Let us prove asym ptotic quadratic closeness of the system { ф к (Ө )}^ }=0 to 
the system forming the Riesz basis. As such we choose the system of eigen- 
and associated functions of a problem of the Samarskii-Ionkin type:

—w "  (Ө) =  X w  ( Ө ) , 0 <  Ө <  n;

w  (0) =  0 , W  (0) +  W  ( n)  =  0.
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The boundary conditions of this problem are not strengthened regular. All the 
eigenvalues of this problem, except zero values, are multiple: Akk1 =  A ^  =  
(2k +  1) 2, k  =  0 , 1 , 2 , . . . .  The eigenfunctions w 2k and the associated functions 
w 2k+1 of the problem form the Riesz basis in L 2 (0, п) and have the form:

w2k =  sin ((2k +  1) Ө) , k =  0,1, 2, . . . ;  w 2k+1 =  Ө cos ((2k +  1) Ө) .

We need to  show th a t the series converges

\\фк — Wk ||2 <  to.
к=0

It is evident th a t ф2к — w 2k =  0. For odd numbers we have:

ф s m (2ekө) — sin((2k  +  1) ө) s in (^kө) ө cos((2k , , , * )
Ф2к+1 = ------------------ гг----------------- =  — 1Т~п—  Ө cos ((2k +  1 +  дк) Ө).

2дк дкӨ

Thus it is not difficult to  get the estim ate \ф2к+1 — w 2k+1\ < C5k. From
here and from the asymptotics (9) for 5k we have the asym ptotic inequality
\ф2к+1 — w 2k+1\ < C i / k  where C 1 does not depend on k.

The obtained inequality provides the quadratic closeness of the system 
{фк (Ө)}™=0 and the Riesz basis {wk (Ө)}^к=0. Lemma is proved.

Further on, by standard  m ethods it is not difficult to  justify th a t if the 
function f  (Ө) € C 2[0,п] and satisfies the boundary conditions of the problem 
(7), then its Fourier series by the system {фк (Ө)}^к=0 converges uniformly.

We can calculate th a t

— ф2к (Ө) =  t f W  (Ө) ,
(12)

(2) \ (2)- \ (1)
— ф2к+1 (Ө) =  Ак ф2к+1 (Ө) +  к 2sk к ф2к (Ө) .

4 C o n str u c tio n  o f  t h e  fo rm al  so lu tio n  o f  t h e  pr o b lem

Considering the section 3, we can write any solution of problem (1)-(4) in 
the form of a biorthogonal series

u (г,Ө) = 2̂ R k (r) Фк (Ө), (13)
k=0
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where

Rk (r) = (u (r, ■) ,фк (■)) =  / u (r, Ө) фк (Ө) (ІӨ.
0

Functions (13) satisfy the boundary conditions (3) and (4).
Substituting (13) into equation (1) and the boundary conditions (2), taking 

into account (12), for finding unknown functions К к(r) we obtain following 
problems:

r2R/4 + i (r) +  rRІ2k+l(r) -  л {k ) R 2k+i(r) = °
(14)

(1) \ (2)~ \ (1) 
r R 2k(r) +  r R 2к (r) -  Xk R 2к (r) = k 2Sk k R 2k+1(r),

with the boundary conditions R k (1) =  f к, where f k are the Fourier coeffi
cients of the expansion of the function f  (Ө) into the biorthogonal series by
{фк (Ө)}Г=о.

The regular solution of (14) exists, is unique and can be w ritten in the 
explicit form:

R 2k+i(r) = f 2k+ ir V k ,

П -  ( П -  (15)
R 2k(r) = f 2kr^ k + f 2k + l21k [ r  k -  r ^  k j  .

Substituting (15) into (13), we obtain a formal solution of the problem: 

u(r, Ө) = Efc=0 f 2kr2k+1 sin ((2k +  1) Ө) +
(16)

+ E Г=0 f 2k+i щ [r2l3k sin (2вкӨ) -  r ‘2k+1 sin ((2k + 1) Ө)].

5 M ain T h eo rem

Here we state  our main result.

T h e o re m  2. I f  f (Ө) € C 2[0,n], f (0) =  0, f ' (0) =  - f  (п) + a f (п), then 
there exists a unique classical solution u(r, Ө) € C°(D)  П C 2(D) of the problem
(1)-(4).
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Proof. The uniqueness of the classical solution of the problem follows from 
Theorem 1. The formal solution of the problem is shown in the form of (16). 
In order to make sure th a t these functions are really the desired solutions we 
need to  verify the applicability of the superposition principle. For it we need to 
show the convergence of the series, the possibility of termwise differentiation, 
and to  prove the continuity of these functions on the boundary of the half-disk.

The possibility of differentiating the series (16) any num ber of times at 
r < 1 is an obvious consequence of the convergence of power series and two
sided estim ates (9) for 5k. Let us justify the uniform convergence of the series
(13) at r < 1. For this we use the sign of the uniform convergence of W eierstrass. 
By direct calculation it is easy to  see th a t the series (16) is majorized by 
the series C i( |/o | +  | / i |  +  \ f 2\ + . . . ) .  This series converges [10] due to  the 
requirements of the theorem  imposed on / (Ө). Since all the term s of the series 
(16) are continuous functions, then  the function u(r, Ө) is continuous in the 
boundary domain D . The proof of the theorem  is complete.

6 T he c o n ju g a te d  pr o b l e m : t h e  u n iq uen ess  and  t h e  e x iste n c e  
o f  th e  so lu tion

Let us now formulate a problem conjugated to  (1)-(4).
We look for a function v(r, Ө) € C°(D)  П C 2(D)  satisfying the equation

A v  =  0 (17)

in D  w ith the boundary conditions

v ( 1 ^ ) =  д(Ө), 0 <  Ө < n,  (18)

v(r, 0) +  v(r, n) = 0, r €  [0,1], (19)
dv
~ ^ ( r , n )  + a v ( r , n ) = 0 ,  r €  (0,1), (20)
дӨ

where д(Ө) € C 2[0, n], g(0) + g(n) = 0, g'(n) + ag(n) = 0.
We can easily verify the conjugacy of the problems (1)-(4) and (17)-(20) 

by direct calculation. The uniqueness of the solution of the problem (17)-(20) 
follows from the maximum principle and the Zarem ba-Giraud principle [8, p.26] 
for the Laplace equation. The existence of the solution and its representation 
in the form of a biorthogonal series can be proved similar to Theorem  2.

Let us show this result w ithout the proof.
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T h e o re m  3. I f  д(Ө) €  C 2[0,n], g(0) =  д(п), д ' (п) +  ag(n)  =  0, then there 
exists a unique classical solution v(r, Ө) € C 0(D)  П C 2(D) of the problem (17)- 
(20).
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Садыбеков М., Ділдәбек Г., Тенгаева А. ЛАПЛАС ОПЕРАТОРЫ  
ҮШ Ш  Ш ЕКА РА Н Ы Ң  Б№  Б Ө Л Ш Қ Д Е  ҚАРАМ А-ҚАРСЫ  АҒЫ НДАР- 
МЕН Б Е РШ ГЕ Н  Б№  БЕЙ Л О К А Л  Ш Е Т Т Ж  ЕС ЕП ТЩ  Ш ЕШ Ш Ш ДЬШ - 
П  ТУРАЛЫ

Ж ұм ы ста жартыдөңгелектегі Л аплас теңдеуi үшін шекараның 6ip бөлі- 
гіқде қарама-қарсы ағындармен берілген бір бейлокал шеттік есеп зерт- 
телінеді. Бұл есептің ерекшелігі Фурьенің айнымалыны аж ы рату әдісін 
тікелей қолданудың мүмкін еместігі болып табылады. Бұл мәселе, беріл- 
ген есепке сәйкес жәй дифференциалдық теңдеулер үшін (айнымалыны 
аж ы рату кезінде пайда болатын) спектралдық есептің меншікті мәндері 
жүйесінің базис құрамайтындығымен байланысты. Ж ұм ы ста осы меншік- 
ті функцияларды негізге ала отырып, базис құрайтын арнайы (көмекші) 
ф ункциялар жүйесі құрылады. Осы ж аңа базис бейлокал шеттік есепті ше- 
шу үшін қолданылады. Есептің классикалық шешімінің бар болуы және 
ж алғыздығы дәлелденген.
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Садыбеков М., Дилдабек Г., Тенгаева А. О РА ЗРЕШ И М О СТИ  ОД
НОЙ Н ЕЛ О К А Л ЬН О Й  КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ Д Л Я  ОПЕРАТОРА Л А 
ПЛАСА С П РО ТИ В О П О Л О Ж Н Ы М И  ПОТОКАМ И НА ЧАСТИ ГРА
НИЦЫ

В работе исследуется одна нелокальная краевая задача для уравнения 
Л апласа в полукруге, с противоположными потоками на части границы. 
Особенностью этой задачи является невозможность прямого применения 
метода разделения переменных Фурье. Это вызвано тем, что соответству
ющая спектральная задача для обыкновенного дифференциального урав
нения (возникающего при методе разделения переменных) имеет систему 
собственных функций, не образующих базис. В работе, основываясь на 
этих собственных функциях, строится специальная (вспомогательная) си
стема функций, которая уже образует базис. Этот новый базис использу
ется для решения нелокальной краевой задачи. Доказаны существование 
и единственность классического решения задачи.
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Ф УНКЦИЯ ГРИНА  
ТРЕТЬЕЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧ И  В Ш АРЕ

Работа посвящена исследованию вопросов построения явного вида функ
ции Грина третьей краевой задачи для многомерного шара. При постро
ении этой функции используется представление фундаментального реше
ния уравнения Лапласа в виде ряда. Получено интегральное представление 
функции Грина и для некоторых значений параметров задачи представле
ния в элементарных функциях.
Ключевые слова: уравнение Пуассона, третья краевая задача, гармоничес
кая функция, фундаментальное решение, ф ункция Грина.

В в е д е н и е

Задача Дирихле для уравнения Пуассон

A u (x )  = f  (x ), x  € Q, u(x) = ф(х), x  € dQ,

в области Q С R n , n  > 2, с регулярной границей д Q является классической 
и хорошо исследованной задачей. Ее решение существует, единственно и 
представляется с помощью функции Грина G d (x , y ) в виде:

u ( x ) = j  G d (x , y ) f  (y)dy+ j  ’У) ^ ( v )d S y •
П дП У

© Б.Т. Торебек, 2014.
Keywords: Poisson equation, third boundary value problem, harmonic function, funda

mental solution, Green’s function.
2010 Mathematics Subject Classification: 35J05, 35J08, 35J25, 65N80.
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Здесь и далее д  — производная по направлению внешней нормали к д Q. В
случае, когда Q =  {x  e  R n : \x\ < 1} является единичным шаром, функция 
Грина задачи Дирихле может быть построена методом отражений и имеет 
вид (см. например [1], етр.51):

Н аряду с задачей Дирихле, классической и хорошо исследованной яв
ляется третья краевая задача для уравнения Пуассона:

Классическим решением задачи (1) назовем функцию u(x) e  C 2 (Q) П 
C  1(Q), удовлетворяющую условиям (1).

Известно следующее утверждение (см. [2])

Т е о р е м а  1. Пусть решение задачи (1) существует. Тогда 
если a > 0, то оно единственно; 
если a < 0, то
1) при a — нецелое, оно единственно;
2) при a = —т, m  =  0 ,1 , . . . ,  оно единственно c точностью до гармо

нических полиномов степени т.

Д ля дальнейшего исследования задачи (1) мы вводим понятие функции 
Грина. К ак  видно из утверждений теоремы 1, понятие функции Грина за
дачи (1), как в случае классической задачи Дирихле, можно ввести только 
для случаев a > 0 или a < 0 и a — нецелое.

В настоящей работе построен явный (интегральный) вид функции Гри
на Ga (x, y) для  случая n  > 3 при a > 0 или a < 0 и a — нецелое. А

где шп = Г п /2) — площадь единичной сферы в R n , а e (x — y) — ф унда
ментальное решение уравнения Лапласа:

A u(x) =  f  (x), x  e  Q, + au(x) = g(x), x  e  dQ. (1)
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такж е приведены примеры для частных случаев а, при которых функция 
Ga (x, у) может быть представлена в терминах элементарных функций.

Отметим, что в последнее время возобновился интерес к построению в 
явном виде функций Грина классических задач. В [3], [4] с помощью гар
монических функций Грина задач Дирихле, Неймана и Робина построены 
функции Грина бигармонических и полигармонических задач Дирихле, 
Неймана и Робина в двумерном круге. В [5], [6], [7] построена в явном ви
де ф ункция Грина задачи Дирихле для полигармонического уравнения в 
многомерном шаре. Заметим такж е, что построению в явном виде ф унк
ций Грина задачи Робена в круге посвящены работы [2], [8].

1 О п р е д е л е н и е  Ф ункций  Г ри н а

Приведем следующее определение.
Функцией Грина задачи (1) в области П называется ф ункция Ga (x ,y )  

двух точек x , y  € П обладающая свойствами:

AG a (x, у) =  5 (x -  у ) , (x, у) € П,

dG a(x, у ) +  aGa(x, у) = 0, у € дП. 
dvy

Если решение задачи (1) существует, то это решение может быть пред
ставлено в интегральном виде с помощью функции Грина Ga (x, у) по ф ор
муле (см.[9], с.286):

u (x) = Ga (x, у) f  (у) йу + Ga (x, у) g (у) dSy .
п дп

Под функцией Грина задачи (1) понимают [9, с. 286] функцию, имеющую 
представление

Ga (x, у) = —  [е (x -  у) + h (x, у ) ] ,
Шп

где h (x, у) — гармоническая в области П функция.
Хотя определение функции Грина задачи (1) введено в математической 

литературе, но построение явного вида этой функции является откры
той задачей. Существуют различные способы построения функции Грина
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классических краевых задач. Д ля многих видов областей она построена в 
явном виде. А для задачи (1) в многомерных областях построение ф унк
ции Грина является открытой задачей. Здесь имеются лишь примеры для 
простейших областей — круг [8], цилиндр [10], полуплоскость [11] и т.п.

2 В с п о м о г а т е л ь н ы е  р е зу л ь т а т ы

Следующая лемма доказана в работе [12].

Л е м м а  1. Д л я  фундаментального решения оператора Лапласа при n  > 3 
имеют место представления

^  1 I I k (  \ (  \

(x -  y) = g u m - 2 g  <  ( x ) H k {  y x  <

г (2)
где Н ^  (•) — полная система однородных гармонических полиномов сте
пени к, обладающих свойством ортонормированности:

—  [  H f  (x) Н М  (x) dSx = Sij 5 km,
шn JШп

an

hk — количество эт их полиномов, 5 j , 5km — символы Кронекера.

Число hk определяется по формуле (см. [13])

h = ( 2 к  +  n  -  2) (к +  n  -  3)! 
k = k ! ( n  -  2)! ‘

Л е м м а  2. Д л я  функций e ^x  \y\ -  справедливо равенство

e ( x \yi -  y \  =  5 :  \x \k \y\k 5  Hj;) ( x \  Hj;) ( y \ , (3)
V \vi)  k=0 2k +  n  -  2 =  k V \ x )  k V Ы /

Доказательство. Подставляя x  = x\y \  , y = Щ в формулу (2), получим

y  \  _  ^  1________ \x  \y \ \k тт(г) (  x  \e ( x  \y\ -  =  v  1______ x \ y \  Г f  h ( ; ) ( ^ x
V \ y \ )  k=02 k + n  -  2 \y/ \y\  \ k+n-2/= j1 k v\  x \ y\ \ )\ y \ '  k = 0 2 k + n  -  2 \ y / \ y \  \ k + n - 2 i= j1 k  V \ x \
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- ( o f  у / Ш  =  v  \у\ Ш Ё І т к  H {г)(  H ( i ) f  у у  \
к \ \ у /  \у\ \ )  t=0 2k + n  -  2 \у\к+п-2 = х k V \x\ \ у\ )  k \ \ у \ \ у \ )

р  \x \k \у \к H(i) ( H(i) С у \  
H 2 k  +  n  -  2 1 =  k \ \ x \ J  k ■2k + n  -  2 ^  k \  \x\k=0 i=l 411

Лемма доказана. □

3 О с н о в н ы е  у т в е р ж д е н и я

Т е о р е м а  2. Пусть а > 0 или а < 0 и а — нецелое, тогда функция Грина 
задачи (1) имеет вид

1) Если a > 0, то

l

Ga (x, у) = G d (x, у) + Шп J  sa-1e (^sx \у\ -  ds. (4)
п 0

2) Если a < 0 и a — нецелое, то

m I Ik I I k hk / \  / \

£ <  н) " Ң у ) +  

)  k W  g  <  ( x ) Hk)  ( у ) )

Ga (x, у) = G d (x ,у)  + —
Шп

, (5)

где m  = -  [a] +  1, (•) — полная система однородных гармонических
полиномов степени k.

Доказательство. Функцию Ga (x, у) будем искать в следующем виде:

Ga (x, у) = —  [е (x -  у) + h (x, у ) ] ,
Шп

где функция h (x, у) является гармонической и по x  и по у, причем

{ i y + a) h  (Нш =  - (  дк+ " ) е (x -  у)
, у € дП.  (6)

дп

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2015. Том 15. № 1 (55)



9 4  Б . Т .  Т о р е б е к

Д ля нахождения функции h (x, y) мы используем представление этой 
функции в виде ряда (2). Согласно лемме 1 при всех \x\ < \y\ < 1 , для 
функции е (x — y) имеет место равенство (2). Если применить оператор 

( ддУ + а )  к функции е (x — y ) , то в силу равенства (9) при \x\ < \y\ < 1
имеем

{ i y  + ^ е ( x — y) =

+ Л  y '  1_______ \x \k ү '  H (i) ( H (i) ( і Л
\ диУ )  k=0 2k + n  — 2 \y\k+n-2 1= 1 k V\x \ /  k \ \ y \ J

= O  (2 — k — n  + a) \x \k ^  H (i) ( x H (i) (  y_)  
k=0 2k +  n  — 2 \y\k+n-2 k V\ x \ /  k V M /  •

Если \y\ = 1, то

+ a )  е (x — y)
\ dvv )  |y|=i

=  ° (2 — k — n  + a) k ^  H a  / x ) H (i) ( y \  (7)
=  k=0 2k +  n  — 2 \x \ ^ Hk [ \ x \ )  Hk  Ы  • (7)

Гармоническую функцию h (x,y) ,  удовлетворяющую условию (6), бу
дем искать в виде ряда

O / \ / \ 

h ( x , y ) = bk \x  \k \ y \k Ё  H ?  ( x )  H ^ (  y )  ,

где bk — неизвестные постоянные
Применяя оператор + aj  к функции h (x,y) ,  получим

(£ + a) h (x ») = (£ + a) | 0 \ x \ k \ у \ k I  ̂  (% ) Hk)  (y ) =
O hk / \ / \

X > ( k + <01* I k'i  y \ k £  * Ң  щ ) ^
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Если \ y \ = 1, то

{ £ - + a ) h  x  y) | bl= i = gbk ( k + a 1 x| k' g <  ( x )  НҢ y )  ■ (8)

Используя равенство (6) с учетом разложений (7) и (8), найдем

(2 -  к -  n  +  a) 1
Ok = ---------------------------------- =

2k +  n  -  2 к +  a 

(2 -  2k -  n  +  к +  a) 1 1 1
2k +  n  -  2 к +  a к +  a 2k +  n  -  2

Таким образом, неизвестная гармоническая функция имеет вид

h M  = g (  ғ һ  -  2 Ғ + Ы  \ x  i k \ y i k |  H k  (  h )  H k  ( & ) -

Обозначим

^  I k I k hk / \  /
\x  \ \ y \ H ;  ( x \  H;  I y_hi X , - Ё  H f > (  ̂  * ) .

h2 ™  = -  5  Ш - 2  5  ^  ( X )  H(> ( Ш )

Легко показать, что справедливо равенство

h 2 ( x , y)  = - e ( x \ y \  -  iy i'j .

Далее, для функции h 1 (x, y) в случае a > 0 имеем

1

hi  (x, y) = j  sa - 1 { e ^ s x  \y\ -  I  ds, (10)
0

т.е. функция Ga (x , y)  в этом случае имеет вид (4).
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Если a < 0 и a — нецелое, то

hi * у >  =  g ^  g  H ?  ( x ) <  ( у )

=  g  x g  g  h ?  ( x ( H *  ( (  ( +  

+  g  x + a - g  h ?  ( x  (  h p  ( у )
k=m+1 i=1 W \ /  W \ /

где m  = -  [a] +  1.
Далее, для второго слагаемого в последнем равенстве имеем

V  \ x \k \ у \k ^ k  w /  x  \ ( i ) (  y_\  

k=m+i k +  a =  k \ \ x \ J  k Ы

)  s“- ‘ ( e  ( s x \ y \ - У  (  -  g  I x  \k \ у \k g  Hki) ( % (  Hki) ( У  ( )  . (11)

В этом случае для h1 (x, у) получаем

(i) (
\  x  \

mi \ k  I |k hk / \  / \

h i (* ' y ) = ĝ + a  g НҢ x ) H ^ ) {  у ) +

J s - 1 ( e  ( s x \ y \ - У  (  -  g  \ x  \k \ У \k g  <  ( % (  ^  ( У ( ) .

Следовательно, если a < 0 и a — нецелое, то для функции Ga (x, у) 
имеет место равенство (5). Теорема доказана. □

4 З а м е ч а н и я  и п ри м е р ы

З а м е ч а н и е  1. Отметим, что для некоторых конкретных значений па
раметра a вычисление интегралов (10) и (11) приводит к элементарным  
функциям.
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З а м е ч а н и е  2. Д л я  любых (даже целых) значений параметра а нахож 
дение интегралов (10) и (11) требует довольно сложных вычислений.

З а м е ч а н и е  3. Пусть а = n—2 , п  > 3. Тогда функция Грина задачи (1) 
легко вычисляется и представляется в виде

Ga (x , y ) = —
Wn

£ (Х -  y ) +  £ [ x \  y \ -  —г(x | y l -  f f l)
Отметим, что данное представление очень похоже на функцию Грина 
задачи Дирихле.

П ри м ер  1. В  случае а = 3, n  — четное:

1
Ga (x, y) = G d (x, у ) -------------

2 (п -  2) (x, y)
Wn (2п -  2) (2п -  3) \x \4 \ y \4

1
+

ы22x y  -

1

x \y \ -  й

2-n2

й
\У\

2n—2

1 +

Wn (2п -  1) (2п -  3) \ x \2 \ y \2

n -  2

Е
(2п -  1 ) . . .  (2п -  2k -  1) \x \2к \y \2к

k=o (п -  1 ) . . .  (п -  k -  1) 2к+1 (  \x \2 \y \2 -  (x, y )2Л̂  к+1

х [1 +
2 (п -  2) (x,y)

\ x  \2 \ y \2 :) \ x  \ 2 \ y \ ' - n - l . 2 + ( x y
x  \y\ y\y\

+

+
( \x \\ y \)2n 2 (2п -

wп2пп ! (2п -  3) (  \ x \2 \ y \2 -  ( x , y ) 2 ĵ
1 +

2 (п -  2) (x , y)  

\ x  \2 \ y \2 :)

n

X
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П ри м ер  2. Пусть a = 2, n  — нечетное, тогда

Ga (x , y)  = G d (x , y)  -
Шп (2n -  1) | x12 | y 12 2п 2 1 +

п 1
+ ( x , y ) 2k (n -  1)!(2n -  2k -  3)!!(IxI \ 2k—2

Шп k=o (n -  k -  1)! (2n -  1)!! ^ | x12 | y12 -  (x, y )2 ĵ
k+1

Ix12 | y12 - ( x , y )
n—k—2

xlyl  -  *\y\

+ (x, y)

Работа выполнена при финансовой поддержке грантового финансиро
вания научно-технических программ и проектов Комитетом науки МОН 
РК . Проект № 0570/ГФ3, 2013г.-2015г.
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Төребек Б.Т. Ш АРДА Б Е РІЛ Г Е Н  ҮШ ІНШ І Ш Е Т Т ІК  ЕСЕП ТІҢ  
ГРИН Ф УНКЦИЯСЫ

Бұл жұмыс көпөлшемдi ш ардағы үшінші шеттік есептің Грин функци- 
ясының айқын түрін құру мәселесін зерттеуге арналған. Осы функцияны 
құру кезінде Лаплас теңдеуінің іргелі шешімінің қатар түріндегі кейіпте- 
месі қолданылады. Грин функциясының интегралдық кейіптемесі алын- 
ған және есеп параметрлерінің кейбір мәндерінде элементар функциялар 
арқылы ж азуға болатындығы көрсетілген.
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Torebek B.T. GREEN FUNCTION OF TH E THIRD BOUNDARY VA
LUE PROBLEM  IN A BALL

The paper is devoted to the investigation of questions about constructing in 
the explicit form of the Green function of the th ird  boundary value problem in a 
multi-dimensional ball. For constructing this function we use the representation 
of the fundam ental solution of the Laplace equation in the form of a series. An 
integral representation of the Green function is obtained and for some values 
of the param eters the problem is presented via elem entary functions.
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ХРОН ИКА

В иЛ Ь Ж А Н  МАВЛЮТИНОВИЧ АМЕРВАЕВ

На 84 году жизни в г. Москве 
скоропостижно скончался видный 
ученый, Л ауреат Государственной 
Премии СССР, академик Нацио
нальной Академии Наук Респуб
лики Казахстан, профессор Виль- 
жан Мавлютинович Амербаев — 
главный научный сотрудник Ин
ститута проблем проектирования 
в микроэлектронике Российской 
Академии Наук.

Вильжан Мавлютинович ро
дился 25 апреля 1931г. в горо
де Талдыкургане Казахской ССР 
в семье известного математика- 
педагога. Высшее образование по
лучил в стенах Казахского Госу

дарственного Университета, где он работал ассистентом с 1954-1957 годы. 
Аспирантуру закончил в 1960г. при Математическом институте им. Стек- 
лова АН СССР. По его словам, здесь он получил настоящее математиче
ское образование и стал профессиональным математиком, и без матема
тики он уже не представлял свою жизнь. Первый серьезный результат по 
математике он получил в области численного обращения преобразования 
Л апласа в период учебы в аспирантуре (1958-1960 гг.) и работы в Лабора
тории машинной и вычислительной математики АН К азС С Р (1960-1965 
гг.). Здесь ему удалось разработать методы восстановления оригинала пу
тем разложения его в ряд по ортогональным многочленам на конечном 
промежутке.
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Вильжану Мавлютиновичу удается разработать теоретическую основу 
модулярной арифметики в кольце главных идеалов, уже работая в науч
ном центре микроэлектроники в городе Москве (Зеленоград) (1966-1971 
гг.). Им создана алгебраическая концепция параллельных вычислений, 
принципы арифметического самокорректирующего кодирования. Эти ре
зультаты легли в основу его докторской диссертации "Вычисление в коль
це главных идеалов и их приложения в вычислительной технике".

Амербаевым В.М проводились работы по использованию модулярной 
арифметики в алгоритмах ш ифрования путем распараллеливания проце
дур арифметических операций в вычислительных системах. Им были ис
следованы модулярные вычислительные системы как прототип параллель
ных гомоморфных вычислений в кольце целых чисел. Развитие этой идеи 
привело к разработке новой концепции — построение интромодулярных 
вычислительных систем. Интромодулярные вычисления открываю т пути 
эффективной реализации парадигмы гомоморфных облачных вычислений 
на однородной вычислительной среде с гибким управлением надежностью 
вычислений в целом.

Им такж е было введено понятие "левообратимой бинарной операции" , 
которое было использовано при создании блочных шифров, что позволяет 
существенно повысить скорость процедур шифрования, ориентированных 
на параллельную и конвейерную обработку данных.

Будучи заведующим Лабораторией машинной и вычислительной ма
тематики АН К азС С Р (1962-1965 гг.) Вильжан М авлютинович Амербаев 
был одним из организаторов создания в 1965г. Института математики и 
механики Академии наук Казахской ССР. Он, проработав всего шесть ме
сяцев, был приглашен в Москву в Центр микроэлектроники для участия 
в впервые разрабатываемых в Советском союзе ЭВМ высокой производи
тельности на базе модулярной арифметики.

Вильжан Мавлютинович дваж ды  возвращается в Институт математи
ки и механики. В первый раз в 1971г. по приглашению Президиума АН 
К азС С Р в качестве заместителя директора по науке. Здесь он органи
зовывает научные лаборатории больших систем, оптимального кодирова
ния, методов оптимизации. Он избирается членом-корреспондентом АН 
КазССР, активно принимает участие в создании вычислительного центра 
коллективного пользования.
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В 1976г. по семейным обстоятельствам возвращается в Москву, работа
ет там же, в Центре микроэлектроники. Во второй раз в 1988г. академик 
У.М. Султангазин, став Президентом АН КазССР, приглашает члена-корр. 
АН К азС С Р В.М. Амербаева в свою команду в качестве члена Президиума 
и академика-секретаря отделения физико-математических наук. Вскоре, в 
1989г., на очередных выборах членов Академии В.М. Амербаев избирается 
академиком АН КазССР. В 1994г., после ухода У.М. Султангазина с поста 
Президента, В.М. Амербаев возвращается снова в Москву.

Основные его научные публикации (более 150 статей, монографий и па
тентов) относятся к областям компьютерной алгебры и цифровых методов 
обработки сигналов, теории кодирования, параллельных вычислений, по
мехоустойчивого арифметического кодирования, криптографии, числен
ных методов интегральных преобразований Л апласа, сверхточных вычис
лений. Под его руководством было защищено около 30 кандидатских и 
докторских диссертаций.

За цикл работ в области практического приложения методов модуляр
ной арифметики в технических системах в составе авторского коллектива 
получает Государственную премию СССР. Имеет правительственные на
грады.

В Вильжане Мавлютиновиче сочеталось редкое качество незаурядного 
ученого с такой человеческой ценностью как готовность оказать помощь 
и относиться к людям с пониманием. С присущей ему проницательностью 
он умел замечать перспективных молодых сотрудников. Многие из них 
становились его учениками, которых он учил и опекал до последних дней 
своей жизни. Его авторитет помогал им в сложные моменты их жизни. 
Наиболее упорные из его учеников стали известными учеными.

Святая память о Вильжане М авлютиновиче Амербаеве навсегда оста
нется в сердцах многочисленных его учеников и близких соратников.

И. Пак, Р. Бияшев, С. Нысанбаева
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К С Е М И Д Е С Я Т И Л Е Т И Ю  РА Х И М БЕРД И ЕВ А  
МАРАТА И С И М ГА Л И ЕВИ Ч А  

д о к т о р а  ф и з и к о - м а т е м а т и ч е с к и х  н а у к , п р о ф е с с о р а , 
к р у п н о г о  с п е ц и а л и с т а  в о б л а с т и  к а ч е с т в е н н о й  т е о р и и  

д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  и  и х  п р и л о ж е н и й  
(30.01.1945 -  09.08.2008)

Рахимбердиев М арат Исимга- 
лиевич родился в городе Зайсан 
Восточно-Казахстанской области. 
Отец — военнослужащий, мать 
— медицинская сестра, в семье 
шесть сыновей, М арат — четвер
тый. В детстве, в связи с пере
водами по службе отца, ж ил и 
учился в разных городах К азах
стана (Усть-Каменогорске, К ара
ганде, Кокчетаве, Гурьеве). Лю
бимым предметом в школе бы
ла математика, но он такж е ак
тивно занимался спортом, неодно
кратно побеждал на республикан
ских соревнованиях по спортив
ной гимнастике среди юниоров. 

Начал свою трудовую деятельность в 1962 году после окончания сред
ней школы в Гурьеве. Д ва года работал на электростанции мотористом и 
машинистом котла.

В 1964 году поступил на механико-математический факультет Мос
ковского государственного университета им. М.В. Ломоносова. Специ
ализировался на кафедре дифференциальных уравнений под руковод
ством профессора В.М. Миллионщикова. После окончания университета
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в 1969 году по рекомендации кафедры поступил в аспирантуру отделения 
математики мех-мата МГУ. В университете активно занимался как на
учной, так и общественной работой, сначала в интернациональном сек
торе комитета комсомола МГУ, а затем дваж ды  избирался секретарем 
комсомольской организации мехмата (1970-1972 гг.). В 1970 году женился 
на студентке мех-мата Алексеевой Людмиле Алексеевне. В 1974 году у них 
родилась дочь Марина.

В аспирантуре под руководством В.М. М иллионщикова и Н.Х. Розова 
им была выполнена кандидатская диссертация "Об устойчивости особых 
показателей и замыкании множества линейных систем с экспоненциаль
ной дихотомией", защита которой состоялась в марте 1975 года на дис
сертационном совете мех-мата МГУ. Известные ученые Д.В. Аносов и 
Ю .С.Богданов — его оппоненты — очень высоко оценили научные резуль
таты молодого ученого и в дальнейшем их связы вала теплая друж ба и 
сотрудничество.

После окончания аспирантуры в 1974 году М .И.Рахимбердиев был 
распределен в Институт математики и механики АН Казахской ССР, где 
работал сначала в лаборатории дифференциальных уравнений (зав. акад. 
АН К азС С Р Ж ауты ков О.А.), а с 1978 года — в лаборатории численных 
методов теории переноса (зав. акад. АН К азС С Р Султангазин У.А.). С 1991 
года с образованием Института космических исследований НАН РК  он — 
заведующий лаборатории и заместитель директора по науке. В 1996 году 
вернулся в Институт теоретической и прикладной математики (позднее 
переименованный в Институт математики), где заведовал лабораторией 
динамических систем до последних дней своей жизни.

Докторскую диссертацию на тему "Устойчивость и распределение по
казателей Ляпунова" блестяще защитил в марте 1992 года в Минске на 
диссертационном совете Института математики АН Беларусской ССР. 
Научный консультант В.М.Миллионщиков. Оппоненты: Ю .Л. Далецкий, 
Н.А. Изобов, Е.Л. Тонков, ведущая организация — Санкт-Петербургский 
государственный университет.

Рахимбердиевым М.И. опубликовано более 130 научных работ. Наи
более существенные научные результаты получены в следующих напра
влениях: экспоненциально дихотомические системы [1, 2] и грубые свой
ства неоднородных линейных дифференциальных систем [3], критерий
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выполнимости условия Перрона [20, 22, 26, 29, 31]; введение и изучение 
классов линейных систем с различными свойствами грубости асимпто
тического поведения их решений [23], исследование центральных показа
телей как разрывных функций параметров системы [10, 13], изучение 
вопроса о бэровской классификации показателей Ляпунова как разрыв
ных функций [11], описание распределения значений показателей Л япу
нова вблизи их точек разрывов как функций системы в различных ситу
ациях. Им дано описание замыкания множества линейных систем с экспо
ненциальной дихотомией в метрическом пространстве, систем с равно
мерной метрикой [1, 2], описано открытое ядро множества неоднородных 
систем, имеющих хотя бы одно ограниченное решение [3]; совместно с Н.Х. 
Розовым решена задача распределения показателей Ляпунова периодиче
ских систем относительно малых в среднем возмущений коэффициентов 
системы [6, 7]. Д ля ряда систем решены задачи о локализации спектра по
казателей на основе их векторного представления. Им установлена строгая 
принадлежность второму классу Бэра показателей линейных дифф ерен
циальных систем и уравнений [11, 34]. Изучены экспоненциально разде
ленные и равномерно неразделенные гомоморфизмы векторных рассло
ений динамических систем, введено понятие сильно положительного го
моморфизма и установлена его эквивалентность экспоненциальной разде- 
ленности с индексом n-1 (n-размерность векторного расслоения), а для n- 
k -ой внешней степени гомоморфизма эквивалентность экспоненциальной 
разделенности с индексом k [19, 20, 26, 29]; получены коэффициентные 
признаки экспоненциальной разделенности линейных систем произволь
ного индекса [22]; показано, что замыкание множества систем с экспо
ненциальной близостью совпадает с множеством равномерно неразделен
ных систем [4, 23]. Им получены распределения показателей Ляпунова для 
линейных расширений динамической системы на торе [16, 24] и совмест
но со Т.И Смирновым та ж е задача решена для периодических аппрок
симаций эргодический динамической системы на торе [25]. Установлены 
необходимые и достаточные условия равномерной экспоненциальной раз- 
деленности линейного расширения динамической системы на векторном 
расслоении в терминах послойной сильной положительности семейства 
автоморфизмов,порождающего динамическую систему [27]; найдены до
статочные условия устойчивости старшего показателя семейства автомор
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физмов векторного расслоения [19]; установлены типичные свойства одно
параметрического семейства линейных дифференциальных уравнений при 
бифуркациях экспоненциальной устойчивости [30]; найдены условия раз
решимости краевых задач для линейных дифференциальных уравнений 
при их возмущении [35].

Под влиянием У.М. Султангазина и в сотрудничестве с ним существен
ные результаты получены совместно с их учениками Цаем М.Д, Калыба- 
евой А.А. при изучении свойств дискретных уравнений Больцмана в про
странственно однородном случае, исследована устойчивость положения 
равновесия, дано описание инвариантных множеств, установлены условия 
топологической и дифференцируемой эквивалентности пространственно 
однородных моделей [9, 17, 26, 32]; совместно с Панкратовой И.Н. исследо
ваны бифуркационные свойства многомерных аналогов нелинейных логи
стических уравнений, дано описание структуры инвариантных множеств 
дискретного аналога нелинейного логистического разностного уравнения 
[33]; разработаны некоторые математические модели биологических попу
ляций, которые нашли применение при решении ряда прикладных задач, 
в частности, при изучении динамики популяции сайгаков и саранчи на 
территории Казахстана и др.

Много времени он уделял преподавательской деятельности. Более 
тридцати лет (с 1975 года) по совместительству преподавал на механико
математическом факультете Казахского государственного университета 
(КазН У  им. аль-Фараби). Под его руководством защищено 7 кандидат
ских диссертаций. Постоянно занимался научной экспертизой: член Пре
зидиума ВАК РК  (1998-2000), член диссертационного совета по защи
те докторских диссертаций при Институте математики МОН РК , с 2001 
по 2004 — заместитель председателя, с 2004г. по 2008 г. — председа
тель этого совета. C 1978 года референт реферативных журналов "Р Ж  
М атематика", "M athem atical Review "(член AMS с 1978 г.), постоянный 
рецензент журналов "Дифференциальные уравнения", "Известия НАН 
РК . Серия физико-математическая"и др. Был одним из организаторов и 
заместителем главного редактора "Математического ж урнала".

М арат Исимгалиевич всегда активно занимался научно-организатор
ской деятельностью. В 1996-97 гг. исполнял обязанности академика-секре- 
таря Отделения физико-математических наук НАН РК . С 1997 по 2004
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г. являлся председателем секции физико-математических наук рабочей 
группы Высшей научно-технической комиссии при Правительстве РК . В 
1997-1999, 2000-2002, 2003-2005, 2006-2008 гг. — научный руководитель 
республиканских программ фундаментальных исследований по диф ф е
ренциальным уравнениям и уравнениям математической физики.

За  научно-педагогическую и научно-организаторскую деятельность в 
2005 году он был награжден медалью Республики Казахстан "Ерен еңбегі 
үшін".

В жизни М арат Исимгалиевич был замечательным человеком, высо
коинтеллигентным, добрым, отзывчивым, всегда готовым помочь и словом 
и делом, и в то же время принципиальным и твердым, когда того требо
вали обстоятельства. Светлая память о нем — крупном ученом и педагоге, 
прекрасном организаторе и руководителе — навсегда останется в сердцах 
всех, с кем он соприкасался в течение своей яркой и многогранной научной, 
педагогической и общественной деятельности.
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