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Ê 60-ëåòèþ ÍÀÍ ÐÊ
ÓÄÊ 51

Î ÐÀÇÂÈÒÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ È ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÈ Â
ÊÀÇÀÕÑÒÀÍÅ. I

∗ Àðñëàíîâ Ì.Ç., † Áèæàíîâà Ã.È., ∗ Áèÿøåâ Ð.Ã.,
†Äæåíàëèåâ Ì.Ò., ‡Äîáðèöà Â.Ï., †Æåíñûêáàåâ À.À., † Ðàõèìáåðäèåâ Ì.È.
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∗ Èíñòèòóò ïðîáëåì èíôîðìàòèêè è óïðàâëåíèÿ ÌÎÍ ÐÊ
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‡ ÊàçÍÏÓ èì.Àáàÿ ÌÎÍ ÐÊ 050010 Àëìàòû, ïð.Äîñòûê, 13

Íàïðàâëåíèÿ ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé â ìàòåìàòèêå ïðîäèêòîâàíû, ïðåæäå âñåãî, ïî-
òðåáíîñòÿìè ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè îáùåñòâà, åãî ýêîíîìè÷åñêèìè, ïðîèçâîäñòâåííûìè,
ýêîëîãè÷åñêèìè, ñîöèàëüíûìè è äðóãèìè çàäà÷àìè. Â ýòîé ñâÿçè ïîëó÷èëè èíòåíñèâíîå ðàçâè-
òèå ìåòîäû îáðàáîòêè ðàçëè÷íîãî ðîäà òî÷íîé è íåòî÷íîé èíôîðìàöèè, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäå-
ëèðîâàíèå èçó÷àåìûõ ïðîöåññîâ, à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè äàëüíåéøåãî
ðàçâèòèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, ïðèâëå÷åíèÿ â íåé íîâûõ èäåé.

Ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â Êàçàõñòàíå ïðîâîäÿòñÿ â îáëàñòè òåîðèè ôóíêöèé è ôóíê-
öèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíîñòè è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, àëãåáðû è ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ëîãèêè, òåîðèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Â íàñòîÿùåé è
ïîñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ ïðèâîäèòñÿ îáçîð îñíîâíûõ äîñòèæåíèé ïî ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå
â ðåñïóáëèêå â êîíòåêñòå ðàçâèòèÿ íàøèõ íàïðàâëåíèé â ìèðîâîé íàóêå.

1. ÒÅÎÐÈß ÔÓÍÊÖÈÉ È ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ

Ôóíäàìåíò êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé (òåîðèè àïïðîêñèìàöèè) çàëîæèë Ï.Ë.×åáû-
øåâ. Â ñâîåì ðàçâèòèè îíà èìåëà íåñêîëüêî çàìåòíûõ ýòàïîâ. Ýòî, ïðåæäå âñåãî, ïðèáëèæå-
íèå èíäèâèäóàëüíîé ôóíêöèè àëãåáðàè÷åñêèìè è òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè, çàòåì
íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå êëàññîâ ôóíêöèé è äàëåå ðàçðàáîòêà äðóãèõ àïïàðàòîâ è ìåòîäîâ
àïïðîêñèìàöèè, ðàçâèòèå òåîðèè ïîïåðå÷íèêîâ. Âêëàä â êîíñòðóêòèâíóþ òåîðèþ ôóíêöèé
áûë âíåñåí ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè, òàêèìè êàê À.Í.Êîëìîãîðîâ, Ñ.Í.Áåðíøòåéí, Ä.Äæåêñîí,
Ã.Ã.Õàðäè, Í.Ê.Áàðè, Ä.Å.Ìåíüøîâ, À.Çèãìóíä, Ã.Ã.Ëîðåíö, Ñ.Ì.Íèêîëüñêèé, Í.Ï.Êîðíåé÷óê,
Ï.Ë.Óëüÿíîâ, Â.Ê.Äçÿäûê, Î.Â.Áåñîâ, Â.Ì.Òèõîìèðîâ è äð. Ñ îáçîðàìè ïî íåé ìîæíî îçíàêî-
ìèòüñÿ â ìîíîãðàôèÿõ È.Ï.Íàòàíñîíà, À.Ì.Òèìàíà, Í.È.Àõèåçåðà, Ñ.Ì.Íèêîëüñêîãî, Â.Ì.Òè-
õîìèðîâà è äð.

Keywords: Mathematics, Informatics
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 00-02
c ∗ Àðñëàíîâ Ì.Ç., † Áèæàíîâà Ã.È., ∗ Áèÿøåâ Ð.Ã.½ †Äæåíàëèåâ Ì.Ò., ‡Äîáðèöà Â.Ï.,

†Æåíñûêáàåâ À.À., † Ðàõèìáåðäèåâ Ì.È. 2006.
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Àêòèâíàÿ ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ, îòëè÷íûõ îò ïðèáëèæåíèÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèìè è òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè, íà÷àëàñü, âèäèìî, â ñåðåäèíå ïðîøëîãî ñòîëå-
òèÿ, êîãäà áûëè îòêðûòû çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà ïîëèíîìèàëüíûõ ñïëàéíîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî
èíòåðïîëÿöèîííûå ñïëàéíû ðåàëèçóþò êîëìîãîðîâñêèå ïîïåðå÷íèêè íà ðÿäå êëàññîâ äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Â äàëüíåéøåì ñòàëè èçó÷àòüñÿ ñïëàéíû ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, òî åñòü
"ñêëåéêè" èç êóñêîâ ôóíêöèé çàäàííîãî òèïà. Ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèâåëî ê ââåäå-
íèþ àòîìàðíûõ, ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé, âåéâëåòîâ è ò.ä. Îäíîé èç ïðîáëåì ñòàëà èíòåðïîëÿöèÿ
è ñãëàæèâàíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ: ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü, ñõîäèìîñòü. Äëÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ çàäàííîé ñòåïåíè èíòåðïîëÿöèÿ íå âñåãäà âîçìîæíà, ñïëàéíî-
âàÿ èíòåðïîëÿöèÿ òðåáóåò ëèáî ðåãóëÿðíîé (ïî÷òè ðàâíîìåðíîé) ñåòêè, ëèáî (ïðè òðèàíãóëÿ-
öèè) èçáûòî÷íîé èíôîðìàöèè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè èíòåðïîëèðóþùåãî ýëåìåíòà.
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ óäàëîñü ðàçðåøèòü ýòó ïðîáëåìó, à òàêæå àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó ñãëàæèâà-
íèÿ ââåäåíèåì íîâûõ àïïàðàòîâ ïðèáëèæåíèÿ. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû Â.Ë.Ãîí÷àðîâà,
È.Øåíáåðãà, Ê.äå Áîðà, Ë.Øóìàõåðà, È.Äîáåøè, Ê.×óè, Ê.È.Îñêîëêîâà, Â.Í.Òåìëÿêîâà è äð.

Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è íåðàçðûâíî ñâÿçàííàÿ ñ íåé òåîðèÿ âëîæåíèé è
èíòåðïîëÿöèè îïåðàòîðîâ ñòàëè ìîùíûì àïïàðàòîì èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèé,
òåîðèè îïåðàòîðîâ, òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå, òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è äðóãèõ
ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè. Òåîðèÿ âëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, íà÷àëî êîòîðîé ïîëî-
æèë â òðèäöàòûõ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ Ñ.Ë.Ñîáîëåâ, ïîëó÷èëà øèðîêîå ðàçâèòèå â ðàáî-
òàõ Ñ.Ì.Íèêîëüñêîãî, Î.Â.Áåñîâà, Õ.Òðèáåëÿ, Ï.È.Ëèçîðêèíà, Ë.Ä.Êóäðÿâöåâà, Â.Ï.Èëüèíà,
Ñ.Â.Óñïåíñêîãî, Ï.Ë.Óëüÿíîâà, Â.È.Êîëÿäû, Â.Í.Òåìëÿêîâà è äð. è èçëîæåíà â øèðîêî èç-
âåñòíûõ ìîíîãðàôèÿõ Ñ.Ì.Íèêîëüñêîãî, Î.Â.Áåñîâà, Â.Ï.Èëüèíà, Õ.Òðèáåëÿ.

Ïåðâàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà â òåîðèè îïåðàòîðîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Lp áûëà ïîëó÷å-
íà Ì.Ðèññîì â 1926 ã. â âèäå íåêîòîðîãî íåðàâåíñòâà äëÿ áèëèíåéíûõ ôîðì. Óòî÷íåíèå åå è
îïåðàòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà áûëè äàíû Ã.Î.Òîðèíûì. Â äàëüíåéøåì îáùèå èíòåðïîëÿöèîííûå
òåîðåìû áûëè ïîëó÷åíû Â.Îðëè÷åì, Æ.Ìàðöèíêåâè÷åì, È.Ñòåéíîì, Ã.Âåéñîì, Æ.Ë.Ëèîíñîì,
È.Ãàëüÿðäî, À.Ï.Êàëüäåðîíîì, Ñ.Ã.Êðåéíîì, Í.Àðîíøàéíîì, Æ.Î.Ïåòðý. Ñîâðåìåííîå ñîñòî-
ÿíèå ýòèõ íàïðàâëåíèé è èõ âñåâîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ îòðàæåíû â èçâåñòíûõ ìîíîãðàôèÿõ
À.Çèãìóíäà, Ñ.Ì.Íèêîëüñêîãî, Î.Â.Áåñîâà, Â.È.Èëüèíà, Æ.Ë.Ëèîíñà, Ñ.Ã.Êðåéíà, Å.Ì.Ñåìå-
íîâà, Þ.È.Ïåòóíèíà, Ë.Õåðìàíäåðà, È.Ñòåéíà, Á.Ñ.Êàøèíà, Ì.Îòåëáàåâà è äðóãèõ.

Ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ ïî çàäàííîé òî÷íîé èëè íåòî÷íîé èíôîðìàöèè âîñõî-
äèò ê òåîðèè êâàäðàòóð, ïîëó÷èâøåé ñèñòåìàòè÷åñêîå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ Ê.Ãàóññà è ïðîäîë-
æåííîé â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ À.Ñàðäîì (ëèíåéíûå çàäà÷è), Ñ.Ì.Íèêîëüñêèì (íåëèíåé-
íûå çàäà÷è), Äæ. ôîí Íåéìàíîì (òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä). Áîëüøîé âêëàä â íåå
âíåñåí Í.Ï.Êîðíåé÷óêîì, Á.Ä.Áîÿíîâûì, Íãóåí Òõè Òõüåó Õàî è ìíîãèìè äðóãèìè ìàòå-
ìàòèêàìè. Òåîðèÿ êóáàòóð â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷èëà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ
Ñ.Ë.Ñîáîëåâà, Ê.È.Áàáåíêî, È.È.Ìûñîâñêèõ, Í.Ì.Êîðîáîâà, Ñ.À.Ñìîëÿêà è äð. Îáùèé ïîä-
õîä ê çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ ðàññìîòðåí â öèêëå ðàáîò À.Í.Òèõîíîâà, ×.Ìè÷åëëè,
Ò.Ðèâëèíà, Ã.Âîæíÿêîâñêîãî, Äæ.Òðàóáà è äð. Äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð ïî ýòîé òåìå ìîæ-
íî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ Ñ.Ë.Ñîáîëåâà, Ñ.Ì.Íèêîëüñêîãî, Í.Ì. Êîðîáîâà, Ã.Âîæíÿêîâñêîãî,
Äæ.Òðàóáà, À.À.Æåíñûêáàåâà è äð.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-
çà íàïðàâëåíû íà ðåøåíèå ìíîãîìåðíûõ çàäà÷, ñîçäàíèå íîâûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå áûëè áû
ýôôåêòèâíûìè â ïðèìåíåíèè ê ôóíêöèÿì ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ïðåêðàñ-
íûå ìåòîäû àíàëèçà ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî âî ìíîãîì îêàçàëèñü íåïðèãîäíûìè äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ â ìíîãîìåðíûõ è áåçðàçìåðíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Êðîìå òîãî,
ïîòðåáíîñòè ïðàêòèêè ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáàòûâàòü ìåòîäû è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ
çàäà÷, àäàïòèðîâàííûå ê ïðèðîäå ýòèõ çàäà÷, ñ îäíîé ñòîðîíû, è ïðîâîäèòü õîðîøóþ ÷èñëåí-
íóþ ðåàëèçàöèþ (ïîñòðîåíèå óäîáíûõ äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûñòðîäåéñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ
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àëãîðèòìîâ), ñ äðóãîé ñòîðîíû.
Òàê, íåîáõîäèìîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òåõ èëè èíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,

îïèñûâàåìûõ, êàê ïðàâèëî, íåòî÷íûìè äàííûìè (íàïðèìåð, àíàëèòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðà-
äèîíóêëèäíûõ ïîëåé Ñåìèïàëàòèíñêîãî ïîëèãîíà, àýðîêîñìè÷åñêèå ñúåìêè, ìîíèòîðèíã è äð.),
òðåáóåò ñîçäàíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ôóíêöèé
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïðè íåïîëíîé è íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î ôóíêöèÿõ â õàîòè÷åñêè ðàñïîëî-
æåííûõ òî÷êàõ.

Ñîâðåìåííûå çàäà÷è îáðàáîòêè è ïåðåäà÷è öèôðîâîé èíôîðìàöèè (â ÷àñòíîñòè, ðàäèîñèã-
íàëîâ) ïîâëåêëè çà ñîáîé ðàçâèòèå òåîðèè âñïëåñêîâ (âåéâëåòîâ), ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé, è â
ýòîì ñìûñëå àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðàçëîæåíèé ôóíêöèé ïî íîâûì áàçèñàì è àíàëèç
Ôóðüå ïî íèì.

Ðàçâèòèå òåîðèè äèçàéíà ñâÿçàíî ñ çàäà÷àìè ñîçäàíèÿ âî ìíîãèõ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâàõ
öèôðîâûõ ôèëüòðîâ, ïðåîáðàçîâûâàþùèõ öèôðîâîé ñèãíàë â ñèãíàë ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâà-
ìè. Èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîé è âåñüìà ñëîæíîé ïðèðîäû ïðèâåëî ê èíòåíñèâíîìó
ðàçâèòèþ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ôðàêòàëîâ. Àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ íåëè-
íåéíûõ àëãîðèòìîâ òèïà Greedy è ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå èõ íà îïòèìàëüíîñòü â ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Åñòåñòâåííî, íàðÿäó ñ íîâûìè íàïðàâëåíèÿìè èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ è óñïåøíî ïðèìåíÿ-
åòñÿ íà ïðàêòèêå è êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ.

Â ðàçâèòèå ñîâðåìåííûõ àñïåêòîâ óïîìÿíóòîé âûøå òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ, â ðåøåíèå ïðîáëåì èíòåðïîëèðîâàíèÿ, ñãëàæèâàíèÿ, â ïîñòðîåíèå îïòèìàëü-
íûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ áîëüøîé âêëàä âíåñëè êàçàõñòàíñêèå ìàòåìàòèêè:
Ò.È.Àìàíîâ, Ê.Æ.Íàóðûçáàåâ, Ì.Î.Îòåëáàåâ, À.À.Æåíñûêáàåâ, Ð.Îéíàðîâ, Ë.Ï.Ôàëàëååâ,
Å.Ñ.Ñìàèëîâ, Í.Ò.Òåìèðãàëèåâ, Ê.Ò.Ìûíáàåâ, Á.Ë.Áàéäåëüäèíîâ, Å.Ä.Íóðñóëòàíîâ, Ë.Ê.Êó-
ñàèíîâà, Í.À.Áîêàåâ, Ä.Á.Áàçàðõàíîâ è äð.

Â óêàçàííûõ íàïðàâëåíèÿõ òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà êàçàõñòàíñêèìè
ìàòåìàòèêàìè ïîëó÷åíû íîâûå èíòåðïîëÿöèîííûå òåîðåìû è òåîðåìû âëîæåíèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñ áîëåå òîíêîé âåñîâîé øêàëîé; ðàçðàáîòàí íîâûé èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä, êîòîðûé
îáîáùàåò èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä Ëèîíñà-Ïåòðå; óñòàíîâëåíû ìíîãîâåñîâûå ìóëüòèïëèêà-
òèâíûå è àääèòèâíûå èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà; íàéäåíû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ïî íîâûì áà-
çèñàì, à òàêæå àòîìàðíûå, ìîëåêóëÿðíûå, âñïëåñêîâûå, êâàðêîâûå è äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ êëàññîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ; ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè áàíàõîâûõ è
êâàçèáàíàõîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ îáîáùåííîé ñìåøàííîé ãëàäêîñòè â òåðìèíàõ
äîñòàòî÷íî îáùèõ óñðåäíåíèé è ìàêñèìàëüíûõ ôóíêöèé Ïåòðå; îïèñàíî ïîâåäåíèå ôóíêöèé è
îïåðàòîðîâ âáëèçè èõ ñèíãóëÿðíîñòåé â òåðìèíàõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Èññëåäóþòñÿ ïðîñòðàíñòâà òèïà ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà, Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà ïî îáîáùåííûì
ñèñòåìàì Õààðà, Óîëøà, ïî ìóëüòèïëèêàòèâíûì áàçèñàì Ïðàéñà, îñíîâàííûì íà êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûõ ôóíêöèÿõ, êîòîðûå â âîïðîñàõ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ â ðÿäå ñëó÷àåâ èìåþò ïðåèìó-
ùåñòâåííîå çíà÷åíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå; èçó÷àþòñÿ âî-
ïðîñû àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè è ñóììèðóåìîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ
ñ àíèçîòðîïíîé íîðìîé; íàéäåíû îöåíêè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè Ôóðüå ñ ðàçëè÷íîãî
òèïà ëàêóíàìè íà êëàññàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ðàçðàáîòàíû îïòèìàëüíûå ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé è âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ íà êëàññàõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ òî÷-
íàÿ è íåòî÷íàÿ èíôîðìàöèÿ, ëèíåéíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ àíè-
çîòðîïíûõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ è ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ðàçâèòèå òåîðèè äèçàéíà ñïîñîáñòâîâàëî ïðîäîëæåíèþ èññëåäîâàíèé ïî ðàçðàáîòêå ìåòî-
äîâ âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ ñ íàèâûñøåé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè íà ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ ôóíê-
öèé. Â ðåçóëüòàòå áûëè èçó÷åíû ñâîéñòâà ðàçíîãî ðîäà ÷åáûøåâñêèõ ñèñòåì, ïîëó÷åíû îöåíêè
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íàèâûñøåé ñòåïåíè òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ, ïîëîæèòåëüíûõ è çíàêî÷óâñòâèòåëü-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ ôóíêöèé, óñòàíîâëåíû êðèòåðèè äîñòèæåíèÿ ýòèõ
îöåíîê.

2. ÒÅÎÐÈß ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

Âåñüìà âàæíîé è øèðîêî ïðèìåíÿåìîé â ðåøåíèè ìíîãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ,
ýêîëîãè÷åñêèõ, ñîöèàëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà.
Ê ñîæàëåíèþ, â ýòîì íàïðàâëåíèè ó íàñ ðàáîòàþò âñåãî ëèøü îäèí äîêòîð íàóê Â.Ã.Âîèíîâ è
íåñêîëüêî êàíäèäàòîâ íàóê, íî ýòîãî ÿâíî íåäîñòàòî÷íî.

Â.Ã.Âîèíîâûì è åãî ó÷åíèêàìè ðàçðàáîòàíà è èññëåäîâàíà íîâàÿ ìíîãîìåðíàÿ äèñêðåòíàÿ
âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà óðíîâîé ñõåìå ñ øàðàìè, ïîìå÷åííûìè ïðÿìîóãîëüíûìè
ìàòðèöàìè, â ñëó÷àå, êîãäà íàáëþäàåìû èõ ñóììû, à íå ñàìè ýëåìåíòû. Ïðåäëîæåíû ðàç-
ëè÷íûå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî íåñìåùåííûõ îöåíîê è
íàéäåíà íàèáîëåå ïîäõîäÿùàÿ îöåíêà èç ýòîãî ìíîæåñòâà, îáëàäàþùàÿ õîðîøèìè àñèìïòîòè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
è äîêàçàí ôàêò íåñóùåñòâîâàíèÿ îöåíîê ïî ìåòîäó ìèíèìóìà õè-êâàäðàò äëÿ ïàðàìåòðîâ èñ-
ñëåäóåìîé ìîäåëè. Îïðåäåëåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäëîæåííîé ìîäåëè è ïîñòðîåí
êðèòåðèé õè-êâàäðàò äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Ïðåä-
ëîæåíû è èññëåäîâàíû ìîùíîñòíûå ñâîéñòâà äâóõ íîâûõ ìîäèôèöèðîâàííûõ êðèòåðèåâ, îñíî-
âàííûõ íà îöåíêàõ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ êàê ïî ìåòîäó íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ, òàê
è ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ, êîòîðûé ðàíåå ñ÷èòàëñÿ íåïðèåìëåìûì. Ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû
ìîùíîñòíûå ñâîéñòâà íîâûõ ìîäèôèöèðîâàííûõ êðèòåðèåâ, îñíîâàííûõ íà êëàññàõ Íåéìàíà-
Ïèðñîíà. Áîëüøàÿ íàó÷íàÿ ðàáîòà ïðîâîäèòñÿ ñîâìåñòíî ñ ó÷åíûìè èç óíèâåðñèòåòà Áîðäî-2
(Ôðàíöèÿ).

Íà îñíîâå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé äàíû êîíêðåòíûå ðåêîìåíäàöèè ïî ïðàêòè÷åñêîìó
ïðèìåíåíèþ óñòàíîâëåííûõ êðèòåðèåâ. Ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü áûëà ïðèìåíåíà

1) äëÿ îïèñàíèÿ è îöåíêè ðàäèîàêòèâíîãî çàãðÿçíåíèÿ òåððèòîðèé ÐÊ, ïðèìûêàþùèõ ê
áûâøåìó Ñåìèïàëàòèíñêîìó ïîëèãîíó, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî èç èññëåäîâàííûõ ðàäèîàê-
òèâíûõ èçîòîïîâ (óðàí, òîðèé, êàëèé, öåçèé) òîëüêî àêòèâíîñòü òîðèÿ ïðåâûøàåò áåçîïàñíûé
óðîâåíü (ýòîò ðåçóëüòàò îñíîâàí íà èìåþùèõñÿ ðåàëüíûõ èçìåðåíèÿõ ïî äàííûì èçîòîïàì);

2) äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè îïðàâäûâàåìîñòè ïðîãíîçà ïîãîäû â ìå-
òåîðîëîãèè;

3) äëÿ îïèñàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ öåïåé ñíàáæåíèÿ èíîñòðàííûõ êîìïàíèé â Êàçàõñòàíå.

3. ÀËÃÅÁÐÀ È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Ïîñòðîåíèå ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé ïðîèñõîäèò íà îñíîâå àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòî-
äà. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå òðåáóåìûå ñâîéñòâà ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå àêñèîì.
Çà÷àñòóþ òàêîé ïåðå÷åíü àêñèîì îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ðàçðàáîòêè
òåîðèè ñ ïîìîùüþ âûâîäèìîñòè æåëàòåëüíî èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî àêñèîì. Ïîýòîìó âîçíè-
êàåò âîïðîñ î âîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ äëÿ ýòîé òåîðèè êîíå÷íîãî ÷èñëà àêñèîì. Ïîíÿòíî,
÷òî ýòî ñäåëàòü ìîæíî äàëåêî íå âñåãäà. Îäíàêî âîçìîæíà ðàçðàáîòêà íåêîòîðîé êîíå÷íî
àêñèîìàòèçèðóåìîé òåîðèè, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïîõîæåé íà èñõîäíóþ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñ-
ëèìî àêñèîìàòèçèðóåìóþ òåîðèþ è ñîõðàíÿþùåé çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ñâîéñòâ èñõîäíîé òåîðèè
(íàëè÷èå êîíñòðóêòèâíîé ìîäåëè, îäíîðîäíîé ìîäåëè, óíèâåðñàëüíîé òåîðèè è ò.ä.). Âïåðâûå
Ì.Ã.Ïåðåòÿòüêèíûì áûëà ðàçðàáîòàíà òàêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ïðîöåäóðà, ïîçâîëÿþùàÿ ïî ïðî-
èçâîëüíîé ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî àêñèîìàòèçèðóåìîé òåîðèè ýôôåêòèâíî ñòðîèòü êîíå÷íî
àêñèîìàòèçèðóåìóþ òåîðèþ, ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé ïî çíà÷èòåëüíîìó ñïèñêó (áîëåå 50 ïóíê-
òîâ) ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ èñõîäíîé òåîðèè â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäûì èç ýòèõ ñâîéñòâ èñõîäíàÿ
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è ïîëó÷åííàÿ òåîðèè îáëàäàþò èëè íåò îäíîâðåìåííî, Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî â ïðå-
äåëàõ áîëüøèíñòâà åñòåñòâåííûõ òåîðåòèêî-ìîäåëüíûõ ñâîéñòâ âûðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè
êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìûõ òåîðèé è ðåêóðñèâíî àêñèîìàòèçèðóåìûõ òåîðèé ñîâïàäàþò.

Ñëîæíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé è óòâåðæäåíèé çà÷àñòóþ îöåíèâàþò ñåìàíòè÷åñêè,
ò.å. ïî ÷èñëó ïåðåìåí êâàíòîðîâ â ïðåôèêñíîé ïðèñòàâêå ïðåäëîæåíèÿ, òî÷íî îïðåäåëÿþùå-
ãî ýòî ïîíÿòèå è çàïèñàííîãî íà ÿçûêå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Ýôôåêòèâíîñòü ïðîöåäóðû
Ì.Ã.Ïåðåòÿòüêèíà ïåðåâîäà ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî àêñèîìàòèçèðóåìîé òåîðèè â êîíå÷íî àê-
ñèîìàòèçèðóåìóþ òåîðèþ ïîçâîëÿåò âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðîâîäèòü òàêóþ òî÷íóþ îöåíêó ñå-
ìàíòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ïðåäëîæåíèé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü íèæíþþ îöåíêó ñëîæ-
íîñòè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìûõ òåîðèé. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè
ÿâëÿþòñÿ ïåðñïåêòèâíûìè è ïðîäîëæàþòñÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ì.Ã.Ïåðåòÿòüêèíà.

Óíèâåðñàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ áûëà ïðèìåíåíà ê çàäà÷å õàðàêòåðèçàöèè àëãåáðû Ëèíäåíáà-
óìà êëàññè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. Â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî ïðîäîëæåíèÿ ýòîãî íà-
ïðàâëåíèÿ âçÿòî èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû àëãåáð Ëèíäåíáàóìà ñåìàíòè÷åñêèõ êëàññîâ ïðåäëî-
æåíèé. Õàðàêòåðèñòèêàìè âûñòóïàþò óíèâåðñàëüíûå áóëåâû àëãåáðû íàä êëàññàìè èåðàðõèé.

Ñðåäè ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êîíñòðóêòèâíî çà-
äàííûå. Ñòðåìëåíèå èõ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíûìè ìåòîäàìè ïðèâåëî ê ïîíÿòèþ êîíñòðóê-
òèâíîé ìîäåëè. Ñëåäóÿ ïîäõîäó àêàäåìèêà À.È. Ìàëüöåâà, äëÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé ìîäåëè
ñóùåñòâóåò êîíñòðóêòèâíàÿ íóìåðàöèÿ îñíîâíîãî ìíîæåñòâà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ðàññìàò-
ðèâàåìûå íà ìîäåëè îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ýôôåêòèâíûìè. Èññëåäîâàíèÿ ïî êîí-
ñòðóêòèâíûì ìîäåëÿì âåäóòñÿ â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ: ñóùåñòâîâàíèå êîíñòðóêòèâíûõ è ñèëüíî
êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé ó äàííûõ òåîðèé èëè â äàííûõ êëàññàõ ìîäåëåé, ïðîáëåìà ñóùå-
ñòâîâàíèÿ (ñèëüíî) êîíñòðóêòèâíîé íóìåðàöèè ó äàííîé ìîäåëè è èññëåäîâàíèå ÷èñëà íåýêâè-
âàëåíòíûõ (ñèëüíî) êîíñòðóêòèâíûõ íóìåðàöèé ó äàííîé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé ìîäåëè, ÷òî
õàðàêòåðèçóåò òàê íàçûâàåìóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü òàêîé ìîäåëè.

Â ðóñëå ïåðâîãî èç íèõ Ì.Ã.Ïåðåòÿòüêèíûì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïîëíîé ðàçðåøèìîé
òåîðèè, êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííóþ ñèëüíî êîíñòðóêòèâíóþ ìîäåëü, ïðè÷åì ýòà ìîäåëü íå
èìååò ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ðàñøèðåíèé. Â ýòîì æå íàïðàâëåíèè Ê.Æ. Êóäàéáåðãåíî-
âûì ïîëó÷åíû çàâåðøåííûå ðåçóëüòàòû â èññëåäîâàíèè âîïðîñà î âîçìîæíîì ÷èñëå (ñèëüíî)
êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ ìîäåëåé â ïîëíûõ òåîðèÿõ, à òàêæå âîïðîñ î ÷èñëå îäíîðîäíûõ ñèëüíî
êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ ìîäåëåé â ïîëíûõ ðàçðåøèìûõ òåîðèÿõ â çàâèñèìîñòè îò îáùåãî ÷èñëà
ñèëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ ìîäåëåé â ýòîé òåîðèè.

Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå êîíñòðóêòèâíîé áóëåâîé àëãåáðû, ó êîòîðîé èìååòñÿ íå ðåêóðñèâ-
íûé àâòîìîðôèçì, ÿâëÿþùèéñÿ ðåêóðñèâíûì íà àòîìàõ. Â íåòðèâèàëüíûõ ñëó÷àÿõ âîññòà-
íîâèòü ñòðóêòóðó àòîìíîé áóëåâîé àëãåáðû èç äåéñòâèÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ íà îñíîâíîì
ìíîæåñòâå àëãåáðû íåâîçìîæíî, îäíàêî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ òàêîå âîññòàíîâëåíèå îñó-
ùåñòâèìî (Á. Êàñûìêàíóëû).

Â äðóãîì íàïðàâëåíèè Â.Ï. Äîáðèöåé îïèñàíû êîíñòðóêòèâèçèðóåìûå àáåëåâû ãðóïïû áåç
êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, à Í.Ã.Õèñàìèåâûì � êîíñòðóêòèâèçèðóåìûå ïåðèîäè÷åñêèå àáåëå-
âû ãðóïïû. Óñòàíîâëåíû ñâÿçè ìåæäó êîíñòðóêòèâèçàöèÿìè êîììóòàòèâíîãî àññîöèàòèâíîãî
êîëüöà ñ åäèíèöåé è êîíñòðóêòèâèçàöèÿìè ìàòðè÷íûõ ãðóïï. Íàéäåíû óñëîâèÿ óïîðÿäî÷åí-
íîé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè ãðóïï. Ðåøåíû âàæíûå ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîé
êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè äëÿ âïîëíå ðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ, ëèíåéíûõ ïî-
ðÿäêîâ, ìàòðè÷íûõ è óïîðÿäî÷èâàåìûõ ãðóïï.

Â ðàìêàõ òðåòüåãî íàïðàâëåíèÿ áîëüøèíñòâî åñòåñòâåííûõ êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ ìîäåëåé
èìåþò ëèáî åäèíñòâåííóþ, ëèáî ñ÷åòíîå ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ êîíñòðóêòèâèçàöèé. Ïîñëå
äîêàçàòåëüñòâà Ñ.Ñ.Ãîí÷àðîâûì òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ ìîäåëåé ñ
ëþáûì êîíå÷íûì ÷èñëîì íåýêâèâàëåíòíûõ êîíñòðóêòèâèçàöèé ñòàëî åñòåñòâåííûì ðàññìàòðè-
âàòü íàèáîëüøåå ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ êîíñòðóêòèâíûõ íóìåðàöèé ó ìîäåëè êàê àëãîðèòìè-
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÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü ýòîé ìîäåëè. Â Êàçàõñòàíå áûëè èçó÷åíû àëãîðèòìè÷åñêèå ðàçìåðíîñòè
êîíêðåòíûõ ìîäåëåé, äàíû êðèòåðèè áåñêîíå÷íîñòè òàêîé ðàçìåðíîñòè, èëè ðàâåíñòâà å¼ åäè-
íèöå (Â.Ï.Äîáðèöà, Í.Ã.Õèñàìèåâ, Á.Í.Äðîáîòóí, À.Ò.Íóðòàçèí è äð.).

Â ïîñëåäíèå ãîäû èññëåäîâàëèñü òàê íàçûâàåìûå îáîáùåííî êîíñòðóêòèâíûå ìîäåëè (Â.Ï.
Äîáðèöà, Í.Ã.Õèñàìèåâ è äð.), êîãäà îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ ìîäåëè, ñîîòíåñåííûå ê íóìåðàöèè
îñíîâíîãî ìíîæåñòâà, ñòàíîâÿòñÿ ôóíêöèÿìè è ïðåäèêàòàìè èç íåêîòîðîãî êëàññà èåðàðõèè
Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî. Â ÷àñòíîñòè, ìîäåëü áóäåò ïðåäåëüíî êîíñòðóêòèâíîé, åñëè îïåðàöèè è îò-
íîøåíèÿ ýòîé ìîäåëè, ñîîòíåñåííûå ê íóìåðàöèè, ñòàíîâÿòñÿ ôóíêöèÿìè è ïðåäèêàòàìè "ïðîá
è îøèáîê", êîãäà èõ òî÷íûå çíà÷åíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ ïîñëå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ
îøèáî÷íûõ ïðåäïîëîæåíèé. Òàêèå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäîëîãè÷åñêîé îñíîâîé äëÿ òåîðåòè-
÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì, ÷òî êîíñòðóêòèâíûå ìîäåëè
îòâå÷àþò èäåîëîãèè èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíî ñòðîÿùèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, òîãäà
êàê ïðåäåëüíî êîíñòðóêòèâíûå ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþò èäåîëîãèè èññëåäîâàíèÿ ñàìîíàñòðàè-
âàþùèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ïðîáëåìû òåîðèè âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëÿþò
áîëüøîé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ ïðèìåíåíèÿìè â òåîðèè áàç äàííûõ, ñïåöèôèêàöèè è â ëîãè÷åñêîì
ïðîãðàììèðîâàíèè.

Ðàññìîòðåíèå ôîðìàëèçàöèè èíòóèòèâíîãî ïîíÿòèÿ âû÷èñëèìîñòè ñåìåéñòâ êîíñòðóêòèâ-
íî çàäàííûõ îáúåêòîâ ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ òåîðèè âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé. Öåíòðàëüíûìè
â ýòîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ
è ñâîäèìîñòè íóìåðàöèé, ò.å. ýôôåêòèâíîé âëîæèìîñòè îäíîé íóìåðàöèè â äðóãóþ. Âïîëíå
åñòåñòâåííî ðàññìîòðåíèå ýòèõ íóìåðàöèé ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. âçàèìíîé ñâî-
äèìîñòè íóìåðàöèé. Êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé ñåìåéñòâà ðåêóðñèâíî ïå-
ðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, èíäóöèðîâàííîãî îòíîøåíèåì ñâîäè-
ìîñòè íóìåðàöèé, îáðàçóþò âåðõíþþ ïîëóðåøåòêó, íàçûâàåìóþ ïîëóðåøåòêîé Ðîäæåðñà. Îíà
õàðàêòåðèçóåò àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü ñàìîãî ñåìåéñòâà. Ñòðåìëåíèå îïðåäåëèòü ñðåäè
âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé íàèáîëåå "åñòåñòâåííûå" ïðèâåëî ê âûäåëåíèþ êëàññîâ ãëàâíûõ è ìè-
íèìàëüíûõ íóìåðàöèé, èãðàþùèõ â òåîðèè íóìåðàöèé âàæíóþ ðîëü. Èññëåäîâàíèå ìèíèìàëü-
íûõ íóìåðàöèé ïðîâîäèòñÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: îïèñàíèå ñåìåéñòâ, îáëàäàþùèõ òåìè èëè
èíûìè òèïàìè ìèíèìàëüíûõ âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé, è âûÿñíåíèå âîçìîæíîãî èõ ÷èñëà äëÿ
ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ. Ñ.À.Áàäàåâûì íàéäåí âíóòðåííèé êðèòåðèé ìèíèìàëüíîñòè íóìåðàöèé è
ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíûõ íóìåðàöèé äëÿ êëàññèôèêàöèè ìèíèìàëüíûõ
âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñåìåéñòâà ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ êàê
îäíîýëåìåíòíîé, òàê è áåñêîíå÷íîé ïîëóðåøåòêè Ðîäæåðñà, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðà ìèíè-
ìàëüíûõ âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ ñåìåéñòâ.

Íàèáîëåå àêòóàëüíûì íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå îáùèõ ñâîéñòâ â ñòðîå-
íèè èíòåðâàëîâ è èäåàëîâ ïîëóðåøåòîê Ðîäæåðñà. Êàê îêàçàëîñü, àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà
òàêèõ ïîëóðåøåòîê ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò óðîâíÿ àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè, èç êîòîðûõ áå-
ðóòñÿ èññëåäóåìûå ñåìåéñòâà (Ñ.À.Áàäàåâ, Ç.Ã.Õèñàìèåâ). Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå èíòåðâà-
ëîâ ñ ðàçëè÷íûìè àðèôìåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíû âëîæåíèÿ ðåøåòêè
ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ ïî ìîäóëþ èäåàëà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ â èíòåðâàëû ïî-
ëóðåøåòîê Ðîäæåðñà àðèôìåòè÷åñêèõ íóìåðàöèé. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ
ïðîèçâîëüíîé íåòðèâèàëüíîé ïîëóðåøåòêè Ðîäæåðñà àðèôìåòè÷åñêèõ íóìåðàöèé ÿâëÿåòñÿ íà-
ñëåäñòâåííî íåðàçðåøèìîé è ÷òî êëàññ âñåõ ïîëóðåøåòîê Ðîäæåðñà âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé
ñåìåéñòâ àðèôìåòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ èìååò íåðàçðåøèìóþ
òåîðèþ. Ïîëó÷åíî àëãåáðàè÷åñêîå îïèñàíèå ïîëóðåøåòêè, ïîðîæäåííîé îäíîé íóìåðàöèåé îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèé ïîïîëíåíèÿ è âçÿòèÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè. Îíà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé
äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ñ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì, â êîòîðîé êàæäûé ãëàâíûé êîíóñ "âíèç"
êîíå÷åí, àòîìàìè ÿâëÿþòñÿ ïîïîëíåíèÿ èñõîäíîé íóìåðàöèè îòíîñèòåëüíî íåñîáñòâåííûõ ýëå-
ìåíòîâ. Äâå èñõîäíûå íóìåðàöèè ñ ðàâíûìè ïî ìîùíîñòè ìíîæåñòâàìè îñîáûõ è íåîñîáûõ
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ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå òèï èçîìîðôèçìà íàçâàííûõ ðåøåòîê.
Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèìîñòü ñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ îçíà÷àåò âîçìîæ-

íîñòü ïðè îïðåäåëåííîé íóìåðàöèè èõ ýôôåêòèâíîãî è ðàâíîìåðíîãî ïîñòðîåíèÿ. Ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè â êà÷åñòâå òàêèõ îáúåêòîâ êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé ìû ïðèõîäèì ê âû÷èñëèìûì
èíäåêñàöèÿì êëàññîâ êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé. Îíè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè
êëàññîâ êîíñòðóêòèâíûõ ðàñøèðåíèé êîíêðåòíûõ ìîäåëåé, ïðè ðàññìîòðåíèè ñîâîêóïíîñòè
ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêòèâèçàöèé îäíîé ìîäåëè è ò.ä. Ïðè÷åì îíè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííîé ñåìàí-
òèêîé äëÿ èçó÷åíèÿ àáñòðàêòíûõ òèïîâ äàííûõ.

Ðåçóëüòàòû öåëåíàïðàâëåííîãî èçó÷åíèÿ âû÷èñëèìûõ êëàññîâ êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé
(Â.Ï.Äîáðèöà, Í.Ã.Õèñàìèåâ, Ì.Ã.Ïåðåòÿòüêèí, À.Ò.Íóðòàçèí è äð.) ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü
ïî ÷åòûðåì íàïðàâëåíèÿì: âûäåëåíèå âû÷èñëèìûõ è ñèëüíî âû÷èñëèìûõ êëàññîâ êîíñòðóê-
òèâíûõ ìîäåëåé; èçó÷åíèå èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ âû÷èñëèìûõ èíäåêñàöèé; èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ
ñâîäèìîñòåé âû÷èñëèìûõ èíäåêñàöèé; èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïîëóðåøåòîê Ðîäæåðñà âû÷èñëèìûõ
èíäåêñàöèé.

Ïî ïåðâîìó èç ýòèõ íàïðàâëåíèé óñòàíîâëåíî, ÷òî èìåþòñÿ êëàññû, ðàçëè÷àþùèå ïîíÿ-
òèÿ íåâû÷èñëèìîñòè, âû÷èñëèìîñòè è ñèëüíîé âû÷èñëèìîñòè; íàéäåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
âû÷èñëèìîñòè è ñèëüíîé âû÷èñëèìîñòè êëàññîâ êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé, âû÷èñëèìîñòè åñòå-
ñòâåííûõ ïîäêëàññîâ âû÷èñëèìîãî êëàññà êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé.

Ïî âòîðîìó èç óêàçàííûõ íàïðàâëåíèé íàéäåíû òî÷íûå îöåíêè àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè
èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ îäíîé ìîäåëè, åñòåñòâåííûõ ïîäêëàññîâ âû÷èñëèìîãî êëàññà êîíñòðóê-
òèâíûõ ìîäåëåé, óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ñëîæíîñòüþ èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ è ñâîäèìîñòüþ
âû÷èñëèìûõ èíäåêñàöèé. (Ïîä èíäåêñíûì ìíîæåñòâîì ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ íîìåðîâ
â äàííîé èíäåêñàöèè, çàäàþùèõ êîíñòðóêòèâíóþ ìîäåëü, àâòîýêâèâàëåíòíóþ îäíîé èç êîí-
ñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé äàííîãî ìíîæåñòâà.)

Ïî òðåòüåìó íàïðàâëåíèþ âûÿâëåíû ðàçëè÷íûå âèäû ñâîäèìîñòåé: ðåêóðñèâíàÿ, ïðåäåëü-
íàÿ, ïðåäåëüíî îãðàíè÷åííàÿ, ïðåäåëüíî îãðàíè÷åííàÿ ñ äàííîé ìàæîðàíòîé è óñòàíîâëåíû
èõ ñâîéñòâà è âçàèìîîòíîøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ó êëàññà äâóõ
íåïðåäåëüíî ýêâèâàëåíòíûõ âû÷èñëèìûõ èíäåêñàöèé ýòîò êëàññ îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì íåýêâèâàëåíòíûõ èíäåêñàöèé. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ïîíÿòèÿ íóìåðàöèè
êëàññà êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé îò ïîíÿòèÿ êîíñòðóêòèâíîé íóìåðàöèè ñàìîé ìîäåëè, ò.ê.
Ñ.Ñ.Ãîí÷àðîâ äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ìîäåëåé ñ ëþáûì êîíå÷íûì ÷èñëîì íåýêâèâàëåíòíûõ
êîíñòðóêòèâíûõ íóìåðàöèé, êîòîðûå îáÿçàòåëüíî áóäóò ïðåäåëüíî íåýêâèâàëåíòíû.

Ïî ÷åòâåðòîìó íàïðàâëåíèþ äàíû óñëîâèÿ áåñêîíå÷íîñòè ïîëóðåøåòêè Ðîäæåðñà âû÷èñëè-
ìûõ èíäåêñàöèé êëàññà êîíñòðóêòèâèçàöèé îäíîé ìîäåëè, óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó íàëè÷èåì
êîíñòðóêòèâíûõ íóìåðàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ ïî ðàçëè÷íûì ñâîäèìîñòÿì è ÷èñëîì ýëåìåíòîâ â
ïîëóðåøåòêå Ðîäæåðñà êîíñòðóêòèâíûõ íóìåðàöèé ýòîé ìîäåëè. Äîêàçàíî, ÷òî ïîëóðåøåòêà
Ðîäæåðñà âû÷èñëèìûõ èíäåêñàöèé êîíå÷íîãî êëàññà êîíñòðóêòèâíûõ ñèñòåì ìîæåò áûòü ëèáî
îäíîýëåìåíòíîé, ëèáî ñ÷åòíîé.

Ïî êàæäîìó èç ðàññìàòðèâàåìûõ íàïðàâëåíèé îñòàþòñÿ îòêðûòûå âîïðîñû äëÿ äàëüíåé-
øèõ èññëåäîâàíèé.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ìîäåëåé. Òåîðèÿ ìî-
äåëåé ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ðÿä îñîáåííîñòåé, ñðåäè êîòîðûõ îòìåòèì äâå. Ïåðâàÿ �
äîêàçàòåëüñòâîì ìíîãèõ ãëóáîêèõ òåîðåì òåîðèè ìîäåëåé ñëóæèò ïîñòðîåíèå ìîäåëåé íóæíî-
ãî òèïà (íàïðèìåð, Ì.Ã. Ïåðåòÿòüêèí ïîñòðîèë ïðèìåð íåñ÷åòíî êàòåãîðè÷íîé êîíå÷íî àêñè-
îìàòèçèðóåìîé òåîðèè). Âòîðàÿ îñîáåííîñòü, ïðèäàþùàÿ åäèíñòâî òåîðèè ìîäåëåé, ÿâëÿåòñÿ
ïðîâîäèìîå âî âñåé ýòîé òåîðèè ðàçëè÷èå ñèíòàêñèñà è ñåìàíòèêè. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü òåîðèè
ìîäåëåé èññëåäóåò âçàèìîäåéñòâèå ñèíòàêñè÷åñêèõ è ñåìàíòè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Ýòè îñîáåííîñòè
òåîðèè ìîäåëåé ÿðêî ïðîÿâëÿþòñÿ â ìåòîäå óëüòðàïðîèçâåäåíèé ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ìîäåëåé,
íàïðèìåð, íàñûùåííûõ, óíèâåðñàëüíûõ, ñïåöèàëüíûõ. Ìåòîä óëüòðàïðîèçâåäåíèé ñòàë ïðè-
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âëåêàòåëüíûì îðóäèåì â èñïîëüçîâàíèè è ïðèìåíåíèè ïðèëîæåíèé òåîðèè ìîäåëåé â àëãåáðå.
Âñå ýòî îêàçàëîñü âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî óëüòðàïðîèçâåäåíèÿ ñèñòåìû ìîäåëåé îá-
ëàäàþò ëèøü òàêèìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ïðèñóùè "ïî÷òè âñåì" ìîäåëÿì ýòîé ñèñòåìû. Âî
âòîðîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïîÿâèëàñü áîëåå îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ � ôèëüòðîâàííîå
ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå ñòàëî âàæíûì ìåòîäîì è â òåîðèè ìîäåëåé, êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ
óëüòðàïðîèçâåäåíèÿ, è â òåîðèè óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð, êàê îáîáùåíèå ñòàíäàðòíîãî ïîíÿòèÿ
äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé.

Áîëüøàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèé ïî ýëåìåíòàðíûì òåîðèÿì ôèëüòðîâàííûõ ïðîèçâåäåíèé âå-
ëàñü â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ (â ñîîòâåòñòâèè ñ íàçâàííûìè îñîáåííîñòÿìè):

� õàðàêòåðèçàöèÿ ñåìåéñòâà ôèëüòðîâ íàä ìíîæåñòâîì íîìåðîâ òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî
ñåìåéñòâà îäíîòèïíûõ ìîäåëåé, çàíóìåðîâàííûõ ýòèì ìíîæåñòâîì, ôèëüòðîâàííûå ïðîèçâå-
äåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå "áîãàòûìè" ñèñòåìàìè;

� íàõîæäåíèå ýêâèâàëåíòîâ ìåæäó ñèíòàêñè÷åñêèìè è ñåìàíòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ôèëü-
òðîâàííûõ ïðîèçâåäåíèé (òåîðåìû óñòîé÷èâîñòè).

Ïî ïåðâîìó íàïðàâëåíèþ íàéäåí êðèòåðèé íåñ÷åòíîé íàñûùåííîñòè àëãåáðû Åðøîâà, óñòà-
íîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òåîðèÿ ãåíåðè÷åñêîé ìîäåëè êëàññà Ôðàèññå ðàçðåøèìà, à
å¼ ôóíêöèÿ Ðûëü-Íàðäçåâñêîãî ðåêóðñèâíà. Ïîëó÷åíû îòâåòû íà íåñêîëüêî âîïðîñîâ Êîðå-
öà îá îïðåäåëèìîé ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Îïèñàíû âñå êâàðòåòû
Ýðäåøà-Âóäñà, íàèìåíüøèé ýëåìåíò êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 100. Ïîñòðîåí ïðèìåð ñ÷åòíî êà-
òåãîðè÷íîãî àðèôìåòè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî ãðàôà. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íåõàðàêòåðèçóåìûõ
ìíîãîîáðàçèé ðåøåòîê, îïðåäåëåííûõ îäíèì òîæäåñòâîì îò òðåõ ïåðåìåííûõ, à òàêæå õàðàê-
òåðèçóåìîñòü íåêîòîðûõ èõ ïîäêëàññîâ, èíòåðåñíûõ ñ òåîðåòèêî-ðåøåòî÷íîé òî÷êè çðåíèÿ.
(À.È.Îìàðîâ, Å.Ð.Áàéñàëîâ, Ê.À.Ìåéðåìáåêîâ, Æ.À.Îìàðîâ è äð).

Â ðàìêàõ âòîðîãî íàïðàâëåíèÿ À.È.Îìàðîâ ïîëó÷èë ñèíòàêñè÷åñêîå îïèñàíèå ôèëüòðóþ-
ùèõñÿ ôîðìóë, ò.å. ôîðìóë, âûïîëíèìûõ íà ôèëüòðîâàííîì ïðîèçâåäåíèè òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ìíîæåñòâî íîìåðîâ ìîäåëåé, â êîòîðûõ îíà âûïîëíèìà, ïðèíàäëåæèò ôèëüòðó. Îí
ïîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò âñåãî òðè êëàññà ôèëüòðóþùèõñÿ ôîðìóë: âñå ôîðìóëû ôèëüòðóþòñÿ
ïî óëüòðàôèëüòðó; ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôîðìóëû ôèëüòðóþòñÿ ïî äåêàðòîâîìó ïðîèçâåäåíèþ;
ôîðìóëû, êîòîðûå ôèëüòðóþòñÿ ïî ôèëüòðàì, ñîäåðæàùèì áåçàòîìíûé ýëåìåíò P -ôîðìóëû.
Â ÷àñòíîñòè, âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðóþùåéñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé P -ôîðìóëå. P -ôîðìóëû, ââåäåííûå Å.À Ïàëþòèíûì, èìåþò ñïåöè-
àëüíûé âèä. Îíè ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî äëèíå, ÷òî ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü èíòåðåñ-
íûå ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðèé. Òàêîãî ñòðóêòóðíîãî ñâîéñòâà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ
ôîðìóë ïîêà íå îáíàðóæåíî. Òåì íå ìåíåå ðÿä òåîðåì äëÿ P -ôîðìóë èìååò ñâîè àíàëîãè è
äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôîðìóë. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôîðìóë, ïîëó÷åí
êðèòåðèé äëÿ P -ôîðìóë â êëàññå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôîðìóë.

Ïðîÿâëåíèå îáåèõ îñîáåííîñòåé íàãëÿäíî âèäíî ïðè èçó÷åíèè îäíîðîäíûõ ìîäåëåé è èõ
àâòîìîðôèçìîâ, àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëåé ñòàáèëüíûõ òåîðèé è äð. Âûÿñíåíèå ñòðîåíèÿ ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì òàêèõ, êàê ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ, àëãåáðû Ëè è ò.ï.,
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì àëãåáðû, êîòîðàÿ èçäàâíà ïðèâëåêàåò âíèìàíèå
ìíîãèõ ñïåöèàëèñòîâ.

Ê.Æ.Êóäàéáåðãåíîâûì ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: äëÿ îäíîðîäíûõ ìîäåëåé è èõ
àâòîìîðôèçìîâ íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëüíîãî êîìïàíüîíà,
à òàêæå ïî÷òè ìîäåëüíîãî êîìïàíüîíà äëÿ íåêîòîðûõ òåîðèé ñòðóêòóð ñ àâòîìîðôèçìàìè;
óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ìîäåëüíîãî êîìïàíüîíà, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ â
êîíêðåòíûõ ñèòóàöèÿõ äàåò âàæíûå ðåçóëüòàòû, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî òåîðèÿ ëèíåéíîãî
ïîðÿäêà íå èìååò ìîäåëüíîãî êîìïàíüîíà, à ïîëíàÿ òåîðèÿ ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íå èìååò ïî÷òè
ìîäåëüíîãî êîìïàíüîíà; íå èìåþò ïî÷òè ìîäåëüíîãî êîìïàíüîíà ëþáàÿ o -ìèíèìàëüíàÿ òåî-
ðèÿ è ïîëíàÿ ñòàáèëüíàÿ òåîðèÿ ñî ñâîéñòâîì êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ; âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
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ìîäåëüíîãî êîìïàíüîíà äëÿ òåîðèé ñòðóêòóð ñ àâòîìîðôèçìîì îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàííûì ñ
âîïðîñîì îá àêñèîìàòèçèðóåìîñòè êëàññîâ ñòðóêòóð ñ ãåíåðè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì; â ñëó÷àå
ìîäåëåé òåîðèè ïîëåé îïèñàíû ãðóïïû Ãàëóà íåêîòîðûõ ðàñøèðåíèé íåïîäâèæíîãî ïîëÿ ïî÷òè
ãåíåðè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà ñòàáèëüíîãî ïîëÿ, â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Ìàêèíòàéðà
î íåïîäâèæíîñòè ïîëÿ ãåíåðè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ îáîáùåí
íà ñåïàðàáåëüíî çàìêíóòûå ïîëÿ.

Äëÿ îäíîãî êëàññà ñóïåðñòàáèëüíûõ òåîðèé, ñîäåðæàùåãî îìåãà ñòàáèëüíûå òåîðèè, óñòà-
íîâëåíî, ÷òî ëþáîé àâòîìîðôèçì ëþáîé ìîäåëè ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà ëþáîãî åå
ýëåìåíòàðíîãî ðàñøèðåíèÿ (îòâåò íà âîïðîñ Ò.Ã. Ìóñòàôèíà). Ïîëó÷åí îòðèöàòåëüíûé îòâåò
íà âîïðîñ Áîëäóèíà î ìîùíîñòè ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ áàøíè Ìîðëè ñ÷åòíûõ ìîäåëåé òåî-
ðèè. Äàí êðèòåðèé ñëàáîé o -ìèíèìàëüíîñòè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé ñòðóêòóðû. Ýëåìåíòàð-
íàÿ òåîðèÿ o -ìèíèìàëüíîé, îìåãà-íàñûùåííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ o-ìèíèìàëüíîé (Ê.Æåòïèñîâ,
Á.Ø.Êóëïåøîâ è äð.).

Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëåé â âèäå îáúåäèíåíèÿ âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè äàííîé äëèíû,
ñîñòîÿùåé èç ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï îïðåäåëåííîãî âèäà. Äîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü ðåãóëÿðíîé
ìîùíîñòè è îäíîðîäíàÿ ìîäåëü íåñ÷åòíîé ìîùíîñòè èìåþò ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ, êîòîðàÿ
íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì öåïî÷êè çàìêíóòûõ íåîòêðûòûõ ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï ìåíüøåé
ìîùíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ñ÷åòíîé ìîäåëè ñ÷¼òíî êàòåãîðè÷íîé òåîðèè
íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì öåïî÷êè çàìêíóòûõ ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï è ãðóïïà àâòîìîðôèç-
ìîâ îäíîðîäíîé ìîäåëè ñèëüíî íåäîñòèæèìîé ìîùíîñòè, ïðåâîñõîäÿùåé ìîùíîñòü ÿçûêà, íå
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì öåïî÷êè çàìêíóòûõ ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï ìåíüøåé ìîùíîñòè.

Ñðåäè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ àëãåáð, çàäàííûõ îïðåäåëåííûìè òîæäåñòâàìè, îäíèì èç âàæ-
íûõ ÿâëÿåòñÿ êëàññ àëãåáð Ëè, â ñèëó èõ ïðèëîæåíèé â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå. Ñòðóêòóðíàÿ
òåîðèÿ àëãåáð Ëè õàðàêòåðèñòèêè íóëü áàçèðóåòñÿ íà òàêèõ êîãîìîëîãè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ,
êàê òåîðåìà Ëåâè-Ìàëüöåâà îá îòùåïëÿåìîñòè ðàäèêàëîâ è òåîðåìà Âåéëÿ î âïîëíå ïðèâî-
äèìîñòè ïðåäñòàâëåíèé ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè. Îäíàêî òåîðåìû Ëåâè-Ìàëüöåâà è Âåéëÿ íå
âåðíû â ñëó÷àå àëãåáð Ëè õàðàêòåðèñòèêè p > 0. À.Ñ.Äæóìàäèëüäàåâ óñòàíîâèë, ÷òî âñÿêàÿ
ìîäóëÿðíàÿ àëãåáðà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåðàñùåïëÿåìîå ðàñøèðåíèå; ÷èñëî íåïðè-
âîäèìûõ ìîäóëåé ñ íåðàñùåïëÿåìûìè ðàñøèðåíèÿìè êîíå÷íî. Ïîýòîìó åñòåñòâåíåí âîïðîñ
îá îïèñàíèè íåïðèâîäèìûõ ìîäóëåé ñ íåðàñùåïëÿåìûìè ðàñøèðåíèÿìè è íåðàñùåïëÿåìûõ
ðàñøèðåíèé. Íà êîãîìîëîãè÷åñêîì ÿçûêå ýòî ðàâíîñèëüíî çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ âòîðîé êîãî-
ìîëîãèè àëãåáð Ëè. Ñðåäè ìîäóëÿðíûõ àëãåáð Ëè êëàññè÷åñêîãî òèïà êîãîìîëîãèè íåïðèâî-
äèìûõ ìîäóëåé ïîëíîñòüþ îïèñàíû äëÿ òðåõìåðíîé ïðîñòîé àëãåáðû Ëè. Ðàçðàáîòàí ìåòîä
âû÷èñëåíèÿ âòîðîé ãðóïïû êîãîìîëîãèé ïðîñòîé àëãåáðû Ëè êëàññè÷åñêîãî òèïà êàê ìîäóëÿ
íàä ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé. Âû÷èñëåíû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìàê-
ñèìàëüíûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè êàðòàíîâñêèõ òèïîâ áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè îò ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ. Áëèçêèì ê ïîíÿòèþ àëãåáð Ëè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðû Ëåéáíèöà. Êîñîñèììåòðè÷å-
ñêèå àëãåáðû Ëåéáíèöà ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè Ëè. Ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ àëãåáð Ëåéáíèöà òîëüêî
íà÷èíàåò ðàçâèâàòüñÿ. Â àëãåáðàè÷åñêîì ïîíèìàíèè ÷èñòî ëåéáíèöåâû àëãåáðû íå ÿâëÿþòñÿ
ïðîñòûìè. Âñÿêàÿ àëãåáðà Ëåéáíèöà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ àëãåáðîé Ëè, èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí
íåñîáñòâåííûé èäåàë, òàê íàçûâàåìûé àííóëÿòîð. Ëåéáíèöåâà àëãåáðà áóäåò ïðîñòîé, åñëè îíà
èìååò íå áîëåå òðåõ èäåàëîâ: íóëåâîé, ñàìó àëãåáðó è àííóëÿòîð. Äîêàçàíî, ÷òî êîãîìîëîãèè
àëãåáð Ëåéáíèöà ñ êîýôôèöèåíòàìè â íåïðèâîäèìîì ìîäóëå òðèâèàëüíû, åñëè ìîäóëü íåîãðà-
íè÷åí; ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ àíòèñèììåòðè÷åñêèõ ìîäóëåé ñ íåòðèâèàëüíûìè êîãîìîëîãèÿìè
êîíå÷íî; èìååòñÿ ðîâíî îäíà (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) íåñòàíäàðòíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà ñ
ëèåâûì ôàêòîðîì, èçîìîðôíûì åäèíñòâåííîé ïðîñòîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå Ëè ðàíãà 1 íàä
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 ; èìååòñÿ ðîâíî øåñòü (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) íåñòàíäàðòíûõ
ïðîñòûõ àëãåáð ñ ëèåâûì ôàêòîðîì, èçîìîðôíûì àëãåáðå Öàññåíõàóçà. Èññëåäîâàíû ñâîé-
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ñòâà áèíàðíûõ îïåðàöèé íà ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîëó÷åíî îïèñàíèå
êëàññà íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð, áëèçêèõ ê ëèåâñêèì; íàéäåíû ñèñòåìû ðàâåíñòâ, âûäåëÿþùèå
êëàññ àëãåáð Íîâèêîâà-Éîðäàíà. Èçó÷åíû (k + 1) -ëèåâû, k -ëåâîêîììóòàòèâíûå è ãîìîëîãè-
÷åñêèå (k + 1) -ëèåâû ñòðóêòóðû (À.Ñ.Äæóìàäèëüäàåâ, Ñ.À.Àáäûêàñûìîâà, Ð.Ê.Êåðèìáàåâ,
Ø.Ø.Èáðàåâ è äð.).

Êëàññè÷åñêèì îáúåêòîì èññëåäîâàíèé â àëãåáðå ÿâëÿþòñÿ àâòîìîðôèçìû êîëåö ìíîãîîá-
ðàçèé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî àâòîìîðôèçìû êîëåö ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ
"ðó÷íûìè", ò.å. èíäóöèðóþòñÿ ïðîñòûìè îáðàòíûìè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïåðåìåí-
íûõ. Èçâåñòíî, ÷òî àâòîìîðôèçìû Íàãàòû ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëüíî ðó÷íûìè, ò.å. ñòàíîâÿòñÿ ðó÷-
íûìè ïîñëå ââåäåíèÿ îäíîé íîâîé ïåðåìåííîé. Â ñëó÷àå êîëåö ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâûì êàíäèäàòîì
"äèêîãî", ò.å. íåðó÷íîãî àâòîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûé àâòîìîðôèçì Íàãàíû. Ó.Óìèðáàåâ
èññëåäîâàë ðó÷íûå è äèêèå àâòîìîðôèçìû êîëåö ìíîãî÷ëåíîâ îò òðåõ ïåðåìåííûõ. Îñíîâíûì
ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðó÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî àâ-
òîìîðôèçì Íàãàíòû ÿâëÿåòñÿ äèêèì. Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ðó÷íûå è äèêèå àâòîìîðôèçìû
êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò òðåõ ïåðåìåííûõ íàä êîíñòðóêòèâíûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íîëü àë-
ãîðèòìè÷åñêè ðàñïîçíàâàåìû.

Îïèñàíû âñå óíèìîäóëÿðíûå ðåøåòêè íàä ÷èñëàìè Ýéçåíøòåéíà â ðàçìåðíîñòè 14 è 15.
Ñóùåñòâóåò 58 íåðàçëîæèìûõ óíèìîäóëÿðíûõ ðåøåòîê â ðàçìåðíîñòè 14 è 259 íåðàçëî-
æèìûõ óíèìîäóëÿðíûõ ðåøåòîê ðàçìåðíîñòè 15. Âû÷èñëåíû èõ ñèñòåìû êîðíåé è ïîðÿäêè
ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî èìååòñÿ òîëüêî îäíà áåñêîðíåâàÿ ðåøåòêà â ðàçìåð-
íîñòè 14 è òîëüêî 2 áåñêîðíåâûå ðåøåòêè â ðàçìåðíîñòè 15. Äîêàçàíî âëîæåíèå Ìàãíóñà
äëÿ ïðàâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð. Ïîñòðîåíû íåïðèâîäèìûå ïðàâîñèììåòðè÷åñêèå áèìîäóëè
íàä ìàòðèöàìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Âû÷èñëåíû ðó÷íûå àâòîìîðôèçìû êîëåö ìíîãî÷ëåíîâ è ñâî-
áîäíûõ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Óñòàíîâëåíî, ÷òî àâòîìîðôèçì Àíèêà ñâîáîäíûõ àññîöèàòèâ-
íûõ àëãåáð îò òðåõ ïîðîæäàþùèõ ÿâëÿåòñÿ äèêèì. Ïîñòðîåí áàçèñ ñâîáîäíûõ ìåòàáåëåâûõ
ïðàâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð, èññëåäîâàíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàâåíñòâà è âõî-
æäåíèÿ. Äîêàçàíà ïðåäñòàâèìîñòü óíèâåðñàëüíîé ìóëüòïëèêàòèâíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû
ñâîáîäíûõ ïðàâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð â âèäå íåòðèâèàëüíîãî ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Îïè-
ñàíû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ óíèòàðíûõ óíèâåðñàëüíûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îáåðòûâàþ-
ùèõ àëãåáð àëãåáðû ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà â ìíîãîîáðàçèè ïðàâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð
(Ó.Óìèðáàåâ, Ø.Ó.Àáóòàëèïîâà, À.Ò.Àáäèõàëèêîâ è äð.). Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé òåîðåòè÷å-
ñêèõ èññëåäîâàíèé ïðåäëîæåíà ñõåìà ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà íà îñíîâå êîíå÷íîé ìîäåëè óíàðíûõ
íåçàâèñèìûõ ïðåäèêàòîâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íîâûì è âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì ïîäõîäîì, íåâñòðå÷à-
þùåìñÿ â ìèðîâîé ïðàêòèêå (Å.Ð.Áàéñàëîâ).

Ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ è íå÷åòêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
(Â.Ï.Äîáðèöà è äð.). Íåîáõîäèìîñòü îïåðèðîâàíèÿ ñ íå÷åòêîé èíôîðìàöèåé òðåáóåò ââåäåíèÿ
îïåðàöèé íàä ýòèìè îáúåêòàìè. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé ïîñòðîåíèÿ ñîäåðæàòåëüíîé ëîãè-
÷åñêîé òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ââîäÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå ðàçìûòûå (ò.å. íå÷åòêî-çíà÷íûå)
îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàìè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå àðèôìåòèêà
íå÷åòêèõ ÷èñåë ñòàíîâèòñÿ "õîðîøåé" òåîðèåé, îáëàäàþùåé ìíîãèìè èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè,
ïîäîáíûìè ñâîéñòâàì ÷èñåë â îáû÷íîé àðèôìåòèêå. Ýòà òåîðèÿ íàõîäèò âàæíûå ïðèìåíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ èçó÷åíû íå÷åòêî-çíà÷íûå ãðóïïû íà íå÷åò-
êèõ ìíîæåñòâàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî êîíñòðóêöèÿ íå÷åòêî-çíà÷íîé ãðóïïû îáëàäàåò âñåìè åñòå-
ñòâåííûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ â òåîðèè ãðóïï. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íóæ-
íî îòìåòèòü, ÷òî òðàäèöèîííî ïðèíÿòûé â ëèòåðàòóðå ïîäõîä, êîãäà â êà÷åñòâå àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ íå÷åòêîå ìíîæåñòâî ñ îáû÷íûìè, ÷åòêèìè îïåðàöèÿìè, ïðèâîäèò ê
òåîðèè ñî ìíîãèìè îãðàíè÷åíèÿìè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èñïîëüçîâàíèå òàêîé òåîðèè â ïðèëîæå-
íèÿõ îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì. Òðàäèöèîííûå èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ÷èñåë, çàëîæåí-
íûå åùå ÷ëåí-êîððåñïîíäåíòîì ÀÍ Êàç ÑÑÐ Á.Ì.Óðàçáàåâûì, áûëè íàïðàâëåíû íà ïîäñ÷åò
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÷èñëà àáñîëþòíî àáåëåâûõ ïîëåé ðàçëè÷íûõ òèïîâ: (l, l), (l, l, l, l), (l, l), (l, l) è ò.ä. (À.À.Áîëåí,
Ñ.Ê.Êåíæåáàåâ è äð.). Â ïîñëåäíèå ãîäû íàìåòèëñÿ óêëîí ê îáîáùàþùèì ðåçóëüòàòàì. Ïî-
ëó÷åíà ôîðìóëà ðîñòà ÷èñëà àáñîëþòíî àáåëåâûõ ïîëåé ïðè ðîñòå èõ äèñêðèìèíàíòîâ; äàíî
àëãîðèòìè÷åñêîå îïèñàíèå ýëåìåíòàðíî àáåëåâûõ ïîëåé ñòåïåíè 2r, ÷òî ïîçâîëèëî ïîäñ÷èòàòü
ôóíäàìåíòàëüíûé áàçèñ â îáùåì ñëó÷àå, âêëþ÷àÿ è êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé; óñòàíîâëåí ôóí-
äàìåíòàëüíûé áàçèñ êîìïîçèòîâ êâàäðàòè÷íûõ ïîëåé è ïîëåé ñ çàäàííûì äèñêðèìèíàíòîì.
À.À.Áîëåí ïîëó÷èë êîíñòðóêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ òåîðåìû Êðîíåêåðà-Âåáåðà, ÷òî äàëî âîçìîæ-
íîñòü íàéòè ðÿä èíòåðåñíûõ ïðèëîæåíèé. Òåîðèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ è àääèòèâíûõ ôóíêöèé,
êàê îäèí èç îñíîâíûõ ðàçäåëîâ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë, äàëåêî ïðîäâèíóòà äëÿ ñëó÷àÿ
êîëüöà öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëåé ñòåïåíè n ≥ 2 ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ òåîðèÿ ìåíåå ðàçâèòà ââèäó áîëåå ñëîæíîé àðèôìåòèêè ýòèõ ïîëåé. Òåì íå ìåíåå, ðÿä
òðóäíåéøèõ çàäà÷ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë ïîëó÷èë ñâîå ðàçðåøåíèå áëàãîäàðÿ ìåòîäàì,
ðàçâèòûì â ìíîãîìåðíîé àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë. Ýòîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíû
ðàáîòû Ó.Á.Æàíáûðáàåâîé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â Êàçàõñòàíå ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ è ïî
êëàññè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï (È.Ïàâëþê, Å.Äæóíèñîâ, È. Ëàòêèí).

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10.05.2006ã.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîìåðíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé. Èçëàãàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ óñëîâèé íà ôðîíòàõ óäàðíûõ âîëí. Ðàçðàáîòàí ìåòîä îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâûõ óðàâíåíèé â
ïðîñòðàíñòâàõ ðàçíîé ðàçìåðíîñòè. Ñòðîÿòñÿ äèíàìè÷åñêèå àíàëîãè ôîðìóë Ãðèíà è Ãàóññà äëÿ
ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïîñòðîåíû èõ ðåãóëÿðíûå
èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ñèíãóëÿðíûå ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â òîì ÷èñëå ïðè íàëè÷èè óäàðíûõ âîëí.

Ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ àêóñòèêè, ãèäðîìåõàíèêè, òåîðèè óïðóãîñòè è äðóãèõ ðàçäåëîâ ôè-
çèêè ñâÿçàíî ñ êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ � ìíîãîìåðíîãî àíàëîãà óðàâ-
íåíèÿ Äàëàìáåðà, îïèñûâàþùåãî ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ
ñðåäàõ, ïîýòîìó âåñüìà àêòóàëüíî ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ èõ ðåøåíèÿ äëÿ îáëàñòåé
ñ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèåé è ðàçíîîáðàçíûì âèäîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÌÃÈÓ). Ãëàâíîå åãî äîñòîèíñòâî � ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè ðåøàåìûõ
óðàâíåíèé, ÷òî âåñüìà ñóùåñòâåííî, îñîáåííî äëÿ îáëàñòåé, ñîäåðæàùèõ áåñêîíå÷íî óäàëåííûå
òî÷êè. Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû è ïðîãðàììû ñïëàéí-àïðîêñèìàöèè ïðîèçâîëüíûõ êîíòóðîâ è
ïîâåðõíîñòåé ñíèìàþò ïðîáëåìó îãðàíè÷åíèÿ ôîðìû ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòåé ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ÌÃÈÓ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòîò ìåòîä øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ÷òî ñâÿçàíî ñ óñïåõàìè â ðàçðàáîòêå òåîðèè ÃÈÓ äëÿ ýëëèïòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.

Ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ íà îñíîâå ìåòîäà ÃÈÓ òðåáóåò ââåäåíèÿ ïî-
íÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ îñîáåííîñòüþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé âîëíî-
âûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êëàññó îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, êëàññè÷åñêîå
ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèé äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåçêî ñóæàåò êëàññ

Keywords: wave equation, generalized solution, shock wave, generalized Green's formula, nonstationary boundary
value problem, boundary integral equation

2000 Mathematics Subject Classi�cation: 35L15
c Ë.À. Àëåêñååâà, 2006.
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çàäà÷, ïîëåçíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, òèïè÷íûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, ñîïðîâîæäàþ-
ùèåñÿ óäàðíûìè âîëíàìè, íå îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ðåøåíèÿìè ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé.

Çäåñü èçëàãàåòñÿ ìåòîä ÃÈÓ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âîëíî-
âûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçíîé ðàçìåðíîñòè. Ñòðîÿòñÿ äèíàìè÷åñêèå àíàëîãè ôîðìóë
Ãðèíà è Ãàóññà äëÿ ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïî-
ñòðîåíû èõ ðåãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ñèíãóëÿðíûå ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â òîì ÷èñëå ïðè
íàëè÷èè óäàðíûõ âîëí.

1. Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, óäàðíûå âîëíû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
ìíîãîìåðíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà:

¤cu ≡ ∆u− 1
c2

∂2u

∂t2
= G(x, t), x ∈ RN , t ∈ R1. (1)

Çäåñü ¤c � âîëíîâîé îïåðàòîð (äàëàìáåðòèàí), ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, G � ëîêàëüíî èíòåãðè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äàëåå îáîçíà÷àåì u,i = ∂u

∂xi
, u̇ = u,t = ∂u

∂t .
Óðàâíåíèå (1) ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîå, êëàññ åãî ðåøåíèé ñîäåðæèò ðàçðûâíûå ïî ïðî-

èçâîäíûì ôóíêöèè. Ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà F â RN+1 � ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîâåðõíî-
ñòè óðàâíåíèÿ (1), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ â ïðîñòðàíñòâå
RN+1 = {(x, τ ≡ ct)} :

ν2
τ − ‖ν‖2

N = 0, ‖ν‖N =
√

νjνj , (2)

ãäå ν(x, τ) = (ν1, ..., νN , ντ ) � âåêòîð íîðìàëè ê F (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì i, j â ïðîèç-
âåäåíèè çäåñü è äàëåå âñþäó ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî N ). Åìó ñîîòâåòñòâóåò êîíóñ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé � ñâåòîâîé êîíóñ, äëÿ êîòîðîãî ντ = νN+1 < 0 [1, 2]. Â RN

òàêèå ïîâåðõíîñòè äâèæóòñÿ ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ ïî τ :

1 = −ντ/ ‖ν‖N , (3)

ýòî âîëíîâûå ôðîíòû Ft , äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ c ïî âðåìåíè t . Íà íèõ âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè Àäàìàðà :

[u (x, t)]Ft
= 0, [u̇ + cni u,i]Ft

= 0, (4)

ãäå ÷åðåç [f (x, t)]Ft
îáîçíà÷åí ñêà÷îê f íà Ft :

[f (x, t)]Ft
= f+ (x, t)− f− (x, t) = lim

ε→+0
(f (x + εn, t)− f (x− εn, t)) , x ∈ Ft,

n(x, t) � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê Ft , íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà
âîëíû:

ni =
νi

‖ν‖N

=
gradFt

‖gradFt‖ , i = 1, ..., N. (5)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, åñëè óðàâíåíèå ôðîíòà âîëíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
Ft(x, t) = 0 ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ grad Ft .

Êëàññ ïîäîáíûõ ðåøåíèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàçûâàþò óäàðíûìè âîëíàìè, íà èõ
ôðîíòàõ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé è äàæå ñàìè ôóíêöèè ìîãóò òåðïåòü ñêà÷êè.

Èç âòîðîãî óñëîâèÿ (4) ñëåäóåò íà ôðîíòàõ

u̇− + cni u,−i = u̇+ + cni u,+i . (6)
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Åñëè ïåðåä ôðîíòîì âîëíû u ≡ 0 (ñðåäà â ïîêîå), ýòî ðàâåíñòâî äàåò ïîëåçíîå ñîîòíîøåíèå
íà ôðîíòå (grad u, n) = −c−1u̇, x ∈ Ft. Çàìåòèì, ÷òî êàñàòåëüíûå ïðîèçâîäíûå ê õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â ñèëó íåïðåðûâíîñòè u òàêæå íåïðåðûâíû, ò.å.

[u,τ γτ + ujγj ]F = 0 äëÿ ∀γ ∈ RN+1 : (ν, γ) = 0. (7)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè γ = γj = (−νj , ντδ
j
1, ντδ

j
2, ..., ντδ

j
N ) , ãäå δj

i � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ýòî ïðè-
âîäèò ê óñëîâèÿì âèäà:

[−u,τ νj + ujντ ]F = 0 ⇒ [u̇nj + cuj ]Ft
= 0, j = 1, ..., N. (8)

Äàëåå ðàññìîòðèì ôóíêöèè u(x, t) , êîòîðûå íåïðåðûâíû âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ïî÷òè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïîâåðõíî-
ñòåé ðàçðûâà � âîëíîâûõ ôðîíòîâ, äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ïî÷òè âñþäó, íà êîòîðûõ âûïîëíåíû
óñëîâèÿ íà ñêà÷êè (3). Íàçîâåì òàêèå ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèìè. Ïîêàæåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ
îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (1).

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì (1) íà ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé D′(RN+1) =
{

f̂(x, τ)
}
,

îïðåäåëåííûõ íà D(RN+1) = {ϕ(x, τ)} � ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôèíèò-
íûõ ôóíêöèé [2]. Çíà÷åíèå f̂ íà ϕ , êàê ïðèíÿòî , îáîçíà÷àåì (f̂ , ϕ) . Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé
f̂ , ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûì f , (f̂ , ϕ) =

∫
RN+1

f(x, τ)ϕ(x, τ)dx1...dxNdτ. Äà-

ëåå îáîçíà÷èì dV (x) = dx1...dxN .
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f̂ ∈ D′(RN ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ,

åñëè äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ D(RN+1) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (¤cf̂ , ϕ) ≡ (f̂ , ¤cϕ) = (G, ϕ).
Ëåììà 1.1. Åñëè u � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå (1) , òî û ÿâëÿåòñÿ åãî îáîáùåííûì ðåøåíè-

åì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè u èìååò êîíå÷íûé ðàçðûâ íà F , òî â D′(RN+1) ñîãëàñíî ïðàâèëàì

îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé [2]

û,j = u,j +[u]F νjδF (x, τ),

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà - êëàññè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî xj , j = 1, ..., N + 1, ‖ν‖ = 1, δF

� ñèíãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ � ïðîñòîé ñëîé íà F :

([u]F νjδF (x, τ),ϕ(x,τ)) =
∫

F

[u(x,τ)]F νj(x,τ)ϕ(x, τ)dF (x, τ) ∀ϕ ∈ D(RN+1).

Çäåñü èíòåãðàë ïî F � ïîâåðõíîñòíûé. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè u âíå ôðîíòà âîëíû

[u]F = lim
ε→+0

(u(x + ε n, t)− u(x− ε n, t)) = u+(x, t)− u−(x, t) = [u]Ft
.

Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (5) ïîëó÷èì

û,j = u,j +[u]Ft
νjδF (x, τ) =u,j + ‖ν‖N [uFtnjδF ,

û,jj = u,jj + [u,j ]Ft
‖ν‖N njδF + ∂j

{‖ν‖N [u]Ft
njδF

}
.

Â ñèëó (3),
û,τ = u,τ +[u]Ft

ντδF = c−1u,t−‖ν‖N [u]Ft
δF , û,tt =

= c−2u,tt−c−1 [u,t]Ft
‖ν‖N δF − ∂τ

{‖ν‖N [u]Ft
δF

}
.
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Ñ ó÷åòîì ýòèõ ðàâåíñòâ è óñëîâèé Àäàìàðà (1) èìååì

¤cû = ¤cu +
{

c−1 [u,t]Ft
+ [nju,j ]Ft

}
‖ν‖N δF (x, τ)+

+c−1∂t

{‖ν‖N [u]Ft
δF (x, τ)

}
+ ∂j

{‖ν‖N [u]Ft
njδF (x, τ)

}
= Ĝ(x, t),

ïîñêîëüêó âñå ïëîòíîñòè ïðîñòûõ è äâîéíûõ ñëîåâ íà Ft ðàâíû íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, âòîðîå
ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ â ñèëó âòîðîãî óñëîâèÿ (4) íà ôðîíòàõ. À äâà äðóãèõ â ñèëó ïåðâîãî,
ïîñêîëüêó èõ äåéñòâèå íà D(RN+1) îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

(
c−1∂t

{‖ν‖N [u]Ft
δF (x, τ)

}
+ ∂j

{‖ν‖N [u]Ft
njδF (x, τ)

}
, ϕ(x, t)

)
=

= −
∫

F

ντ [u]F

(
∂ϕ

∂n
− ϕ,τ

)
dF (x, τ) = 0.

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1. Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ íà ôðîíòàõ óäàðíûõ âîëí ëåãêî ïî-

ëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé êàê îáîáùåííûå. Äî-
ñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü íóëþ ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ íåçàâèñèìûõ ñèíãóëÿðíûõ îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé � àíàëîãîâ ïðîñòûõ, äâîéíûõ è äð. ñëîåâ, âîçíèêàþùèõ ïðè îáîáùåííîì
äèôôåðåíöèðîâàíèè ðåøåíèé. Îïðåäåëåíèå òàêèõ óñëîâèé íà îñíîâå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ �
âåñüìà òðóäîåìêàÿ ïðîöåäóðà.

Çàìå÷àíèå 2. Óðàâíåíèå (1) äîïóñêàåò îáîáùåííûå ðåøåíèÿ ñî ñêà÷êîì ïðîèçâîäíûõ
è íà ïîäâèæíûõ ïîâåðõíîñòÿõ F (x, t) = 0 , ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êîòîðûõ ìîæåò çàâèñåòü
îò òî÷êè ôðîíòà: v(x, t) = −F,t / ‖grad F‖ , åñëè íà íèõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Àäàìàðà (4).
Òàêèå ðåøåíèÿ ìîãóò ïîðîæäàòüñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ, åñëè íîñèòåëü G(x, t) ðàñøè-
ðÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â RN .

2. Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé. Ïóñòü â îáëàñòè S− ⊂
RN , îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà S ([2], c. 409), ñòðîèòñÿ ðåøåíèå (1) ïðè t ≥ 0 .
Îáîçíà÷èì n = (n1, ..., nN ) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê S , D− = S−×R+, R+ =
[0,∞) .

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè t = 0 :

u(x, 0) = u0(x) äëÿ x ∈ S− + S, u,t (x, 0) = u̇0(x) äëÿ x ∈ S−. (9)

Çäåñü ðàññìîòðèì äâå êðàåâûå çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿì Äèðèõëå è Íåéìàíà.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

u(x, t) = uS(x, t) äëÿ x ∈ S, t ≥ 0 (ïåðâàÿ ÊÇ); (10)
∂u

∂n
= p(x, t) äëÿ x ∈ S, t ≥ 0 (âòîðàÿ ÊÇ). (11)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå ôóíêöèè u0(x) è uS(x, t) íåïðåðûâíû, à u̇0(x)
è p(x, t) êóñî÷íî�íåïðåðûâíûå. Äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ
ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ äàííûõ:

u0(x) = uS(x, 0) äëÿ x ∈ S. (12)

Íà âîëíîâûõ ôðîíòàõ, åñëè îíè âîçíèêàþò, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Àäàìàðà (4) .
Çàìåòèì, ÷òî óäàðíûå âîëíû âñåãäà âîçíèêàþò, åñëè íå âûïîëíåíî óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ

íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ äàííûõ ïî ñêîðîñòÿì:

u̇0(x) = u̇S(x, 0) äëÿ x ∈ S, (13)
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÷òî òèïè÷íî äëÿ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷. Â ýòîì ñëó÷àå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà ãðàíèöå
S ôîðìèðóåòñÿ ôðîíò óäàðíîé âîëíû, êîòîðûé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ c â RN . Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ðåøåíèé ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Çäåñü
ìû åãî ââîäèòü íå áóäåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû è èçâåñòíî îäíî èç
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâåííî ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷å.

Ââåäåì ôóíêöèè E = 0, 5

(
u,2τ +

N∑
j=1

u,2j

)
, L = 0, 5

(
u,2τ −

N∑
j=1

u,2j

)
. Ñëåäñòâèåì óñëîâèé

Àäàìàðà ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ íà ñêà÷êè ýòèõ ôóíêöèé.
Ëåììà 2.1. Åñëè u � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå (1) , òî íà ôðîíòàõ

[E]Ft
= −c−1

[
u̇

∂u

∂n

]

Ft

, [L(x, t)]Ft
= c−2

(
u̇− + c

∂u−

∂n

)
[ u̇] . (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàâåíñòâà [ab] = a+[b] + b−[a] , ñ ó÷åòîì (1) è (8) ïîëó÷èì :
[
cE + u̇

∂u

∂n

]
=

[
0, 5

(
c−1u̇2 + cu,j u,j

)
+ u̇

∂u

∂n

]
=

= 0, 5
[
u̇

(
c−1u̇ +

∂u

∂n

)]
+ 0, 5 [cu,j u,j ] + 0, 5[u̇

∂u

∂n
] =

= 0, 5c−1

(
u̇+

[
u̇ + c

∂u

∂n

]
+

(
u̇− + cu,−j nj

)
[u̇]

)
+ 0, 5u,+j [ cu,j +u̇nj ] +

+0, 5
(
cu,−j +u̇−nj

)
[u,j ] = 0, 5c−1 [u̇]

(
u̇− + cu,−j nj

)
+

+0, 5 [u,j ]
(
cu,−j +u̇−nj

)
= 0, 5cu,−j [u,j +c−1nj u̇] + 0, 5c−1u̇−[cnju,j +u̇] = 0

(çäåñü n � íîðìàëü ê ôðîíòó â RN ). Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâàÿ ôîðìóëà ëåììû.
Äàëåå, ïîñêîëüêó [a2] = (a+ + a−) [a] , è â ñèëó (4) è (7) ïîëó÷èì âòîðóþ ôîðìóëó (14):

[L] = 0, 5


u,2τ −

N∑

j=1

u,2j


 = 0, 5

(
u,+τ +u,−τ

)
[u,τ ]− 0, 5

(
u,+j +u,−j

)
[ u,j ] =

= 0, 5
(
u,+τ +u,−τ

)
[u,τ ] + 0, 5

(
u,+j +u,−j

)
nj [ u,τ ] =

= 0, 5
{(

u,+τ +nju,+j

)
+

(
u,−τ +nju,−j

)}
[ u,τ ] = c−2

(
u̇− + c

∂u−

∂n

)
[ u̇] .

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ïåðåä ôðîíòîì âîëíû u ≡ 0 , òî ñ ó÷åòîì (6) èìååì [L(x, t)]Ft
= 0 ,

ò.å. â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ L íåïðåðûâíà.
Òåîðåìà 2.1. Åñëè u(x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è, òî

∫

S−

(E(x, t)− E(x, 0))dV (x) = −
t∫

0

dt

∫

D−

G(x, t)u,t dV (x) +

t∫

0

∫

S

u̇S(x, t)p(x, t)dS(x)dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæàÿ (1) íà u,τ â îáëàñòè äèôôåðåíöèðóåìîñòè, ïîñëå ïðîñòûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

E,τ −(u,τ u,j ),j = −u,τ G. (15)

À òåïåðü ïðîèíòåãðèðóåì (15) ïî D− ñ ó÷åòîì ðàçáèåíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ âîëíîâû-
ìè ôðîíòàìè Fk . Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèâåðãåíöèþ
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ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå RN+1 , êîòîðàÿ â îáëàñòÿõ ìåæäó ôðîíòàìè íåïðå-
ðûâíà. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà â RN+1 , ïîëó÷èì

∫

D−

E,τdV (x)dτ −
∫

D−

(u,τ u,j ),j dV (x)dτ +
∫

D−

u,τ G(x, τ)dV (x)dτ =

=
∫

D−

u,τ G(x, τ)dV (x)dτ +
∫

S−

(E(x, τ)−E(x, 0))dV (x)−
τ∫

0

∫

S

(u,τ u,j nj) dS(x)dτ+

+
∑

Fk

∫

Fk

[Eντ − u,τ u,j νj ]Fk
dFk(x, τ) = 0

( dFk(x, τ)) � äèôôåðåíöèàë ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå k-ãî âîëíîâîãî
ôðîíòà). Â ñèëó (3) è (14) [Eντ − u,τ u,j νj ]Fk

= −c−1‖ν‖N

[
cE + u̇∂u

∂n

]
= 0 . Ïîýòîìó ïîñëåä-

íèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé äëÿ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé, îòñþäà ïîëó÷àåì
ôîðìóëó òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 2. Ïåðâîå óñëîâèå (14) ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå (15)
â D′(RN+1) : Ê,τ −(u,τ u,j ),j = −u,τ G + {[E] ντ − [u,τ u,j ] νj} δF (x, τ) = −u,τ G−
−‖ν‖N {[E] + [u,τ u,j ]nj} δFt(x, t). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿëîñü â
D′(RN+1) , íåîáõîäèìî, ÷òîáû

[
E + c−1u̇∂u

∂n

]
F

= 0 .
Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.2. Åñëè êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ïåðâîé (âòîðîé) êðàåâîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò, òî

îíî åäèíñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü íóëåâîãî

ðåøåíèÿ. Äëÿ íåãî G = 0 , íà÷àëüíûå è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ � íóëåâûå. Òîãäà,
êàê ëåãêî âèäåòü, èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò:

∫
S−

E(x, t)dV (x) = 0 . Ïîñêîëüêó E íåîòðèöàòåëüíà,

ñëåäîâàòåëüíî, E ≡ 0 ⇒ u = const. Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñëåäóåò u ≡ 0.
Òåîðåìà 2.3. Åñëè u(x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è, òî

∫

D−

L(x, t)dV (x)dt =
∫

D−

uG(x, t)dV (x)dt−
t∫

0

∫

S

uS(x, t)p(x, t)dS(x)dt+

+c−2

∫

S−

(uu̇(x, t)− u0u̇0(x)) dV (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæàÿ (1) íà u , ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

L(x, τ) + (uu,j ),j −(uu,τ ),τ = G. (16)

Ïðîèíòåãðèðóåì (16) ïî îáëàñòè D− ñ ó÷åòîì ðàçáèåíèÿ åå âîëíîâûìè ôðîíòàìè Fk . Àíàëî-
ãè÷íî, êàê â òåîðåìå 2.1, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà, èìååì

∫

D−

LdV (x)dτ =
∫

D−

uGdV (x)dτ +
∫

D−

((uu,τ ),τ −(uu,j ),j) dV (x)dτ =

=
∫

D−

uGdV (x)dτ + c−1

∫

S−

(uu,t−u0u̇0) dV (x)−
τ∫

0

dτ

∫

S

uu,j njdS(x)+

+
∑

Fk

∫

Fk

[uu,τ ντ − uu,j νj ]Fk
dFk(x, τ).
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Â ñèëó óñëîâèé Àäàìàðà (4) ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì óñëîâèé íà
ãðàíèöå (10), (11) ïîëó÷èì ôîðìóëó òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 2.1 � ýòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè àíàëîãè÷íî óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàêîé çàêîí ñ ó÷åòîì óñëîâèé íà ôðîíòàõ óäàðíûõ
âîëí äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷.

3. Äèíàìè÷åñêèé àíàëîã ôîðìóëû Ãðèíà â D′(RN+1). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ÊÇ
ïåðåéäåì â ïðîñòðàíñòâî D′(RN+1) . Äëÿ ýòîãî ââåäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ H−

D(x, t) ≡ H−
S (x) H(t) , ãäå H−

S (x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ìíîæåñòâà S− , ðàâíàÿ 0,5 íà åãî ãðàíèöå S , H(t) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, ðàâíàÿ 0,5 ïðè
t = 0 . H−

D � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî öèëèíäðà D− . Ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî

∂H−
D

∂xj
= −njδS(x)H(t),

∂H−
D

∂t
= −njH

−
S (x)δ(t). (17)

Ââåäåì îáîáùåííûå ôóíêöèè û(x, t) = u(x, t)H−
D(x, t), Ĝ(x, t) = G(x, t)H−

S (x) H(t) , ãäå
u(x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ÊÇ, è ðàññìîòðèì äåéñòâèå âîëíîâîãî îïåðàòîðà íà ýòó ôóíê-
öèþ. Ïîñêîëüêó [u]S = −u, âûïîëíÿÿ îáîáùåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïîäîáíî òîìó, êàê â
ï.1, è èñïîëüçóÿ (1) â îáëàñòè äèôôåðåíöèðóåìîñòè, ïîëó÷èì

¤cû (x, t) = −∂u

∂n
δS (x) H (t)−H (t) (unjδS (x)) ,j −

−c−2H−
S (x) u0 (x) δ̇(t)− c−2H−

S (x) u̇0 (x) δ(t) + Ĝ,
(18)

ãäå β (x, t) δS(x)H(t) � ïðîñòîé ñëîé íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî öè-
ëèíäðà {S ×R+} , δ(t) � ôóíêöèÿ Äèðàêà, ∂u

∂n = u,i ni � ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè n ê S .
Çàìåòèì, ÷òî ïëîòíîñòè ïðîñòûõ è äâîéíûõ ñëîåâ çäåñü îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâè-
ÿìè, ÷àñòü èç êîòîðûõ, â çàâèñèìîñòè îò ðåøàåìîé ÊÇ, èçâåñòíà, è çàäàííûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè.

Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé [2], ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (18) ÿâëÿåòñÿ ñâåðò-
êà ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Â êà÷åñòâå òàêî-
âîãî âîçüìåì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå Û (x, t) , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

¤cU = δ(x)δ(t), (19)

U = 0 ïðè t < 0 è ‖x‖ > ct (óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ). (20)
Íàçîâåì åãî ôóíêöèåé Ãðèíà óðàâíåíèÿ (1) . Ðåøåíèå (17) ïðåäñòàâèìî â âèäå ñëåäóþùåé
ñâåðòêè:

û (x, t) = u (x, t) H−
S (x) H (t) = −Û (x, t) ∗ ∂u

∂n
δS (x)H (t)−

(
Û ∗ unjδS (x) H (t)

)
,j −

−c−2
(
Û ∗

x
H−

S (x) u0 (x)
)

,t−c−2Û ∗
x
H−

S (x) u̇0 (x) + Ĝ ∗ Û ,
(21)

ãäå cèìâîë " ∗
x
"îçíà÷àåò, ÷òî ñâåðòêà áåðåòñÿ òîëüêî ïî x , ïîñêîëüêó ïðè âçÿòèè ñâåðòêè ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì δ -ôóíêöèè. Ïðè÷åì ðåøåíèå (21) åäèíñòâåííî â êëàññå ôóíêöèé,
äîïóñêàþùèõ ñâåðòêó ñ U .

Ðàññìîòðèì (21) ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ è G = 0 , èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ñâåðòîê:

û (x, t) = −Û (x, t) ∗ ∂u

∂n
δS (x) H (t)− Û ,j ∗unjδS (x) H (t) . (22)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2006. Òîì 6. � 1 (19)



Ìåòîä îáîáùåííûõ ôóíêöèé â íåñòàíäàðòíûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ 23

Ôîðìóëà âûðàæàåò ðåøåíèå ÊÇ ÷åðåç ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè è åå íîðìàëü-
íîé ïðîèçâîäíîé è àíàëîãè÷íà ôîðìóëå Ãðèíà äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà [2]. Îäíàêî, â
ñèëó îñîáåííîñòåé ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà ôðîíòå âîëíû,
âèä êîòîðûõ çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, åå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äàåò ðàñ-
õîäÿùèåñÿ èíòåãðàëû (âî âòîðîì ñëàãàåìîì). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ åå ðåãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ââåäåì ôóíêöèè � ïåðâîîáðàçíûå ïî t :

Ŵ (x, t) = Û (x, t) ∗ δ (x) H (t) = Û (x, t) ∗
t
H (t) ⇒ ∂tŴ (x, t) = Û (x, t) ; (23)

Ĥ (x,m, t) =
∂Ŵ (x, t)

∂xi
mi =

∂Ŵ (x, t)
∂m

.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè íîñèòåëÿ ïî t ñëåâà, îáå ñâåðòêè ñóùåñòâóþò. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (1) ïðè G = H(t)δ(x) è G = H(t)∂δ(x,t)

∂m ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. Â D′(RN+1) ðåøåíèå ÊÇ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

û (x, t) = −Û (x, t) ∗ ∂u

∂n
δS (x) H (t)−

(
Ŵ ,j ∗u̇njδS (x) H (t)

)
− (24)

−Ŵ ,j ∗
x
u0 (x) nj (x) δS (x)− c−2Û ∗

x
H−

S (x) u̇0 (x)− c−2
(
Û ∗

x
H−

S (x) u0 (x)
)

,t +Ĝ ∗ Û .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ëåãêî ïîêàçàòü, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäíîé îáîáùåííîé ôóíê-
öèè è íåïðåðûâíîñòüþ u , ÷òî

(unjδS (x) H (t)) ,t = u̇(x, t)nj(x)δS (x) H (t) + u(x, 0)nj(x)δS (x) δ (t) .

Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî è ñâîéñòâî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñâåðòêè, èìååì
(
Û ∗ unjδS (x) H (t)

)
,j =

(
Ŵ ,t ∗unjδS (x) H (t)

)
,j = Ŵ ,j ∗ (unjδS (x) H (t)) ,t =

= Ŵ ,j ∗u̇(x, t)nj(x)δS (x) H (t) + Ŵ ,j ∗u(x, 0)nj(x)δS (x) δ (t) .

Ïîñëåäíÿÿ ñâåðòêà ðàâíà Ŵ ,j ∗
x
u0(x)nj(x)δS (x) . Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (21), ïîëó÷èì

ôîðìóëó òåîðåìû.
Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè

íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u (x, t) è åå ñêîðîñòè u̇ . Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ýòè ôîðìóëû ìîæíî íàçâàòü äèíàìè÷åñêèì àíàëîãîì ôîðìóëû
Ãðèíà.

Ôîðìóëà (24) îáëàäàåò ïðåèìóùåñòâîì â ñðàâíåíèè ñ (21), òàê êàê ïîçâîëÿåò ñðàçó ïåðåéòè
ê åå èíòåãðàëüíîé çàïèñè áåç ðåãóëÿðèçàöèè ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé íà ôðîíòàõ, êàê ðàíåå
áûëî ïðåäëîæåíî â [3]. Äëÿ x ∈ S ôîðìóëà (24) äàåò, êàê ïîêàæåì äàëåå, ãðàíè÷íîå èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷. Åñëè èçâåñòíà îäíà èç ãðàíè÷íûõ
ôóíêöèé, òî ðåøàÿ ÃÈÓ íà ãðàíèöå, íàõîäèì âòîðóþ, ïîñëå ÷åãî ôîðìóëà (24) äàåò ðåøåíèå
u(x, t) .

4. Äèíàìè÷åñêèé àíàëîã ôîðìóëû Ãàóññà. Ââåäåì ôóíêöèè

U (x, y, t) = Û (x− y, t) , W (x, y, t) = Ŵ (x− y, t) , H (x, y, m, t) = Ĥ (x− y, m, t) ,

êîòîðûå â ñèëó ñâîéñòâ ñèììåòðèè âîëíîâîãî îïåðàòîðà è δ -ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþ-
ùèì ñîîòíîøåíèÿì ñèììåòðèè:

U (x, y, t) = U (y, x, t) , W (x, y, t) = W (y, x, t) ,
∂W

∂xj
= −∂W

∂yj
,

H (x, y, m, t) = −H (y, x, m, t) = −H (x, y,−m, t) .

(25)
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Ëåììà 4.1. Â D′(RN+1) äèíàìè÷åñêèé àíàëîã ôîðìóëû Ãàóññà èìååò âèä

−Ŵ ,i ∗
x
ni (x) δ (x)− c−2

(
Û ∗

x
H−

S (x)
)

,t = H−
D (x, t) . (26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåðíåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (19) äëÿ U ñ H−
D(x, t) , èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñâåðòîê è (17):

−U,j ∗nj(x)δS (x)H(t)− c−2
(
U,t ∗H−

S (x) δ(t)
)

= H−
D(x, t).

Ñ ó÷åòîì (23), ïåðåáðàñûâàÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t â ïåðâîì ñëàãàåìîì è âûïîëíÿÿ ñâåðòêó
ïî t âî âòîðîì, ïîëó÷èì ôîðìóëó ëåììû.

Ôîðìóëà (26) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîé ôîðìóëû Ãàóññà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ
(ñ.406, [2]), êîòîðàÿ äàåò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà
ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ôîðìóëó Ãàóññà ÷àñòî èñ-
ïîëüçóþò äëÿ âûâîäà ÃÈÓ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì. Àíàëîãè÷íî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äèíàìè÷åñêèé àíàëîã ôîðìóëû Ãàóññà äëÿ âûâîäà ÃÈÓ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Çäåñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÃÈÓ âîñïîëüçóåìñÿ äèíàìè÷åñêèì àíàëîãîì ôîðìóëû Ãðèíà.

Èíòåãðàëüíàÿ çàïèñü ýòèõ ñîîòíîøåíèé çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Äàëåå äàäèì èí-
òåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôîðìóë òåîðåìû 3.1 è ëåììû 4.1 äëÿ ïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè
N = 1, 2, 3, íàèáîëåå õàðàêòåðíûõ äëÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

5. ÃÈÓ äëÿ ïëîñêèõ êðàåâûõ çàäà÷. Â ñëó÷àå N = 2 èìååì ïëîñêóþ çàäà÷ó. Ðàññìîò-
ðèì âíà÷àëå çàäà÷ó ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Îáîçíà÷èì dS(y) � äèôôåðåíöèàë äëèíû äóãè S â òî÷êå y , St(x) = {y ∈ S : r < ct} ,
S−t (x) = {y ∈ S− : , r < ct}, r = ‖x− y‖ , dV (y) = dy1dy2 .

Òåîðåìà 5.1. Ïðè N = 2 ôóíêöèÿ û (x, t) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì (u0 = 0, u̇0 = 0) , èìååò ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

û =
c

2π

t∫

0

dτ

∫

Sτ (x)

(
∂u(y, t− τ)

∂n(y)
+

τ

r

∂r

∂n(y)
u̇(y, t− τ)

)
dS(y)√

(c2τ2 − r2)
, (27)

êîòîðîå ïðè ïåðåìåíå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ èìååò âèä

û (x, t) =
c

2π

∫

St(x)

dS (y)

t∫

r/c

∂u (y, t− τ)
∂n (y)

dτ√
(c2τ2 − r2)

+

+
c

2π

∫

St(x)

1
r

∂r

∂n (y)
dS (y)

t∫

r/c

τ u̇ (y, t− τ) dτ√
(c2τ2 − r2)

.

Äëÿ x ∈ S âòîðîé èíòåãðàë ñïðàâà ñèíãóëÿðíûé, � áåðåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ N = 2 ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò ñëåäóþùèé âèä ([2], c. 206):

Û (x, t) = − cH (ct−R)
2π

√
(c2τ2 − r2)

, R =
√

x2
1 + x2

2. (28)

Âû÷èñëÿÿ ïî ôîðìóëàì (23), íàéäåì Ŵ è Ĥ :

Ŵ (x, t) = −H (ct−R)
2π

ln

(
ct−√c2t2 −R2

R

)
, Ĥ (x, m, t) = − ctH (ct−R)

2π
√

c2t2 −R2

xjmj

R2
. (29)
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Åñëè çàïèñàòü ñâåðòêè â (24) â èíòåãðàëüíîì âèäå ñ ó÷åòîì ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé, òî ïîëó÷èì
ñîîòíîøåíèÿ òåîðåìû. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ x /∈ S èíòåãðàëû ñïðàâà ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè è
ïîòîìó äëÿ òàêèõ x ñïðàâà è ñëåâà ñòîÿò ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (27)
è äëÿ x ∈ S ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ H−

S (x) .
Îáîçíà÷èì ε -îêðåñòíîñòü òî÷êè x ( ε ¿ ct, t > 0) ÷åðåç Øε(x) = {y : r < ε} , S−ε (x) =

S− − Øε (x) , S+
ε (x) = S+ − Øε (x) , Oε (x) = {y ∈ S : r ≤ ε} , Sε = S − Oε, Ø−

ε = S− ∩
Øε, Ø+

ε = S+ ∩Øε, Ã±ε (x) = {y ∈ S± : r = ε} , r,j = ∂r
∂yj

.

Ïóñòü x∗ ∈ S . Òðàíñôîðìèðóåì êîíòóð S â îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗ , îáõîäÿ åå ïî ε− ïîëó-
îêðóæíîñòè â S− (ε << ct, t > 0) . Çàïèøåì äèíàìè÷åñêèé àíàëîã ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ êîíòóðà
Sε + Ã−ε â òî÷êå x = x∗ :

0 =
c

π

∫

Sε(x∗)+Ã−ε (x∗)

H (ct− r) dS (y)

t∫

r/c

∂u (y, t− τ)
∂n (y)

dτ√
c2τ2 − r2

+

+
c

2π

∫

Sε(x∗)

H (ct− r)
1
r

∂r

∂n (y)
dS (y)

t∫

r/c

τ u̇ (y, t− τ) dτ√
c2τ2 − r2

+

+
c

2π

∫

Ã−ε (x∗)

H (ct− r)
1
r

∂r

∂n (y)
dS (y)

t∫

r/c

τ u̇ (y, t− τ) dτ√
c2τ2 − r2

.

Ïðè ε → +0 ïåðâûé èíòåãðàë â ñèëó ñëàáîé îñîáåííîñòè ó ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ñòðåìèò-
ñÿ ê èíòåãðàëó ïî S , âòîðîé � ê èíòåãðàëó â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðûé òàêæå ñóùå-
ñòâóåò, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò îñîáåííîñòü âèäà r−1 è ñîäåðæèò ôóíêöèþ

∂r
∂n(y) = nj(y) (yj−xj)

r . Ïîñëåäíÿÿ ïðè y → x àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ∂r
∂n(x) = nj(x) (yj−xj)

r ,
êîòîðàÿ àíòèñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè x . Èíòåãðàëüíûé ñîìíîæèòåëü ïðè r → 0 íå
èìååò îñîáåííîñòè.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, êîòîðîå îáîçíà÷èì Jε (x) . Íà Ã−ε , r = ε, ∂r
∂n(y) = −∂r

∂r =
−1, dS (y) = ε dθ , ãäå θ � ïîëÿðíûé óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå x; θ1 è θ2 � óãëû êîíöîâ Ã−ε ,
ïðîíóìåðîâàííûå ïî ïîðÿäêó ïðè îáõîäå êîíòóðà Ã−ε â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ñ ó÷åòîì
ýòèõ ñîîòíîøåíèé

Jε (x) =
c

2π

θ2∫

θ1

ε

ε
dθ

t∫

ε/c

τ u̇ (y, t− τ) dτ√
c2τ2 − r2

=
(θ2 − θ1) c

2π

t∫

ε/c

τ u̇ (y, t− τ) dτ√
c2τ2 − r2

,

lim
ε→0

(θ2 − θ1) = −π, lim
ε→0

Jε (x) = −0, 5

t∫

0

u̇ (y, t− τ) dτ = −0, 5u (x, t).

Ïåðåíîñÿ ýòî ñëàãàåìîå â ëåâóþ ÷àñòü, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ H−
D(x, t) = 0, 5 äëÿ x ∈ S , ïîëó-

÷èì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû è íà ãðàíèöå. Ïîñêîëüêó ñëåâà è ñïðàâà â (27) ñòîÿò ðåãóëÿðíûå
îáîáùåííûå ôóíêöèè, â ñèëó ëåììû Äþáóà-Ðåéìîíà ([2], ñ. 97) ðàâåíñòâî, ñïðàâåäëèâîå â
êëàññå îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ñïðàâåäëèâî è â îáû÷íîì ñìûñëå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ ñîîòíîøåíèå
(27) äàåò ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

πc−1uS (x, t) =

=
∫

St(x)

dS (y)

t∫

r/c

∂u (y, t− τ)
∂n (y)

dτ√
c2τ2 − r2

+ V.P.

∫

St(x)

1
r

∂r

∂n (y)
dS (y)

t∫

r/c

τ u̇S (y, t− τ) dτ√
c2τ2 − r2

.
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Â ñëó÷àå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ è âòîðîé èíòåãðàë ñïðàâà èçâåñòíû è
îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, à ïåðâûé èíòåãðàë ñîäåðæèò ÿäðî ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ,
íî íå â òî÷êå, êàê îáû÷íî äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷, à íà ôðîíòå ôóíêöèè Ãðèíà. Ðåøàÿ åãî,
îïðåäåëÿåì íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ èñêîìîé ôóíêöèè íà ãðàíèöå, ïîñëå ÷åãî ôîðìóëà (27)
ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ðåøåíèå â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Â ñëó÷àå âòîðîé êðàåâîé
çàäà÷è èìååì ñèíãóëÿðíîå ÃÈÓ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé èñêîìîé
ôóíêöèè u(x, t) . Ðåøàÿ åãî, îïðåäåëÿåì åå íà ãðàíèöå, ïîñëå ÷åãî (27) îïðåäåëÿåò ðåøåíèå.

Â ñëó÷àå íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèå çàäà÷è äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 5.2. Ïðè N = 2 ôóíêöèÿ ðåøåíèå ÊÇ, èìååò ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå:

2πû =

t∫

0

dτ

∫

Sτ (x)

(
∂u (y, t− τ)

∂n (y)
+

1
r

∂r

∂n (y)
τ u̇ (y, t− τ)

)
dS (y)√

τ2 − (r/c)2
+

+
∂

∂t

∫

S−t (x)

u0(y)dV (y)
c
√

c2t2 − r2
+

∫

S−t (x)

u̇0(y)dV (y)
c
√

c2t2 − r2
+ c

t∫

0

dτ

∫

S−τ (x)

G(y, t− τ)dV (y)√
c2τ2 − r2

+

−
∫

St(x)

u0(y)
ct

r

∂r

∂n (y)
dS (y)√
c2τ2 − r2

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.1. è 5.2. , åñëè çàïèñàòü ñâåðòêè ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè â èíòåãðàëüíîì âèäå. Çäåñü èíòåãðàëû ñî âòîðîãî äî ÷åòâåðòîãî ñîâïàäàþò ñ ôîðìó-
ëîé Ïóàññîíà äëÿ çàäà÷è Êîøè. Ïîñëåäíåå äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì ãðàíèöû îáëàñòè.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (28), äèíàìè÷åñêèé àíàëîã ôîðìóëû Ãàóññà ìîæíî çàïèñàòü â èí-
òåãðàëüíîì âèäå.

Ëåììà 5.1. Ïðè N = 2 äèíàìè÷åñêèé àíàëîã ôîðìóëû Ãàóññà èìååò ñëåäóþùèé âèä :

V.P.

∫

Sτ (x)

1√
1− (r/ct)2

∂

∂n (y)

(
ln

1
r

)
dS (y) +

∂

c∂t

∫

S−t (x)

dV (y)√
c2t2 − r2

= 2πH−
S (x)H(t),

ãäå èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ áåðåòñÿ äëÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëó ëåììû 4.1 , ñ ó÷åòîì (28),(29), ìîæíî çàïèñàòü òàê:

−
∫

St(x)

ct√
c2t2 − r2

1
r

∂r

∂n (y)
dS(y) +

∂

c∂t

∫

S−t (x)

dV (y)√
c2t2 − r2

= 2πH−
S (x)H(t). (30)

Èç ýòîé ôîðìóëû ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîëó÷àåì ôîðìóëó ëåììû. Ïîêàæåì, ÷òî
ýòî ðàâåíñòâî, ñïðàâåäëèâîå â îáëàñòè ðåãóëÿðíîñòè, ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ x ∈ S , åñëè ñèíãóëÿð-
íûé èíòåãðàë ñëåâà, êîòîðûé ñîäåðæèò ñèëüíóþ îñîáåííîñòü ïî r , áðàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íî (30) äëÿ îáëàñòè ñ âûêîëîòîé ε− îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ïîëó÷èì

−
∫

Sε+Ã−ε

ct H (ct− r)√
c2τ2 − r2

1
r

∂r

∂n (y)
dS (y) +

∂

c∂t

∫

S−ε (x)

H (ct− r) dV (y)√
c2τ2 − r2

= 0,

−
∫

Sε+Ã+
ε

ct H (ct− r)√
c2τ2 − r2

1
r

∂r

∂n (y)
dS (y) +

∂

c∂t

∫

S−ε (x)+Øε

H (ct− r) dv (y)√
c2τ2 − r2

= 2π.

(31)
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Ïðè ε < ct èíòåãðàëû ïî Ã±ε , Øε ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ïåðåõîäîì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò. Íà Ã+

ε
∂r

∂n(y) = 1 , íà Ã−ε ∂r
∂n(y) = −1 , à ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â ïåðâîì èíòåãðàëå

ðàâíû ±(1− 0, 5(ε/ct)2 + o(ε2))dθ ñîîòâåòñòâåííî çíàêó êîíòóðà. Äàëåå

Iε (x, t) =
∫

Øε(x)

H (ct− r) dV (y)√
c2τ2 − r2

=

2π∫

0

dθ

ε∫

0

rdr√
c2τ2 − r2

= 2π(ct−
√

c2τ2 − r2) ⇒

lim
ε→0

∂Iε

∂t
= 2πc lim

ε→0

(
1− ct√

c2τ2 − r2

)
= 0 äëÿ ∀t > 0.

Åñëè îáà ðàâåíñòâà â (31) ñëîæèòü è ïîäåëèòü íà 2, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ñèììåòðèè ïîäûíòå-
ãðàëüíûõ ôóíêöèé (25) è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïî ε → 0 , ïîëó÷èì ôîðìóëó

−V.P.

∫

St(x)

ct√
c2τ2 − r2

1
r

∂r

∂n (y)
dS (y) +

∂

c∂t

∫

S−t (x)

dV (y)√
c2τ2 − r2

= π.

Òî åñòü ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ H−
S (x) ôîðìóëà (30) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáûõ x .

6. ÃÈÓ ïðîñòðàíñòâåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ (N = 3).
Òåîðåìà 6.1. Äëÿ N = 3 ðåøåíèå ÊÇ ïðåäñòàâèìî â âèäå:

4πu (x, t) =
∫

St(x)

{
1
r

∂u (y, t− r/c)
∂n (y)

− u (y, t− r/c)
∂

∂n (y)
1
r

+ c−1u̇ (y, t− r/c)
∂ ln r

∂n (y)

}
dS (y)+

+c−1 ∂

∂t

∫

St(x)

u0 (y)
∂ ln r

∂n (y)
dS (y) +

∫

r=ct

u̇0 (y)
c2t

H−
S (y) dS (y) +

∂

∂t

∫

r=ct

u0 (y)
c2t

H−
S (y) dS (y)−

−
∫

S−t (x)

r−1G(x, t− r/c)dV (y) äëÿ x ∈ S−;

2πu (x, t) =
∫

St(x)

{
1
r

∂u (y, t− r/c)
∂n (y)

+
u̇ (y, t− r/c)

c

∂ ln r

∂n (y)

}
dS (y)−

−V.P.

∫

St(x)

u (y, t− r/c)
∂

∂n (y)
1
r
ds (y) + c−1 ∂

∂t

∫

St(x)

u0 (y)
∂ ln r

∂n (y)
dS (y)+

+
∫

r=ct

u̇0 (y)
c2t

H−
S (y) dS (y) +

∂

∂t

∫

r=ct

u0 (y)
c2t

H−
S (y) dS (y)−

∫

S−t (x)

G(x, t− r/c)
r

dV (y), äëÿ x ∈ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè N = 3 Û(x, t) � ïðîñòîé ñëîé íà ïîâåðõíîñòè êîíóñà Kt = {(x, t) :
‖x‖ = ct} , êîòîðûé â îòëè÷èå îò ôîðìóëû â ([4], ñ. 206) óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

Û (x, t) = −δ (t−R/c)
4πR

, R =
√

x2
1 + x2

2 + x2
3. (32)

Äëÿ ëþáûõ ϕ (x, t) ∈ D (R4) (6.1) îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë âèäà:

(U,ϕ) = − 1
4π

∫

R3

ϕ (x, ‖x‖ /c)
‖x‖ dV (x).
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Ïî ôîðìóëàì (23) íàéäåì

Ŵ (x, t) = −H (ct−R)
4πR

, Ĥ (x,m, t) =
1
4π

xjmj

R2

(
c−1δ (t−R/c) +

H (ct−R)
R

)
. (33)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äèíàìè÷åñêèõ àíàëîãîâ ôîðìóë Ãðèíà è
Ãàóññà âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå îïðåäåëå-
íèÿ îïåðàöèè ñâåðòêè îáîáùåííûõ ôóíêöèé:

α (x) δ (t−R/c) ∗ f (x, t) H (t) = H (t)
∫

St(x)

α (x− y) f (y, t− r/c) dS (y),

β (x, t) δS (x) H (t) ∗ f (x, t) H (t) = H (t)

t∫

0

dτ

∫

St(x)

β (y, t− τ) f (x− y, τ) dS (y),

α (x) δ (t−R/c) ∗ β (x, t) δS (x) H (t) = H (t)
∫

St(x)

α (x− y) β (y, t− r/ c) dS (y),

α (x) δ (t−R/c) ∗
x
γ (x) δS (x) =

∂

∂t

∫

St(x)

α (x− y) γ (y) dS (y),

α (x) δ (t−R/c) ∗
x
H−

S (x) = c−1H (t)
∫

r=ct

α (x− y) H−
S (y) dS (y).

Âû÷èñëèì ñâåðòêè â (24) ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî

−Û (x, t) ∗ ∂u

∂n
δS (x) H (t) =

δ (t−R/c)
4πR

∗ ∂u

∂n
δS (x) H (t) =

H (t)
4π

∫

St(x)

1
r

∂u (y, t− r/c)
∂n(y)

dS (y).

Âòîðîå ñëàãàåìîå (−4π Ŵ ,j ∗u̇(x, t)nj(x)δS (x) H (t) ) ðàâíî ñóììå äâóõ ñâåðòîê:

− 1
4πc

xj

R2
δ (t− ‖x‖ /c) ∗ u̇(x, t)nj(x)δS (x) H (t) =

H(t)
c

∫

St(x)

r−1u̇(y, t− r/c)r,j nj(y)dS(y) =

= c−1H(t)
∫

St(x)

u̇(y, t− r/c)
∂ ln r

∂n(y)
dS(y),

− xj

R3
H (ct− ‖x‖) ∗ u̇(x, t)nj(x)δS (x) H (t) = H(t)

∫

St(x)

∂r

r2∂n(y)
dS(y)

t∫

0

u̇(y, t− τ)dτ =

= H(t)
∫

St(x)

u0(y)
∂r−1

∂n(y)
dS(y)−H(t)

∫

St(x)

u(y, t)
∂r−1

∂n(y)
dS(y)

Òðåòüå ñëàãàåìîå �

−4π Ŵ ,j ∗
x
u0 (x) nj (x) δS (x) = − xj

R2

(
c−1δ (t−R/c) +

H (ct−R)
R

)
∗
x
u0 (x) nj (x) δS (x) =

=
∂

c∂t

∫

St(x)

yj − xj

r2
u0 (y) nj (y) dS (y) +

∫

St(x)

yj − xj

r3
u0 (y) nj (y) dS (y) =

=
∂

c∂t

∫

St(x)

∂ ln r

∂n (y)
u0 (y) dS (y)−

∫

St(x)

∂r−1

∂n (y)
u0 (y) dS (y).
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Ïîñëåäíèå òðè ñëàãàåìûå äàþò èçâåñòíóþ ôîðìóëó Êèðõãîôà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè [1,
2] ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ñêëàäûâàÿ ýòè ñâåðòêè, ïîëó÷èì ôîðìóëó òåîðåìû.

Â ÷àñòè, çàâèñÿùåé îò íà÷àëüíûõ äàííûõ, â ôîðìóëå òåîðåìû äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå,
îáóñëîâëåííîå íàëè÷èåì ãðàíèöû S . Îíî èñ÷åçàåò ïðè t > t∗(x), t∗(x) = max

y∈S

‖x−y‖
c , ò.ê.

St (x) = S è èíòåãðàë íå çàâèñèò îò t.
Â ôîðìóëå (17) äëÿ x /∈ S, t > 0 âñå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò. Äîêàçàòåëüñòâî åå ïðè x ∈ S

ïîäîáíî ï.5. Ïðè ýòîì ñèëüíóþ îñîáåííîñòü èìååò âòîðîå ñëàãàåìîå ñïðàâà. Ïîñêîëüêó â ýòîì
ñëó÷àå íà Ã−ε

lim
ε→0

∫

Ã−ε

u
(
y, t− r

c

) ∂

∂n (y)
1
r
dS (y) = − lim

ε→0

1
ε2

∫

Ã−ε

u
(
y, t− r

c

)
dS (y) = −2πu (x, t) ,

ÿñíî, ÷òî äëÿ x ∈ S (32) ñîõðàíÿåò âèä, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë ïîíè-
ìàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ è ó÷åñòü çíà÷åíèå H−

S (x) íà ãðàíèöå S .
Äëÿ x ∈ S ôîðìóëà äàåò ñèíãóëÿðíûå ÃÈÓ äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è. Äëÿ

ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è ýòà æå ôîðìóëà äàåò ÃÈÓ, íî óæå íå ñèíãóëÿðíîå.
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (20) � (23) äèíàìè÷åñêèé àíàëîã ôîðìóëû Ãàóññà òàêæå ìîæíî

çàïèñàòü â èíòåãðàëüíîì âèäå. Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò.
Ëåììà 6.1. Ïðè N=3 äèíàìè÷åñêèé àíàëîã ôîðìóëû Ãàóññà èìååò ñëåäóþùèé âèä :

∫

St(x)

∂r−1

∂n (y)
dS (y) +

1
c

∂

∂t





∫

r=ct

H−
S (y)
r

dS (y)+
∫

St(x)

∂ ln r

∂n (y)
dS (y)





= 4πH−
S (x) H (t) .

Ïðè t > t∗ (x) îòñþäà ñëåäóåò èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà [ 2]:
∫

S

∂

∂n(y)

(
1
r

)
dS (y) = 4πH−

S (x) . (34)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ýòîé ôîðìóëû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 5.1. Çàìåòèì,
îäíàêî, ÷òî ïðè N = 2 èç ôîðìóë ëåììû 5.1 íå ñëåäóåò äâóõìåðíûé àíàëîã ôîðìóëû Ãàóññà.

7. Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà (N = 1 ).
Òåîðåìà 7.1. Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ N = 1 èìååò ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå:

2û = cH (ct− |x− a2|)
t∫

|x−a2|/c

u,x (a2, τ) dτ − cH (ct− |x− a1|)
t∫

|x−a1|/c

u,x (a1, τ) dτ+

+sgn (x− a1) H (ct− |x− a1|) u

(
a1, t− |x− a1|

c

)
−

− sgn (x− a2) H (ct− |x− a2|) u

(
a2, t− |x− a2|

c

)
+

+c−1

a2∫

a1

u̇0 (y) H(ct− |x− y|)dy + u0 (x + ct) H−
S (x + ct) + u0 (x− ct) H−

S (x− ct) .

(35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì x1 = x . Â ýòîì ñëó÷àå ([2], ñ.206)

Û (x, t) = − c

2
H (ct− |x|) , Û ,t = − c

2
δ (t− |x| /c) ,

Ŵ (x, t) = − c

2
H (ct− |x|) (ct− |x|) , Ŵ ,x (x, t) =

c

2
H (ct− |x|) sgn x,

(36)
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sgnx =





1, x > 0;
0, x = 0;
−1, x < 0.

(37)

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî àíàëîãà ôîðìóëû Ãðèíà íåïîñðåäñòâåííî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (24) íåëüçÿ, òàê êàê íåîïðåäåëåíû íåêîòîðûå èç âõîäÿùèõ â íåå
ôóíêöèé. Ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó, äîîïðåäåëÿÿ u íóëåì âíå çàäàííîé îáëà-
ñòè è ïðîâîäÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå â êëàññå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïîñòóïèì èíà÷å, ÷òîáû
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (21). Ðàñøèðèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ u (x, t) äî ïîëîñû â R2×R+ :
{a1 6 x1 6 a2 , −∞ < x2 < ∞, t > 0} . Òîãäà ãðàíèöà S áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ ïðÿ-
ìûõ x1 = a1, x1 = a2 , âíåøíèå íîðìàëè êîòîðûõ èìåþò êîîðäèíàòû (−1, 0) è (1, 0) ñîîò-
âåòñòâåííî, ∂u

∂n = n1
∂u
∂x1

äëÿ x ∈ S , H−
S (x) = H (x1 − a1) H (a2 − x1) , n1δS (x) = ∂H−

S
∂x1

=
−δ (x1 − a1) + δ (x1 − a2) . Ôîðìóëà (24) (òåîðåìà 3.1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

û = Û2 ∗ ∂u

∂x
H (t) (δ (x− a2)− δ (x− a1)) +

∂Ŵ2

∂x
∗ u̇ (x, t)H (t) (δ (x− a2)− δ (x− a1))+

+c−2
(
Û2,t ∗

x
u0 (x) H−

S (x)
)

+ c−2Û2 ∗ Ĝ.

(38)

Çäåñü âñå ñâåðòêè áåðóòñÿ c ôóíêöèåé Ãðèíà è åå ïåðâîîáðàçíîé ïðè N = 2 . Íà îñíîâå ìåòîäà
ñïóñêà ïî x2 , ñâåðòûâàÿ ïî x2 , ïîñêîëüêó u íå çàâèñèò îò x2 , ïîëó÷èì

û = Û (x− a2, t) ∗
t

∂u (a2, t)
∂x

H (t)− Û (x− a1, t) ∗
t

∂u (a1, t)
∂x

H (t)+

+Ŵ ,x (x− a2, t) ∗
t
u̇ (a2, t) H (t)− Ŵ ,x (x− a1, t) ∗

t
u̇ (a1, t) H (t) + Ŵ ,x (x− a2, t) u0 (a2)−

−Ŵ ,x (x− a1, t) u0 (a1)− c−2
(
Û ∗

x
u̇0 (x) H−

S (x)
)
− c−2Û ,t ∗

x
u0 (x) H−

S (x) + Û ∗ Ĝ.

(39)

Ïîäñòàâèì (37)â (39) è âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì (35).
Ôîðìóëà âûðàæàåò u (x, t) âíóòðè îáëàñòè ÷åðåç íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ñàìîé

ôóíêöèè è åå ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è äëÿ
x = a1, x = a2 (ñ ó÷åòîì (37)). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ôîðìóëó (35) çàïèñàòü äëÿ èíòåðâàëà
(a′1, a2) = (a1 + ε, a2) ((a1, a2 − ε) ). Ïîëàãàÿ x = a1 , äåëàåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî ε → +0 :

0 = lim
ε→0

c





H (ct− d)

t∫

|x−a2|
c

u,x (a2, τ) dτ −H (ct− ε)

t∫

ε
c

u,x (a1, τ) dτ





+

+H (ct− d)u (a2, t− d/c) + sgn (−ε) H (ct)u (a1, t) + c−1

a2∫

a1+ε

u̇0 (y) H(ct− |a1 − y|)dy+

+u0 (a1 + ct) H−
S (a1 + ct) + u0 (a1 − ct) H−

S (a1 − ct) =

= c





H (t− d/c)

t∫

|x−a2|
c

u,x (a2, τ) dτ −
t∫

0

u,x (a1, τ) dτ





+ H (t− d/c) u

(
a2, t− d

c

)
+

+H (t) u (a1, t) + c−1

a2∫

a1

u̇0 (y)H(t− |a1 − y| /c)dy + u0 (a1 + ct) H−
S (a1 + ct)+

+u0 (a1 − ct) H−
S (a1 − ct)
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( d = |a1 − a2| ).
Ïåðåíîñÿ ñëàãàåìîå −H (t)u (a1, t) â ëåâóþ ÷àñòü, ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè íà ãðàíèöå, ïîëó÷èì ôîðìóëó òåîðåìû äëÿ ëåâîé ãðàíèöû. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæ-
äåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ x = a2 . Â ðåçóëüòàòå íà êîíöàõ îòðåçêà (a1, a2) èìååì ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ:

u(a1, t) = cH (ct− d)

t∫

d/c

u,x (a2, τ) dτ − cH(t)

t∫

0

u,x (a1, τ) dτ + H (ct− d) u

(
a2, t− d

c

)
+

+c−1

a2∫

a1

u̇0 (y) H(ct− |a1 − y|)dy + u0 (a1 + ct)H (d− ct) H (t) äëÿ x = a1;

u(a2t) = cH (t)

t∫

0

u,x (a2, τ) dτ − cH (ct− d)

t∫

d/c

u,x (a1, τ) dτ + H (ct− d) u

(
a1, t− d

c

)
+

+c−1

a2∫

a1

u̇0 (y) H(ct− |a2 − y|)dy + u0 (a2 − ct)H (d− ct) H (ct) äëÿ x = a2.

Ïðè çàäàííûõ u,x (ak, t) , k = 1, 2 , ïîëó÷èì äâà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâà-
þùèì àðãóìåíòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ u íà ãðàíèöå îáëàñòè, êîòîðûå ìîæíî ðåøàòü ïîøàãîâî
ïî âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ t = 0 . Ïðè èçâåñòíûõ u (a1, t) , u (a2, t) ýòî óæå ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé, ãäå èñêîìûå ïðîèçâîäíûå ñòîÿò ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ñìå-
øàííóþ çàäà÷ó, êîãäà íà îäíîì êîíöå èçâåñòíà ôóíêöèÿ, à íà äðóãîì � åå ïðîèçâîäíàÿ. È â
ýòîì ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøàþùåé.

Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ÊÇ áåç äîêàçàòåëüñòâ àíîíñèðîâàíû â [3, 4] â âèäå
êðàòêèõ ñîîáùåíèé ( åñòü ïîãðåøíîñòè â çíàêàõ ñëàãàåìûõ). Çäåñü èçëîæåí ñàì ìåòîä îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé íà ïðèìåðå ÊÇ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Èñïîëüçóÿ åãî, ìîæíî ñòðîèòü
àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû è ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ÊÇ â ïðîñòðàí-
ñòâàõ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè (N > 3 ). Îñîáåííî ýôôåêòèâåí ýòîò ìåòîä â êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ
ñèñòåì óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, êîãäà óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ìàòðèöó Ãðèíà ñèñòåìû.
Ïðè ýòîì íåñóùåñòâåíåí òèï óðàâíåíèé, îí ìîæåò áûòü è ýëëèïòè÷åñêèì, êàê, íàïðèìåð, â
çàäà÷àõ ñòàöèîíàðíîé äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí [5] è â çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè
äëÿ äîçâóêîâûõ áåãóùèõ íàãðóçîê [6], ïàðàáîëè÷åñêèì èëè ñìåøàííîãî òèïà â çàäà÷àõ òåð-
ìîóïðóãîñòè [7]. Íî îñîáåííî ýôôåêòèâåí ÌÎÔ äëÿ ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ãäå
èñïîëüçîâàíèå àïïàðàòà êëàññè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî, à èíîãäà
è ïðîñòî íåâîçìîæíî (ñì., íàïðèìåð, [6, 8, 9]).

Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè ïîñòðîåííûõ ÃÈÓ, êîòîðûå äëÿ çàäà÷ ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè òèïà Íåéìàíà ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè, ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíóþ çàäà÷ó ôóíê-
öèîíàëüíîãî àíàëèçà, ïîñêîëüêó ïîñòðîåííûå óðàâíåíèÿ íå îòíîñÿòñÿ ê õîðîøî èçó÷åííûì
êëàññè÷åñêèì. Îäíàêî, çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ íà îñíîâå ìå-
òîäîâ ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà ñ ïåðåõîäîì ê äèñêðåòíûì àíàëîãàì ÃÈÓ, ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî
ýôôåêòèâíî ñòðîèòü ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ÃÈÓ [10].
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Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè îñîáîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Âîëüòåððà âòîðî-
ãî ðîäà è åãî ñîïðÿæåííîãî. Ïîêàçàíî, ÷òî èññëåäóåìîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì, è åãî èíäåêñ
ðàâåí 1. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè íåëîêàëüíûõ âíóòðåííå-ãðàíè÷íûõ
çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îäíîðîäíîãî èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî îïèñàíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî è ðåçîëüâåíòíîãî ìíîæåñòâ (ïï. 1 è 2).
Íåîäíîðîäíûé ñëó÷àé è ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ ê íåëîêàëüíûì çàäà÷àì (ïï. 3 è 4) ñîñòàâëÿåò
âòîðóþ ÷àñòü ðàáîòû.

Äëÿ âñåé ðàáîòû èñïîëüçîâàíà ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë, ò.å. íóìåðàöèÿ ôîðìóë ïåðâîé
÷àñòè ïðîäîëæàåòñÿ âî âòîðîé ÷àñòè.

1. Ïîñòàíîâêè çàäà÷. Íà âåùåñòâåííîé ïîëóîñè R+ ≡ (0, +∞) ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû
ðàçðåøèìîñòè ñëåäóþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Kλµ ≡ (I − λK)µ ≡ µ(t)− λ

∞∫

0

k
(τ

t

)
µ(τ) · dτ

τ
= f(t), t ∈ R+, (1)

è åãî ñîïðÿæåííîãî

K∗
λν ≡ (I − λK∗)ν ≡ ν(t)− λ

∞∫

0

k

(
t

τ

)
ν(τ) · dτ

t
= g(t), t ∈ R+, (2)

ãäå ÿäðî k(z) îïðåäåëåíî ñîîòíîøåíèåì

k(z) =





1
2
√

π(1− z)3/2
exp

{
− 1

4(1− z)

}
, 0 < z < 1,

0, 1 ≤ z < +∞;

(3)

Keywords: special integral equation, Volterra equation, spectrum
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è äàííûå óðàâíåíèé:

λ ∈ C− ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, e−tf(t) ∈ L1(R+), etg(t) ∈ L∞(R+). (4)

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) è (2) ñîîòâåòñòâåííî èùóòñÿ â êëàññàõ:

e−tµ(t) ∈ L1(R+), etν(t) ∈ L∞(R+). (5)

Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (1) è (2) ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà k(z) îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè:

1◦. â çàìêíóòîì èíòåðâàëå [0, 1] ÿäðî k(z) íåîòðèöàòåëüíî è íåïðåðûâíî;
2◦. äëÿ êàæäîãî z0 ≥ ε > 0 lim

z→+z0

z∫
z0

k(z)dz = 0;

3◦. íîðìà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëÿåìîãî ÿäðîì k(z) è äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàí-
ñòâå ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé, ðàâíà erfc(1/2) =

2√
π

∞∫
1/2

e−ξ2
dξ 6= 0.

Ñâîéñòâî 3◦ îïðåäåëÿåò îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), òàê
êàê äëÿ íåãî ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé íåïðèìåíèì!

Îòìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ îñîáûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1) âîçíè-
êàåò, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè íåêîòîðûõ íåëîêàëüíûõ âíóòðåííå-ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ïàðà-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ [1], ñïåêòðàëüíî-íàãðóæåííûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé [2�4], çàäà÷
ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé [5] è îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ò.ä.

2. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ. Âíà÷àëå èññëåäóåì ñîîòâåòñòâóþùåå (1) îäíîðîäíîå óðàâíå-
íèå

µ(t)− λ

∞∫

0

k
(τ

t

)
µ(τ) · dτ

τ
= 0, t ∈ R+. (6)

Ïðèìåíÿÿ ê íåìó ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà [6, c.161], ñ ó÷åòîì òåîðåìû î ñâåðòêå, ïîëó÷èì

µ̂(s) · [1− λk̂(s)] = 0, s = s1 + is2,

ãäå

µ̂(s) =

∞∫

0

µ(τ)τ s−1dτ, Re s < 1,

� èçîáðàæåíèå ôóíêöèè µ(t), à èçîáðàæåíèå ÿäðà èìååò âèä

k̂(s) =

1∫

0

1
2
√

π(1− z)3/2
exp

(
− 1

4(1− z)

)
z−s−1dx, Re s < 0. (7)

Ç àì å ÷ à í è å 1. Èçâåñòíî [7], ÷òî íàëè÷èå è âèä ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (6) îïðåäåëÿþòñÿ íàëè÷èåì è êîëè÷åñòâîì êîðíåé ñëåäóþùåãî òðàíñöåíäåíòíîãî
óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà s :

1− λk̂(s) = 0, Re s < 0 (s = s1 + is2), (8)

à èìåííî:
1◦. äåéñòâèòåëüíûì îäíîêðàòíûì êîðíÿì s(k) óðàâíåíèÿ (8) îòâå÷àþò ñîáñòâåííûå

ôóíêöèè
µk(t) = ts

(k)
,
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2◦. êîìïëåêñíûì îäíîêðàòíûì êîðíÿì s(k) = s
(k)
1 + is

(k)
2 óðàâíåíèÿ (8) îòâå÷àþò ïàðû

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

µ1
k(t) = ts

(k)
1 · cos

(
s
(k)
2 ln t

)
, µ2

k(t) = ts
(k)
1 · sin

(
s
(k)
2 ln t

)
.

Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Èçó÷èì âîïðîñ î íàëè÷èè êîðíåé óðàâíåíèÿ (8).
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ââåäåì äðóãîå, îòëè÷àþùååñÿ îò (7), ïðåäñòàâëåíèå èçîáðàæåíèÿ k̂(s)

ÿäðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà èç (6). Âîñïîëüçóåìñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
Ëàãåððà, à èìåííî, ðàâåíñòâîì [8, c.190]

∞∑

n=0

Lα
n(x)zn = (1− z)−α−1 exp

(
xz

z − 1

)
, |z| < 1, (9)

çäåñü L
1/2
n (x) � ìíîãî÷ëåíû Ëàãåððà ïîðÿäêà n. Åñëè òåïåðü â (9) ïîëîæèòü α = 1/2, x =

1/4, òî ïîëó÷èì
∞∑

n=0

L1/2
n (1/4)zn = exp (1/4)

1
(1− z)3/2

exp
(
− 1

4(1− z)

)
, |z| < 1.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå è (7), äëÿ èçîáðàæåíèÿ k̂(s) ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

k̂(s) =
e−1/4

2
√

π

∞∑

n=0

Ln

n− s
, Re s < 0, (10)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî
Ln = L1/2

n (1/4).

Îòìåòèì, ÷òî ðÿä, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (10), ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàí-
íîãî çíà÷åíèÿ s , êîãäà Re s < 0. Ýòî ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè k̂(s)
(7).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììû ðÿäà ïî ìíîãî÷ëåíàì Ëàãåððà [8, ñ.213]
∞∑

n=0

Lα
n(x)

n + 1
= exx−αΓ(α, x), α > −1, x > 0,

ãäå Γ(α, x) � íåïîëíàÿ ãàììà-ôóíêöèÿ, ïîëó÷àåì
∞∑

n=0

Ln

n + 1
= 2

√
π exp(1/4) · erfc (1/2) .

Îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, èìååì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà: k̂(−1) = erfc (1/2) , êîòîðîå
ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî èç (7). Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

k̂(−1) =

1∫

0

1

2
√

π (1− z)3/2
exp

(
− 1

4 (1− z)

)
dz =
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=
∥∥∥ξ =

1
2
√

1− z
, dξ =

dz

4(1− z)3/2

∥∥∥ =
2√
π

∞∫

1/2

e−ξ2
dξ = erfc (1/2) .

Òî åñòü óðàâíåíèå (8) ïðè λ = (erfc(1/2))−1/2 èìååò êîðåíü s = −1, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îä-
íîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (6) ïðè óêàçàííîì çíà÷åíèè λ èìååò ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ
âèäà µ(t) = t.

Äàëåå èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè k̂(s) (7) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñïðà-
âåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè s � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è s < 0 , òî ôóíêöèÿ k̂(s) íåîòðèöà-
òåëüíà è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè s ∈ (−∞, 0) . Ïîýòîìó äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé
s ∈ (−∞, 0)

S(s) =
∞∑

n=0

Ln

n− s
> 0

è ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ: lim
s→−∞S(s) = 0+, lim

s→0−
S(s) = +∞.

Äëÿ ïîñëåäóþùåãî èçó÷åíèÿ ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (8) â âèäå

1 = λ
e−1/4

2
√

π

∞∑

n=0

Ln

n− s

è, ñ÷èòàÿ, ÷òî λ 6= 0, ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

1
λ1 + iλ2

=
e−1/4

2
√

π

∞∑

n=0

Ln

(n− s1)− is2
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

λ1

|λ|2 =
e−1/4

2
√

π

∞∑

n=0

Ln
n− s1

(n− s1)2 + s2
2

,
λ2

−s2|λ|2 =
e−1/4

2
√

π

∞∑

n=0

Ln
1

(n− s1)2 + s2
2

. (11)

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 1. Ïðè óñëîâèè Re s = s1 < 0 îáå ñóììû, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (11),
ïîëîæèòåëüíû, ò.å. Reλ = λ1 > 0, à Imλ = λ2 èìååò çíàê, ïðîòèâîïîëîæíûé çíàêó
Im s = s2 .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñóììó:

S(s) =
∞∑

n=0

Ln

n− s
, (12)

ñ÷èòàÿ âðåìåííî ïàðàìåòð s äåéñòâèòåëüíûì. Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ìíîãî-
÷ëåíîâ Ëàãåððà [8, ñ.189]:

(n + 1)Lα
n+1(x)− (2n + α + 1− x)Lα

n(x) + (n + α)Lα
n−1(x) = 0,

êîòîðàÿ â íàøåì ñëó÷àå (ïðè α = 1/2, x = 1/4 ) ïðèíèìàåò âèä

Ln =
8n− 3

4n
Ln−1 − 2n− 1

2n
Ln−2, L0 = 1, L1 = 1, 25,
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Ðèñ. 1: Ãðàôèê ôóíêöèè Ln (óâåëè÷åííûé ìàñøòàá)

ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ln, n = 2, 3, . . . , â ñóììå (12). Íàïðèìåð, çíà÷å-
íèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè n = 0, 1, 2, ..., 635, ïðèâåäåíû íà ãðàôèêå (ðèñ.1). Òàêæå ìîæíî
îòìåòèòü, ÷òî ïðè âåùåñòâåííîì α è ôèêñèðîâàííîì x > 0 ìû èìååì ôîðìóëó [8, ñ.199]:

Lα
n(x) =

1√
π

exp (x/2)x−
α
2
− 1

4 n
α
2
− 1

4 cos
(
2
√

nx− απ

2
− π

4

)
+ O

(
n

α
2
− 3

4

)
,

îòêóäà, ñ÷èòàÿ α = 1/2, x = 1/4, ïîëó÷èì

Ln = a sin
√

n + O
(
n−1/2

)
, ãäå a =

2√
π

exp (1/8) . (13)

Ðàññìàòðèâàÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ln (ðèñ.1), à òàêæå ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (13), êîòî-
ðàÿ â íàøåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî òî÷íî àïïðîêñèìèðóåò ýòè çíà÷åíèÿ (ðèñ.2), çàêëþ÷àåì, ÷òî êî-
ýôôèöèåíòû Ln çíàêîïîñòîÿííû íà îïðåäåëåííûõ ïðîìåæóòêàõ çíà÷åíèé n. Íàïðèìåð, Ln >
0 äëÿ n = 0, 1, 2, ..., 9; Ln < 0 äëÿ n = 10, 11, ..., 38; Ln > 0 äëÿ n = 39, 40, ..., 88; Ln < 0
äëÿ n = 89, 90, ..., 157, è ò.ä. Òî åñòü Ln > 0 , êîãäà

[
(2kπ)2

]
6 n <

[
((2k + 1)π)2

]
, k = 0, 1, . . . ,

è Ln < 0 ïðè [((2k + 1)π)2] + 1 6 n < [((2k + 2)π)2], k = 0, 1, . . . Çäåñü êâàäðàòíûå ñêîáêè
îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.

Íàä ñóììîé (12) ïðîäåëàåì ñëåäóþùèå îïåðàöèè (âñòàâëÿåì ñêîáêè â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä!).
Íå ìåíÿÿ ìåñòàìè ÷ëåíû äàííîãî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (s < 0), áóäåì ãðóïïèðîâàòü îòäåëüíî
ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå, ò.å. ïðåäñòàâèì äàííûé ðÿä â âèäå ñëåäóþùåãî
çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà

S(s) =
∞∑

k=0

(−1)k · ak(s), (14)

ãäå ak(s) > 0, ïðè÷åì (çäåñü è äàëåå ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x . Íàïðè-
ìåð, [(2kπ)2] åñòü öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà (2kπ)2 )

a0(s) =
9∑

m=0

Lm

m− s
, a2k(s) =

[((2k+1)π)2]∑

m=[(2kπ)2]+1

Lm

m− s
, k = 1, 2, . . . ,
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Ðèñ. 2: Ãðàôèêè ôóíêöèé Ln è a · sin√n (óìåíüøåííûé ìàñøòàá).

a2k+1(s) = −
[((2k+2)π)2]∑

m=[((2k+1)π)2]+1

Lm

m− s
, k = 0, 1, . . .

Äàëåå îïÿòü, íå ìåíÿÿ ìåñòàìè ÷ëåíû ðÿäà (14), ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

S(s) =
∞∑

k=0

(a2k(s)− a2k+1(s)) =
∞∑

k=0

bk(s). (15)

Äëÿ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé k íåïîñðåäñòâåííî, à äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, èñïîëüçóÿ ôîðìó-
ëó (13) è ëåììó Àáåëÿ [9, ñ.306; 10, ñ.385], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî
çíà÷åíèÿ s < 0 ëèáî âñå ÷ëåíû ðÿäà (15) áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè (ò.å. bk > 0, k = 0, 1, . . . ),
ëèáî òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ðÿäà áóäóò îòðèöàòåëüíûìè, è, íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî ñëàãàåìîãî, âñå ÷ëåíû ðÿäà áóäóò îïÿòü ïîëîæèòåëüíûìè (ñì. íèæå óòâåðæäåíèå 2).
Íàïðèìåð, ïðè s = −39 âñåãî ëèøü ïåðâûé ÷ëåí ðÿäà îòðèöàòåëåí (b0 = −0, 200769211), à
âñå îñòàëüíûå ïîëîæèòåëüíû, ò.å. bk > 0, k = 1, 2, . . .

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ s < 0 ðÿä (12), ñóììà êîòîðîãî ïîëîæèòåëüíà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ðÿäà (15), â êîòîðîì â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ s òîëüêî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðâûõ
÷ëåíîâ ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2. Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä (ñì.
ðèñ.1):

∞∑

n=0

Ln =
∞∑

n=0

(
a0

2k − a0
2k+1

)
=

∞∑

n=0

b0
k = −∞,

ãäå

a0
2k =

[((2k+1)π)2]∑

m=[(2kπ)2]+1

Lm, a0
2k+1 = −

[((2k+2)π)2]∑

m=[((2k+1)π)2]+1

Lm,
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Ðèñ. 3: Ñëó÷àé s = −1.

Ðèñ. 4: Ñëó÷àé s = −7, s = −40.
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b0
k > b0

k+1, b0
k = a0

2k − a0
2k+1 < 0 ∀k = 0, 1, 2, ... (16)

Äàëåå âîçâðàùàåìñÿ ê ðÿäó (12), äëÿ êîòîðîãî ñ ó÷åòîì åãî ïðåäñòàâëåíèÿ (15) áóäåì èìåòü
ñëåäóþùåå (ñì.ðèñ.3 è 4). Àìïëèòóäà "ñèíóñîèä" â ýòîì ñëó÷àå ìîíîòîííî óáûâàåò (ýòî ÿâíî
âèäíî è íà ðèñ.3 è 4). Íî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà s ýòî óáûâàíèå
âíà÷àëå îòíîñèòåëüíî ìåäëåííåå, ÷åì â ïîñëåäóþùåì. Èìåííî çà ñ÷åò ýòîãî ýôôåêòà ïðîèñ-
õîäèò ïåðåõîä çíà÷åíèé bk îò îòðèöàòåëüíûõ ê ïîëîæèòåëüíûì. ×åì áîëüøå ÷èñëî −s, òåì
ìåäëåííåå óáûâàåò àìïëèòóäà "ñèíóñîèä" â íà÷àëå èçìåíåíèÿ èíäåêñà m. Ïîýòîìó ñîãëàñíî
(16) è â ñèëó òîãî, ÷òî S(s) > 0 ∀s < 0, ïåðâûå ñëàãàåìûå bk ìîãóò åùå îñòàâàòüñÿ îòðè-
öàòåëüíûìè, ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèÿ òîëüêî âîçðàñòàþò. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì
çíà÷åíèè m = m0 ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå bk0 ñòàíåò ïîëîæèòåëüíûì. È äëÿ âñåõ k > k0

ñëàãàåìûå bk áóäóò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûìè.
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî ïîëîæåíèÿ ìû âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì Ln

÷åðåç a sin
√

n (13) (ñì.ðèñ.2) è ôîðìóëîé ñóììèðîâàíèÿ Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà [9, c.550]:

p+nm∑
m=p

fm =

p+nm∫

p

f(x)dx− 1
2
{f(p + nm)− f(p))}+

1
12

{
f ′(p + nm)− f ′(p)

}−

− 1
720

{
f
′′′

(p + nm)− f
′′′

(p)
}

+
1

30240
{fv(p + nm)− fv(p)}−

− 1
1209600

{fv��(p + nm)− fv��(p)}+ . . .

Â íàøåì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî fm =
Lm

m− s
≈ a sin

√
m

m− s
äëÿ âñåõ m, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

m0 èìååì

a2k(s) =
[((2k+1)π)2]∑

m=[(2kπ)2]+1

Lm

m− s
≈

[((2k+1)π)2]∑

m=[(2kπ)2]+1

a sin
√

m

m− s
≈ 2

(2k+1)π∫

2kπ

a x sin x dx

x2 − s
−O1(k−1), (17)

ãäå
O1(k−1) =

a π

6
· 16π2k3 + 12π2k2 + (2π2 − s)k − s

{((2k + 1)π)2 + 1} {(2kπ)2 + 1} ;

−a2k+1(s) =
[((2k+2)π)2]∑

m=[((2k+1)π)2]+1

Lm

m− s
≈

[((2k+2)π)2]∑

m=[((2k+1)π)2]+1

a sin
√

m

m− s
≈

≈ 2

(2k+2)π∫

(2k+1)π

a x sin x dx

x2 − s
+ O2((k + 1)−1), (18)

è àíàëîãè÷íî

O2((k + 1)−1) =
a π

6
· 16π2(k + 1)3 + 12π2(k + 1)2 + (2π2 − s)(k + 1)− s

{((2k + 2)π)2 + 1} {((2k + 1)π)2 + 1} ;

êðîìå òîãî, èìååì, ÷òî O(k−2) ≡ O1(k−1)−O2((k + 1)−1) > 0. Ïîýòîìó ÿñíî, ÷òî èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

a2k(s)− a2k+1(s) ≤ 2





(2k+1)π∫

2kπ

a x sin x dx

x2 − s
−

(2k+2)π∫

(2k+1)π

a x sin x dx

x2 − s





=
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= 2

(2k+1)π∫

2kπ

sin x
x2 + πx− s

{x2 − s}{(x + π)2 − s} dx.

Îòñþäà ïîëó÷àåì: ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî ( [y] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü
÷èñëà y ) k0(s) =

[
−1

4 +
√

1
16 − s

4π2

]
(ñîîòâåòñòâóþùåå ôèêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ îòðèöà-

òåëüíîãî ÷èñëà s ), ÷òî ðàçíîñòü a2k(s)− a2k+1(s) ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ

{a2k(s)− a2k+1(s)} < 0, åñëè 0 ≤ k < k0(s).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïåðâûå ñëàãàåìûå ðÿäà (15) ìîãóò èìåòü îòðèöàòåëüíûé
çíàê. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ è íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè. Íàïðèìåð, äëÿ s = −1 âñå
ñëàãàåìûå ðÿäà (15) ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, à äëÿ s = −7 è s = −40 � ïåðâîå ñëàãàåìîå,
ò.å. b0(−7) < 0, b0(−40) < 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ôîðìóëû (17) è (18) ñ ëþáîé òðåáóåìîé
òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâëÿþò ÷èñëà a2k(s) è a2k+1(s). Ïîýòîìó äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé k èìååì

sign {a2k(s)− a2k+1(s)} = sign





(2k+1)π∫

2kπ

sin x
x2 + πx− s

{x2 − s}{(x + π)2 − s} dx





.

È çíàê èíòåãðàëà â ýòîé ôîðìóëå áóäåò "ïëþñ", åñëè k ≥ k1, ãäå k1− äîñòàòî÷íî áîëüøîå
÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîêàçàíî, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà k, âñå
ñëàãàåìûå bk(s) áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè. Îñòàëîñü ó÷åñòü ìîíîòîííîñòü óáûâàíèÿ àìïëèòóä
"ñèíóñîèä" (ñì. ðèñ.3 è 4), ÷òîáû óòâåðæäàòü: ðÿä (15) ìîæåò èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðâûõ
îòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, à îñòàëüíûå ñëàãàåìûå áóäóò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûìè.

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.
Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Äëÿ s1 < 0 èìååì

∞∑

n=0

Ln
n− s1

(n− s1)2 + s2
2

=
∞∑

n=0

Ln

n− s1
−

∞∑

n=0

Ln

n− s1
· 1

1 +
(

n− s1

s2

)2 >

>
∥∥∥∥∥

â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2
è ëåììû Àáåëÿ [10, c.385]

∥∥∥∥∥ > S(s1)− S(s1)
1

1 +
(−s1

s2

)2 = S(s1)

(−s1

s2

)2

1 +
(−s1

s2

)2 > 0.

Îòñþäà è èç ïåðâîãî èç ðàâåíñòâ (11) ïîëó÷àåì, ÷òî λ1 > 0.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî

∞∑

n=0

Ln

(n− s1)2 + s2
2

> 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

0 = 0 · 1
−s1

6
∞∑

n=0

Ln

n− s1
· 1
n− s1

6 S(s1) · 1
−s1

(ïî ëåììå Àáåëÿ [10, c.385]),

áóäåì èìåòü
∞∑

n=0

Ln

(n− s1)2 + s2
2

=
∞∑

n=0

Ln

(n− s1)2
−

∞∑

n=0

Ln

(n− s1)2
· 1

1 +
(

n− s1

s2

)2 > 0.
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Ïîýòîìó çàêëþ÷àåì ÷òî s2 è λ2 èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. Òåì ñàìûì ëåììà 1 ïîëíî-
ñòüþ äîêàçàíà.

Èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (8) èìåëî êîðíè s(k) ñ Re s(k) < 0 íåîáõîäèìî,
÷òîáû çíà÷åíèå ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ ïðèíàäëåæàëî ïðàâîé (êîìïëåêñíîé) ïîëóïëîñ-
êîñòè, ò.å. Reλ > 0. Åñëè æå Reλ < 0, òî óðàâíåíèå (8) íå áóäåò èìåòü êîðíåé s(k) ñ
Re sk < 0 .

Òåïåðü, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Reλ > 0, ïðèñòóïèì ê íàõîæäåíèþ êîðíåé óðàâíåíèÿ (8). Ïðè
ýòîì, ïðåæäå âñåãî, âûÿñíèì êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ êîðíåé â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (13), ïðåîáðàçóåì ïåðâîå èç óðàâíåíèé (11) ê âèäó (çäåñü çíàê ≈ çà-
ìåíÿåòñÿ íà çíàê = ):

λ1

|λ|2 =
e−1/4

2
√

π

−s1

(−s1)2 + s2
2

+
e−1/8

π

∞∑

n=1

(n− s1) sin
√

n

(n− s1)2 + s2
2

.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ Ýéëåðà � Ìàêëîðåíà [11, ñ.26] äëÿ ýòîé ôîðìóëû,
ïîëó÷èì

λ1

|λ|2 =
e−1/4

2
√

π

−s1

(−s1)2 + s2
2

+
2e−1/8

π

∞∫

0

x · sinx · (x2 − s1)
(x2 − s1)2 + s2

2

dx =
∥∥∥[12, ñ.425]

∥∥∥ =

=
e−1/4

2
√

π

(−s1)
(−s1)2 + s2

2

+ e−1/8e−A cosB. (19)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ èç (11) èìååì

λ2

|λ|2 = −e−1/4

2
√

π

s2

(−s1)2 + s2
2

+
s2e

−1/8

π

∞∑

n=1

sin
√

n

(n− s1)2 + s2
2

=

= −e−1/4

2
√

π

s2

(−s1)2 + s2
2

+
2s2e

−1/8

π

∞∫

0

x · sinx

(x2 − s1)2 + s2
2

dx =

= −e−1/4

2
√

π
· s2

(−s1)2 + s2
2

+ e−1/8e−A sinB. (20)

Â ðàâåíñòâàõ (19), (20) èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ [12, c.424]:




A =

√√
(−s1)2 + s2

2 + (−s1)
2

=

√
| − s|+ (−s1)

2
,

B =

√√
(−s1)2 + s2

2 − (−s1)
2

=

√
| − s| − (−s1)

2
.

(21)

Òàêèì îáðàçîì, 



λ1

|λ|2 =
e−1/4

2
√

π
· −s1

| − s|2 + e−(A+1/8) cosB,

λ2

|λ|2 = −e−1/4

2
√

π
· s2

| − s|2 + e−(A+1/8) sinB.

(22)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2006. Òîì 6. � 1 (19)



Îñîáîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå òèïà Âîëüòåððà ... 43

Çäåñü âåëè÷èíû A, B îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ðàâåíñòâ (21).
Çàìåòèì, ÷òî â ðàâåíñòâàõ (22) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |λ| ðîëü ãëàâíûõ ÷àñòåé âûïîëíÿþò,

ñîîòâåòñòâåííî, ñëàãàåìûå

e−1/4

2
√

π
· −s1

| − s|2 , −e−1/4

2
√

π
· s2

| − s|2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |λ| èìååì

λ1

|λ|2 ≈
e−1/4

2
√

π
· −s1

| − s|2 , − λ2

|λ|2 ≈
e−1/4

2
√

π
· s2

| − s|2 . (23)

Èç ñîîòíîøåíèé (23) ïîëó÷àåì

| − s| ≈ (2
√

πe1/4)−1 · |λ| , arg(−s) ≈ −argλ,

èëè æå èñêîìûìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (8) áóäóò

s∗1 ≈ − λ1

2
√

πe1/4
, s∗2 ≈ − λ2

2
√

πe1/4
. (24)

Åñëè æå |λ| äîñòàòî÷íî áîëüøîå (íàïðèìåð, |λ| > exp (1/8 + π/4) ), òî â ðàâåíñòâàõ (22)
ðîëü ãëàâíûõ ÷àñòåé âûïîëíÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñëàãàåìûå

e−(A+1/8) cosB, e−(A+1/8) sinB.

Òàêèì îáðàçîì, èç (22) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

λ1

|λ|2 ≈ e−(A+1/8) cosB, − λ2

|λ|2 ≈ e−(A+1/8) sinB. (25)

Âòîðîå óðàâíåíèå èç (25) óìíîæèì íà −i è, ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ ïåðâûì óðàâ-
íåíèåì, ïîëó÷èì (çäåñü ìû çàìåíèëè çíàê ≈ íà = )

λ1 + iλ2

|λ|2 = e−(A+1/8)−iB. (26)

Ëîãàðèôìèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (26) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Reλ > 0 (âûáðàíà îäíîçíà÷íàÿ âåòâü
ëîãàðèôìà òàêàÿ, ÷òî ln 1 = 0 ), áóäåì èìåòü ln

λ

|λ|2 = −A− 1
8
− iB.

Ïðîâåäÿ íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ

ln
λ

|λ|2 = ln λ− 2 ln |λ| = ln |λ|+ i argλ− 2 ln |λ| = − ln |λ|+ i argλ,

ïîëó÷àåì
− ln |λ|+ i argλ = −(A + 1/8)− iB.

Ïðèðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
ñîîòíîøåíèé:

A = ln(e−
1
8 · |λ|), B = −argλ. (27)

Ïóñòü ïàðàìåòð λ çàäàí è Reλ > 0 . Òåì ñàìûì áóäóò çàäàíû âåëè÷èíû A è B. Îòñþäà
ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (27) íàõîäèì

−s1 = A2 − s2
2

4A2
, −s1 =

s2
2

4B2
−B2. (28)
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Ðèñ. 5: Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîë (28) îïðåäåëÿþò êîðíè s∗ = s∗1 ± is∗2 (29)

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûå êîðíè s∗ = s∗1 + is∗2 óðàâíåíèÿ (8) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ
ïàðàáîë (28) (ñì.ðèñ.5), èëè æå, ó÷èòûâàÿ (27),

s∗1 = − ln2
(
e−1/8 · |λ|

)
+ arg2λ; s∗2 = −2 ln

(
e−1/8 · |λ|

)
· argλ. (29)

Èç ñîîòíîøåíèé (25) è (29) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü

Óòâåðæäåíèå 3. Êàæäîìó λ ∈ {λ ∈ C, Reλ > 0} ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü
s óðàâíåíèÿ (8), äëÿ êîòîðîãî Re s < 0 . Ïðè Reλ = 0 è Imλ 6= 0 êîðåíü s óðàâíåíèÿ (8)
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì Re s = s1 = 0 è Im s = s2 6= 0. Åñëè æå λ → 0, òî è
êîðåíü óðàâíåíèÿ (8) s → 0. Â ÷àñòíîñòè, êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó çíà÷åíèþ λ ∈ R+

ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü s ∈ R+ óðàâíåíèÿ (8).

Èòàê, ôàêò î ñóùåñòâîâàíèè è âèäå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â óðàâ-
íåíèè (6) ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè Reλ > 0, òî îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (6) èìååò ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè âèäà

µ∗(t) = t−s∗ ,

ãäå s∗ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (8)

1− λk̂(s) = 0.

Åñëè æå Reλ < 0, òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (6) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðèìåíèòåëüíî ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6).

Òåîðåìà 1. Äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K èç (6) ìíîæåñòâî σ(K) ≡ {λ|λ ∈ C, Reλ ≥ 0}
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë, à C \ σ(K) � ðåçîëüâåíòíûì ìíîæå-
ñòâîì.
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ îäíîðîäíîãî ñîïðÿæåííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
óðàâíåíèÿ (2):

ν(t)− λ

∞∫

0

k

(
t

τ

)
ν(τ) · dτ

t
= 0, t ∈ R+. (30)

Åñëè â óðàâíåíèè (30) ïðîèçâåñòè çàìåíû: t = t−1
1 , τ = τ−1

1 è ââåñòè ñëåäóþùåå
îáîçíà÷åíèå ν1(t1) = ν(t−1

1 ), òî (30) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

ν1(t1)− λ

∞∫

0

k

(
τ1

t1

)
ν1(τ1)

dτ1

τ1
= 0,

ò.å. îíî ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì (6), ãäå íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé âûñòóïàåò ôóíê-
öèÿ ν1(t1). Èòàê, ìû óñòàíîâèëè

Ïðåäëîæåíèå 3. Îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (30) ∀λ ∈ C , Reλ < 0, èìååò òîëü-
êî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Åñëè æå Reλ > 0, òî îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (30)
èìååò îäíó ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ âèäà ν2s(0)(t) = ts

(0)
, ãäå s(0)− êîðåíü òðàíñöåíäåíò-

íîãî óðàâíåíèÿ (7), ïðè÷åì Re s(0) < 0. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíîðîäíîå ñîïðÿæåííîå
óðàâíåíèå (30) èìååò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè òîëüêî âèäà νs(0)(t) = etts0 , Re s0 < 0, êîòîðûå,
î÷åâèäíî, íå ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó L∞(R+). Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå L∞(R+)
îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (30) ∀λ ∈ C èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðèìåíèòåëüíî ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2).

Òåîðåìà 2. Äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K∗ èç (2) âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ
ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì.
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ÌÀÒÐÈ×ÍÀß ÂÛÏÓÊËÎÑÒÜ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄËß
ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÑÅÌÅÉÑÒÂ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ñ.Í. Àìèðãàëèåâà

Êàçàõñòàíñêî-Áðèòàíñêèé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
Àëìàòû, ïð.Òîëå-Áè, 59 s.amirgalieva@kbtu.kz

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ìàòðè÷íî-âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ äëÿ
êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ êîíñòðóêòèâíî ñòðîÿòñÿ ñòðà-
òåãèè èãðîêîâ â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ

Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ ìàòðè÷íî-âûïóêëûå ìíîæåñòâà äëÿ êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî
ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ.

Íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ ìàòðè÷íîé âûïóêëîñòè [1] âîçíèêëà â òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ èãð. Ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîé âûïóêëîñòè óäàåòñÿ îïèñàòü äîñòàòî÷íî øèðîêèé
êëàññ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð [2], â êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî êîíñòðóêòèâíî ñòðîÿòñÿ ñòðàòåãèè
èãðîêîâ. Ïðè ýòîì îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ òåõ ñâîéñòâ ìàòðè÷íîé âûïóêëîñòè,
êîòîðûå òðåáóþòñÿ äëÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð [2, 3].

Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðè÷íî-âûïóêëûå îáúåêòû íå îáÿçàíû áûòü âûïóêëûìè â îáû÷íîì ñêà-
ëÿðíîì ñìûñëå. Îäíàêî ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êëàññû ìàòðè÷íî-âûïóêëûõ îáú-
åêòîâ ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññàìè ñêàëÿðíî-âûïóêëûõ îáúåêòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî â äîñòàòî÷íî îáùåì
ñëó÷àå ìàòðè÷íî-âûïóêëûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ H -âûïóêëûìè [4]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
H -âûïóêëûå ìíîæåñòâà õîðîøî èçó÷åíû è îòíîñèòåëüíî êîíñòðóêòèâíî îïèñûâàþòñÿ â ðÿäå
êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ [3]. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî íàáîðà ìàòðèö, îïðåäåëÿþùèõ âûïóê-
ëîñòü, ñòðîèòñÿ ïîäêëàññ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü En � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ E1� îáû÷íàÿ ÷èñëîâàÿ
îñü. Äëÿ x, y ∈ En ïîä 〈x, y〉 áóäåì ïîíèìàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå; ‖x‖ =

√
〈x, y〉 � íîð-

ìà îïåðàòîðà x ∈ En. Íîðìó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â En, áóäåì ïîíèìàòü â
îáû÷íîì ñìûñëå:

‖A‖ = sup
x∈M

‖Ax‖
‖x‖ .

×åðåç E áóäåì îáîçíà÷àòü òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, êîòîðûé çàäàåòñÿ ìàòðèöåé diag{1, . . . , 1}.
Êîîðäèíàòû âåêòîðà x áóäåì îáîçíà÷àòü (x1, . . . , xn) ñ èíäåêñàìè ââåðõó. Â áîëåå îáùåì

âèäå âåêòîð x ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ni � öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî n1 +
+ . . . + nk = n. Òîãäà x = (x1, . . . , xk), ãäå x1 ∈ En1 , . . . , xk ∈ Enk , òî åñòü xi� ýòî íå ÷èñëà, à
íåêîòîðûå âåêòîðû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Keywords: di�erential game, strategy of player, matrix convexity, in�nite family of operators
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 42A16
c Ñ.Í. Àìèðãàëèåâà, 2006.
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Íàïîìíèì òðàäèöèîííîå îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíî-âûïóêëîãî ìíîæåñòâà.
Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî M ⊂ En íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈M è

ëþáûõ ÷èñåë λi ≥ 0 òàêèõ, ÷òî λ1 + λ2 = 1, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

λ1M + λ2M = M. (1)

Ëåììà 1. Ïóñòü λ1 è λ2 � ôèêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî λ1 +λ2 = 1.
Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî (1).

Åñëè M íåçàìêíóòî, òî ëåììà 1 íåâåðíà [5].
Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íóþ âûïóêëîñòü ìíîæåñòâ â òåðìèíàõ [1]. Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî M � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
Ïóñòü A,B � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â En òàêèå, ÷òî A + B = E. Ñåìåéñòâî

ýòèõ îïåðàòîðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç <, < = {A, B}.
Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî M ⊂En íàçûâàåòñÿ <− âûïóêëûì, åñëè

AM + BM = M. (2)

Îïðåäåëåíèå 2 îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ 1 òåì, ÷òî çäåñü âìåñòî ñêàëÿðîâ λ1 è λ2 áå-
ðóòñÿ ëèíåéíûå îïåðàòîðû, êîòîðûå â êîíêðåòíûõ áàçèñàõ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè. Òàêóþ
âûïóêëîñòü, åñòåñòâåííî, áóäåì íàçûâàòü ìàòðè÷íîé, à îáû÷íóþ � ñêàëÿðíîé. Åñëè A =
= λ1E, B = λ2E, ãäå λ1, λ2 ∈ (0, 1) , òî îïðåäåëåíèå 2, â ñèëó ëåììû 1 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì
îáû÷íîé, ñêàëÿðíîé âûïóêëîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâó (2) ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü ñêàëÿðíî-
âûïóêëûå ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî E2 = {x = (x1, x2), xi ∈E1}. Ïóñòü ëèíåé-
íûå îïåðàòîðû A,B çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè:

A =
(

1 0
0 0

)
, B =

(
0 0
0 1

)
.

Ìíîæåñòâî M èìååò âèä

M = {(0, 0); (1, 0); (0, 1); (1, 1)}.

Äàííîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ òî÷åê, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè êâàäðàòà.
Ìàòðèöà A ïåðåâîäèò òî÷êè (0, 1) è (1, 1) â òî÷êè (0, 0) è (1, 0), ñîîòâåòñòâåííî, îñòàâëÿÿ

ïîñëåäíèå íà ìåñòå. Îòñþäà AM = {(0, 0); (1, 0)} . Àíàëîãè÷íî BM = {(0, 0); (0, 1)}. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî AM + BM = {(0, 0); (1, 0); (0, 1); (1, 1)} = M . Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí ïðèìåð
íåâûïóêëîãî ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïðè îïðåäåëåííûõ A è B ðàâåíñòâó (2). Ïîñêîëüêó
îïðåäåëåíèå 2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îáû÷íîé âûïóêëîñòè, òî âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ ðàâåíñòâî (2) ãàðàíòèðóåò ñêàëÿðíóþ âûïóêëîñòü.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ‖A − B‖ < 1. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò ñêàëÿðíàÿ âûïóêëîñòü
ìíîæåñòâà M [5].

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå A = λ1E, B = λ2E, λ1, λ∈ [0, 1], óñëîâèå ‖A−B‖ < 1
ïðåâðàùàåòñÿ â óñëîâèå |λ1−λ2| < 1, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî λ1 > 0, λ2 > 0. Ïîñëåäíåå óñëîâèå
ñîãëàñóåòñÿ ñ ëåììîé 1.

Èçó÷èì êëàññ < � âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ < �
âûïóêëîñòè.
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Ñ êàæäûì ìíîæåñòâîì M ⊂En ìîæíî ñâÿçàòü îïîðíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ äëÿ âñåõ
x∗ ∈ En

WM (x∗) = sup
x∈M

〈x, x∗〉.

Ïîëîæèì
M(x∗) = {x ∈M : 〈x, x∗〉 = WM (x∗)}.

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî M(x∗) ëèáî ïóñòî, ëèáî íà åãî òî÷êàõ äîñòèãàåòñÿ äàííûé
ñóïðåìóì. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå x∗ åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî M(0) = M.

Ïîä A∗ áóäåì ïîíèìàòü îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê A. Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ëþáûõ x, x∗∈En :

〈Ax, x∗〉 = 〈x, Ax∗x∗〉.
Ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ A(x∗), ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ê ìàòðèöå, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé A.
Òåîðåìà 2.Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (2) íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ âñåõ x∗ 6= 0 âûïîëíÿëèñü

âêëþ÷åíèÿ
M(x∗)⊂M(A∗x∗), M(x∗)⊂M(B∗x∗). (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïîðíóþ ôóíêöèþ ëåâîé ÷àñòè (2)

WAM+BM (x∗) = sup{〈x, x∗〉 : x ∈AM + BM} =

= sup{〈Ax + By, x∗〉 : x, y ∈M} = sup{〈x,A∗x∗〉+ 〈y, B∗x∗〉 : x, y ∈M} =

= sup
x∈M

{〈x,A∗x∗〉+ sup
x∈M

〈y, B∗x∗〉 = WM (A∗x∗) + WM (B∗x∗).

Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî WM (A∗x∗) + WM (B∗x∗) = WM (x∗). Îòñþäà, è èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà
x∗ = (A∗ + B∗)x∗ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈M(x∗)

sup
y∈M

〈y, A∗x∗〉+ sup
y∈M

〈y, B∗x∗〉 − 〈x, (A∗ + B∗)x∗〉 = 0

èëè [
sup
y∈M

〈y,A∗x∗〉 − 〈x, A∗x∗〉
]

+

[
sup
y∈M

〈y, B∗x∗〉 − 〈x,B∗x∗〉
]

= 0. (4)

Êàæäîå èç âûðàæåíèé â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íåîòðèöàòåëüíî. Ïîýòîìó èç (4) âûòåêàåò, ÷òî

sup
y∈M

〈y, A∗x∗〉 = 〈x,A∗x∗〉, sup
y∈M

〈y, B∗x∗〉 = 〈x,B∗x∗〉,

è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈M(A∗x∗) è x ∈M(B∗x∗), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Ïîä ïîëóïðîñòðàíñòâîì ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà {x∈En : 〈x, x∗〉≤c}. Ïîëóïðîñòðàíñòâî

îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì x∗ è ÷èñëîì c.

Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ïîëóïðîñò-
ðàíñòâ:

M =
⋂

x∗∈H(M)

{x ∈ En : 〈x, x∗〉 ≤ c(x∗)} , (5)

ãäå H(M) � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ âåêòîðîâ èç En , c(x∗) � ÷èñëî, âîçìîæíî, ðàâíîå
+∞.
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Ëåììà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî M ïðåäñòàâèìî â âèäå

M =
⋂
α∈a

{x ∈ En : fα(x)≤ 0} ,

ãäå {fα} � ìíîæåñòâî âûïóêëûõ ôóíêöèé, a � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ; äëÿ íåêî-
òîðîãî α0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî fα0 < 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ M. Îáîçíà÷èì a0 = a \ {α0} è
ïîëîæèì

M0 =
⋂

α∈a0

{x : fα(x)≤ 0} .

Òîãäà M = M0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå x0 ∈M0, ÷òî x /∈ M.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî α ∈ a0 âûïîëíÿåòñÿ fα(x0) ≤ 0, òî âûðàæåíèå x /∈ M îçíà÷àåò, ÷òî
fα0(x0) > 0. Ïîñêîëüêó â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè fα íåïðåðûâíû, òî ìíîæåñòâî M çàìêíóòî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò x1 ∈M, áëèæàéøàÿ ê x0. Ðàññìîòðèì òî÷êó xλ = λx1 + (1− λ)x0.
Ïîñêîëüêó x1� áëèæàéøàÿ ê x0, òî xλ 6 ∈M äëÿ âñåõ λ ∈ [0, 1). Èç âûïóêëîñòè M0 ñëåäóåò, ÷òî
xλ∈M0 äëÿ λ∈[0, 1]. Ôóíêöèÿ g(λ) = fα0(xλ) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 1] . Êðîìå òîãî, g(0) > 0,
à èç óñëîâèÿ ëåììû g(1) < 0. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî λ0 ∈ (0, 1), ÷òî g(λ0) = 0,
òî åñòü fα0(xλ0) = 0. Ñîïîñòàâëÿÿ äàííîå ðàâåíñòâî ñ âêëþ÷åíèåì xλ0 ∈M0, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî α∈ afα(xλ0)≤ 0, òî åñòü xλ0 ∈M . Íî ïîñêîëüêó λ0 < 1, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî M ïðåäñòàâèìî â âèäå (5). Òîãäà äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåí-
ñòâà (2) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ x∗ ∈H(M) âûïîëíÿëèñü âêëþ÷åíèÿ (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗ ∈ H(M). Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé M(x∗) 6= ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò x ∈M(x∗) òàêîå, ÷òî

sup
y∈M

〈y, A∗x∗〉 = 〈x,A∗x∗〉, sup
y∈M

〈y, B∗x∗〉 = sup
y∈M

〈y, B∗x∗〉.

Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (4) è, çíà÷èò,

WAM+BM (x∗) = sup{〈y, x∗〉 : y ∈AM + BM} = 〈x, (A∗ + B∗)x∗〉≤

≤ sup
x∈M

〈x, x∗〉 ≤ c(x∗).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (2) âêëþ÷àåòñÿ â ïðàâóþ. Îáðàòíîå âêëþ-
÷åíèå î÷åâèäíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìû 2 è 3 äàþò íåêîòîðîå îïèñàíèå êëàññà H � âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Îäíàêî ýòî îïè-
ñàíèå íåäîñòàòî÷íî íàãëÿäíî. Ïðèâåäåííûå íèæå ðåçóëüòàòû äàþò áîëåå êîíñòðóêòèâíîå îïè-
ñàíèå < � âûïóêëîñòè â òåðìèíàõ H � âûïóêëîñòè [3].

Îïðåäåëåíèå 3 . Ïóñòü H � ïîäìíîæåñòâî åäèíè÷íîé ñôåðû ïðîñòðàíñòâà En, òî åñòü
H ⊂ {x∗ ∈ En : ‖x∗‖ = 1}. Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ H � âûïóêëûì, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â
âèäå

M =
⋂

x∗∈H

{x ∈ En : 〈x, x∗〉 ≤ c(x∗)} , (6)

ãäå ÷èñëî c(x∗) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå, ðàâíîå +∞.
Ñâÿæåì ìíîæåñòâî H ñ îïåðàòîðàìè A è B. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç H ìíîæåñòâî åäèíè÷-

íûõ x∗ ∈ En, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
a) A∗x∗ = λA(x∗)x∗, B∗x∗ = λB(x∗)x∗, á) ÷èñëà λAx∗, λBx∗ íåîòðèöàòåëüíû.
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû x∗ ∈ H ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðîâ A∗, B∗ ñ

íåîòðèöàòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè.
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Âñþäó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî H� îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ < � âûïóêëûì è ñêàëÿðíî�âûïóêëûì ìíîæå-

ñòâîì è intM 6= ∅. Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ H � âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, åñëè x0 ∈ ∂M, òî â ëþáîé

îêðåñòíîñòè x0 ñóùåñòâóåò òî÷êà x1 ∈ ∂M òàêàÿ, ÷òî â íåé êîíóñ íîðìàëüíûõ íàïðàâëåíèé
íàòÿíóò íà îäèí âåêòîð. Îáîçíà÷èì ýòîò âåêòîð ÷åðåç n(x1) è ñ÷èòàåì, ÷òî ‖n(x1)‖ = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M íå ÿâëÿåòñÿ H � âûïóêëûì ìíîæåñòâîì è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M1 =
⋂

x∗∈H

{x ∈ En : 〈x, x∗〉 ≤WM (x∗)} .

Ìíîæåñòâî M1 ÿâëÿåòñÿ H � âûïóêëîé îáîëî÷êîé M. Ïîñêîëüêó M 6= M1, òî ñóùåñòâóåò
òî÷êà x0 ∈ ∂M òàêàÿ, ÷òî x0 ∈ intM1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû òàêîé òî÷êè íå ñóùåñòâîâàëî, òî
intM = intM1 è â ñèëó çàìêíóòîñòè M è M1 ýòè ìíîæåñòâà ñîâïàäàëè áû.

Âûøå áûëî îòìå÷åíî ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè x1 ∈ ∂M
⋂

intM1, äëÿ êîòîðîé êîíóñ íîðìàëåé
íàòÿíóò íà îäèí âåêòîð. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè x1 ∈ M(x∗), òî x∗ = λ0n(x1) äëÿ íåêîòîðîãî
λ0 > 0. ßñíî, ÷òî n(x1) /∈ H. Èç îïðåäåëåíèÿ H ñëåäóåò, ÷òî n(x1) íå ìîæåò áûòü ñîáñòâåííûì
âåêòîðîì îïåðàòîðîâ A∗ è B∗ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè. Ïóñòü äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè A∗n(x1) 6= λn(x1) äëÿ λ ≥ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A∗n(x1) íå ïðèíàäëåæèò êîíóñó
íîðìàëåé â òî÷êå x1 è, çíà÷èò, x1 /∈ M(A∗n(x1)). Òàêèì îáðàçîì, íàðóøàþòñÿ íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü M � H � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà M � < � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 3, åñëè ïîëîæèòü H(M) = H.

1. Ìàòðè÷íàÿ âûïóêëîñòü äëÿ êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ.
Îáîáùèì ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü <k = {A1, . . . , A1} � ñåìåé-

ñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â En òàêèõ, ÷òî A1 + . . . + A1 = E.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî M ⊂ En íàçûâàåòñÿ <k−âûïóêëûì, åñëè

A1M + A2M + . . . + AkM = M. (7)

Ïóñòü Ai1 , . . . , Aim (1 ≤m ≤ k) � íåêîòîðûé íàáîð îïåðàòîðîâ èç <k. Ïîëîæèì A = Ai1 +
+ . . . + Aim , B = E −A.

Ëåììà 3. Ïóñòü M � <k � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà M � < � âûïóêëîå ìíîæåñòâî,
ãäå êàê è âûøå < = {A, B}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Aim+1 , . . . , Aik � îñòàëüíûå îïåðàòîðû èç <k. Òîãäà B = Aim+1 +
+ . . . + Aik . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå x, y ∈M. Ïîñêîëüêó M� <� âûïóêëî, òî

Ax + By = Ai1x + . . . + Aim + Aim+1y + Aiky,

÷òî è äîêàçûâàåò <� âûïóêëîñòü M.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà Ai1 , . . . , Aim îïåðàòîðîâ èç <k âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ‖E− 2(Ai1 + . . .+Aim)‖ < 1. Òîãäà <k� âûïóêëîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíî-
âûïóêëûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì A = Ai1 + . . . + Aim , B = E − A. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî
åñëè M − <k � âûïóêëî, òî M − < � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî
‖A−B‖ = ‖E − 2A‖ < 1. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì ñêàëÿðíóþ âûïóêëîñòü M.

Áóäåì îáîçíà÷àòü Hk� ìíîæåñòâî òàêèõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ x∗ ∈En, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ:

à) A∗i x
∗ = λi(x∗)x∗, i = 1, . . . , k; á) ÷èñëà λi(x∗)≥ 0, i = 1, . . . , k.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü M ÿâëÿåòñÿ <−âûïóêëûì è ñêàëÿðíî-âûïóêëûì ìíîæåñòâîì è
intM 6= ∅. Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ H � âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü M � Hk� âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà M � <� âûïóêëî.
2. Ìàòðè÷íàÿ âûïóêëîñòü äëÿ áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ.
Îáîáùèì ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàòîðîâ. Ïî-

ëîæèì <∞ = {A(t), t∈[0, 1]} , ãäå A(t) � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â En. Ïðåäïîëàãàåì,

÷òî <∞ � îãðàíè÷åííîå è èçìåðèìîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ è
1∫
0

A(t)dt = E.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ <∞−âûïóêëûì, åñëè
1∫

0

A(t)Mdt = M, (8)

ãäå
1∫

0

A(t)Mdt =
⋃

x(·)





1∫

0

A(t)x(t)dt



 ,

ïðè÷åì îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì èçìåðèìûì îãðàíè÷åííûì îòîáðàæåíèÿì x(·) òàêèì,
÷òî x(t) ∈M äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1].

Ïóñòü Ωi, i = 1, . . . , k � íàáîð èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [0, 1] òàêîé, ÷òî

Ωi
⋂

Ωj = ∅ äëÿ i 6= j è
k⋃

i=1
Ωi = [0, 1]. Ïîëîæèì Ai =

∫
Ωi

A(t)x(t)dt,<k = {A1, . . . , Ak}.
Ëåììà 4. Ïóñòü M � <∞� âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà M � <k� âûïóêëî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xi∈M� ïðîèçâîëüíûå òî÷êè, i = 1, . . . .k. Ïîëîæèì x(t) = xi, t∈Ωi.

Èç <∞� âûïóêëîñòè ñëåäóåò, ÷òî

k∑

i=1

Aixi =

1∫

0

A(t)x(t)dt ∈M,

÷òî è îçíà÷àåò <k� âûïóêëîñòü M. Ëåììà äîêàçàíà.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç H∞ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ x∗∈En, äëÿ êîòîðûõ

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, 1] âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
à) A∗(t)x∗ = λ(t|x∗)x∗, á) ÷èñëà λ(t|x∗)≥ 0.
Ëåììà 5. Ïóñòü M � <∞� âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òîãäà îíî ñêàëÿðíî âûïóêëîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [5] ñëåäóåò, ÷òî
1∫
0

A(t)Mdt� âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Îòñþäà è èç (8)
âûòåêàåò âûïóêëîñòü M.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü M ÿâëÿåòñÿ <∞ � âûïóêëûì ìíîæåñòâîì è intM 6= ∅. Òîãäà M -
H∞ � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

At1,t2 =

t2∫

t1

A(t)dt, Bt1,t2 = E −At1,t2 , <t1,t2 = {At1,t2 , Bt1,t2},

ãäå t1, t2 ∈ [0, 1], t1 < t2.
Èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî M � <t1,t2� âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
Îáîçíà÷èì

Ht1,t2 = {x∗ ∈ ∂S : A∗(t1, t2)x∗ = λt1,t2(x
∗)x∗, λt1,t2(x

∗)≥ 0}.
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Ïîñêîëüêó äëÿ x∗ ∈H∞

λt1,t2(x
∗) =

t2∫

t1

λ(t|x∗)dt,

òî H∞ ⊂Ht1,t2 .
Òàê êàê M � <t1,t2� âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî ïî òåîðåìå 4 M � Ht1,t2� âûïóêëî. Ïîêàæåì,

÷òî
H∞ =

⋂

t1,t2∈[0,1]

Ht1,t2 .

Ýòî è áóäåò îáîçíà÷àòü H∞� âûïóêëîñòü M.
Ïóñòü t ∈ [0, 1] � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, ∆t > 0 òàêîå, ÷òî t + ∆t ∈ [0, 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ∆t > 0 x∗ ∈Ht,t+∆t, à çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

1
∆t

t+∆t∫

t

A∗(τ)dτx∗ = λt,t+∆t(x∗)x∗,

ãäå λt,t+∆t(x∗)≥ 0.
Ïðåäåë ïðè ∆t → 0 â ëåâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò äëÿ ïî÷òè âñåõ t∈ [0, 1]. Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê

ïðåäåëó, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ t

A∗(t)x∗ = λ(t|x∗)x∗, λ(t|x∗)≥ 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x∗ ∈H∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 10. Ïóñòü M � H∞� âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà M � <∞� âûïóêëî.
Òàêèì îáðàçîì, îïèñàí àïïàðàò ìàòðè÷íîé âûïóêëîñòè äëÿ êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî ñå-

ìåéñòâà îïåðàòîðîâ, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ ñòðàòåãèè èãðîêîâ
â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ è èõ ïðèëîæåíèÿõ.
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Î ÐÀÇÄÅËÈÌÎÑÒÈ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ
Ì.À. Àõìåòæàíîâ

Òàðàçñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò
484000 Òàðàç, óë.Òîëåáè, 62 madiktz@mail.ru

Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êîýôôèöèåíòû äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåçîëüâåíòû
è ðàçäåëèìîñòè îäíîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà â ñëó÷àå íåîãðàíè-
÷åííîé îáëàñòè çàäà÷è î ãëàäêîñòè, îöåíêà ðåøåíèé â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ õîðîøî èçó÷åíû è
âûÿñíåíû òèïè÷íûå òðóäíîñòè [1 � 4].

Îáçîð ëèòåðàòóðû ïîêàçûâàåò, ÷òî âûøåóêàçàííûå âîïðîñû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â íåêîìïàêòíîé îáëàñòè åùå íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíû.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

Lu = uxx − uyy + a(y)ux + c(y)u (1)

íà ìíîæåñòâå C∞
0,π(Ω), ãäå Ω = {(x, y) : −π < x < π,−∞ < y < ∞} .

C∞
0,π(Ω) � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèÿì

u(−π, y) = u(π, y), ux(−π, y) = ux(π, y).

è ôèíèòíûõ ïî ïåðåìåííîé y.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû a(y), c(y) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
i) |a(y)| ≥ δ0 > 0, c(y) ≥ δ > 0 � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè â R = (−∞,∞);

ii) µ = sup
|y−t|≤1

a(y)
a(t)

< ∞, µ1 = sup
|y−t|≤1

c(y)
c(t)

< ∞;

iii) c(y) ≤ c0a
2(y) ïðè y ∈ R, c0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû
Keywords: division, hyperbolic operator, resolvent
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 35J20
c Ì.À. Àõìåòæàíîâ , 2006.
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Òå î ð åì à 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ i). Òîãäà îïåðàòîð L + λE ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ λ > 0 íåïðåðûâíî îáðàòèì.

Îïð å ä å ë å í è å 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð L ðàçäåëèì, åñëè äëÿ âñåõ ôóíêöèé
u ∈ D(y) èìååò ìåñòî îöåíêà

||uxx − uyy||2 + ||a(y)ux||2 + ||c(y)u||2 ≤ c (||Lu||2 + ||u||2) ,

ãäå c íå çàâèñèò îò u(x, y), ‖ · ‖2 � íîðìà L2(Ω).

Òå î ð åì à 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ i) - iii). Òîãäà îïåðàòîð L ðàçäåëèì.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû è âåñîâûå îöåíêè

Â ýòîì ïóíêòå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåçîëüâåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

l−n u = −u
′′

+ (−n2 + ina(y) + c(y))u

â L2(R).
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

(l−n,j + λE) = −u
′′

+ (−n2 + ina(y) + c(y) + λ)u, (n = 0,±1,±2, ...)

îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé u, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

u ∈ C2
0 (4j), u(4−

j ) = u(4+
j ) = 0.

Çäåñü 4−
j è 4+

j � ïðàâûå è ëåâûå êîíöû èíòåðâàëîâ 4j , 4j = (j − 1, j + 1).

Ëåììà 1. . Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ïðè λ > 0 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé
îáðàòíûé (l−n,j + λE)−1, îïðåäåëåííûé â L2(4j), ãäå (l−n,j + λE)−1� îáðàòíûé îïåðàòîð ê çà-
ìêíóòîìó îïåðàòîðó l−n,j + λE.

Ýòà ëåììà äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê ëåììà 1 [5].

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:
∥∥∥(l−n,j + λE)−1

∥∥∥
2→2

≤ c

λ1/2
; (2)

∥∥∥∥
d

dy
(l−n,j + λE)−1

∥∥∥∥
2→2

≤ c

λ1/4
, (3)

ãäå c > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî, λ > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

∣∣∣< (l−n,j + λE)u, u >
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣

∫

4j

|u′ |2dy +
∫

4j

(−n2 + ina(y) + c(y) + λ
) |u|2 dy

∣∣∣∣∣∣∣
. (4)

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî a(y) íå ìåíÿåò çíàê, èìååì
∥∥∥(l−n,j + λE)u

∥∥∥
2

2
≥ n2

[
min
y∈4j

|a(y)|
]2

||u||22. (5)
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Èç (4), èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Kîøè è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå i), íàõîäèì

1
2ε

∥∥∥(l−n,j + λE)u
∥∥∥

2

2
≥ 1

2

∫

4j

[
|u′ |2 + (c(y) + λ) |u|2

]
dy −

∫

4j

n2|u|2dy. (6)

Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà (5) è (6), ïîëó÷àåì, ÷òî

c(ε)
∥∥∥(l−n,j + λE)u

∥∥∥
2

2
≥ λ ‖u‖2

2 . (7)

Íåðàâåíñòâî (2) äîêàçàíî.
Â ñèëó (7) èç (4) ñëåäóåò, ÷òî

c√
λ

∥∥∥(l−n,j + λE)u
∥∥∥

2

2
≥

∫

4j

[
|u′ |2 + (c(y) + λ) |u|2

]
dy −

∫

4j

n2|u|2dy. (8)

Äàëåå, îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5) óìíîæàÿ íà 1√
λ

è ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî îáúåäèíÿÿ ñ (8),
íàõîäèì

c√
λ

∥∥∥(l−n,j + λE)u
∥∥∥

2

2
≥ ||u′ ||22,

ãäå c>0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåò ëåììó 2.

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà
a) ‖l−n u‖2 ≥ |n|δ0 ‖u‖2, u ∈ D(l−n ), n = ±1,±2,±3,...,
ïðè n = 0 ‖l−n ‖2 ≥ δ ‖u‖2;
á) c ‖l−n u‖2 ≥

(
‖u′‖2 + ‖

√
c(y)u‖2 + ‖

√
|n||a(y)|u‖2

)
, u ∈ D(l−n ), n = ±1,±2,±3, ...,

ãäå c > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî, íåçàâèñÿùåå îò u è n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ u ∈ C∞
0 (R) èìååì

∣∣< l−n u, inu >
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−in

∞∫

−∞

[
|u′ |2 + (−n2 + c(y))|u|2

]
dy +

∞∫

−∞
n2a(y)|u|2 dy

∣∣∣∣∣∣
.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
∥∥l−n u

∥∥2

2
≥ n2δ2

0 ‖u‖2
2 .

Ïóíêò a) ëåììû 3 äîêàçàí.
Äàëåå ñîñòàâèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó è, èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî, íàõîäèì

∣∣< l−n u, u >
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

∞∫

−∞

[
|u′ |2 + (−n2 + ina(y) + c(y))

]
|u|2 dy

∣∣∣∣∣∣
.

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, íåðàâåíñòâîì Êîøè ñ ε > 0, èìååì

1
2ε

∥∥l−n u
∥∥2

2
≥ 1

2

∞∫

−∞

[
|u′ |2 + c(y)|u|2

]
dy − n2

∞∫

−∞
|u|2 dy. (9)
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Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà a) è (9), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

c
∥∥l−n u

∥∥
2
≥

(
‖u′‖2 + ‖

√
c(y)u‖2

)
. (10)

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ âñåõ u ∈ C∞
0 (R)

∣∣< l−n u, u >
∣∣ ≥

∣∣∣∣∣∣

∞∫

−∞
ina(y)|u|2 dy

∣∣∣∣∣∣
.

Îòñþäà è èç (10) ñëåäóåò, ÷òî

c(ε)
∥∥l−n u

∥∥
2
≥

(
‖u′‖2 + ‖

√
c(y) u‖2 + ‖

√
|n||a(y)| u‖2

)
.

Ëåììà 3 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
Âîçüìåì íàáîð {ϕj} íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé èç C∞

0 (R) òàêèõ, ÷òî
∑

j

ϕ2
j ≡ 1, supp ϕj ∈ 4j , ∪

j
4j ≡ R.

×åðåç K îáîçíà÷èì îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

Kf =
∑

j

ϕj

(
l−n,j + λE

)−1
ϕjf, f ∈ L2(R).

Ëåììà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C∞
0 (R) ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
(l−n + λE)Kf = f + Bλf, (11)

ãäå Bλf = Kf =
∑
j

ϕ
′′
j

(
l−n,j + λE

)−1
ϕjf + 2

∑
j

ϕ
′
j

d

dy

(
l−n,j + λE

)−1
ϕjf (ñóììû áåç óêàçàíèÿ

ïðåäåëîâ áåðóòñÿ ïî âñåì öåëûì j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ C∞
0 (R) è ðàññìîòðèì äåéñòâèÿ îïåðàòîðà K íà f :

Kf =
∑

j

ϕj

(
l−n,j + λE

)−1
ϕjf. (12)

Òàê êàê f ∈ C∞
0 (R), òî ñóììà (12) êîíå÷íà. Ïîýòîìó ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ çàêîííû:

(
l−n + λE

)
Kf = f +

∑

j

ϕ
′′
j

(
l−n,j + λE

)−1
ϕjf + 2

∑

j

ϕ
′
j

d

dy

(
l−n,j + λE

)−1
ϕjf.

Çäåñü ó÷èòûâàëîñü, ÷òî
∑
j

ϕ2
j ≡ 1. Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Ëåììà 5. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà íàéäåòñÿ λ > 0 òàêîå, ÷òî ‖Bλ‖ <1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì îöåíêó íîðìû îïåðàòîðà Bλ:

‖Bλf‖2
2 =

∑

j

j+1∫

j−1

∣∣∣∣∣∣

j+1∑

j−1

ϕ
′′
j

(
l−n,j + λE

)−1
ϕjf + 2ϕ

′
j

d

dy

(
l−n,j + λE

)−1
ϕjf

∣∣∣∣∣∣

2

dy.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2006. Òîì 6. � 1 (19)



58 Ì.À. Àõìåòæàíîâ

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî íà4j = [j−1, j+1] òîëüêî ϕj−1, ϕj , ϕj+1 6= 0, è â ñèëó íåðàâåíñòâà
Ã¼ëüäåðà ïîëó÷àåì, ÷òî

‖Bλf‖2
2 ≤ 24 · c0 · c

(
1

λ1/2
+

1
λ1/4

)
‖f‖2

2, (13)

ãäå c0 = max
{|ϕ′′j |, ϕ

′
j

}
.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ λ äîêàçûâàåò ëåììó.

Ëåììà 6. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà îïåðàòîð (l−n + λE) ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ λ > 0 íåïðåðûâíî îáðàòèì è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(l−n + λE)−1 = K(E −Bλ)−1. (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð (E − Bλ) îãðàíè÷åí ñî ñâîèì îáðàòíûì. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî
M = {ϕ = (E − Bλ)f : f ∈ C∞

0 (R)} ïëîòíî â L2(R). Èç ðàâåíñòâà (11) ïðè ϕ = (E − Bλ)f ,
f ∈ C∞

0 (R), ïîëó÷àåì, ÷òî K(E − Bλ)−1ϕ ∈ D(l−n ) è (l−n + λE)K(E − Bλ)−1ϕ = ϕ. Îòñþäà
èìååì, ÷òî y = K(E −Bλ)−1f ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (l−n + λE)y = f . Åäèíñòâåííîñòü
ñëåäóåò èç ëåììû 3. Ëåììà 6 äîêàçàíà.

Ëåììà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ i)−iii). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

‖(l−n,j + λE)−1‖2→2 ≤ 1

|n||a(
∼
yj)|

, n = ±1,±2, , ...; (15)

‖(l−n,j + λE)−1‖2→2 ≤ 2
c(yj) + λ

, (16)

ãäå c(yj) = min
y∈4j

c(y), |a(
∼
yj)| = min

y∈4j

|a(yj)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî u ∈ C∞
0 (4j) èìååì

< (l−n,j + λE)u, u >=

∣∣∣∣∣∣∣

∫

4j

[
|u′ |2 + (−n2 + c(y) + λ)|u|2

]
dy + in

∫

4j

a(y)|u|2dy

∣∣∣∣∣∣∣
. (17)

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå i), ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è îïðåäåëåíèåì
íîðìû îïåðàòîðà, ïîëó÷àåì, ÷òî

‖(l−n,j + λE)−1‖2→2 ≤ 1

|n||a(
∼
yj)|

, n = ±1,±2, ...

Íåðàâåíñòâî (15) äîêàçàíî.
Èç íåðàâåíñòâà (17) â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè ñ ε>0 ïîëó÷àåì, ÷òî

1
c(yj) + λ

‖(l−n,j + λE)u‖2
2 ≥ ‖u′‖2

2 +
c(yj) + λ

2
‖u‖2

2 + n2

∫

4j

[
a(
∼
yj)2

2(c(yj) + λ)
− 1

]
|u|2dy. (18)

Åñëè ó÷åñòü óñëîâèÿ ii)-iii), òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò

2‖(l−n,j + λE)u‖2
2 ≥ (c(yj) + λ)2‖u‖2

2.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåò ëåììó 7.
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Ëåììà 8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 7 è ïóñòü λ > 0 òàêîå, ÷òî ‖Bλ‖ < 1.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ρ(y)|n|α(l−n + λE)−1‖2
2 ≤ c(λ) sup

j
‖ρ(y)|n|αϕj(l−n,j + λE)−1‖2

2, (19)

ãäå α=0,1, ρ(y) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (14) âèäíî, ÷òî îïåðàòîð ρ(y)|n|α(l−n + λE)−1 îãðàíè-
÷åí (èëè íåîãðàíè÷åí) âìåñòå ñ îïåðàòîðîì ρ(y)|n|αK(E − Bλ)−1. Ïîýòîìó áóäåì çàíèìàòüñÿ
îöåíêîé íîðìû ïîñëåäíåãî îïåðàòîðà ρ(y)|n|αK(E − Bλ)−1. Èç (14), ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì
íîðìû, èìååì

‖ρ(y)|n|α(l−n + λE)−1‖2
2→2 ≤ 12 · c(λ) sup

j
‖ρ(y)|n|αϕj(l−n,j + λE)−1‖2

2.

Ëåììà 8 äîêàçàíà.

Ëåììà 9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 8. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:
à)

∥∥c(y)(l−n + λE)−1
∥∥

2→2
≤ c1 < ∞;

á)
∥∥ina(y)(l−n + λE)−1

∥∥
2→2

≤ c2 < ∞;

â)
∥∥∥∥

d

dy
(l−n + λE)−1

∥∥∥∥
2→2

≤ c3 < ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììû 7 è ëåììû 8 ïîëó÷àåì, ÷òî
∥∥c(y)(l−n + λE)−1

∥∥
2→2

≤ c(λ) sup
|y−t|≤1

c(y)
c(t)

< c1 < ∞.

Òî÷íî òàêæå äîêàçûâàþòñÿ ïóíêòû á) è â) ëåììû 9. Ëåììà 9 äîêàçàíà.

Ëåììà 10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 8. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

‖u′‖2 + ‖ina(y)u‖2 + ‖c(y)u‖2 ≤ c(‖l−n u‖2 + ‖u‖2), (20)

ãäå c > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 9.

3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Èç ëåììû 6 ïîëó÷àåì, ÷òî

uk =
k∑

n=−k

(l−n + λE)−1fn(y)einx (21)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(L + λE)uk = fk ∈ L2(Ω), (22)

ãäå fk
L2−→ f , fk =

k∑
n=−k

fn(y)einx, (l−n + λE)u = −u
′′

+
(−n2 + ina(y) + c(y) + λ

)
u.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà ëåììû 3 èìååì
‖uk‖ ≤ c‖fk‖, (23)
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c � ïîñòîÿííîå ÷èñëî, íåçàâèñÿùåå îò k.
Òàê êàê fk

L2−→ f , òî èç (23) íàõîäèì, ÷òî ‖uk−um‖2 ≤ c‖fk−fm‖2 → 0 ïðè k,m →
∞.
Îòñþäà â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà L2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u ∈
L2(Ω) òàêàÿ, ÷òî

uk → u ïðè k →∞. (24)

Èç (22), (23) ñëåäóåò, ÷òî ‖uk − u‖2 → 0, ‖fk − f‖2 → 0 ïðè k →∞.
Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà äàþò, ÷òî u ∈ L2(Ω) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Lu = f , à èç (21)
èìååì, ÷òî

u = (L + λE)−1f =
∞∑

n=−∞
(l−n + λE)−1fn(y)einx. (25)

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Èç (25) è èç îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòåìû

{
einx

}∞
n=−∞ â

L2(−π, π) óáåäèìñÿ, ÷òî
‖ρ(y)Dα

x (L + λE)−1‖2→2 = sup
{n}

‖ρ(y)|n|α(l−n + λE)−1‖2→2, (26)

ãäå Dα
x =

∂α

∂xα
, α = 0, 1, ρ(y) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â R.

Èç ðàâåíñòâà (26) ïðè ρ(y) = c(y) â ñèëó ëåììû 8 íàõîäèì
‖c(y)(l−n + λE)−1‖ ≤ c1 < ∞.

Òî÷íî òàêæå
‖a(y)Dx(l−n + λE)−1f‖2→2 ≤ c2 < ∞

èëè äëÿ ëþáîãî u ∈ D(L)

‖c(y)u‖2 ≤ ‖c(y)(L + λE)−1(L + λE)u‖2 ≤ c(λ) (‖(Lu‖2 + ‖u‖2) ,

ãäå c(λ) = c1 · c1(λ);
‖a(y)ux‖2 ≤ ‖a(y)Dx(L + λE)−1(L + λE)u‖2 ≤ c(λ) (‖(Lu‖2 + ‖u‖2) .

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ íåðàâåíñòâ âûâîäèì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:
‖uxx − uyy‖2 + ‖a(y)ux‖2 + ‖c(y)u‖2 ≤ c(λ) (‖(Lu‖2 + ‖u‖2) .

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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ÎÁ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÈ ÍÀ ÏÎËÎÑÅ ÐÅØÅÍÈß È ÅÃÎ
ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÛ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ
ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ
Ä. Ñ. Äæóìàáàåâ, Ì. Í. Îñïàíîâ

Èíñòèòóò Ìàòåìàòèêè ÌÎèÍ ÐÊ

Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè íà ïîëîñå ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ ñèñòåì ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Íà ïîëîñå Ω̄ = [0, ω]× (−∞,∞) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé

∂2u

∂t∂x
= A(x, t)

∂u

∂x
+ C(x, t)u + f(x, t), u ∈ Rn, (1)

ãäå A(x, t), C(x, t), f(x, t) íåïðåðûâíû è, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åíû íà Ω̄.
×åðåç C∗(Ω̄, Rn) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé u : Ω̄ → Rn íåïðåðûâ-

íûõ ïî t ∈ R ïðè x ∈ [0, ω] è ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t ∈ R íåïðåðûâíûõ ïî x ∈ [0, ω] ñ
íîðìîé ‖u‖0 = sup

(x,t)∈Ω̄

‖u(x, t)‖, ‖u‖ = max
i=1,n

|ui|. Ïðîñòðàíñòâî C∗(Ω̄, Rn) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Èññëåäóþòñÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

u(0, t) = ψ(t), t ∈ R,
∂u(x, t)

∂x
∈ C∗(Ω̄, Rn), (2)

ãäå ψ(t) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà R âìåñòå ñî ñâîåé ïðî-
èçâîäíîé ψ̇(t).

Ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) äëÿ áîëåå îáùåé ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî ñìåøàí-
íîé ïðîèçâîäíîé, êîãäà ñòîëáöû ìàòðèö A(x, t), C(x, t) è âåêòîð - ôóíêöèÿ f(x, t) ïðèíàäëå-
æàò C∗(Ω̄, Rn), èçó÷åíà â [1]. Èñïîëüçóÿ ïåðåõîä ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åå êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè. Êî-
ãäà ýëåìåíòû A(x, t), C(x, t) è f(x, t) ìîãóò áûòü íåîãðàíè÷åííûìè, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îä-
íîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íàéäåíû â [2]. Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû - ïîëó÷èòü óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ ∂2u(x, t)

∂t∂x
∈ C∗(Ω̄, Rn), ãäå u(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2). Çäåñü íàìè ïðèìå-

íÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñèñòåìå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó ñíà÷àëà

Keywords: system of hyperbolic equations, unbounded coe�cient
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34K10, 34K13
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ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
∂v

∂t
= A(x, t)v + F (x, t), (x, t) ∈ Ω, v(x, t) ∈ C∗(Ω, Rn). (3)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (3) è åãî îöåíêó ïî ðàâíîìåðíîé îòíîñèòåëüíî R íîðìå ‖v(x, ·)‖1 = sup

t∈R
‖v(x, t)‖, x ∈ [0, ω].

Òå î ð åì à 1 Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ýëåìåíòû ìàòðèöû A(x, t), ôóíêöèè aij(x, t), óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì:

|aii(x, t)| ≥ ∑
i6=j

|aij(x, t)|+ θ(x, t), i = 1, n, (x, t) ∈ Ω, ãäå θ(x, t) ≥ θ0 > 0 íåïðåðûâíà íà Ω,

2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå, ÷òî èç |x − x| < δ, x, x ∈ [0, ω], ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî

sup
t∈R

∣∣∣∣
θ(x, t)− θ(x, t)

θ(x, t)

∣∣∣∣ < ε,

3) |aii(x, t)| ≤ ηθ(x, t) äëÿ ëþáûõ (x, t) ∈ Ω, i = 1, n, η − const,

4) ñòîëáöû ìàòðèö A(x, t)
θ(x, t)

è âåêòîð - ôóíêöèÿ F (x, t)
θ(x, t)

ïðèíàäëåæàò C∗(Ω̄, Rn).

Òîãäà çàäà÷à (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v∗(x, t), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖v∗(x, ·)‖1 ≤
∥∥∥∥
F (x, ·)
θ(x, ·)

∥∥∥∥
1

, x ∈ [0, ω]. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ìàòðèöå A(x, t) ïåðâûå n1

äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ îòðèöàòåëüíû, aii(x, t) < 0, i = 1, n1, à ñëåäóþùèå n− n1 äèàãîíàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ ïîëîæèòåëüíû, aii(x, t) > 0, i = n1 + 1, n. Ýòî âîçìîæíî, òàê êàê ëþáóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé ñ äèàãîíàëüíûìè ïðåîáëàäàíèÿìè ïåðåñòàíîâêîé åå óðàâíåíèé ìîæíî ïðèâåñòè ê
òàêîìó âèäó.

Íà [−T, T ] ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷
∂v

∂t
= A(x, t)v + F (x, t), x ∈ [0, ω], v ∈ Rn, (5)

P(1)v(x,−T ) = 0, P(2)v(x, T ) = 0, (6)

ãäå P(1) = (In1 , 0), P(2) = (0, In2) � ïðîåêòèðóþùèå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòåé n1 × n, n2 × n,
ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäóÿ ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 èç [3] óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå,
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (5), (6) è åãî îöåíêà

max
t∈[−T,T ]

‖vT (x, t)‖ ≤ max
t∈[−T,T ]

∥∥∥∥
F (x, t)
θ(x, t)

∥∥∥∥ .

Îòñþäà ïîëó÷èì ðàâíîìåðíóþ îòíîñèòåëüíî T îöåíêó

max
t∈[−T,T ]

‖vT (x, t)‖ ≤
∥∥∥∥
F (x, ·)
θ(x, ·)

∥∥∥∥
1

. (7)

Èñïîëüçóÿ (7), ñòàíäàðòíûì äèàãîíàëüíûì ìåòîäîì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vT (x, t)} âûáåðåì
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vT

′ (x, t)}, lim
T ′→∞

vT
′ (x, t) = v∗(x, t), (x, t) ∈ Ω̄, ïðè÷åì íà

ëþáîì êîìïàêòå Ω̄T = [0, ω] × [−T, T ] ñõîäèìîñòü áóäåò ðàâíîìåðíîé. Ôóíêöèÿ v∗(x, t) áóäåò
ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5) ïðè âñåõ (x, t) ∈ Ω̄ è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖v∗(x, ·)‖1 ≤
∥∥∥∥
F (x, ·)
θ(x, ·)

∥∥∥∥
1

.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2006. Òîì 6. � 1 (19)



Îá îãðàíè÷åííîñòè íà ïîëîñå ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ ñèñòåìû ... 63

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ îöåíêà

‖v∗(x̄, ·)− v∗(¯̄x, ·)‖1 ≤
∥∥∥∥
F (x̄, ·)
θ(x̄, ·) −

F (¯̄x, ·)
θ(¯̄x, ·)

∥∥∥∥
1

+
∥∥∥∥
F (¯̄x, ·)
θ(¯̄x, ·)

∥∥∥∥
1

·
∥∥∥∥
θ(x̄, ·)− θ(¯̄x, ·)

θ(x̄, ·)

∥∥∥∥
1

+

+
∥∥∥∥
A(x̄, ·)
θ(x̄, ·) −

A(¯̄x, ·)
θ(¯̄x, ·)

∥∥∥∥
1

· ‖v∗(¯̄x, t)‖1 +
∥∥∥∥
A(¯̄x, ·)
θ(¯̄x, ·)

∥∥∥∥
1

·
∥∥∥∥
θ(x̄, ·)− θ(¯̄x, ·)

θ(x̄, ·)

∥∥∥∥
1

· ‖v∗(¯̄x, ·)‖1. (8)

Îòêóäà â ñèëó óñëîâèé 2), 4) ñëåäóåò ïðèíàäëåæíîñòü v∗(x, t) ïðîñòðàíñòâó C∗(Ω, Rn). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò óñëîâèÿ íà äàííûå çàäà÷è (3), ïðè êîòîðûõ ïðîñ-
òðàíñòâó C∗(Ω, Rn) ïðèíàäëåæèò òàêæå è ïðîèçâîäíàÿ ïî t îò ôóíêöèè v∗(x, t) � ðåøåíèÿ
çàäà÷è (3).

Òå î ð åì à 2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)-3) òåîðåìû 1 è ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:
a) θ(x, t)

θ(x, t̄)
< C, C − const, ãäå (x, t), (x, t̄) ∈ Ω̄, |t− t̄| < d, d− const;

á) ñòîëáöû ìàòðèöû A(x, t)
θ(x, t)

è âåêòîð-ôóíêöèÿ F (x, t) ïðèíàäëåæàò C∗(Ω̄, Rn).

Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ v∗(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (3) èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî t, ïðèíàäëåæà-
ùóþ C∗(Ω̄, Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ôóíêöèþ wT (x, t) = θ̃(x, t)vT (x, t), ãäå θ̃(x, t) =
1
d

t+d∫

t

θ(x, τ)dτ,

vT (x, t) � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (5), (6). Òàê êàê

∂vT (x, t)
∂t

= A(x, t)vT (x, t) + F (x, t), (x, t) ∈ [0, ω]× [−T, T ],

òî
∂wT (x, t)

∂t
=

1
d
[θ(x, t + d)− θ(x, t)]vT (x, t) + θ̃(x, t)

∂vT (x, t)
∂t

=

=
1
d
[θ(x, t + d)− θ(x, t)]vT (x, t) + θ̃(x, t)A(x, t)vT (x, t) + θ̃(x, t)F (x, t),

è ôóíêöèÿ wT (x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è

∂w

∂t
= A(x, t)w + F̃ (x, t), (9)

P(1)w(x,−T ) = 0, P(2)w(x, T ) = 0, x ∈ [0, ω], (10)

ãäå
F̃ (x, t) =

1
d
[θ(x, t + d)− θ(x, t)]vT (x, t) + θ̃(x, t)F (x, t).

Ýòà êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå wT (x, t) = θ̃(x, t)vT (x, t) è äëÿ íåãî ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

max
t∈[−T,T ]

‖wT (x, t)‖ ≤ max
t∈[−T,T ]

∥∥∥∥∥
F̃ (x, t)
θ(x, t)

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
F̃ (x, ·)
θ(x, ·)

∥∥∥∥∥
1

. (11)

Èñïîëüçóÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî T îöåíêó è íåðàâåíñòâà

θ(x, t + d)
θ(x, t)

< C,
θ̃(x, t)
θ(x, t)

< C
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äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Ω̄, èç (11) ïîëó÷èì ðàâíîìåðíóþ îòíîñèòåëüíî T îöåíêó äëÿ ôóíêöèè wT (x, t) :

max
t∈[−T,T ]

‖wT (x, t)‖ ≤ M, (12)

M � ïîñòîÿííàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ (11). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî lim
T ′→∞

wT
′ (x, t) = θ̃(x, t)v∗(x, t), äëÿ âñåõ

(x, t) ∈ Ω̄ è òî, ÷òî íà ëþáîì êîìïàêòå [0, ω] × [−T, T ] ñõîäèìîñòü áóäåò ðàâíîìåðíîé, ïåðå-
õîäÿ ê ïðåäåëó ïðè T

′ → ∞ â íåðàâåíñòâå (12), ïîëó÷èì îöåíêó max
t∈[−T,T ]

‖θ̃(x, t)v∗(x, t)‖ ≤ M,

x ∈ [0, ω], îòêóäà sup
t∈R

‖θ̃(x, t)v∗(x, t)‖ ≤ M, x ∈ [0, ω].

Òàê êàê θ̃(x, t)
θ(x, t)

< C, òî ‖θ(x, t)v∗(x, t)‖ =
∥∥∥∥
[
θ(x, t)
θ̃(x, t)

]
θ̃(x, t)v∗(x, t)

∥∥∥∥ ≤ MC. Îòñþäà ëåãêî

ïîëó÷èòü îöåíêó ‖A(x, t)v∗(x, t)‖ ≤ M1, M1 � const, äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Ω̄ è ïðèíàäëåæíîñòü
A(x, t)v∗(x, t) ïðîñòðàíñòâó C∗(Ω, Rn). Ôóíêöèÿ v∗(x, t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ

∂v∗(x, t)
∂t

= A(x, t)v∗(x, t) + F (x, t), (x, t) ∈ Ω,

ãäå ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè ïðèíàäëåæàò C∗(Ω, Rn), âñëåäñòâèå êîòîðîãî ∂v∗(x, t)
∂t

∈ C∗(Ω, Rn).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2).

Òå î ð åì à 3 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)-3) òåîðåìû 1, óñëîâèå à) òåîðåìû 2, ñòîëáöû
ìàòðèöû A(x, t)

θ(x, t)
,
C(x, t)
θ(x, t)

è âåêòîð-ôóíêöèè f(x, t), ψ(t)θ(x, t) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó

C∗(Ω̄, Rn). Òîãäà ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂2u(x, t)
∂t∂x

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) òàêæå ïðèíàäëå-
æèò ïðîñòðàíñòâó C∗(Ω̄, Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäÿ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ v(x, t) =
∂u(x, t)

∂x
, çàäà÷ó (1), (2) ñâåäåì ê

ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å

∂v

∂t
= A(x, t)v + C(x, t)u(x, t) + f(x, t), v(x, t) ∈ C∗(Ω̄, Rn), (13)

u(x, t) = ψ(t) +

x∫

0

v(ξ, t)dξ. (14)

Â çàäà÷å (13), (14) óñëîâèå u(0, t) = ψ(t) ó÷òåíî â ñîîòíîøåíèè (14). Ïàðà íåïðåðûâíûõ íà Ω̄
ôóíêöèé {v(x, t), u(x, t)} íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (13), (14), åñëè ôóíêöèÿ
v(x, t) ∈ C∗(Ω̄, Rn) èìååò íåïðåðûâíóþ íà Ω̄ ïðîèçâîäíóþ ïî t è óäîâëåòâîðÿåò îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (13), ãäå ôóíê-
öèÿ u(x, t) ñâÿçàíà ñ v(x, t) ôóíêöèîíàëüíûì ñîîòíîøåíèåì (14).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (13), (14) ïðèìåíèì ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-
íèé. Â (13) ïîëîæèì u = ψ(t) è íóëåâîå ïðèáëèæåíèå v(0)(x, t) íàéäåì êàê ðåøåíèå çàäà÷è

∂v

∂t
= A(x, t)v + C(x, t)ψ(t) + f(x, t), v(x, t) ∈ C∗(Ω, Rn). (15)

Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî C(x, t)ψ(t) + f(x, t) ∈ C∗(Ω, Rn). Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìàì 1,
2, çàäà÷à (15) èìååò åäèíñòâåííîå v(0)(x, t) è θ̃(x, t)v(0)(x, t) = ṽ(0)(x, t) ∈ C∗(Ω, Rn). Ñ äðóãîé
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ñòîðîíû, ôóíêöèÿ ṽ(0)(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ñåìåéñòâó ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

∂ṽ

∂t
= A(x, t)ṽ + θ̃(x, t)C(x, t)ψ(t) + θ̃(x, t)f(x, t) +

∂θ̃(x, t)
∂t

v(0)(x, t), (x, t) ∈ Ω.

Ïîýòîìó äëÿ ṽ(0)(x, t) ïî òåîðåìå 1 èìååò ìåñòî îöåíêà

‖ṽ(0)(x, ·)‖1 ≤
∥∥∥∥
C(x, ·)
θ(x, ·)

∥∥∥∥
1

· ‖θ̃(x, ·)ψ(·)‖1 + Ĉ‖f(x, ·)‖1 +
Ĉ + 1

d
‖v(0)(x, ·)‖1.

Òîãäà èç (14), èñïîëüçóÿ óñëîâèå 2) òåîðåìû 1, èìååì

‖ũ(0)(x, ·)‖1 = ‖θ̃(x, ·)u(0)(x, ·)‖1 ≤ ‖θ̃(x, ·)ψ(·)‖1+

+sup
t∈R

∥∥∥∥∥∥
θ̃(x, t)

x∫

0

ṽ(0)(ξ, t)
θ̃(ξ, t)

dξ

∥∥∥∥∥∥
≤ ‖θ̃(x, ·)ψ(·)‖1 + C0ω‖ṽ(0)(x, ·)‖1, C0 − const,

îòñþäà àíàëîãè÷íî (8) óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ũ(0)(x, t) ∈ C∗(Ω, Rn).
Ïðèáëèæåíèå v(k)(x, t) (k = 1, 2, ... ) íàéäåì êàê ðåøåíèå çàäà÷è

∂v

∂t
= A(x, t)v + C(x, t)u(k−1)(x, t) + f(x, t), v(x, t) ∈ C∗(Ω, Rn), (16)

ãäå u(k−1)(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

u(k−1)(x, t) = ψ(t) +

x∫

0

v(k−1)(ξ, t)dξ, (x, t) ∈ Ω. (17)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ṽ(k−1)(x, t) è ũ(k−1)(x, t), k = 1, 2, ... , ïðèíàäëåæàò C∗(Ω, Rn) è èñïîëüçóÿ
òåîðåìó 2 ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèè ṽ(k)(x, t) = θ̃(x, t)v(k)(x, t), ũ(k)(x, t) = θ̃(x, t)u(k)(x, t) (k =
1, 2, ... ) òàêæå ïðèíàäëåæàò C∗(Ω, Rn) è èìåþò ìåñòî îöåíêè

‖ṽ(k)(x, ·)‖1 ≤
∥∥∥∥
C(x, ·)
θ(x, ·)

∥∥∥∥
1

· ‖ũ(k−1)(x, ·)‖1 + Ĉ‖f(x, ·)‖1 +
Ĉ + 1

d
‖v(k)(x, ·)‖1, (18)

‖ũ(k)(x, ·)‖1 ≤ ‖θ̃(x, ·)ψ(·)‖1 + C̃

∫ x

0
‖ṽ(k)(ξ, ·)‖1dξ. (19)

Â [2] ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé u(k)(x, t), v(k)(x, t) â íîðìå ïðîñòðàíñòâà
C∗(Ω, Rn) ê u∗(x, t), v∗(x, t) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå u∗(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2).

Èç (18), (19) íåòðóäíî óñòàíîâèòü îöåíêó

max
t∈[−T ;T ]

‖θ̃(x, t)v(k)(x, t)‖ ≤ M1, (20)

max
t∈[−T ;T ]

‖θ̃(x, t)u(k)(x, t)‖ ≤ M2, (21)

ãäå M1, M2 � const, íå çàâèñÿùèå îò k è T . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k →∞ â (20), (21) èìååì

max
t∈[−T ;T ]

‖θ̃(x, t)v∗(x, t)‖ ≤ M1,
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max
t∈[−T ;T ]

‖θ̃(x, t)u∗(x, t)‖ ≤ M2.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè T > 0, óñëîâèé òåîðåì íà θ(x, t) è ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé v∗(x, t),
u∗(x, t) ïðîñòðàíñòâó C∗(Ω, Rn) ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèè θ̃(x, t)v∗(x, t), θ̃(x, t)u∗(x, t) ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà C∗(Ω, Rn). Òîãäà èç ðàâåíñòâà

∂v∗(x, t)
∂t

=
A(x, t)
θ̃(x, t)

· θ̃(x, t)v∗(x, t) +
C(x, t)
θ̃(x, t)

· θ̃(x, t)u∗(x, t) + f(x, t)

ñëåäóåò, ÷òî ∂v∗(x, t)
∂t

∈ C∗(Ω, Rn) è ∂2u∗(x, t)
∂t∂x

∈ C∗(Ω, Rn).
Ñïðàâåäëèâà òàêæå îöåíêà

∥∥∥∥
∂v∗(x, ·)

∂t

∥∥∥∥
1

≤
∥∥∥∥
A(x, ·)
θ̃(x, ·)

∥∥∥∥
1

· ||θ̃(x, ·)v∗(x, ·)||1 +
∥∥∥∥
C(x, ·)
θ̃(x, ·)

∥∥∥∥
1

· ||θ̃(x, ·)u∗(x, ·)||1 + ‖f(x, ·)‖1.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß
ÑÎËßÍÛÕ ÄÈÀÏÈÐÎÂ Â ÇÅÌÍÎÉ ÊÎÐÅ

Í. È. Ìàðòûíîâ, À. Ã. Òàíèðáåðãåíîâ

Èíñòèòóò ìåõàíèêè è ìàøèíîâåäåíèÿ ÌÎÍ ÐÊ èì. Ó.À. Äæîëäàñáåêîâà
050060 Àëìàòû Àêàäåìãîðîäîê, 60

Ââ å ä å í è å.
Èçó÷åíèå ôîðìèðîâàíèÿ ñîëÿíîêóïîëüíûõ ñòðóêòóð è ìàíòèéíûõ äèàïèðîâ èìååò áîëüøîå

íàó÷íîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå [1], ïîñêîëüêó ñ ïîñëåäíèìè ñâÿçàíî ðàñïðåäåëåíèå ìåñòî-
ðîæäåíèé íåôòè è ãàçà, à òàêæå ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ â çåìíîé êîðå. Êðîìå òîãî, ñîëÿíûå
ñòðóêòóðû èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ïîäçåìíûõ õðàíèëèù íåôòè è ãàçà, à òàêæå "õðàíèëèù -
êîíñåðâàòîðîâ" òåðìîÿäåðíûõ îòõîäîâ.

Â óñëîâèÿõ ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè íåñòàöèîíàðíûõ ïîëåé
òåíçîðà íàïðÿæåíèé è òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé, ôîðìèðóþùèõ ïîäîáíûå ñòðóêòóðû â
çåìíîé êîðå, êàê ïðàâèëî, ïðîâîäÿòñÿ íà îñíîâå ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ãåîäèíàìèêè: ïîëçóùèõ
òå÷åíèé Ñòîêñà íåîäíîðîäíîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïîëå ñèë òÿæåñòè.

Ëèíåéíàÿ ñòàäèÿ ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîëçóùåãî äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èññëåäîâàíà àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ïîäðîáíûé àíàëèç
ýòèõ èññëåäîâàíèé äàí â [2].

Íåëèíåéíàÿ ñòàäèÿ ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîëçóùèõ òå÷åíèé Ñòîêñà ìàëî èçó-
÷åíà. Ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê íåêîòîðûì çàäà÷àì òåêòîíèêè, ïðåèìóùåñòâåííî ñîëÿíîé
òåêòîíèêè, ïîëó÷åíû ëàáîðàòîðíûì è ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì. Â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåí-
òîâ [3 � 7], ïðîâîäèâøèõñÿ íà ìîäåëÿõ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ ñëîåâ àíîìàëüíî-âÿçêèõ íåñæèìà-
åìûõ æèäêîñòåé ðàçëè÷íîé ïëîòíîñòè, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îáëàñòü äâèæåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ
íà ÿ÷åéêè Áåíàðà, ïîäîáíûå ÿ÷åéêàì ïðè òåïëîâîé ñòàöèîíàðíîé êîíâåêöèè. Áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ äèàïèðîâ, óñòàíîâëåíû êà÷åñòâåííûå è
êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ðàçâèòèÿ ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè. Îäíàêî ñëåäóåò çà-
ìåòèòü, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå íå îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íîãî ïîäîáèÿ ðåàëüíûì
òåêòîíè÷åñêèì ïðîöåññàì [8].

×èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ôîðìèðîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ ñîëÿíî-êóïîëüíûõ ñòðóêòóð ïîñâÿ-
ùåíî íå áîëåå òðåõ äåñÿòêîâ ðàáîò. Ïåðâûå ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîñâÿùåíû ïëîñêèì è
îñåñèììåòðè÷íûì çàäà÷àì è âûïîëíåíû, â îñíîâíîì, â âîñüìèäåñÿòûõ è â íà÷àëå äåâÿíîñòûõ
ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ [9 � 15]. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü êîíñåðâàòèâíî- ðàçíîñòíûìè ìåòî-
äàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîíîòîííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, ëèáî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íå
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îáñóæäàÿ äîñòîèíñòâà òåõ èëè èíûõ ìåòîäîâ, çàìåòèì, ÷òî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò
äåòàëèçèðîâàíî îöåíèòü êèíåìàòè÷åñêèå è ñèëîâûå õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ, ÷òî ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè ìåòîäàìè çàòðóäíèòåëüíî.

Ñ ïîÿâëåíèåì áûñòðîäåéñòâóþùèõ ïðîöåññîðîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðàñïàðàëëåëèâàòü âû÷èñëå-
íèÿ, ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ðàññ÷èòûâàòü òðåõìåðíûå òå÷åíèÿ. Ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ âû-
ïîëíåíû â ðàáîòàõ [16 � 21]. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ èññëåäîâàíèé áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîöåññ
ôîðìèðîâàíèÿ ñîëÿíûõ êóïîëîâ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ãîðàçäî ìåäëåííåé, ÷åì â
ïëîñêîì ñëó÷àå, îáùèå çàêîíîìåðíîñòè ðàçâèòèÿ ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè ñîõðàíÿþò-
ñÿ, íî èìåþò ñâîþ ñïåöèôèêó. Çàìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ òåíäåíöèÿ ïî
ñîâåðøåíñòâîâàíèþ òåõíè÷åñêèõ êîìïüþòåðíûõ ñðåäñòâ, ÷òî ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî "ïðîñòûì
ìåòîäîì"ïðîâåñòè ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñëîæíûõ çàäà÷.

Â Êàçàõñòàíå ìíîãèå çàäà÷è ñîëÿíîêóïîëüíîé òåêòîíèêè áûëè ïîñòàâëåíû àêàäåìèêîì
Æ.Ñ.Åðæàíîâûì, è ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì ðåøåíû åãî ó÷åíèêàìè. Â ÈÌ è Ìàø. ÌÎÍ ÐÊ ïðî-
äîëæàþò èññëåäîâàíèÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ åãî ó÷åíèêè � àâòîðû íàñòîÿùåé ñòàòüè. Èìè áûëè
ðàçðàáîòàíû è îáîñíîâàíû íåñêîëüêî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ êîððåêòíî ïðîñëåæè-
âàòü ýâîëþöèþ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñëîåâ âïëîòü äî îáðàçîâàíèÿ ñîëÿíûõ ëèíç. Íà ðàçðàáîò-
êó ýòèõ ìåòîäîâ îêàçàë îãðîìíîå âëèÿíèå àêàäåìèê Ø.Ñ. Ñìàãóëîâ. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå
ïîçâîëèëî ïðîâåñòè äåòàëüíûé àíàëèç ìåõàíèçìà è îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ ïðè ãðàâèòàöèîííîé
íåóñòîé÷èâîñòè, îïèñàòü å¼ ôàçû ðàçâèòèÿ è âèä îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê â çàâèñèìîñòè îò
ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîäâîäèòñÿ èòîã ìíîãîëåòíèõ èññëåäîâàíèé ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ñîëÿíîãî äèàïèðèçìà â çåìíîé êîðå.

Ïî ñ ò à í î â ê à ç à ä à ÷ è.
Â îáëàñòè Ω , ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïàðàëëåëåïèïåä, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåêòîð ñêîðî-

ñòè
⇀

V = (U, V,W ) , äàâëåíèå P , ïëîòíîñòü ρ , äèíàìè÷åñêóþ âÿçêîñòü µ â ìîìåíò âðåìåíè
t ∈ [0, T ] , óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå óðàâíåíèé

−∂P
∂x + γ

[
2 ∂

∂x

(
µ∂U

∂x

)
+ ∂

∂y

(
µ∂U

∂y

)
+ ∂

∂y

(
µ∂V

∂x

)
+ ∂

∂z

(
µ∂U

∂z

)
+ ∂

∂z

(
µ∂W

∂x

)]
= 0, (1)

−∂P
∂y + γ

[
2 ∂

∂y

(
µ∂V

∂y

)
+ ∂

∂x

(
µ∂U

∂y

)
+ ∂

∂x

(
µ∂V

∂x

)
+ ∂

∂z

(
µ∂V

∂z

)
+ ∂

∂z

(
µ∂W

∂y

)]
= 0, (2)

−∂P
∂z + γ

[
2 ∂

∂z

(
µ∂W

∂z

)
+ ∂

∂x

(
µ∂U

∂z

)
+ ∂

∂x

(
µ∂W

∂x

)
+ ∂

∂y

(
µ∂V

∂z

)
+ ∂

∂y

(
µ∂W

∂y

)]
− ρ = 0, (3)

∂U

∂x
+

∂V

∂y
+

∂W

∂z
= 0, (4)

∂ρ

∂t
+ U

∂ρ

∂x
+ V

∂ρ

∂y
+ W

∂ρ

∂z
= 0, (5)

∂µ

∂t
+ U

∂µ

∂x
+ V

∂µ

∂y
+ W

∂µ

∂z
= 0, (6)

íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ãðàíèöå ∂Ω

ρ(x, y, z, 0) = ρ0(x, y, z), 0 < ρ2 ≤ ρ0(x, y, z) ≤ ρ1, (7)

µ(x, y, z, 0) = µ0(x, y, z), 0 < µ2 ≤ µ0(x, y, z) ≤ µ1, (8)
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U |∂Ω = V |∂Ω = W |∂Ω = 0. (9)

Êðîìå óñëîâèé (9) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñêîëüæåíèÿ, à òàêæå óñëîâèÿ
ñèììåòðèè íà áîêîâûõ ñòåíêàõ ïàðàëëåëåïèïåäà.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) � (9) çàïèñàíà â áåçðàçìåðíîì âèäå. Êîýôôèöèåíò γ â óðàâíåíè-
ÿõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå ÷èñëà Ôðóäà ê ÷èñëó Ðåéíîëüäñà, γ = ν∗U∗/(L2∗g) . Çäåñü
ν∗ , U∗, L∗ � õàðàêòåðíûå ïàðàìåòðû ñðåäû ñîîòâåòñòâåííî: êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, ñêî-
ðîñòü è ãåîìåòðè÷åñêèé ðàçìåð îáëàñòè. Â çàäà÷àõ ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè îòñóòñòâó-
åò õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ñêîðîñòè, ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî â ðàáîòå ïðèíèìàåòñÿ âÿçêàÿ
ñêîðîñòü U∗ = g

1+n
2 L

1+3n
n∗ ν−n∗ , ãäå n � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Âûáèðàÿ n îïðåäåëåííûì îáðàçîì,

ïîëó÷èì íåîáõîäèìûé ìàñøòàá ñêîðîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè.
×èñ ë å í íûé ì å ò î ä è à ë ã î ð è òì ð åøåíè ÿ.
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì (1) � (9) èñïîëüçóåòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, îñíîâàííûé

íà ñõåìå ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì [22].
Ïóñòü èññëåäóåìàÿ îáëàñòü òå÷åíèÿ Ω ïîêðûòà ðàâíîìåðíîé ïî õ,y è z ñåòêîé ÿ÷ååê

Ω =





xi+ 1
2

= i ∗ hx, hx > 0, i = 0, 1, . . . ., M,

yj+ 1
2

= j ∗ hy, hy > 0, j = 0, 1, ......, N,

zk+ 1
2

= k ∗ hz, hz > 0, k = 0, 1, ......., L,

ãäå hx, hy , hz � ðàçìåðû øàãîâ ñåòêè. Ì, N è L � ÷èñëî ÿ÷ååê ñåòêè ñîîòâåòñòâåííî â íàïðàâ-
ëåíèè x,y è z.

Íà ïåðâîì ýòàïå ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå çíà÷åíèå âåêòîðà
ñêîðîñòè, ãäå èñïîëüçóåòñÿ íåÿâíàÿ ñõåìà:

Un+1
2−Un

ω = γ

[
2

(
µmU

n+ 1
2

x

)

x

+
(

µmU
n+ 1

2
y

)

y

+
(

µmV
n+ 1

2
x

)

y

+

+
(

µmU
n+ 1

2
z

)

z

+
(

µmW
n+ 1

2
x

)

z

]
− P n

x,

(10)

V n+1
2−V n

ω = γ

[
2

(
µm V

n+ 1
2

y

)

y

+
(

µm V
n+ 1

2
x

)

x

+
(

µm V
n+ 1

2
z

)

z

+

+
(

µm U
n+ 1

2
y

)

z

+
(

µm W
n+ 1

2
y

)

z

]
− P n

y ,

(11)

W n+1
2−W n

ω = γ

[
2

(
µmW

n+ 1
2

z

)

z

+
(

mumU
n+ 1

2
z

)

x

+
(

µmW
n+ 1

2
x

)

x

+

+
(

µmV
n+ 1

2
z

)

y

+
(

µmW
n+ 1

2
y

)

y

]
− Pn

y − ρm.
(12)

Óðàâíåíèå (10) ðàññìàòðèâàåòñÿ â òî÷êàõ ñåòêè (i + 1
2 , j , k) , óðàâíåíèå (11) � â òî÷êàõ

(i, j+ 1
2 , k) è óðàâíåíèå (12) � â òî÷êàõ (i, j , k+ 1

2) . Äëÿ ÿñíîñòè, íàïðèìåð, ÷ëåí
(

µmU
n+ 1

2
y

)

y

ðàñïèñûâàåòñÿ â òî÷êàõ (i + 1
2 , j , k) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[
µm

i+ 1
2
, j+ 1

2
, k

(
U

n+ 1
2

i+ 1
2
, j+1, k

− U
n+ 1

2

i+ 1
2
, j, k

)
− µm

i+ 1
2
, j− 1

2
, k

(
U

n+ 1
2

i+ 1
2
, j, k

− U
n+ 1

2

i+ 1
2
, j, k

)]
∗ 1

h2
y

.
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Çäåñü â óðàâíåíèÿõ âåðõíèé èíäåêñ m îáîçíà÷àåò âðåìåííîé ñëîé, à n � íîìåð èòåðàöèé.
Íà âòîðîì ýòàïå ïî íàéäåííîìó ïðîìåæóòî÷íîìó ïîëþ ñêîðîñòè ~V n+ 1

2 ' (Un+ 1
2 , V n+ 1

2 ,

Wn+ 1
2 ) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè âåêòîðà ñêîðîñòè

⇀

V
n+1

îïðåäåëÿåòñÿ ïîëå äàâëå-
íèÿ P n+1

i ,j , k èç óðàâíåíèÿ

P n+1
xx + P n+1

yy + P n+1
zz =

1
ω

(
U

n+ 1
2

x + V
n+ 1

2
y + W

n+ 1
2

z

)
+ P n

xx + P n
yy + P n

zz . (13)

Óðàâíåíèå (13) ðàññ÷èòûâàåòñÿ â òî÷êàõ (i, j, k ) .
Íà òðåòüåì ýòàïå íàõîäèì ~V n+1 ' (

U n+1, V n+1, W n+1
)
èç óðàâíåíèé

U n+1 − U n+ 1
2

ω
= − (

P n+1
x − Pn

x

)
, (14)

V n+1 − V n+ 1
2

ω
= − (

P n+1
y − Pn

y

)
, (15)

W n+1 −W n+ 1
2

ω
= − (

P n+1
z − Pn

z

)
. (16)

Óðàâíåíèÿ (14), (15) è (16) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â òåõ æå òî÷êàõ, ÷òî è óðàâ-
íåíèÿ (10), (11) è (12).

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà óðàâíåíèé (5), (6) èñïîëüçóåòñÿ êîíñåðâàòèâíàÿ ñõåìà äîíîðíîé
ÿ÷åéêè [23], ïðè÷åì øàã ïî âðåìåíè âûáèðàåòñÿ ñ ó÷åòîì óñòîé÷èâîñòè è ìîíîòîííîñòè ñõåìû:

τ ≤ | h | 2

max
Ω

∣∣∣ ⇀

V
∣∣∣
2 .

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (10)�(13) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä âåðõíåé ðåëàêñàöèè. Ðàçíîñòíàÿ ñõå-
ìà (10)�(16) àáñîëþòíî óñòîé÷èâà.

Èòàê, ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Ïóñòü µm, ρm èçâåñòíû (ïðè m = 0 äëÿ µ, ρ ýòî áóäóò íà÷àëüíûå äàííûå ). Òîãäà íåèç-
âåñòíû Um, V m, Wm, Pm îïðåäåëÿþòñÿ èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì ñ ïîâòîðåíèåì âûøå-
óêàçàííûõ òðåõ ýòàïîâ. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

max
Ω

(∣∣ Un+1 − Un
∣∣ +

∣∣V n+1 − V n
∣∣ +

∣∣Wn+1 −Wn
∣∣) ≤ ε · ω

èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî íà m � øàãå ïî âðåìåíè îïðåäåëåíû
çíà÷åíèÿ âåëè÷èí Um, V m, Wm, Pm . Äàëåå, ïî ÿâíîé ñõåìå ðàçíîñòè ïðîòèâ ïîòîêà âû-
÷èñëÿþòñÿ íåèçâåñòíûå ρm+1, µm+1 íà (m + 1) � øàãå ïî âðåìåíè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ Um+1

V m+1, Wm+1, Pm+1 îïÿòü ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ,
îïðåäåëÿåì âñå âåëè÷èíû U s, V s, W s, P s, µs, ρs (s = 0, 1, 2, ....., L) âïëîòü äî íåîáõîäèìîãî
ñëîÿ ïî âðåìåíè.

Ðàññìîòðåííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ïðèãîäåí ïðè ëþáûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ âÿçêîñòè è ïëîòíî-
ñòè, õàðàêòåðíûõ äëÿ îñàäî÷íîãî ÷åõëà â ïðèðîäíûõ óñëîâèÿõ. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ôîðìèðî-
âàíèå âî âðåìåíè äâóõ ñîëÿíûõ äèàïèðîâ, ãäå h1, h2; ρ1, ρ2; µ1, µ2 − ìîùíîñòè, ïëîòíîñòè,
äèíàìè÷åñêèå âÿçêîñòè íàäñîëåâûõ ïîðîä è êàìåííîé ñîëè (ãàëèòà), ñîîòâåòñòâåííî.

Îñí î â íû å ç à ê î í îì å ð í î ñ ò è è î ñ î á å í í î ñ ò è ôîðìèð î â à í è ÿ ñ î-
ë ÿ í î ê ó ï î ë ü íûõ ñ ò ð ó ê ò ó ð â ç åìí î é ê î ð å.
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Ðèñ. 1: Ýâîëþöèÿ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñëîåâ Ïàðàìåòðû ìîäåëè: µ1 = 5 · 1017 êã/(ì · ñ), ρ1 =
2, 5 · 103 êã/ì 3 , h1 = 6 êì , µ2 = 2, 5 · 1017 êã/(ì · c), ρ2 = 2, 2 · 103 êã/ì 3 ,
h2 = 3 êì.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå (ïëîñêîé, îñåñèììåòðè÷íîé è ïðîñòðàíñòâåííîé ìîäåëåé) è ïîñ-
ëåäóþùèé àíàëèç ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü, ÷òî äâèæåíèå ëåãêîé
è òÿæåëîé æèäêîñòåé ïðîèñõîäèò â ÿ÷åéêàõ, íàïîìèíàþùèõ áåíàðîâñêèå ïðè òåïëîâîé ñòàöè-
îíàðíîé êîíâåêöèè, íî èìååò ïðåðûâèñòûé ðåæèì. Ëåãêàÿ æèäêîñòü, ïîäíèìàÿñü ââåðõ, òàì
è îñòàåòñÿ, à òÿæåëàÿ, îïóñêàÿñü, çàìûêàåò ÿ÷åéêó ñíèçó. Äâèæåíèå æèäêîñòè çàêàí÷èâàåòñÿ,
êàê òîëüêî ëåãêàÿ æèäêîñòü ïîäíèìàåòñÿ íàâåðõ, è èíâåðñèÿ ïëîòíîñòåé èñ÷åçíåò.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîçâîëèëè âûäåëèòü òðè õàðàêòåðíûå ôàçû ðàçâèòèÿ ãðàâèòàöèîííîé
íåóñòîé÷èâîñòè. Ïåðâàÿ - ëèíåéíàÿ ôàçà, êîãäà íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä ïîÿâëÿþòñÿ ìàëûå õà-
îòè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ðàçíîé äëèíû âîëí, ñðåäè êîòîðûõ äîâîëüíî ñêîðî îïðåäåëÿþòñÿ äîìè-
íèðóþùèå. Íà âòîðîé ôàçå ðàçâèòèÿ ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè, êîãäà ÿâíî âûäåëèëàñü
äîìèíàíòíàÿ ìîäà ñïåêòðà âîçìóùåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà, ïðîèñõîäèò îòíîñèòåëüíî áûñòðîå
âíåäðåíèå ëåãêîé æèäêîñòè â òÿæåëóþ. Ïðè ýòîì ãðàíèöà ðàçäåëà ñëîåâ èìååò ïðîôèëü, íà-
ïîìèíàþùèé íîðìàëüíîå (ãàóññîâî) ðàñïðåäåëåíèå, ëèáî âèä óåäèíåííîé âîëíû (ñîëèòîíà), à
çàòåì ïðîèñõîäèò åå ïåðåñòðîéêà. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ âûñòóï îêðóãëîé ôîðìû, êîòîðûé
ñî âðåìåíåì âûòÿãèâàåòñÿ, ïðèîáðåòàÿ ñòâîë, ñâÿçûâàþùèé åãî ñ ïèòàþùèì ñëîåì ëåãêîé æèä-
êîñòè. Â âåðõíåé ÷àñòè âûñòóïà íàëèöî ëèáî îêðóãëàÿ, ëèáî ïðèïëþñíóòàÿ, ëèáî âûòÿíóòàÿ
êàïëÿ (èëè êóïîë). Âíåäðåíèå òÿæåëîé æèäêîñòè â ëåãêóþ ïðîèñõîäèò ñ îáðàçîâàíèåì êðà-
åâîãî ïðîãèáà âîçðàñòàþùåé ãëóáèíû. Íà òðåòüåé ôàçå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè óâåëè÷åíèå
êðàåâîãî ïðîãèáà ñïîñîáñòâóåò ïåðåêðûòèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèö ëåãêîé æèäêîñòè â íèæíåì ñëîå
èç ïåðèôåðèè â öåíòðàëüíóþ ÷àñòü ÿ÷åéêè, à âñïëûâàþùàÿ ïîä äåéñòâèåì àðõèìåäîâûõ ñèë
ìàññà ëåãêîé æèäêîñòè âûòÿãèâàåò ñòâîë, íèæíÿÿ ÷àñòü êîòîðîãî áûñòðî ñóæàåòñÿ. Â ðåçóëü-
òàòå îáðàçóåòñÿ øåéêà. Íàëè÷èå øåéêè ãîâîðèò î òîì, ÷òî âñïëûâàþùàÿ â öåíòðàëüíîé ÷àñòè
ÿ÷åéêè ìàññà ëåãêîé æèäêîñòè ãîòîâèòñÿ ê îòðûâó. Çàòåì ïðîèñõîäèò îòðûâ îò îñíîâíîãî ïè-
òàþùåãî ñëîÿ, ÷òî è îáúÿñíÿåò ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ ñîëÿíûõ ëèíç â çåìíîé êîðå.

Â ïðîöåññå îòòîêà ëåãêîé æèäêîñòè â îñíîâíîé êóïîë âîêðóã ïîñëåäíåãî ñî âðåìåíåì îá-
ðàçóþòñÿ êîìïåíñàöèîííûå ïðîãèáû, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò çàðîæäåíèþ âòîðè÷íûõ êóïîëîâ.
Ò.å. ðàçâèòèå îäíèõ êóïîëîâ ñòàíîâèòñÿ ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ è ðîñòà äðóãèõ (âòîðè÷íûõ),
à òå, â ñâîþ î÷åðåäü, òðåòüèõ è ò.ä.. Âñå ýòè êóïîëà íàõîäÿòñÿ íà ðàçíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ, à ïî
ïðîèñõîæäåíèþ èõ ñëåäóåò îòíåñòè ê îäíîìó ñåìåéñòâó. Ïîäîáíàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ ïðè
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ëàáîðàòîðíîì ìîäåëèðîâàíèè è â íàòóðíûõ íàáëþäåíèÿõ [1 � 7].
Ïðè èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ ìîùíîñòåé ñëîåâ íà õàðàêòåð ïåðåìåùåíèÿ óñòàíîâëåíû ñëåäó-

þùèå çàâèñèìîñòè. Åñëè óâåëè÷èâàòü ìîùíîñòü ñîëè, îñòàâëÿÿ ïðè ýòîì ìîùíîñòü íàäñîëåâûõ
ïîðîä íåèçìåííîé, òî ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ñîëÿíûõ êóïîëîâ óâåëè÷èâàþòñÿ, à ðàññòîÿíèÿ ìåæ-
äó êóïîëàìè óìåíüøàþòñÿ. Åñëè óâåëè÷èâàòü ìîùíîñòü íàäñîëåâûõ ïîðîä, îñòàâëÿÿ ïðè ýòîì
ìîùíîñòü ñîëè íåèçìåííîé, òî ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû êóïîëîâ óìåíüøàþòñÿ, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
êóïîëàìè óâåëè÷èâàþòñÿ. Ñîëÿíîé êóïîë ðàñòåò áûñòðåå â òîé ñðåäå, ãäå èìåþòñÿ áîëüøèå
ìîùíîñòè ñîëè è íàäñîëåâûõ ïîðîä.

Ïóñòü M � îòíîøåíèå âÿçêîñòè íàäñîëåâûõ ïîðîä ê âÿçêîñòè ñîëè. Êàê ïîêàçûâàåò ñåðèÿ
ðàñ÷åòîâ, ñ óâåëè÷åíèåì Ì êóïîëà ïðèîáðåòàþò øàðîîáðàçíóþ ôîðìó, ñ óìåíüøåíèåì Ì �
ñòîëáîîáðàçíóþ; ñ ðîñòîì Ì ïðîöåññ ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè çàìåäëÿåòñÿ. Ïðè Ì=1
ðåøåíèå íîñèò "àâòîìîäåëüíûé õàðàêòåð". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äâóõ ðàçíûõ âàðèàíòîâ íåçà-
âèñèìî îò âåëè÷èíû ïîðÿäêà âÿçêîñòåé ñëîåâ ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå ìîìåíòû âðåìåíè, ÷òî
êàðòèíû òå÷åíèÿ áóäóò èäåíòè÷íûìè.

Âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà áîêîâûõ ñòåíêàõ îáëàñòè íà ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè ïðîÿâ-
ëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â ñëó÷àå èäåàëüíîãî ñêîëüæåíèÿ îñíîâíàÿ ìàññà ñîëè ïåðåòåêàåò ââåðõ
÷åðåç öåíòðàëüíûé êóïîë. Óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ ñïîñîáñòâóþò òîìó, ÷òî ñîëü ïåðåìåùàåòñÿ
ââåðõ íå òîëüêî ÷åðåç öåíòðàëüíûé êóïîë, íî è ÷åðåç çàðîäèâøèåñÿ íà êðàþ ïðîãèáîâ ïåðèôå-
ðèéíûå êóïîëà.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè îòíîøåíèÿ ïëîòíîñòåé ñëîåâ ïðîöåññ ðàçâèòèÿ íåóñòîé-
÷èâîñòè çàìåäëÿåòñÿ, è íàîáîðîò, à îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ñëîåâ íå âëèÿåò íà ôîðìó êóïîëîâ.

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçâèòèÿ ïëîñêîé ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè ñ ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ïðè îäèíàêîâûõ ìåõàíèêî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ïîêàçûâàåò: õàðàêòåðèñòèêè ðîñòà
ñîëÿíîãî êóïîëà (ñêîðîñòü ðîñòà, ôîðìà êóïîëà) â îñåñèììåòðè÷íîé ìîäåëè îòëè÷àþòñÿ îò
õàðàêòåðèñòèê ðîñòà ñîëÿíîãî êóïîëà â ïëîñêîé ìîäåëè. Â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå êóïîë
âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ âåðõíåé ñòåíêè ïðèíèìàåò ñòîëáîîáðàçíóþ ôîðìó, ïðè ýòîì ïîïåðå÷-
íûé ðàçìåð åãî ñòâîëà øèðîêèé è ïðèìåðíî ðàâåí ïåðâîíà÷àëüíîé ìîùíîñòè ñîëè. Â ïëîñêîì
ñëó÷àå â òå æå ìîìåíòû âðåìåíè ñâîä êóïîëà, íå äîñòèãàÿ âåðõíåé ñòåíêè, ðàñòåêàåòñÿ â ãîðè-
çîíòàëüíûå ñòîðîíû, à ñòâîë ñèëüíî îòæèìàåòñÿ òÿæåëîé æèäêîñòüþ, ò.å. êóïîë ïðèîáðåòàåò
ãðèáîîáðàçíóþ ôîðìó. Ïðîöåññ ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðîòåêàåò áûñòðåå â ïëîñêîé
ìîäåëè, ÷åì â ïðîñòðàíñòâåííîé.

Ñ öåëüþ âûÿñíåíèÿ âëèÿíèÿ ïîäñîëåâîãî ëîæà íà ðîñò ñîëÿíûõ êóïîëîâ áûëà ïðîâåäåíà
ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ äëÿ òðåõñëîéíîé ñðåäû, â êîòîðîé ñîëü ðàñïîëîæåíà ìåæäó äâóìÿ áîëåå ïëîò-
íûìè ïîðîäàìè. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî õàðàêòåð ïåðåìåùåíèÿ ñîëè â òðåõñëîéíîé ñðåäå ñèëüíî
îòëè÷àåòñÿ îò äâóõñëîéíîé, ïîñêîëüêó ïîäîøâà ñîëè ñöåïëåíà ñ äåôîðìèðîâàííûì îñíîâàíèåì,
êîòîðàÿ â ïðîöåññå íåóñòîé÷èâîñòè âîâëåêàåòñÿ â äâèæåíèå ââåðõ ïî òåì æå êàíàëàì, ÷òî
è ñîëü, õîòÿ ïëîòíîñòü ñîëè ìåíüøå ïëîòíîñòè ïîäñîëåâîãî ñëîÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
ñîëÿíîé êóïîë, äâèãàÿñü ââåðõ, âûòåñíÿåò òÿæåëûé íàäñîëåâîé ñëîé âíèç, âñëåäñòâèå ÷åãî
ïîä êóïîëîì ñîçäàåòñÿ îáëàñòü ïîíèæåííîãî äàâëåíèÿ, êóäà è ïåðåòåêàåò ÷àñòü ïîäñîëåâîãî
ñëîÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîãäà âÿçêîñòü ïîäñîëåâîãî ñëîÿ íàìíîãî áîëüøå âÿçêîñòè ñîëè
è íàäñîëåâûõ ïîðîä, òî ïðîöåññ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè áóäåò ïðîèñõîäèòü òàêæå, êàê è â
äâóõñëîéíîé ìîäåëè, ò.å. ïîäñîëåâîé ñëîé íå äåôîðìèðóåòñÿ.

Àâòîðàìè èçó÷åíî âëèÿíèå íàêëîíà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äëÿ äâóõñëîéíîé ìîäåëè. Ïîêàçà-
íî, ÷òî íà ôîíå ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé ìîìåíò (îáðàçî-
âàííûé çà ñ÷åò íàêëîíà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà), ñïîñîáñòâóþùèé ïîâîðîòó âñïëûâàþùåé ñîëè
â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ òîëùèíû ñîëÿíîãî ìàññèâà. Ïîäîáíàÿ îñîáåííîñòü õàðàêòåðíà äëÿ ñî-
ëÿíîêóïîëüíîé òåêòîíèêè Ïðèêàñïèéñêîé âïàäèíû [1].

Ñîïîñòàâëåíèå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè ëàáîðàòîðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãåîëîãè-
÷åñêèìè äàííûìè îáðàçîâàíèÿ ñîëÿíûõ ñòðóêòóð ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü, ÷òî ôîðìû ñîëÿíûõ
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êóïîëîâ, èõ ðàçâèòèå â ïðèðîäíîé îáñòàíîâêå è â ÷èñëåííûõ ìîäåëÿõ îïðåäåëÿþòñÿ îäèíàêî-
âûìè ôàêòîðàìè.
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Î ÏÐÈÇÍÀÊÅ ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÉ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ
ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ê. Æ.Íàçàðîâà

Ìåæäóíàðîäíûé Êàçàõñêî-Òóðåöêèé óíèâåðñèòåò
487010 Òóðêåñòàí, óë. Êàçûáåê-áè , 45, anar@math.kz

Ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû ïîáëî÷íîãî íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, îáðàòíîé ê ìàò-
ðèöå [Qν(2h)]. Óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó êîíñòàíòîé êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîé
äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è è ÷èñëîì γν(h), îãðàíè÷èâàþùèì ñâåðõó íîðìó ìàòðèöû [Qν(2h)]−1.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

dx

dt
= A(t)x + f(t), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, (1)

Bx(0) + Cx(T ) = d, d ∈ Rn, (2)

ãäå ìàòðèöà A(t), âåêòîð - ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíû íà [0, T ], B, C � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû
(n×n), ‖x‖ = max

i
|xi|, ||A(t)|| = max

i

n∑
j=1

|aij(t)| ≤ α, α−const, i = 1, N. ×åðåç C([0, T ], Rn)

îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [0, T ] ôóíêöèé x : [0, T ] → Rn ñ íîðìîé ‖x‖1 =
= max

t∈[0,T ]
|x(t)|.

Â ðàáîòå [1] çàäà÷à (1), (2) èññëåäîâàíà ìåòîäîì ïàðàìåòðèçàöèè. Ðàññìàòðèâàåìûé ïðî-
ìåæóòîê [0, T ] ðàçáèâàåòñÿ íà ÷àñòè ñ øàãîì h > 0 : Nh = T è äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû
ââîäÿòñÿ êàê çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèé â íà÷àëüíûõ òî÷êàõ èíòåðâàëîâ. Â ðàáîòå [2] ïðèìå-
íÿåòñÿ äðóãîé âàðèàíò ìåòîäà ïàðàìåòðèçàöèè, îòëè÷àþùèéñÿ òåì, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå
ïàðàìåòðû ââîäÿòñÿ â öåíòðàõ èíòåðâàëîâ äëèíû 2h > 0 : 2Nh = T. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì
íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè çàäà÷è (1),(2) ê ýêâèâàëåíòíîé ìíîãîòî÷å÷íîé
êðàåâîé çàäà÷å ñ ïàðàìåòðîì. Êàæäûé øàã àëãîðèòìà ñîñòîèò èç äâóõ ïóíêòîâ: à) ðåøåíèå
ëèíåéíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ ïàðàìåòðîâ; á) ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè ïðè íàéäåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ íà èíòåðâàëàõ äëèíû 2h > 0. Îñóùåñòâè-
ìîñòü àëãîðèòìà çàâèñèò îò îáðàòèìîñòè nN×nN ìàòðèöû Qν(2h), ñîñòàâëÿåìîé ïî A(t), B, C
è èìåþùåé ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó:

Keywords: ordinary di�erential equation, two-point boundary-value problem, impulse in�uence, parametrization's
method

2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34B37
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Qν(2h) =

=

���������
B[I + Dν1(0)]2h 0 0 0 . . . 0 C[I + DνN (2Nh)]2h

I + Dν1(2h) −I −Dν2(2h) 0 0 . . . 0 0
0 I + Dν2(4h) −I −Dν2(4h) 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 . . . I + DνN−1(2(N − 1)h) −I −DνN (2(N − 1)h)

��������� .
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òå î ð åì à 1 . Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ h > 0 : 2Nh = T è ν (ν = 1, 2, . . .) ìàòðèöà
Qν(2h) : RnN → RnN îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

à) ‖[Qν(2h)]−1‖ ≤ γν(h),

á) qν(h) = γν(h) · 2max(1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖))[eαh − 1− αh− ...− (αh)ν

ν!
] < 1.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗(t) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

‖x∗‖1 ≤ Mν(h)max(‖d‖, ‖f‖1), (3)

ãäå

Mν(h) =



γν(h)(eαh − 1)× 2max


1 + 2hmax(‖B‖, ‖C‖)

ν−1∑

j=0

(αh)j

j!
,
ν−1∑

j=0

(αh)j

j!


 + eαh



 h×

× γν(h)
1− qν(h)

× 2max(1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖)(αh)ν

ν!
(eαh + 1) +

+γν(h)× 2max


1 + 2hmax(‖B‖, ‖C‖)

ν−1∑

j=0

(αh)j

j!
;
ν−1∑

j=0

(αh)j

j!


h.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1 íå òîëüêî äîñòàòî÷íû, íî è íåîáõîäèìû äëÿ îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2).

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó êîíñòàíòîé êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è (1), (2) è ÷èñëîì γν(h), îãðàíè÷èâàþùèì ñâåðõó íîðìó ìàòðèöû [Qν(2h)]−1, óñòàíàâëè-
âàþòñÿ ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå ïîáëî÷íî îïðåäåëèòü ýëåìåíòû [Qν(2h)]−1.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
Qν(2h) · λ = b, λ, b ∈ RnN , (4)

êîòîðîå ïîáëî÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

2hB[I + Dν,1(0)]λ1 + 2hC[I + Dν,N (2Nh)]λN = b1, (5)

[I + Dν,j(2jh)]λj − [I + Dν,j+1(2(j + 1)h)]λj+1 = bj+1, j = 1, 2, ..., N − 1. (6)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìàòðèöà [I + Dν,s(2sh)] îáðàòèìà ïðè ëþáîì s, s = 2, N , èç ðàâåíñòâà (6)
âûðàçèì λr+1, r = 1, N − 1, ÷åðåç λ1, bj , j = 2, r,

λr+1 =
1∏

s=r

[I + Dν,s+1(2(s + 1)h)]−1[I + Dν,s(2sh)]λ1−

−[I + Dν,r+1(2(r + 1)h)]−1 ×
r∑

j=2

j∏
s=r

[I + Dν,s(2sh)]×

×[I + Dν,s(2sh)]−1bj − [I + Dν,r+1(2(r + 1)h)]−1br+1. (7)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2006. Òîì 6. � 1 (19)



76 Ê. Æ.Íàçàðîâà

Îòñþäà ïðè r = N − 1 èìååì

λN =
1∏

s=N−1

[I + Dν,s+1(2(s + 1)h)]−1[I + Dν,s(2sh)]λ1−

−[I + Dν,N (2Nh)]−1 ×
N−1∑

j=2

j∏

s=N−1

[I + Dν,s(2sh)]×

×[I + Dν,s(2sh)]−1bj − [I + Dν,N (2Nh)]−1bN . (8)

Â (5) âìåñòî λN ïîäñòàâèâ ïðàâóþ ÷àñòü (8), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2hMλ1 = b1 + 2hC
N∑

j=2

j∏

s=N

[I + Dν,s(2sh)][I + Dν,s(2sh)]−1bj (9)

ñ ìàòðèöåé

M = B[I + Dν,1(0)] + C[I + Dν,N (2Nh)]
2∏

s=N

[I + Dν,s(2sh)]−1[I + Dν,s−1(2sh)].

Ëåììà 1. Åñëè ìàòðèöà [I + Dν,s(2sh)] îáðàòèìà äëÿ ëþáîãî s, s = 2, N , òî Qν(2h)
îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàòèìà ìàòðèöà M : Rn → Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà Qν(2h) îáðàòèìà. Ïîêàæåì îáðàòèìîñòü ìàòðèöû M.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà M íåîáðàòèìà. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð λ̃1 ∈ Rn , óäî-
âëåòâîðÿþùèé îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ

Mλ̃1 = 0, λ̃1 ∈ Rn. (10)

Èñïîëüçóÿ îáðàòèìîñòü ìàòðèöû [I + Dν,s(2sh)], s = 2, N , ïî óñëîâèþ ëåììû íàéäåì λ̃r+1, r =
1, N − 1, ïî ôîðìóëå

λ̃r+1 =
1∏

s=r

[I + Dν,s+1(2sh)]−1[I + Dν,s(2sh)]λ̃1, r = 1, 2, ..., N − 1. (11)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà λ̃ = (λ̃1, λ̃2, ..., λ̃N )
′ ∈ RnN ñïðàâåäëèâî

Qν(2h)λ̃ = 0, λ̃ ∈ RnN . (12)

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îáðàòèìîñòè ìàòðèöû Qν(2h) è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà M îáðàòèìà.
Ïóñòü òåïåðü îáðàòèìà ìàòðèöà M. Ïîêàæåì îáðàòèìîñòü Qν(2h). Èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî

ìàòðèöà Qν(2h) íåîáðàòèìà, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî âåêòîðà λ̃ = (λ̃1, λ̃2, ..., λ̃N )
′ ∈

RnN è ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ

2hB[I + Dν,1(0)]λ̃1 + 2hC[I + Dν,N (2Nh)]λ̃N = 0, (13)

[I + Dν,s(2sh)]λ̃s − [I + Dν,s+1(2(s + 1)h)]λ̃s+1 = 0, s = 1, N − 1, (14)

ò.å. Qν(2h)λ̃ = 0. Ó÷èòûâàÿ îáðàòèìîñòü ìàòðèöû [I + Dν,s(2sh)], s = 2, N , îïðåäåëèì λ̃j+1,

j = 1, N − 1, ÷åðåç λ̃1 ïî ôîðìóëå

λ̃j+1 =
1∏

s=j

[I + Dν,s+1(2(s + 1)h)]−1[I + Dν,s(2sh)]λ̃1, j = 1, 2, ..., N − 1. (15)
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Íàéäåííîå çíà÷åíèå λN ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (13), ïîëó÷àåì, ÷òî 2hMλ̃1 = 0, λ̃1 ∈ Rn. Èç
(15) ñëåäóåò, ÷òî âñå λ̃j+1 = 0, j = 1, N − 1, åñëè ‖λ̃1‖ = 0. Ïîýòîìó ‖λ̃‖ 6= 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ‖λ̃1‖ 6= 0. Îòñþäà è èç ‖λ̃‖ 6= 0 âûòåêàåò Mλ̃1 = 0, ‖λ̃1‖ 6= 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îáðàòèìîñòè M. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà Qν(2h) îáðàòèìà. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Ïóñòü ìàòðèöà [I + Dν,s+1(2sh)]îáðàòèìà äëÿ ëþáîãî s, s = 1, N − 1, è
ìàòðèöà M èìååò îáðàòíóþ M−1. Òîãäà áëî÷íûå ýëåìåíòû [Qν(2h)]−1 = {lr,j}, r, j = 1, N,
ìîæíî îïðåäåëèòü ðåêóððåíòíûìè ôîðìóëàìè:

l11 =
1
2h

M−1, (16)

l1,r = M−1C
r∏

s=N

[I + Dν,s(2sh)][I + Dν,s(2sh)]−1, 1 < r ≤ N, (17)

lrr = [I + Dν,r(2rh)]−1[I + Dν,r−1(2rh)]lr−1,r − [I + Dν,r(2rh)]−1, r = 2, 3, ..., N, (18)

lrj = [I + Dν,r(2rh)]−1[I + Dν,r−1(2rh)]lr−1,j , j 6= r, r = 2, N. (19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îáðàòèìîñòè ìàòðèöû M ñëåäóåò îáðàòèìîñòü ìàòðèöû Qν(2h) è

λ = [Qν(2h)]−1b, λ, b ∈ RnN . (20)

Ïóñòü [Qν(2h)]−1 = {lr,j}, r, j = 1, N, ãäå lr,j − (n× n) � ìàòðèöà. Òîãäà (20) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

λr =
N∑

j=1

lr,jbj , r = 1, N. (21)

Ââèäó îáðàòèìîñòè ìàòðèö M è [I + Dν,s(2sh)], s = 2, N , èç (9) íàéäåì

λ1 =
1
2h

M−1b1 + M−1C

N∑

j=2

j∏

s=N

[I + Dν,s(2sh)][I + Dν,s(2sh)]−1bj . (22)

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ bj , j = 1, N â (22) è (21), êîãäà r = 1, ïîëó÷èì
(16), (17). Ïîñëåäóþùèå áëî÷íûå ñòðîêè íàéäåì, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (6):

λr+1 = [I + Dν,r+1(2rh)]−1[I + Dν,r(2rh)]λr − [I + Dν,r+1(2rh)]−1br+1, r = 1, n− 1.

Ó÷èòûâàÿ (20), ïîëó÷èì

λr+1 = [I + Dν,r+1(2rh)]−1[I + Dν,r(2rh)]×
N∑

j=1

lr,jbj − [I + Dν,r+1(2rh)]−1br+1 =

=
N∑

j=1

[I + Dν,r+1(2rh)]−1[I + Dν,r(2rh)]lr,jbj − [I + Dν,r+1(2rh)]−1br+1. (23)

Ñðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ðàâåíñòâ (23) è λr+1 =
N∑

j=1
lr+1,jbj , r = 1, N − 1,

ïîëó÷èì (18), (19). Ëåììà äîêàçàíà.
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Óòâåðæäåíèÿ ëåìì 1, 2 èìåþò ìåñòî ïðè îáðàòèìîñòè ìàòðèöû [I + Dν,s(2sh)] äëÿ
ëþáîãî s, s = 2, N. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ íîðìû ìàòðèöû Dν,s(2sh) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Dν,s(2sh)‖ ≤ αh +
(αh)2

2!
+ ... +

(αh)ν

ν!
≤ αh · eαh

è âûáèðàÿ h > 0, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó αh ·eαh < 1, ïî òåîðåìå î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ
îãðàíè÷åííî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ [3, c.140] ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî h ∈ (0, h] ìàòðèöà
[I + Dν,s(2sh)] îáðàòèìà ïðè âñåõ s, s = 2, N.

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷à (1), (2) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ðàçðåøèìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ f(t), d
îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗(t) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖x∗‖1 ≤ K max(‖d‖, ‖f‖1),

ãäå K� const, íåçàâèñÿùàÿ îò d, f(t). ×èñëî K íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé êîððåêòíîé ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷è (1), (2).

Òå î ð åì à 2 . Åñëè êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) êîððåêòíî ðàçðåøèìà, òî äëÿ ëþáîãî ν ∈ N
ñóùåñòâóåò h0 = h0(ν) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ h ∈ (0, h0] : 2Nh = T ìàòðèöà Qν(2h) :
RnN → RnN áóäåò îáðàòèìîé è

‖[Qν(2h)]−1‖ ≤ γ

2h
, (24)

ãäå γ � êîíñòàíòà, íåçàâèñÿùàÿ îò h. Åñëè ïðè ýòîì èçâåñòíà K � êîíñòàíòà êîððåêòíîé
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ h = h(ε, ν) è îöåíêà (24) áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ ñ êîíñòàíòîé γ = (1 + ε)K ïðè âñåõ h ∈ (0, h] : 2Nh = T.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäà÷à (1), (2) êîððåêòíî ðàçðåøèìà è K− êîíñòàíòà êîððåêòíîé
ðàçðåøèìîñòè. Òîãäà â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 èç [2, ñ.65] óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò h0 = h0(ε) è ïðè âñåõ h ∈ (0, h0] : 2Nh = T

‖[Q∗(2h)]−1‖ ≤ (1 +
ε

2
)
K

2h
,

ãäå Q∗(2h) = lim
ν→∞Qν(2h). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

‖Q∗(2h)−Qν(2h)‖ ≤ 2max{1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖)}[exp(αh)− 1− (αh)− ...− (αh)ν

ν!
]

è âûáèðàÿ h = h(ε, ν), óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó

(1 +
ε

2
)
K

2h
× 2max{1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖)}[exp(αh)− 1− (αh)− ...− (αh)ν

ν!
] ≤ ε

2(1 + ε)
,

ïî òåîðåìå î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ îãðàíè÷åííî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷èì îáðàòèìîñòü
ìàòðèöû Qν(2h) ïðè âñåõ h ∈ (0, h] : 2Nh = T è ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (24) ñ γ = (1 + ε)K.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 3 . Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ν ∈ N ñóùåñòâóåò h0 = h0(ν) òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ
h ∈ (0, h0] : 2Nh = T ìàòðèöà Qν(2h) îáðàòèìà è åå îáðàòíàÿ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (24).
Òîãäà çàäà÷à (1), (2) êîððåêòíî ðàçðåøèìà ñ êîíñòàíòîé K = γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû. Òîãäà ó÷èòûâàÿ, ÷òî

qν(h) =
γ

h
× 2max{1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖)}[exp(αh)− 1− (αh)− ...− (αh)ν

ν!
] = O(hν)
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è âûáèðàÿ h̃ ∈ (0, h0] : 2Nh = T , óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó qν(h) < 1, ñîãëàñíî òåîðåìå 1
ïîëó÷èì îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1), (2) è îöåíêó (3). Çàìåíÿÿ γν(h) íà γ

2h â Mν(h),
èìååì

Mν(h) =



γ(eαh − 1)×max


1 + 2hmax(‖B‖, ‖C‖)

ν−1∑

j=0

(αh)j

j!
,
ν−1∑

j=0

(αh)j

j!


 + αheαh



×

× γ

1− qν(h)
×max(1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖))α

ν

ν!
× hν−1(eαh + 1) +

+γ ×max


1 + 2hmax(‖B‖, ‖C‖)

ν−1∑

j=0

(αh)j

j!
;
ν−1∑

j=0

(αh)j

j!


 .

Òàê êàê ïðè h → 0 çíà÷åíèÿ eαh − 1, αheαh, (αh)ν−1

ν! ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî ïîëó÷èì K =
lim
h→0

Mν(h) = γ. Òîãäà èç îöåíêè

‖x∗‖1 ≤ γ max(‖d‖, ‖f‖1)

ñëåäóåò êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1), (2) ñ êîíñòàíòîé K = γ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäî-
âàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ â ñèìïëåêñå.

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå
ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû è èçó÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ íà
íåì [1]. Ýòî îòîáðàæåíèå, êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå, âîçíèêàåò â
ðåçóëüòàòå îòîáðàæåíèÿ ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè â ñåáÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ òî-
÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ñå÷åíèè, ñ ñåêóùåé
ïîâåðõíîñòüþ. Ïðè ýòîì ïîä òðàíñâåðñàëüíûì ïåðåñå÷åíèåì òðàåêòîðèè è ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ
äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû áóäåì ïîíèìàòü èõ ïåðåñå÷åíèå â îáû÷íîì ñìûñëå, ñîåäè-
íèâ íåïðåðûâíûì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè òðàåêòîðèè. Îäíèì èç äîñòîèíñòâ ìåòîäà
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âûáîð ñå÷åíèÿ â âèäå ãèïåðïîâåðõíîñòè ïîçâîëÿåò ïîíèæàòü ðàçìåðíîñòü âåê-
òîðà ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Îäíàêî ââèäó òîãî, ÷òî âûáîð ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè
â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïðîèçâîëåí, ïîíèæåíèå ðàçìåðíîñòè äàæå íà 1 ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîòåðå
ñóùåñòâåííîé èíôîðìàöèè î ñàìîé ñèñòåìå, â ÷àñòíîñòè, î òîïîëîãèè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé âíå
ýòîãî ñå÷åíèÿ (íàïðèìåð, êîãäà ñèñòåìà èìååò ðàçíûå òèïû äèíàìèêè èëè íåñêîëüêî àòòðàêòî-
ðîâ (ðåïåëëåðîâ) â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà). Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ñïåöèàëüíûì
îáðàçîì ïîäáèðàòü ðàñïîëîæåíèå ñå÷åíèé è ñòðîèòü èõ îäíîâðåìåííî â íåñêîëüêèõ ÷àñòÿõ ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Êðîìå òîãî, íàéòè îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå â ÿâíîì âèäå äëÿ êîíêðåòíîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû óäàåòñÿ êðàéíå ðåäêî è ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê åãî ÷èñëåííîìó àíàëîãó.
Ïîäîáíîãî ðîäà òðóäíîñòè íå âîçíèêàþò â ñèñòåìàõ, ãäå ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ïîÿâëÿþòñÿ åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì. Ïðèìåðîì òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäåííàÿ
ìíîãîìåðíûì ëîãèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì [2, 3] ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì â âèäå åäèíè÷-
íîãî ñèìïëåêñà. ω-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ðàñïîëîæåíû íà îäíîìåðíûõ
èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äàííîãî îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâàõ, ñîñòîÿùèõ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
îòðåçêîâ ëó÷åé � åñòåñòâåííûõ ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ïðè ðàññìîòðåíèè îòîáðàæåíèÿ íà ïðèòÿãè-
âàþùèõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâàõ. Íà êàæäîì èç îòðåçêîâ ëó÷åé ìíîãîìåðíîå ëîãèñòè÷åñêîå

Keywords: dynamical system, �rst return map, nonlinear dynamics
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 37C05, 39A05, 65P30
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îòîáðàæåíèå èìååò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóïåðïîçèöèé îäíîìåðíûõ ëîãèñòè÷åñêèõ îòîáðàæå-
íèé. Ýòè ñóïåðïîçèöèè ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè ïîñëåäîâàíèÿ ìíîãîìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïîíèæàåòñÿ íà n− 1, ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ñîêðàùàåòñÿ
ñ n2 äî íåêîòîðîãî ÷èñëà p, 1 ≤ p ≤ n, ãäå n � ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû, è ïîòåðè èíôîðìàöèè î
ñàìîé ñèñòåìå è õàðàêòåðå åå äèíàìèêè íå ïðîèñõîäèò.

Âîçíèêàåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îáùåãî âèäà ìíîãîìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ, èìåþùåãî åñòå-
ñòâåííûå îäíîìåðíûå ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ñ îäíîìåðíûìè îòîáðàæåíèÿìè ïîñëåäîâàíèÿ íà íèõ,
ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿþùèìè èíôîðìàöèþ îá èñõîäíîé ñèñòåìå.

Ìíîãîìåðíîå ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå èìååò âèä [2]:

f : Ln → Ln, f(x) = (1−
n∑

1

xi)Ax,

ãäå A � ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ, Ln � n-ìåðíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé
|x| = ∑n

1 |xi|. Äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ f â ïðîñòðàíñòâå Ln âûäå-
ëÿåòñÿ ñèìïëåêñ åäèíè÷íîé äëèíû Kn = {x ∈ Ln|x ≥ 0,

n∑
1

xi ≤ 1} â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà Kn (â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè) îáåñïå÷èâàåòñÿ âû-
áîðîì ìàòðèöû A: A � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, ò.å. aij ≥ 0 ∀i, j = 1, n è ‖A‖ = max

j

n∑
i=1

aij ≤ 4.

Îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ χλ (n = 1,
A = λ, Kn = I = [0, 1]) [4, 5]:

χλ : L1 → L1, χλx = λ(1− x)x.

Ñîãëàñíî [6, 7] äëÿ ëþáîãî x èç Kn ñóùåñòâóåò ÷èñëî p ≤ n, p ∈ N , è èíâàðèàíòíîå îò-
íîñèòåëüíî f ìíîæåñòâî Jp ⊆ Kn, ñîñòîÿùåå èç p îòðåçêîâ ëó÷åé Jp,1, . . . , Jp,p, èíâàðèàíò-
íûõ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ fp, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ωf (x), ò.å.
ωf (x) ⊆ Jp. Íà êàæäîì Jp,i îòîáðàæåíèå fp èìååò îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà

fp
|Jp,i

= χλp ◦ . . . ◦ χλ1 , (∗)

ãäå λ1 > 0, . . . , λp > 0 � íåêîòîðûå ÷èñëà.

Îòîáðàæåíèÿ fp âèäà (*), p ∈ N , ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè ïîñëåäîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ f .
Ñîãëàñíî òåîðåìå î ðàñùåïëåíèè ïðîñòðàíñòâà Ln íà êîíå÷íîå ÷èñëî èíâàðèàíòíûõ öèê-

ëè÷åñêèõ îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, çàäàííîãî ìàòðèöåé A, ïîäïðîñòðàíñòâ Lp

[10, ñ.166], p ≤ n, ìíîæåñòâî Jp ⊂ Kn ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå Mp ⊂ Kn, ãäå
Mp = Lp

⋂
Kn. Íà ìíîæåñòâå Mp îòîáðàæåíèå fp òàêæå èìååò îäíîìåðíûé âèä (*), íî λ1, . . . , λp

ÿâëÿþòñÿ óæå ïàðàìåòðàìè. ×èñëà λ1, . . . , λp óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì: 0 < λi ≤ 4, i = 1, p,
p∏
1

λi = λ̃p, ãäå λ̃ ≥ 0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîìó èç íåîòðèöàòåëüíûõ ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A, âêëþ÷àÿ ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ≥ 0 (çàìåòèì,
÷òî â ñëó÷àå λ̃ = 0 (λ = 0) äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ f íà ñîîòâåòñòâóþùåì èíâàðèàíòíîì ìíî-
æåñòâå (âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Kn) ñâîäèòñÿ ê òðèâèàëüíîé).

Îáîáùåíèå ìíîãîìåðíîãî ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ èìååò âèä:

F : Ln → Ln, Fx = Φ(
n∑

1

xi)Ax.
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Îòîáðàæåíèå F ïîëó÷åíî èç f çàìåíîé ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ (1 −
n∑
1

xi) ïðîèçâîëüíîé
íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå I ôóíêöèåé Φ(x) ≥ 0. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Kn ïîëîæèì x = ye1, ãäå y ∈ I
è e1 � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü x, |e1| =

∑n
1 ei

1 = 1. Òîãäà |x| = ∑n
1 xi = y.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Φ(x) íåïðåðûâíà íà I, òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå è, çíà÷èò,
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî 0 ≤ Φ(x) ≤ C. Èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà Kn îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ F îáåñïå÷èâàåòñÿ âûáîðîì óñëîâèé íà ìàòðèöó A, ïðè êîòîðûõ 0 ≤ ∑n

1 (Fx)i ≤ 1,
ò.å.

0 ≤
n∑

1

(Fx)i = Φ(
n∑

1

xi)
n∑

1

aijxj = Φ(y)y|A| ≤ 1, y ∈ I.

Îòêóäà |A| ≤ 1/C̃, ãäå C̃ � îãðàíè÷èâàþùàÿ ñâåðõó êîíñòàíòà ôóíêöèè Φ(x)x, x ∈ I.
Èñïîëüçóÿ ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ïðè ïîëó÷åíèè îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé ïîñëåäîâàíèÿ

îòîáðàæåíèÿ f íà åñòåñòâåííûõ îäíîìåðíûõ ñå÷åíèÿõ Ïóàíêàðå [7], ïîëó÷èì, ÷òî F p òàêæå
ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ïîñëåäîâàíèÿ íà êàæäîì Jp,i, i = 1, p, è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

F p
|Jp,i

= ϕλp ◦ . . . ◦ ϕλ1 , (∗∗)

ãäå ϕλx = λΦ(x)x, x ∈ I, è λ1 > 0, . . . , λp > 0 � òå æå ÷èñëà.
Ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ

îòîáðàæåíèÿ F â ñèìïëåêñå Kn. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. n-ìåðíûå îòîáðàæåíèÿ F âèäà Fx = Φ(

n∑
1

xi)Ax, x ∈ Kn, ñ íåïðåðûâíîé íà I

ôóíêöèåé Φ(x) ≥ 0 èìåþò íà åñòåñòâåííûõ îäíîìåðíûõ ñå÷åíèÿõ Ïóàíêàðå â Kn îäíîìåðíûå
îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ âèäà (**).

Ïîêàæåì, ÷òî è, íàîáîðîò, âèä n-ìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ, èìåþùåãî íà åñòåñòâåííûõ îäíî-
ìåðíûõ ñå÷åíèÿõ Ïóàíêàðå â Kn îäíîìåðíûå îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ (**), îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íûì îáðàçîì.

Òåîðåìà 2. Îòîáðàæåíèÿ F âèäà Fx = Φ(
n∑
1

xi)Ax ñ íåïðåðûâíîé íà I ôóíêöèåé Φ(y) ≥ 0

è òîëüêî îíè èìåþò â Kn îäíîìåðíûå îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ âèäà (**).
Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Kn ïîëîæèì x = y1e1, |x| =

∑n
1 xi =

= y1, y1 ∈ I. Ðàâåíñòâî (**) íà ìíîæåñòâå Jp,i, ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F p
|Jp,i

x = ϕλp ◦ . . . ◦ ϕλ1y1 · e1.

Ìíîæåñòâî Jp,i, i = 1, p, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëü-
íî îòîáðàæåíèÿ F p. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð Fx = y2e2, |e2| = 1, y2 ∈ I, íåêîëëèíåà-
ðåí âåêòîðó x = y1e1, à âåêòîðû x, Fx, . . . , F p−1x ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà åäèíè÷íûå
âåêòîðû e1, . . . , ep îáðàçóþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Lp, à âåêòîðû x, Fx, . . . , F p−1x ïðèíàä-
ëåæàò ìíîæåñòâó Mp. Âîçüìåì íåêîòîðûé äðóãîé âåêòîð x′ ∈ Mp, íåêîëëèíåàðíûé âåêòîðàì
x, Fx, . . . , F p−1x, x′ = y′1e

′
1, |e′1| = 1, y′1 ∈ I. Òîãäà ñèñòåìà åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ e′1, . . . , e

′
p òàêæå

îáðàçóåò áàçèñ â Lp. Äîïîëíèì ñèñòåìû e1, . . . , ep è e′1, . . . , e
′
p äî áàçèñîâ â Ln, âêëþ÷àÿ áàçèñû

äðóãèõ èíâàðèàíòíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ïðè âñåõ ñóùåñòâóþùèõ äëÿ äàííîãî îòîá-
ðàæåíèÿ F p ∈ N è λ̃ ≥ 0). Ïåðåõîä îò îäíîãî áàçèñà âåêòîðîâ ê äðóãîìó â Ln îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàâàåìîãî êëàññîì ïîäîáíûõ ìàòðèö. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó
ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , en ê áàçèñó e′1, . . . , e

′
n ÷åðåç A. Âåêòîðû áàçèñà e1, . . . , ep îïðåäåëÿþò-

ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåêòîð e1 íå ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû
A, ei = |Aei−1|−1Aei−1, i = 2, . . . , p. Îáîçíà÷èì λi = |Aei|. Òîãäà Ax = Ay1e1 = y1Ae1 = λ1y1e2.
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Ñîãëàñíî (**) y2 = λ1Φ(y1)y1. Ñëåäîâàòåëüíî, Fx = y2e2 = λ1Φ(y1)y1e2 = Φ(y1)Ay1e1 =

= Φ(
n∑
1

xi)Ax.
Ïîêàæåì, ÷òî âèä îòîáðàæåíèÿ F , èìåþùåãî îäíîìåðíûå îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ (**),

îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ò.å. ÷òî ìàòðèöà A åäèíñòâåííà. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî, ò.ê. åñëè ïðåäïîëîæèòü ïðîòèâíîå, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Kn ñóùåñòâóþò äâà ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ Fx = Φ(

n∑
1

xi)Ax è Fx = Φ(
n∑
1

xi)Bx. Òîãäà 0 ≡ Φ(
n∑
1

xi)(A − B)x è äëÿ âñåõ x ∈ Kn

òàêèõ, ÷òî Φ(
n∑
1

xi) 6= 0, Cx = 0, ãäå C = A−B. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî C � âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà
è ñóùåñòâóåò íå áîëåå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ x 6= 0 ìàòðèöû C, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñèñòåìå ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Îäíàêî ðàâåíñòâî Cx = 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî x ∈ Kn

òîæäåñòâåííî è, çíà÷èò, C ≡ 0, ò.å. A = B. Äîñòàòî÷íîñòü óñòàíîâëåíà â òåîðåìå 1.
Ñëåäñòâèå. Òåîðåìà 2 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè åäèíè÷íûé ñèìïëåêñ Kn çàìåíèòü

ñèìïëåêñîì Kn
a êîíå÷íîãî ðàçìåðà a > 0, Kn

a = {x ∈ Ln|x ≥ 0,
n∑
1

xi ≤ a}, è ïîòðåáîâàòü
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Φ(y) ≥ 0 íà îòðåçêå [0, a].
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Èçëîæåíà èäåÿ ìåòîäà ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè îñíîâàíèÿìè äëÿ óñòàíîâëåíèÿ
óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ íåíóëåâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó
dx

dt
= P (t)x + f(t) (1)

ñ θ = 2π- ïåðèîäè÷åñêîé ãëàäêîé ïî t ∈ R = (−∞, +∞) ïðàâîé ÷àñòüþ:

P (t + θ) = P (t) ∈ C1(R), (2)

f(t + θ) = f(t) ∈ C1(R). (3)

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (2) � (3) ñèñòåìà (1) äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå θ-ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå òîëüêî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ θ-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, êðîìå íóëåâîãî, ñèñòåìû

dy

dt
= P (t)y. (4)

Èçâåñòíî [1], ÷òî óñòàíîâëåíèå ïîñëåäíåãî ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíèåì ìàòðèöàíòà è íàõîæäå-
íèåì ìóëüòèïëèêàòîðîâ, ÷òî ïðàêòè÷åñêè íå âñåãäà âîçìîæíî.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîñòàâèì çàäà÷ó îá óñòàíîâëåíèè óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû, ïðè êîòîðûõ
ñèñòåìà (4) íå èìååò θ-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, êðîìå òðèâèàëüíîãî.

2. Ìåòîä ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè îñíîâàíèÿìè. Ââåäåì â ðàñ-
ñìîòðåíèå äâîéíîé ñòåïåííîé ðÿä

x(t) = x00 +
∞∑

α,β=1

xαβuαvβ = x00 +
∞∑

j=1

∑

α+β=j

xαβuαvβ (5)

Keywords: linear system of di�erential equations, power series method with trigonometric bases, periodic solution
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34B40
cÆ.À.Ñàðòàáàíîâ, 2006.
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ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè îñíîâàíèÿìè u = cos t, v = sin t è ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
xαβ , (α, β = 0, 1, 2, . . .).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçëîæèòü ïåðèîäè÷åñêóþ ñ ïåðèîäîì θ = 2π ôóíêöèþ x(t) â ðÿä âèäà
(5), äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü åå â ðÿä Ôóðüå, çàòåì ñëåäóåò ïåðåõîäèòü îò áàçèñà {1, cos t, sin t,
. . . , cosnt, sinnt, . . .} ê áàçèñó {1, cos t, sin t, . . . , cosn t, sinn t, . . .} ïî ôîðìóëàì [2]:

cosnt =
n∗∑

k=0

(−1)kC2k
n un−2kv2k, n∗ = [n/2],

sinnt =
n∗∑

k=1

(−1)k−1C2k−1
n un−2k+1v2k−1, n∗ =

{
1 + [n/2] , n = 2m− 1,
[n/2] , n = 2m,

(6)

ãäå Ck
n � áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò, [ ] � îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.

Îáðàòíûé ïåðåõîä ðåàëèçóåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

cosn t = 1
2n−1

m∑
k=0

Ck
n cos(n− 2k)t ïðè n = 2m + 1,

cosn t = 1
2n−1

m−1∑
k=0

Ck
n cos(n− 2k)t + 1

2n Cm
n ïðè n = 2m,

sinn t = (−1)m

2n−1

m−1∑
k=0

(−1)kCk
n cos(n− 2k)t + 1

2n Cm
n ïðè n = 2m,

sinn t = (−1)m

2n−1

m∑
k=0

(−1)kCk
n sin(n− 2k)t ïðè n = 2m + 1.

(7)

Åñëè ñèñòåìà (1) äîïóñêàåò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, òî â ñèëó ãëàäêîñòè åãî ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Ôóðüå. Â ñëó÷àå óñëîâèé (2) è (3) ðåøåíèå ñèñòåìû
(1) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìî, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä Ôóðüå ðåøåíèÿ äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå.

Ïîëüçóÿñü ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì, θ = 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4) áóäåì ïðåä-
ñòàâëÿòü â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

y = z0 +
∞∑

j=1

zj(u, v), (8)

ãäå z0 = y00, zj(u, v) =
∑

α+β=j

yαβuαvβ � ôîðìû ñòåïåíè j ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
yαβ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå ôîðì zm(u, v) ïî t îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

u′ = −v, v′ = u, z′1(u, v) = −y10v + y01u, z′2(u, v) = −2y20uv − y11v
2 + y11u

2 + 2y02uv,

z′m(u, v) = −mym0u
m−1v +

m∑

α+β=2
α 6=0, β 6=0

yαβ(−α uα−1vβ+1 + βuα+1vβ−1) + my0muvm−1, m ≥ 2. (9)

Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü ôîðìû zm(u, v) ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ñóòü ìåòîäà ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè îñíîâàíèÿìè çàêëþ-

÷àåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âèäå ñòåïåííûõ ðÿ-
äîâ îïèñàííîãî âèäà. Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ìåòîäà ïåðåä ìåòîäîì ðÿäîâ Ôóðüå íàáëþäàåòñÿ
ïðè ïðèâåäåíèè ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ â ïðîèçâåäåíèè ðÿäîâ, áëàãîäàðÿ ÷åìó óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû.

3. Êîýôôèöèåíòîå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé
ëèíåéíîé ñèñòåìû, îòëè÷íûõ îò íóëÿ. Ïðè óñëîâèè (2) ìàòðèöó P (t) â ñèëó (6) ìîæíî
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ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà

P (t) = Q0 +
∞∑

j=1

Qj(u, v), (10)

ãäå Q0 = P00 = 1
2π

2π∫
0

P (t)dt = A, Qj(u, v) =
∑

α+β=j

Pαβuαvβ � ôîðìà ñòåïåíè j îòíîñèòåëüíî

u, v ñ ïîñòîÿííûìè ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè Pαβ, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç ñîîòâåòñòâóþùåãî
÷ëåíà ðÿäà Ôóðüå P (t) íà îñíîâå ñâÿçûâàþùèõ èõ ôîðìóë (6) è (7).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèè (2) ëþáîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå, à ñëåäîâàòåëüíî, â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà (8) ñ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèìè îñíîâàíèÿìè u, v è âåêòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè yαβ .

Òåïåðü âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âñå êîýôôèöèåíòû yαβ ðàçëîæåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî
ðåøåíèÿ (8), îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ñ ýòîé öåëüþ, ïîäñòàâèâ (8) â ñèñòåìó (4), ñ ó÷åòîì (10)
èìååì ñîîòíîøåíèå

∞∑

j=1

z′j(u, v) = Q0z0 +
∞∑

j=1

∑

α+β=j

Qα(u, v)zβ(u, v),

èç êîòîðîãî, ïðèðàâíèâàÿ ôîðìû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè ïîëó÷èì,

Q0z0 = 0, z′m(u, v) =
∑

α+β=m

Qα(u, v)zβ(u, v) (m = 1, 2, . . .). (11)

Ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (11) çàïèøåì â âèäå óðàâíåíèÿ

B0b0 = 0, (120)

ãäå B0 = Q0 = A, b0 = z0 = y00, êîòîðîå èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå b0 = 0, åñëè òîëüêî
∆0 = detB0 = detA 6= 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ(A) ìàòðèöû
A îòëè÷íû îò íóëÿ:

λ(A) 6= 0. (130)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè (130) èìååì z0 = y00 = b0 = 0.
Äàëåå, èç ñîîòíîøåíèÿ (11) ïðè m = 1 ïîëó÷èì z′1(u, v) = Q0z1(u, v) + Q1(u, v)z0. Îòñþäà

ñ ó÷åòîì (130) è (9) èìååì óðàâíåíèå −y10v + y01u = Ay10u + Ay01v, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìó
âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

Ay10 −Ey01 = 0
Ey10 + Ay01 = 0

}
⇔ B1b1 = 0, (121)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ n× n-ìàòðèöà, b1 = (y10, y01) � 2n-âåêòîð, B1 � 2n× 2n-ìàòðèöà âèäà

B1 =
(

A −E
E A

)
, (141)

è ñîãëàñíî [3, (ñ.75 è 205-206)] detB1 = det(A2 + E2), ñëåäîâàòåëüíî, îí îòëè÷åí îò íóëÿ, åñëè
òîëüêî

λ(A) 6= ±i, (131)

ãäå i =
√−1 � ìíèìàÿ åäèíèöà. Ïðè óñëîâèè (131) óðàâíåíèå (121) èìååò òîëüêî íóëåâîå

ðåøåíèå b1 = (y10, y01) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, z1(u, v) = 0.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2006. Òîì 6. � 1 (19)



Î ïðèìåíåíèè ìåòîäà ñòåïåííûõ ðÿäîâ ... 87

Ïðè m = 2 èç ñîîòíîøåíèé (11) èìååì óðàâíåíèå z′2(u, v) = Q0z2(u, v) + Q1(u, v)z1(u, v)+
+Q2(u, v)z0. Îòñþäà â ñèëó (9) ñ ó÷åòîì óñëîâèé (130) è (131) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

−2y20uv − y11v
2 + y11u

2 + 2y02uv = Ay20u
2 + Ay11uv + Ay02v

2,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìàì

Ay20 −Ey11 = 0,
Ay02 + Ey11 = 0,
2Ey20 − 2Ey02 + Ay11 = 0,



 ⇔ B2b2 = 0 (122)

ñ âåêòîðîì b2 = (y20, y02, y11) è ìàòðèöåé

B2 =




A 0 −E
0 A E

2E −2E A


 , (142)

ó êîòîðîé detB2 = det
[
A(A2 + 22E)

]
= detA det(A2 + 22E) â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè åå êëåòîê

è îòëè÷åí îò íóëÿ, åñëè òîëüêî
λ(A) 6= ±2i. (132)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèÿõ (130) � (132) èìååì z0 = z1(u, v) = z2(u, v) = 0.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðè m = 3 èç ñîîòíîøåíèé (11) ïîëó÷èì ñèñòåìó

B3b3 = 0 (123)

ñ íåèçâåñòíûì âåêòîðîì b3 = (y30, y03, y21, y12) è ìàòðèöåé

B3 =




A 0 −E 0
0 A 0 E

3E 0 A −2E
0 −3E 2E A


 (143)

ñ det B3 = det(A2 + 12E) det(A2 + 32E), îòëè÷íûì îò íóëÿ ïðè óñëîâèè

λ(A) 6= ±3i. (133)

Ïðîäîëæèâ ýòîò ïðîöåññ, â îáùåì ñëó÷àå èç ñîîòíîøåíèé (11) èìååì óðàâíåíèå z′m(u, v) =
= Azm(u, v), êîòîðîå â ñèëó (9) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

[−mym0u
m−1v − (m− 1)ym−1,1u

m−2v2 − . . .− y1,m−1v
m] + [ym−1,1u

m + 2ym−2,2u
m−1v+

+3ym−3,3u
m−2v2 + . . . + my0muvm−1] = Aym0u

m + Aym−1,1u
m−1v + . . . + Ay0mvm,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå
Bmbm = 0 (12m)

ñ íåîïðåäåëåííûì âåêòîðîì bm = (y2k,0, y0,2k, y2k−1,1, y1,2k−1, . . . , yk+1,k−1, yk−1,k+1, yk,k) â
ñëó÷àå m = 2k è bm = (y2k+1,0, y0,2k+1, y2k,1, y1,2k, . . . , yk+1,k, yk,k+1) â ñëó÷àå m = 2k + 1 è
ìàòðèöåé ïðè m = 2k

Bm =




A 0 −E 0 . . . . . . . . . . . .
0 A 0 E 0 . . . . . . . . .

2kE 0 A 0 −2E 0 . . . . . .
0 −2kE 0 A 0 2E 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . 0 (k + 2)E 0 A 0 −kE

. . . . . . . . . 0 −(k + 2)E 0 A kE

. . . . . . . . . . . . 0 (k + 1)E −(k + 1)El A




= B2k (142k)
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ìàòðèöåé

Bm =

0BBBBBBBBBBB@

A 0 −E 0 . . . . . . . . . . . . . . .
0 A 0 E 0 . . . . . . . . . . . .

(2k + 1)E 0 A 0 −2E 0 . . . . . . . . .
0 −(2k + 1)E 0 A 0 2E 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . 0 (k + 3)E 0 A 0 −kE 0

. . . . . . . . . 0 −(k + 3)E 0 A 0 kE

. . . . . . . . . . . . 0 (k + 2)E 0 A −(k + 1)E

. . . . . . . . . . . . . . . 0 −(k + 2)E (k + 1)E A

1CCCCCCCCCCCA
= B2k+1

(142k+1)

ïðè m = 2k + 1.
Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

det Bm = det
[
A2 + m2E

]
det

[
A2 + (m− 2)2E

]×

×det
[
A2 + (m− 4)2E

]
. . .det

[
A2 + r2E

]
, m = 2k + r, 0 ≤ r ≤ 1. (15)

Äëÿ ýòîãî íóæíî êîììóòàòèâíîñòü êëåòîê ìàòðèö Bm è ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè óêàçà-
íèÿìè.

10. Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ñòîëáöåâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà [j] + +[j + 4] ⇒ [j]
ïðè j ≤ m− 4, ò. å. ê j-îìó ñòîëáöó ïðèáàâèòü (j + 4)-ûé ñòîëáåö è çàíîñèòü ðåçóëüòàò â j-ûé
ñòîëáåö ïðè j ≤ m − 4, à çàòåì ê (m − 3)-åìó ñòîëáöó ïðèáàâèòü m-ûé ñòîëáåö è çàïèñûâàòü
(m − 3)-èì ñòîëáöîì: [m − 3] + [m] ⇒ [m − 3] è ê (m − 2)-îìó ñòîëáöó ïðèáàâèòü (m − 1)-ûé
ñòîëáåö è ðåçóëüòàò çàïèñûâàòü (m− 2)-ûì ñòîëáöîì: [m− 2] + [m− 1] ⇒ [m− 2].

20. Ïîòîì ïðîèçâåñòè ñòðî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà
(i) − (i − 4) + (i − b) − (i − −12) + . . . + (−1)p(i − 4p) ⇒ (i) ïðè i = 4p + q ≥ 5, 0 ≤ q ≤ 3,
îñòàâèâ áåç èçìåíåíèÿ ïåðâûå ÷åòûðå ñòðîêè. Çàòåì íåîáõîäèìî ïîäâåðãíóòü ïðåîáðàçîâàíèþ
ïîñëåäíèå äâå ñòðîêè: (m− 1)− (m− 2) ⇒ (m− 1) è (m)− (m− 3) ⇒ (m).

Òîãäà ïîëó÷èì èíäóêòèâíóþ ôîðìóëó detBm = det
[
A2 + m2E

]
detBm−2 ïðè m ≥ 2, ñëå-

äîâàòåëüíî, ôîðìóëó (15).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñèñòåìû âèäà (12s) ïðè s ≤ m− 1 èìåþò òîëüêî íóëåâûå ðåøåíèÿ, òî

ñèñòåìà (12m) òàêæå èìååò íóëåâîå ðåøåíèå, åñëè òîëüêî

λ(A) 6= ±mi. (13m)

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðóåì â âèäå ëåììû.

Ëåììà 1 . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà âèäà (12m) ñ ìàòðèöåé (14m) èìåëà òîëüêî íóëå-
âîå ðåøåíèå bm = 0 ïðè ëþáîì m = 0, 1, 2, . . . íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà A
íå èìåëà íóëåâîãî è öåëîêðàòíûõ ìíèìîé åäèíèöå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âèäà λ(A) 6= ki, ãäå
k = ±m, ±(m−2), ±(m−4), . . . , ±(2+q), ±q ïðè m = 2p+q, 0 ≤ q ≤ 1, p � íåîòðèöàòåëüíîå
öåëîå.

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òå î ð åì à 1 . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (4) ïðè óñëîâèè (2) íå èìåëà 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ, êðîìå òðèâèàëüíîãî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñðåäíåå çíà÷åíèå A =
1
2π

2π∫
0

P (t)dt ìàòðèöû P (t) íå èìåëî öåëîêðàòíûõ ìíèìîé åäèíèöå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

λ(A) 6= ki ∀ k ∈ Z, Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óñëîâèè (2) èìååì ðàçëîæåíèå (10) è 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå y =
y(t) óðàâíåíèÿ (4) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (8), ïðè÷åì äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ôîðì
zm(u, v) èìååì ñèñòåìó âèäà (12m) ñ ìàòðèöåé (14m). Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò âûïîëíåíèå
óñëîâèé (130) � (13m) äëÿ ëþáîãî m = 0, 1, 2, . . . Òîãäà â ñèëó ëåììû èìååì óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.

4. Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû. Ïðè óñëîâèè (3) âåê-
òîð-ôóíêöèþ f(t) ïðåäñòàâèì â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè îñíîâàíèÿìè

f(t) = ϕ0 +
∞∑

j=1

ϕj(u, v), (16)

ãäå ϕ0 = f00, ϕj(u, v) =
∑

α+β=j

fαβuαvβ .

Ðåøåíèå x(t) � ïåðèîäè÷åñêîå ñ ïåðèîäîì 2π áóäåì èñêàòü â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ñ ïåðèî-
äè÷åñêèìè îñíîâàíèÿìè

x(t) = z0 +
∞∑

j=1

zj(u, v), (17)

ãäå z0 = x00, zj(u, v) =
∑

α+β=j

xαβuαvβ � ôîðìà ñòåïåíè j ñ íåèçâåñòíûìè ïîêà êîýôôèöèåí-
òàìè xαβ .

Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèÿ (10), (16) è (17) â ñèñòåìó (1), äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðì zm(u, v) èìååì
ñèñòåìó âèäà

Bmbm = cm, (m = 0, 1, 2, . . .) (18)

ãäå ìàòðèöà Bm îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (14m), à bm � èñêîìûé âåêòîð âèäà

b2k = (x2k,0, x0,2k, x2k−1,1, x1,2k−1, . . . , xk+1,k−1, xk−1,k+1, xk,k)

èëè
b2k+1 = (x2k+1,0, x0,2k+1, x2k,1, x1,2k, . . . , xk+1,k, xk,k+1)

â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè m. Ñâîáîäíûé ÷ëåí cm îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
âèäà

c2k = (q2k,0, q0,2k, q2k−1,1, q1,2k−1, . . . , qk+1,k−1, qk−1,k+1, qk,k)

èëè
c2k+1 = (q2k+1,0, q0,2k+1, q2k,1, q1,2k, . . . , qk+1,k, qk,k+1)

ñîîòâåòñòâåííî ïðè m = 2k èëè m = 2k + 1, ãäå qαβ îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøå-
íèÿ

ϕ0 = q00, Q1(u, v)zm−1(u, v) + Q2(u, v)zm−2(u, v) + . . .+

+Qm(u, v)z0 + ϕm(u, v) =
∑

α+β=m

qαβuαvβ, m ≥ 1,

ïóòåì ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ëåâîé ÷àñòè.
Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñèñòåìà âèäà (18) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ñëåäîâàòåëüíî,

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ zm(u, v).
Òàêèì îáðàçîì, ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (17) ïîñòðîåíî, ïðè÷åì îíî åäèíñòâåííîå â ñèëó

åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû âèäà (18). Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òå î ð åì à 2 . Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2), (3) è íåïðåäñòàâèìû ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ λ(A) ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ A = 1
2π

2π∫
0

P (t)dt ìàòðèöû P (t) â âèäå öåëîêðàòíûõ ìíèìîé

åäèíèöå: λ(A) 6= ki∀k ∈ Z. Òîãäà íåîäíîðîäíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (1) äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå
2π - ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè
îñíîâàíèÿìè.

Â çàêëþ÷åíèå, â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x′ = Ax + f(t),

ãäå x(x1, x2), A =
(

0 −1
−a2 0

)
� ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, f(t) = (0, ϕ(t)) � íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ïðè a, íåðàâíûõ öåëîìó ÷èñëó, äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå 2π-

ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ðÿäà Ôóðüå, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì
òåîðåìû.

Çàìåòèì, ÷òî ãëàäêîñòü ìàòðèöû P (t) è âåêòîð-ôóíêöèè f(t), ïðèâåäåííàÿ â óñëîâèÿõ (2)
è (3) ìîæíî çàìåíèòü èõ íåïðåðûâíîñòüþ è ðàçëîæèìîñòüþ â ðÿäû Ôóðüå.
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Èññëåäóþòñÿ ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ÿ = ω · a(t)y, t ∈ R+, (1)

ãäå a(t) ∈ C+ (C+- ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà R+ = [0,+∞) ôóíêöèé),
ω = [0, 1].

Ýêâèâàëåíòíàÿ óðàâíåíèþ (1) ëèíåéíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

ẋ = A(t, ω)x, ãäå x = (x1, x2), x1 = y, x2 = ẏ, A(t, ω) =
(

0 1
ωa(t) 0

)
. (2)

Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà óðàâíåíèÿ (1) λ1(ω) > λ2(ω) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà
ñèñòåìû (2). Èñïîëüçóåìûå çäåñü íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïîêàçàòåëåé ñîäåðæàòñÿ â
[1]. Çäåñü ìû èçó÷àåì ôóíêöèè λ1(ω), λ2(ω) ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ êëàññèôèêàöèè ïî Áýðó (ñì.
[2]).

Ñòðîãàÿ ïðèíàäëåæíîñòü âòîðîìó êëàññó Áýðà ïîêàçàòåëåé ëèíåéíûõ ñèñòåì (ðàçìåðíî-
ñòè íå ìåíüøå äâóõ) ñëåäóåò èç ñòàòåé [3, 4]. Äëÿ ïðèâåäåííûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòüþ êîýôôèöèåíòà îò ïàðàìåòðà àíàëî-
ãè÷íûé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â [5]. Çäåñü èçó÷àåòñÿ ýòîò æå âîïðîñ ïðè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
îò ïàðàìåòðà êîýôôèöèåíòà óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ a(t) ∈ C+, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà λ1(ω), λ2(ω)
óðàâíåíèÿ (1) ïðèíàäëåæàò ñòðîãî âòîðîìó êëàññó Áýðà.

Keywords: di�erential equations, Lyapunov exponent
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34D08
c À.Î. Ñóëòàíáåêîâà, 2006.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ïîëóèíòåðâàëà (0, 1] ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèé λ1(ω), λ2(ω), òî â ñèëó òåîðåìû VI íà ñòð. 243 èç [6] ýòî áóäåò îçíà-
÷àòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè íå ïðèíàäëåæàò ïåðâîìó êëàññó Áýðà. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îíè âõîäÿò
âî âòîðîé êëàññ, ìû óñòàíîâèì, ÷òî îíè ñòðîãî âòîðîãî êëàññà.

Îïðåäåëèì ñíà÷àëà êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ a (t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a(t) =
{

π2, ïðè t ∈ [ς(2k), ς(2k + 1)),
−π2, ïðè t ∈ [ς(2k + 1), ς(2k + 2)),

k = 0, 1, 2, ... ,

ãäå ς(0) = 0, ς(k) = ς(k − 1) + 3k.
Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ω íà êàæäîì ïðîìåæóòêå [ς(2k), ς(2k + 1)) (k = 0, 1, 2, ...)

ìàòðèöà A (t, ω) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ïðè ÷åòíûõ k îáîçíà÷èì ýòî çíà÷åíèå ÷åðåç
A1 (ω), ïðè íå÷åòíûõ k - ÷åðåç A2 (ω).

Ïóñòü X (t, τ, ω) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû (2), γ1 =
√

ωπ, γ2 = −√ωπ � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû A1 (ω), à e1 = (1, π

√
ω) , e2 = (1, − π

√
ω) � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Òîãäà ïðè t, τ ∈ [ς(2k), ς(2k + 1)) (k = 0, 1, 2, ...) èìååì

X(t, τ, ω)ei = exp (A1 (ω) (t− τ)) ei = exp (γi(t− τ)) ei, i = 1, 2. (3)

Ìàòðèöà A2 (ω) èìååò ÷èñòî ìíèìûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ i
√

ωπ, − i
√

ωπ, ïîýòîìó äëÿ t, τ ∈
[ς(2k + 1), ς(2k + 2)) ìàòðèöà X (t, τ, ω) çàïèøåòñÿ â âèäå:

X(t, τ, ω) =

(
cosπ

√
ω(t− τ) 1

π
√

ω
sinπ

√
ω(t− τ)

−π
√

ω sinπ
√

ω(t− τ) cosπ
√

ω(t− τ)

)
. (4)

2. Çàäàäèì íà îòðåçêå I äâà ìíîæåñòâà σ1 è σ2. Âûáåðåì ëþáîå ÷èñëî ω ∈ I è çàïèøåì çíà÷åíèå√
ω â òðîè÷íîé ñèñòåìå √ω = α13−1 + α23−2 + ..., ãäå αj ∈ {0, 1, 2}, j = 1, 2, ...

Îáðàçóåì ìíîæåñòâî σ1 çíà÷åíèé ω, äëÿ êîòîðûõ √ω ïðåäñòàâèìî â âèäå âñåâîçìîæíûõ
êîíå÷íûõ ðàçëîæåíèé, ò.å.√ω = α13−1+...+αr3−r; αj ∈ {0, 1, 2}, j = 1, ..., r, r ∈ N , à ìíîæåñòâî
σ2 � èç çíà÷åíèé ω, äëÿ êîòîðûõ √ω ïðåäñòàâèìî â âèäå áåñêîíå÷íûõ ðàçëîæåíèé √ω =
= α13−1 + ... + αs3−s + 3−s−1 + 3−s−2 + ...; αj ∈ {0, 1, 2}, j = 1, ..., s, s ∈ N , ñ êîýôôèöèåíòàìè
αi = 1 äëÿ âñåõ j ∈ N , êðîìå, ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà.

ßñíî, ÷òî òàê îïðåäåëåííûå ìíîæåñòâà σ1, σ2 ïëîòíû íà I.
3. Ôèêñèðóåì òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ω, ÷òî √ω ∈ σ1. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå √ω =

α13−1 + ... + αr3−r; αj ∈ {0, 1, 2}, j = 1, ..., r, r ∈ N , òî ïðè 2k ≥ r ÷èñëî √ω32k ÿâëÿåòñÿ
öåëûì. Çíà÷èò, ïðè 2k ≥ r â ñèëó (4) èìååì

X(ς(2k + 2), ς(2k + 1), ω) =

(
cosπ

√
ω32k+1 sin π

√
ω32k+1

π
√

ω

−π
√

ω sinπ
√

ω32k+1 cosπ
√

ω32k+1

)
= E∗, (5)

ãäå E∗ åñòü ëèáî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E, ëèáî −E.
Ïóñòü k0 � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî 2k0 ≥ r, è ïóñòü xi(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû

(2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ xi(ς(2k0 − 1)) = ei. Ñ ó÷åòîì (3), (5) äëÿ k > k0 ïîëó÷àåì

xi(ς(2k + 1)) = X(ς(2k + 1), ς(2k), ω) ·X(ς(2k), ς(2k − 1), ω) · ...

... ·X(ς(2k0 + 1), ς(2k0), ω) ·X(ς(2k0), ς(2k0 − 1), ω) · ei =

= exp (A1 (ω) (ς(2k + 1)− ς(2k)))E∗ · ... · exp (A1 (ω) (ς(2k0 + 1)− ς(2k0)))E∗ei =

= exp (γi (ς(2k + 1)− ς(2k)))E∗ · ... · exp (γi (ς(2k0 + 1)− ς(2k0)))E∗ei =
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= exp
(
γi

(
32k+1 + 32k−1 + ... + 32k0+3 + 32k0+1

))
E∗ei =

= exp
(γi

8

(
32k0+1

(
32(k−k0+1) − 1

)))
E∗ei. (6)

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî n > n0

ς(n)− ς(n0) = 3n + ... + 3n0+1 = 3n0+1
(
3n−n0 − 1

)
/2, (7)

òî â ñèëó (6), (7) èìååì
lim

k→∞
ln ‖xi (ς(2k + 1))‖

ς(2k + 1)− ς(2k0 − 1)
=

3
4
γi. (8)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
k→∞

ln ‖xi (ς(2k))‖
ς(2k)− ς(2k0 − 1)

=
1
4
γi. (9)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (1) ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé a (t) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè çíà-
÷åíèé àðãóìåíòà, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êîíöàì ïðîìåæóòêîâ ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèé (ñì. [1], ñ.
148 � 149). Îòñþäà ñîãëàñíî (8), (9) ñ ó÷åòîì ðàçëè÷èÿ çíàêîâ γ1, γ2 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû (2) ñ óñëîâèåì xi(ς(2k0 − 1)) = ei èìåþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè λ1 (ω) = 3π

√
ω/4,

λ2 (ω) = −π
√

ω/4. Òàê êàê îíè ðàçëè÷íû, òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè íîðìàëüíîãî áàçèñà,
òî åñòü ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà.

4. Ôèêñèðóåì òåïåðü êàêîå-ëèáî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ω òàêîå, ÷òî √ω ∈ σ2. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî √ω = α13−1 + ... + αs3−s + 3−s−1 + 3−s−2 + ..., ãäå
αj ∈ {0, 1, 2}, j = 1, ..., s.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ëþáîì r ≥ s ÷èñëî √ω3r ìîæíî çàïèñàòü â âèäå lr + 1
2 ,

ãäå lr � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó, åñëè 2k − 1 ≥ s, òî

X(ς(2k), ς(2k − 1), ω) =

(
cosπ

√
ω32k 1

π
√

ω
sinπ

√
ω32k

−π
√

ω sinπ
√

ω32k cosπ
√

ω32k

)
=

= E∗ ·
(

0 1
π
√

ω

−π
√

ω 0

)
.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî X(ς(2k), ς(2k − 1), ω)e1 = E∗e2. Òî÷íî òàêæå ýòà ìàòðèöà
ïðåîáðàçóåò âåêòîð e2 â e1. Ôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî k0, òàêîå ÷òî 4k0 ≥ s, è ïóñòü xi(t) �
ðåøåíèå ñèñòåìû (2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ xi(ς(4k0)) = ei. Òîãäà ïðè ëþáîì k > k0

x1(ς(4k + 4)) = X (ς(4k + 4), ς(4k0), ω) e1 =

= X (ς(4k + 4), ς(4k), ω) · ... ·X (ς(4k0 + 4), ς(4k0), ω) e1 =

= exp (γ2 (ς(4k + 3)− ς(4k + 2)) + γ1 (ς(4k + 1)− ς(4k))) · ...
... · exp (γ2 (ς(4k0 + 3)− ς(4k0 + 2)) + γ1 (ς(4k0 + 1)− ς(4k0))) E∗e1 =

= exp
(
γ234k+3 + γ134k+1 + ... + γ234k0+3 + γ134k0+1

)
E∗e1 =

= exp
(
γ2

(
34k+3 − 34k+1 + ... + 34k0+3 − 34k0+1

))
E∗e1 = exp

(
9γ2

10
34k+3

)
E∗e1.
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Ñëåäîâàòåëüíî,
ln ‖x1 (ς(4k + 4))‖
ς(4k + 4)− ς(4k0)

=
γ2

5
.

Îòñþäà
lim

k→∞
ln ‖x1 (ς(4k + 4))‖
ς(4k + 4)− ς(4k0)

=
γ2

5
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

x2(ς(4k + 4)) = X (ς(4k + 4), ς(4k0), ω) e2 =

= X (ς(4k + 4), ς(4k), ω) · ... ·X (ς(4k0 + 4), ς(4k0), ω) e2 =

= exp (γ1 (ς(4k + 3)− ς(4k + 2)) + γ2 (ς(4k + 1)− ς(4k))) · ...
... · exp (γ1 (ς(4k0 + 3)− ς(4k0 + 2)) + γ2 (ς(4k0 + 1)− ς(4k0)))E∗e2 =

= exp
(
γ134k+3 + γ234k+1 + ... + γ134k0+3 + γ234k0+1

)
E∗e2 =

= exp
(
γ1

(
34k+3 − 34k+1 + ... + 34k0+3 − 34k0+1

))
E∗e2 = exp

(
9γ1

10
34k+3

)
E∗e2.

Ïîýòîìó
ln ‖x2 (ς(4k + 4))‖
ς(4k + 4)− ς(4k0)

=
γ1

5
.

Îòñþäà
lim

k→∞
ln ‖x2 (ς(4k + 4))‖
ς(4k + 4)− ς(4k0)

=
γ1

5
.

Ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîëó÷èì, ÷òî π
√

ω
5 , − π

√
ω

5 åñòü
ïîêàçàòåëè ñèñòåìû (2) ïðè √ω ∈ σ2.

Â ñèëó òåîðåìû 29.2.1 èç [1] äëÿ ëþáîãî d > 0 ñóùåñòâóåò ñèñòåìà

ẋ = Ã(t) · x (10)

ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà R+ ìàòðèöåé Ã(t) =
(

0 1
ω · ã (t) 0

)
, îáëàäàþùåé òåì

ñâîéñòâîì, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) àíàëîãè÷íî íåêîòîðîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (10),
ïðè÷åì èõ îòêëîíåíèå åñòü âåëè÷èíà o(e−dt) ïðè t →∞. Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû 29.2.1 òàêîå ïîñòðîåíèå äîñòàòî÷íî ïðîäåëàòü äëÿ êàæäîãî êîýôôèöèåíòà ìàòðèöû A(t),
â äàííîì ñëó÷àå äëÿ a(t).

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà (2) ñ êîýôôèöèåíòîì èç C+ òàêàÿ, ÷òî
ôóíêöèè λ̄1(ω), λ̄2(ω) ðàçðûâíû â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (0, 1]. Ïîýòîìó îíè ïðèíàäëåæàò
âòîðîìó êëàññó Áýðà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå b (t) ∈ C+, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà óðàâíåíèÿ

ÿ = b (t) ẏ + ω · a (t) y, (11)

ãäå ω è a (t) òå æå, ÷òî â òåîðåìå, áóäóò íåïðåðûâíû.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîäñòàíîâêîé

y (t) = z (t) · exp
(

t∫
0

b (τ) dτ

)
ïðèâåñòè óðàâíåíèå (11) ê âèäó

z̈ (t) = ϕ (t, ω) · z (t) ,
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ãäå ϕ (t, ω) = ω · a (t) + b2(t)
4 + ḃ(t)

2 , è âûáðàâ b (t) = const > 2π, âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1 èç
[7].
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÃÐÀÍÈ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Â ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Çèêèðîâ Î.Ñ.

Íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò Óçáåêèñòàíà èìåíè Ìèðçî Óëóãáåêà
700174, Òàøêåíò, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 2, zikirov@yandex.ru

Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îäíîãî êëàññà óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Â ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ðèìàíà äëÿ ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì â ãëàâíîé ÷àñòè äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ èçó÷àåìîé çàäà÷è.

10. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â îáëàñòè D = {(x, y) : 0 < x < l, 0 < y < h} ðàññìîòðèì
ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà

(
α

∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
uxy + Lu = f(x, y), (1)

ãäå α, β � í çàäàííûå ïîñòîÿííûå ÷èñëà, ïðè÷åì α2 + β2 6= 0, à L � ëèíåéíîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå âûðàæåíèå âèäà

Lu ≡ a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c (x, y)uyy + a1(x, y)ux + b1(x, y)uy + c1(x, y)u.

Êîýôôèöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè äåéñòâèòåëüíûìè ôóíê-
öèÿìè â îáëàñòè D.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1) ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó è òðåòüåìó òèïó óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè òðåòüåãî ïîðÿäêà, ïðèâåäåííûõ ê êàíîíè÷åñêèì âèäàì [1].

Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà ëåæàò â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ. Ìíîãèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äèíàìèêîé
ïî÷âåííîé âëàãè è ãðóíòîâîé âîäû [2], ðàñïðîñòðàíåíèåì àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ñëàáîíåîäíî-
ðîäíûõ ñðåäàõ [3] ðåäóöèðóþòñÿ ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Íàïðèìåð, óðàâíåíèå

∂

∂t
(utt − uxx) + utt − ρuxx = 0

Keywords: partial di�erential equation, Dirichlet problem
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 35L25, 35L35
c Çèêèðîâ Î.Ñ., 2006.
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îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ëèíåéíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ñðåäå ñ äèñïåðñèåé [3], ãäå ρ �
÷èñëîâîé ïàðàìåòð, ïðèíàäëåæàùèé èíòåðâàëó (0, 1).

Èçó÷åíèåì êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà çàíèìàëèñü ìíîãèå àâòîðû. Â
÷àñòíîñòè, èç óðàâíåíèÿ (1) ïðè α = 1, β = 0 è c(x, y) = 0 ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ, èññëåäîâàí-
íûå â ðàáîòàõ [4-9].

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî α ≥ 0, β ≥ 0, íî α2 + β2 6= 0.
Îïðåäåëåíèå. Ðåãóëÿðíûì â îáëàñòè D ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ äåéñòâè-

òåëüíàÿ ôóíêöèÿ u(x, y), îáëàäàþùàÿ â D âñåìè íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè,
âõîäÿùèìè â óðàâíåíèå, è óäîâëåòâîðÿþùàÿ åìó â îáû÷íîì ñìûñëå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå: íàé-
òè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè D ðåøåíèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

u(0, y) = ϕ1(y), u(l, y) = ϕ2(y), 0 ≤ y ≤ h, (2)

u(x, 0) = ψ1(x), u(x, h) = ψ2(x), 0 ≤ x ≤ l, (3)

çäåñü ϕi(y), ψi(x) (i = 1, 2) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ñîãëàñîâàíèÿ:

ϕ1(0) = ψ1(0), ϕ1(h) = ψ2(0), ϕ2(0) = ψ1(l), ϕ2(h) = ψ2(l).

20. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ Tåîðåìà
1. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a(x, y), b(x, y), c(x, y) ∈ C1(D̄) ∩ C2(D); (4)

a1(x, y), b1(x, y) ∈ C(D̄) ∩ C1(D), c1(x, y) ∈ C(D) (5)

è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

1) a(x, y)ξ2 + 2b(x, y)ξη + c(x, y)η2 ≥ 0 ∀ξ, η ∈ D;

2) axx + 2bxy + cyy − a1x − b1y + 2c1 < 0 ∀(x, y) ∈ D;

òîãäà ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè D ðåøåíèå u(x, y) çàäà÷è Äèðèõëå åäèíñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå, ò.å.

f(x, y) = 0, ϕi(y) = ψi(x) = 0, i = 1, 2,

èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðîâåäåì íà îñíîâàíèè èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà. Óìíîæàÿ

óðàâíåíèå (1) íà ôóíêöèþ u(x, y) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â îáëàñòè D, èìååì
∫∫

D

u

(
α

∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
uxydxdy +

∫∫

D

uLudxdy = 0. (6)

Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u

(
α

∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
uxy =

∂

∂x

(
αuuxy − β

2
u2

y

)
+

∂

∂y

(
βuuxy − α

2
u2

x

)
;

u (a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy) =
∂

∂x

[
auux + buuy − 1

2
(ax + by)u2

]
+
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+
∂

∂y

[
buux + cuuy − 1

2
(bx + cy)u2

]
− (au2

x + 2buxuy + cu2
y) +

1
2
(axx + 2bxy + cyy)u2;

u(a(x, y)ux + b1(x, y)uy + c1(x, y)u) =
1
2

[
∂

∂x
(a1u)2 +

∂

∂y
(b1u)2

]
− 1

2
(a1x + b1y − 2c1)u2.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãðèíà ê èíòåãðàëó (6) è ó÷èòûâàÿ îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,
èìååì ∫∫

D

(
a(x, y)u2

x + 2b(x, y)uxuy + c(x, y)u2
y

)
dxdy−

−1
2

∫∫

D

(axx + 2bxy + cyy − a1x − b1y + 2c1)u2dxdy = 0.

Îòñþäà â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû 1 ïîëó÷èì, ÷òî u(x, y) ≡ 0 â îáëàñòè D. Òåì ñàìûì
òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

30. Çàäà÷à Ãóðñà, ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ðèìàíà.
Â òîé æå îáëàñòè D ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó: íàéòè ðåãóëÿðíîå â

îáëàñòè D ðåøåíèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

u(x, 0) = ψ1(x), uy(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, (7)

u(0, y) = ϕ1(y), ux(0, y) = ϕ(y), 0 ≤ y ≤ h, (8)

ãäå ψ(x), ϕ(y) � ïîêà íåèçâåñòíûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî

ϕ1(0) = ψ1(0), ϕ(0) = ψ
′
1(0), ϕ

′
1(0) = ψ(0), ϕ

′
(0) = ψ

′
(0).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìûå x = const è y = const ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (1),
ïîýòîìó çàäà÷ó (1), (7)�(8) áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé Ãóðñà.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Ãóðñà.
Tåîðåìà 2. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (4), (5) òåî-

ðåìû 1 è ïóñòü
f(x, y) ∈ C1(D̄), f(0, y) = f(x, 0) = 0; (9)

ϕ1(y), ϕ(y) ∈ C2[0, h], ψ1(x), ψ(x) ∈ C2[0, l]. (10)

Òîãäà çàäà÷à Ãóðñà ðàçðåøèìà è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Ñîãëàñíî ðàáîòû [10] ôóíêöèÿ Ðèìàíà v = v(x, y; ξ, η) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè òðåáîâàíèÿìè:

M∗v = 0, (11)

v(ξ, y; ξ, η) = ω1(ξ, y), vx(ξ, y; ξ, η) = exp


− 1

α

y∫

η

a(ξ, t)dt


 , (12)

v(x, η; ξ, η) = ω2(x, η), vy(x, η; ξ, η) = exp


− 1

β

x∫

ξ

c(t, η)dt


 , (13)

çäåñü

M∗v ≡ −
(

α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
vxy + (av)xx + (2bv)xy + (cv)yy − (a1v)x − (b1v)y + c1v,

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2006. Òîì 6. � 1 (19)



Îá îäíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà 99

à ω1(ξ, y) è ω2(x, η) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ çàäà÷ Êîøè, ñîîòâåòñòâåííî:

βω1yy(ξ, y)− b(ξ, y)ω1y(ξ, y) + a1(ξ, y)ω1(ξ, y) = 0,

ω1(ξ, η) = 0, βω1y(ξ, η) = 1; (14)

αω2xx(x, η)− b(x, η)ω2x(x, η) + b1(x, η)ω2(x, η) = 0,

ω2(ξ, η) = 0, αω2x(ξ, η) = 1. (15)

Î÷åâèäíî, çàäà÷è (14) è (15) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû.
Èçâåñòíî, ÷òî (cì., íàïðèìåð, [5, 9, 10]) u(x, y), v(x, y) ∈ C2(D)

⋂
C3(D) è äëÿ ðåãóëÿðíîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

u(ξ, η) = αvx(0, η; ξ, η)ϕ1(η) + βvy(ξ, 0; ξ, η)ψ1(ξ)−
ξ∫

0

[βv(x, 0; ξ, η)ψ
′
(x)+

+c(x, 0)v(x, 0; ξ, η)ψ(x) + A(x; ξ, η)ψ
′
1(x) + B(x; ξ, η)ψ1(x)]dx−

−
η∫

0

[αv(0, y; ξ, η)ϕ
′
(y) + a(0, y)v(0, y; ξ, η)ϕ(y) + A1(y; ξ, η)ϕ

′
1(y)+

+B1(y; ξ, η)ϕ1(y)]dy +

ξ∫

0

η∫

0

v(x, y; ξ, η)f(x, y)dxdy, (16)

ãäå (ξ, η) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè D,

A(x, ξ, η) = −αvx(x, 0; ξ, η) + b(x, 0)v(x, 0; ξ, η);

B(x; ξ, η) = −βvxy(x, 0; ξ, η)− b(x, 0)vx(x, 0; ξ, η)−
−c(x, 0)vy(x, 0; ξ, η)− [bx(x, 0) + c(x, 0)− b1(x, 0)]v(x, 0; ξ, η);

A1(y; ξ, η) = −βvy(0, y; ξ, η) + b(0, y)v(0, y; ξ, η);

B1(y; ξ, η) = −αvxy(0, y; ξ, η)− a(0, y)vx(0, y; ξ, η)−
−b(0, y)vy(0, y; ξ, η)− [ax(0, y) + by(0, y)− a1(0, y)]v(0, y; ξ, η).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà (1), (7)�(8) ïðåäñòàâèìî â ÿâíîì âèäå ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû (16), åñëè èçâåñòíà ôóíêöèÿ Ðèìàíà v(x, y; ξ, η).

Â ðàáîòå [10] ìåòîäîì ðåäóêöèè ê íàãðóæåííûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Âîëüòåððà äîêà-
çàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ôóíêöèè Ðèìàíà v(x, y; ξ, η), îïðå-
äåëÿåìîé ïî ôîðìóëàì (11)�(15).

Tåîðåìà 3. Åñëè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (4) � (5), òî
ôóíêöèÿ Ðèìàíà v(x, y) = v(x, y; ξ, η) äëÿ îïåðàòîðà M ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

v(x, y; ξ, η) = v∗(ξ, η;x, y), (17)

ãäå v∗(x, y; ξ, η) � ôóíêöèÿ Ðèìàíà äëÿ ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ M∗v = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 íåòðóäíî ïðîâåñòè, ïðåîáðàçóÿ çàäà÷ó (10)�(14) ê íàãðóæåííîìó

èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà

v(x, y) =
1

2(α2 + β2)

αx+βy∫

βx−αy

K0v(x̄(s), ȳ(s))ds + γ(x, y), (18)
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çäåñü

K0v(x̄(s), ȳ(s)) = 2b(x̄(s), ȳ(s))v(x̄(s), ȳ(s)) +

x̄(s)∫

ξ

[cy(t, ȳ(s))− b1(t, ȳ(s))] v(t, ȳ(s))ds+

+

x̄(s)∫

η

[ax(x̄(s), τ)− a1((x̄(s), τ)] v(x̄(s), τ)dτ +

x̄(s)∫

ξ

ȳ(s)∫

η

c1(t, τ)v(t, τ)dτdt;

x̄(s) =
1

α2 + β2

(
β2x− αβy + αs

)
, ȳ(s) =

1
α2 + β2

(−αβx + α2y + βs
)
;

γ(x, y) = −(α + β) + αexp


− 1

α

y∫

η

a(ξ, t)dt


 + βexp


− 1

β

x∫

ξ

c(t, η)dt


 ,

ðåøåíèå êîòîðîãî ïîñòðîåíî ìåòîäîì èòåðàöèè.
Ôîðìóëà (16) ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå ëîêàëüíûå è íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è

äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1).
40. Ñâåäåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ïðåäñòàâëåíèå (16)

ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé çàïèøåì â âèäå

u(ξ, η) = F (ξ, η)− αv(0, η; ξ, η)ϕ(η)− βv(ξ, 0; ξ, η)ψ(ξ)+

+

ξ∫

0

[βvx(x, 0; ξ, η)− c(x, 0)v(x, 0; ξ, η)]ψ(x)dx+

+

η∫

0

[αvy(0, y; ξ, η)− a(0, y)v(0, y; ξ, η)]ϕ(y)dy, (19)

ãäå

F (ξ, η) = [αvx(0, η; ξ, η)−A1(η; ξ, η)]ϕ1(η) + [βvy(ξ, 0; ξ, η)−A(ξ; ξ, η)]ψ1(ξ)+

+αv(0, 0; ξ, η)ψ
′
1(0) + βv(0, 0; ξ, η)ϕ

′
1(0) + [A1(0; ξ, η) + A(0; ξ, η)]ψ1(0)+

+

ξ∫

0

[Ax(x; ξ, η)−B(x; ξ, η)]ψ1(x)dx +

η∫

0

[A1y(y; ξ, η)−B1(y; ξ, η)]ϕ1(y)dy+

+

ξ∫

0

η∫

0

v(x, y; ξ, η)f(x, y)dxdy.

Â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé u(l, y) = ϕ2(y), u(x, h) = ψ2(x) íàõîäèì íåèçâåñòíûå ôóíêöèè
ϕ(y), ψ(x).

Ïîëàãàÿ â ïðåäñòàâëåíèè (19) ξ = l è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå u(l, η) = ϕ2(η), ïîñëå ðÿäà
ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

αv(0, η; l, η)ϕ(η) +

η∫

0

k1(y, η)ϕ(y)dy +

l∫

0

k2(x, η)ψ(x)dx = g1(η), (20)
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çäåñü

k1(y, η) = a(0, y)v(0, y; l, η)− αvy(0, y; l, η), k2(x, η) = c(x, 0)v(x, 0; l, η)− βvx(x, 0; l, η)

è g1(η) � èçâåñòíàÿ íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîäñòàâëÿÿ (19) â ãðàíè÷íîå óñëîâèå u(x, h) = ψ2(x), ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé

èìååì

βv(ξ, 0; ξ, h)ψ(ξ) +

ξ∫

0

k3(x, ξ)ψ(x)dx +

h∫

0

k4(y, ξ)ϕ(y)dy = g2(ξ), (21)

ãäå

k3(x, ξ) = c(x, 0)v(x, 0; ξ, h)− βvx(x, 0; ξ, h), k4(y, ξ) = a(0, y)v(0, y; ξ, h)− αvx(0, y; ξ, h),

à g2(ξ) �èçâåñòíàÿ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèè.
Òàêèì îáðàçîì, ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå ðåäóöèðîâàíà ê ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (20) � (21).
Ôóíêöèÿ v(0, η; l, η) íà îòðåçêå [0, h] íè ãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè íóëü íå ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è

αvxx(x, η; l, η)− b(x, η)vx(x, η; l, η) + b1(x, η)v(x, η; l, η) = 0,

v(0, η; l, η) = 0, v(l, η; l, η) = 0. (22)

Òàê áóäåò, êîãäà b1(x, y) ≤ 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè íåêîòîðîì η ∈ [0, h] ôóíêöèÿ
v(0, η; l, η) = 0, òî çàäà÷à (22) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå v(x, η; l, η) = 0, çíà÷èò,
vx(x, η; l, η) = 0. ×òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ αvx(l, η; l, η) = 1.

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ ôóíêöèè v(ξ, 0; ξ, h).
Îáðàùàÿ âîëüòåððîâñêóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (20) îòíîñèòåëüíî ϕ(η), èìååì

ϕ(η) = g3(η)−
l∫

0

k5(x, η)ψ(x)dx, (23)

ãäå

g3(η) =
g1(η)

αv(0, η; l, η)
−

η∫

0

R1(y, η)
g1(y)

αv(0, y; l, y)
dy,

k5(x, η) =
k2(x, η)

αv(0, η; l, η)
+

η∫

0

R1(y, η)
k2(x, y)

αv(0, y; l, y)
dy,

R1(y, η) � ðåçîëüâåíòà ÿäðà k1(y, η)/(αv(0, η; l, η)).
Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå ϕ(η) â óðàâíåíèå (21), ïîëó÷èì

βv(ξ, 0; ξ, h)ψ(ξ) +

ξ∫

0

k3(x, ξ)ψ(x)dx +

l∫

0

k6(x, ξ)ψ(x)dx = g4(ξ), (24)

çäåñü

k6(x, ξ) =

h∫

0

k4(y, ξ)k5(x, y)dy, g4(ξ) = g2(ξ)−
h∫

0

k4(y, ξ)g3(y)dy.
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Íàêîíåö, îáðàùàÿ âîëüòåððîâñêóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (24), ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ψ(ξ) :

ψ(ξ) +

l∫

0

K(x, ξ)ψ(x)dx = g5(ξ), (25)

ãäå

K(x, ξ) =
k6(x, ξ)

βv(ξ, 0; ξ, h)
+

ξ∫

0

R3(x, ξ1)
k6(ξ1, ξ)

βv(ξ1, 0; ξ1, h)
dξ1;

g5(ξ) =
g4(ξ)

βv(ξ, 0; ξ, h)
+

ξ∫

0

R3(x, ξ)
g4(x)

βv(x, 0;x, h)
dx,

R3(x, ξ) � ðåçîëüâåíòà ÿäðà k3(x, ξ)/(βv(ξ, 0; ξ, h)).
Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû 4 çàìåòèì, ÷òî g5(ξ) ∈ C2[0, l], à ãëàäêîñòü ÿäðà K(x, ξ) ñëåäóåò

èç ñâîéñòâ ôóíêöèè Ðèìàíà v(x, y; ξ, η).
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ýêâèâàëåíòíî ñâåäåíà ê

ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (25). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå
è àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà óðàâíåíèå (25) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ψ(ξ) ∈ C2[0, l] è ϕ(η) ∈ C2[0, h]. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ψ(ξ)
íàéäåíà. Òîãäà äðóãàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(η) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (23). Ïîäñòàâëÿÿ
çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â ïðåäñòàâëåíèå (16), ïîëíîñòüþ îïðåäåëèì ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå
äëÿ óðàâíåíèÿ (1).

Òàêèì îáðàçîì, ðåçþìèðóÿ èçëîæåííîå âûøå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Tåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è ïóñòü

ϕi(y) ∈ C2[0, h], ψi(x) ∈ C2[0, l], (i = 1, 2), f(x, y) ∈ C1(D),

êðîìå òîãî f(x, 0) = f(0, y) = 0. Òîãäà ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ñóùåñòâóåò.
Â çàêëþ÷åíèå àâòîð, ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó ÀÍ ÐÓç T.Ä.

Äæóðàåâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû, çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ ðåçóëü-
òàòîâ è ðÿä öåííûõ ñîâåòîâ.
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Su�cient conditions of boundedness on a strip of mixed derivative of solution of system of
hyperbolic equations are obtained.
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Necessary and su�cient conditions of one-dimensional representation of �rst return map of
arbitrary many dimensional map in simplex with �nite size are obtained.
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6. Íóìåðîâàííûå ôîðìóëû ñëåäóåò ïèñàòü â îòäåëüíîé ñòðîêå.

7. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòàâëÿåòñÿ ïî ïîðÿäêó ññûëîê â òåêñòå. Ïðè ññûëêå íà ìîíîãðàôèþ
íåîáõîäèìî óêàçàòü ñòðàíèöó (íàïðèìåð, [1, ñ.45]). Ññûëêè íà íåîïóáëèêîâàííûå ðàáîòû
íå äîïóñêàþòñÿ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå.

Öèòèðîâàííàÿ ëèòåðàòóðà

(a) Ôèëèïïîâ À.Ô.Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ì.,
1985. (äëÿ ìîíîãðàôèé)

(b) Ìåëüíèêîâ À.Â.// Óñïåõè ìàòåì.íàóê. 1996. Ò 51, âûï. (èëè �) 8. Ñ. 61 � 69.
(c) Kato J.// Proceedings of World Congress of Nonlinear Analysis. Nampa. 1992. P. 57 �

61.

8. Ñòàòüÿ äîëæíà áûòü ïîäïèñàíà âñåìè àâòîðàìè. Â êîíöå ñòàòüè íåîáõîäèìî óêàçàòü îð-
ãàíèçàöèþ, îò êîòîðîé íàïðàâëåíà ñòàòüÿ, è e-mail (ïðè íàëè÷èè).

9. Ñëåäóåò òàêæå îòäåëüíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèå ñâåäåíèÿ: Ô.È.Î.(ïîëíîñòüþ), ìåñòî ðà-
áîòû, äîëæíîñòü, àäðåñà è òåëåôîíû (ñëóæ. è äîì.), à òàêæå e-mail (ïðè íàëè÷èè).

Ðåäàêöèÿ îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî íà îòêëîíåíèå ñòàòüè, åñëè åå ñîäåðæàíèå è îôîðìëåíèå
íå îòâå÷àþò òðåáîâàíèÿì æóðíàëà.
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