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Ïîëó÷åíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñèëüíûõ ðåøåíèé äâóõ çàäà÷ ïðîòå-
êàíèÿ äëÿ 2D - 3D ñèñòåìû Íàâüå - Ñòîêñà ñ íåñòàíäàðòíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâå çàäà÷è ïðîòåêàíèÿ äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû
Íàâüå-Ñòîêñà. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ðåøåíèé îáåèõ èñêîìûõ
çàäà÷. Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1] è ïîëó÷åííûõ íèæå àïðèîðíûõ îöåíîê äîêà-
çûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñèëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷ ïðîòåêàíèè
äëÿ ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà.

1. Çàäà÷à ïðîòåêàíèÿ äëÿ 2D - 3D ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà.
1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü Ω ⊂ Rd, d = 2, 3 , � îáëàñòü è å¼ ãðàíèöà Γ ,

ñâÿçíûå êîìïîíåíòû Γ0, Γ1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (i) èç ï.ï. 1.2. (ñì. [1]).
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íèæå íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó, íàçûâàåìóþ íàìè çàäà÷åé

ïðîòåêàíèÿ 1:

∂t~υ + (~υ,∇)~υ + grad p = ν∆~υ + ~f, div ~υ = 0, (x, t) ∈ Q = Ω× (0, T ), (1)

~υ(x, 0) = ~υ0 â Ω, (2)

~υ(x, t) = 0 íà Σ0,T = Γ0 × (0, T ), (3)

~υ · ~n = |~υ| íà Σ1,T = Γ1 × (0, T ), (4)

p(x, t) = ϕ(t) + const íà Σ1,T = Γ1 × (0, T ), (5)

Keywords: non-standard boundary condition, �ow problem, Navier - Stokes systems
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 35D05, 35Q30
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îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáëàñòè Ω . Çäåñü ~υ, p � ñêî-
ðîñòü, äàâëåíèå æèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî; ν = const > 0 � êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñ-
êîé âÿçêîñòè; ~f � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë; ~n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé
íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω ; ~υ0, ϕ(t) � çàäàííûå ôóíêöèè. Íèæå áóäåì ññûëàòüñÿ
íà çàäà÷ó (1)-(5) äëÿ çàäàííûõ ~υ0, ϕ(t) êàê íà çàäà÷ó 1. Íàðÿäó ñ çàäà÷åé 1 áóäåì
ðàññìàòðèâàòü äðóãóþ çàäà÷ó 2, çàêëþ÷àþùóþñÿ â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Íàâüå-Ñòîêñà â ôîðìå Ãðîìýêè-Ëýìáà

∂t~υ + rot ~υ × ~υ + grad (p + |~υ|2 /2) = ν∆~υ + ~f, (6)

â êîòîðîé âìåñòî óñëîâèÿ (5) íà Σ1,T âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

h :≡ p + |~υ|2/2 = ϕ(t) + const;

∫

Ω

h dx = 0 íà Σ1,T . (7)

Îïðåäåëåíèå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ 1, 2. Äâîéêó (~υ(x, t), p(x, t)) óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèÿì:

(i) ~υ ∈ L2(0, T ; V 2(Ω)), ∂t~υ ∈ L2(Q), ∇ p ∈ L2(Q) ,
(ii) ~υ(x, 0) = ~υ0(x)

(iii) ∂t~υ + (~υ,∇)~υ + grad p = ν∆~υ + ~f, div ~υ = 0 ïî÷òè âñþäó â Q ,
(iv) ∇ p ∈ L2(0, T ; G(Ω)) â çàäà÷å 1,
( v) ∇h ∈ L2(0, T ; G(Ω)) â çàäà÷å 2,

íàçûâàåì ðåøåíèåì çàäà÷ 1, 2, ãäå V 2(Ω) ≡ V 1(Ω) ∩W 2,2(Ω) .
1.2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê âûâîäó àïðèîð-

íûõ îöåíîê, ïðèâåäåì íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà âëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà
W 2, 1(Ω) .

Ëåììà 1.1 [2]. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ . Òîãäà äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ~υ(x) ∈ W 2, 1(Ω) èìååì

‖~υ(x)‖L2q/(q−2)(Ω) ≤ C(q, n)‖~υ‖n/q

W 2, 1(Ω)‖~υ‖1−n/q

L2(Ω) , (8)

åñëè q ≥ n ïðè n > 2 è q > 2 ïðè n = 2;
Åñëè ~υ = 0, x ∈ Γ0 ⊂ Γ = ∂ Ω , mesΓ0 > 0, òî

‖~υ(x)‖L2q/(q−2)(Ω) ≤ C(q, n) ‖~υx‖n/q

L2(Ω)‖~υ‖ 1−n/q

L2(Ω) . (9)

Äàëåå â ïðåäïîëîæåíèÿõ ~u = 0, x ∈ Γ0 ⊂ Γ = ∂ Ω, mesΓ0 > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå-
íèå

‖~υ‖q,Ω ≤ C(q, n) ‖~υx‖2,Ω , (10)
ãäå q ≤ 2n/n− 2 ïðè n > 2 è q < ∞ ïðè n = 2 .

Àïðèîðíûå îöåíêè çàäà÷è 1. Îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 äîêàæåì òàêîå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü ~f ∈ L2(Q), ~υ0(x) ∈ V 1(Ω) , òîãäà äëÿ ãëàäêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖∂t~υ‖ 2, Q + max
0≤t≤T

‖~υ‖V 1(Ω) + ‖~υ‖L2(0, T ; W 2, 2(Ω)) ≤ C1 (11)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2005. Òîì 5. � 2 (16)



Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ïðîòåêàíèÿ äëÿ 2D-3D ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà II 7

a) ïðè n = 2 è åñëè âûïîëíåíî
(

ν −
√

2 (‖~υ0‖V 0(Ω) +
∥∥∥~f

∥∥∥
2, 1, Q

)

)
≥ ρ1 > 0, (12)

b) ïðè n = 3 è åñëè âûïîëíåíî

ρ2 ≡ 1− C T

ν

(
‖~υ0‖2

V 1(Ω) +
1

ν

∥∥∥~f
∥∥∥

2

2,Q

)2

> 0. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé n = 2 . Èç (1) ïîëó÷èì
1

2

d

dt
‖~υ‖2

V 0(Ω) +

∫

Ω

(~υ,∇)~υ · ~υ dx + ν‖~υ‖2
V 1(Ω) = (~f, ~υ)2,Ω. (14)

Â ñèëó (9) èìååì, ÷òî
∣∣∣((~υ,∇)~υ, ~υ)2,Ω

∣∣∣ ≤ ‖~υ‖2
4,Ω · ‖∇ ~υ‖2,Ω ≤

√
2‖~υ‖2

V 1(Ω) · ‖~υ‖V 0(Ω).

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (14) âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
1

2

d

dt
‖~υ‖2

V 0(Ω) +
(
ν −

√
2 ‖~υ‖V 0(Ω)

)
2,Ω
‖~υ‖2

V 1(Ω) ≤
∥∥∥~f

∥∥∥
2,Ω
· ‖~υ‖V 0(Ω) . (15)

Òàê êàê ôóíêöèÿ ϕ(t) = ( ν −√2 ‖~υ‖V 0(Ω)) íåïðåðûâíà ïðè t ≥ 0 è ïîëîæèòåëüíà â
òî÷êå t = 0 , òî ìîæåò áûòü îäíî èç äâóõ: èëè îíà ïîëîæèòåëüíà äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] , èëè
ñóùåñòâóåò òàêîå t1 ≤ T , ÷òî ïðè t1 < T îíà ïîëîæèòåëüíà, à ïðè t = t1 îáðàùàåòñÿ
â íóëü. Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè t = t1 òàêîé, ÷òî
ϕ(t1) = 0 . Òîãäà, îïóñêàÿ íåîòðèöàòåëüíîå ñëàãàåìîå â (15), èíòåãðèðîâàíèåì ïî t îò 0
äî τ ∈ [0, t1] íàéäåì, ÷òî

‖~υ(τ)‖ V 0(Ω) ≤
∥∥∥~f

∥∥∥
2, 1, Q

+ ‖~υ0‖ V 0(Ω) = C1 (16)

âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî τ ∈ [0, t1] . Îòêóäà ñ ó÷åòîì (12) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(t1) ≥ ρ1 > 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (16) âûïîëíåíî ïðè âñåõ τ ∈ [0, T ] è ϕ(τ) ≥ ρ1 > 0 íà

[0, T ] .
Èíòåãðèðóÿ (15) ïî t ∈ [0, T ] è èñïîëüçóÿ (16), ïîëó÷èì ïîëåçíóþ îöåíêó

‖~υ‖2
L2(0, T ; V 1(Ω)) ≤

1

ρ1

[∥∥∥~f
∥∥∥

2, 1, Q

(∥∥∥~f
∥∥∥

2, 1, Q
+ ‖~υ0‖V 0(Ω)

)
+

1

2
‖~υ‖2

V 0(Ω)

]
. (17)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èñêîìîé çàäà÷è íàì íåîáõîäèìû ñèëü-
íûå îöåíêè äëÿ ~υ . Äëÿ ýòîãî óìíîæèì óðàâíåíèå èìïóëüñà (1) ( ñì. [1]) íà ∂t~υ â L2(Ω) ,
ïîëó÷èì

ν

2

d

d t
‖~υ‖2

V 1(Ω) + ‖~υt‖2
V 0(Ω) ≤

∥∥∥~f
∥∥∥

2, Ω
· ‖~υt‖V 0(Ω) + ‖~υ‖4, Ω‖∇~υ‖4, Ω‖~υt‖2, Ω.
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Ïðè îöåíêå ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî âîñïîëüçóåìñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè íåðàâåíñòâàìè
(8), (9) è îöåíêîé (13) èç ï. 1.5. (ñì. [1]) ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è, êîòîðóþ ñ ó÷åòîì îïðå-
äåëåííîãî òàì æå îïåðàòîðà ∆1 çàïèøåì â òàêîì âèäå

‖~υ‖W 2, 2(Ω) ≤ CΩ ‖∆1 ~υ‖ V 0(Ω). (18)

Òîãäà ïîñëåäíèé ÷ëåí áåç ñîìíîæèòåëÿ ‖~υt‖2, Ω èìååò ñëåäóþùèé âèä:

‖~υ ‖4, Ω‖∇~υ‖4, Ω ≤ C ‖~υ‖ 1/2

V 0(Ω) · ‖~υ‖V 1(Ω) · ‖∆1~υ ‖1/2

V 0(Ω).

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è íåðàâåíñòâà Êîøè ïîëó÷èì

ν

2

d

d t
‖~υ‖2

V 1(Ω) +
1

2
‖~υt‖2

V 0(Ω) ≤
∥∥∥~f

∥∥∥
2

2, Ω
+ C2 ‖~υ‖2

V 1(Ω)‖~υ‖V 0(Ω)‖∆1 ~υ‖V 0(Ω). (19)

Äàëåå ïîñëå óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) èç [1] íà ∆1 ~υ âûâîäèì

‖∆1~υ‖V 0(Ω) ≤
∥∥∥~f

∥∥∥
2, Ω

+ ‖~υt‖V 0(Ω) + ‖~υ‖4, Ω · ‖∇~υ‖4, Ω ≤

≤
∥∥∥~f

∥∥∥
2, Ω

+ ‖~υt‖V 0(Ω) + C ‖~υ‖1/2

V 0(Ω) · ‖~υ‖V 1(Ω) · ‖∆1~υ‖1/2

V 0(Ω).

Ñëåäîâàòåëüíî, îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

‖∆1~υ‖V 0(Ω) ≤ 2
∥∥∥~f

∥∥∥
2, Ω

+ 2‖~υt‖V 0(Ω) + C2‖~υ ‖V 0(Ω) · ‖~υ‖2
V 1(Ω). (20)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (19), ó÷èòûâàÿ (16) è (20), çàêëþ÷àåì, ÷òî

ν
d

dt
‖~υ‖2

V 1(Ω) +
1

2
‖~υt‖2

V 0(Ω) ≤ C1 ‖~υ‖4
V 1(Ω)‖~υ‖2

V 0(Ω) +
∥∥∥~f

∥∥∥
2

2, Ω
. (21)

Ñîîòíîøåíèå (21) ïðèâåäåì ê ñëåäóþùåìó ýêâèâàëåíòíîìó âèäó:

d

dt

{
exp

(
−C1

ν

t∫
0

‖~υ‖2
V 1(Ω)‖~υ‖2

V 0(Ω)dτ

)
· ‖~υ‖2

V 1(Ω)

}
≤

≤ 1

ν

∥∥∥~f
∥∥∥

2

2, Ω
· exp

(
−C1

ν

t∫
0

‖~υ‖2
V 1(Ω)‖~υ‖2

V 0(Ω)dτ

)
≤ 1

ν

∥∥∥~f
∥∥∥

2

2, Ω
.

Çàòåì èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè îò 0 äî t , t ∈ [0, T ] è ó÷èòûâàÿ îöåíêè (16), (17), ïîëó÷èì

max
0≤t≤T

‖~υ‖2
V 1(Ω) ≤ exp C2 · 1

ν

∥∥∥~f
∥∥∥

2

2, Q
+ ‖~υ0‖2

V 1(Ω), (22)

ãäå C2 = C1/ν .
Äàëåå, èç (20) è (21) âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå àïðèîðíûå îöåíêè:

‖~υt‖2
L2(0, T ; V 0(Ω)) ≤ 2[ν ‖~υ0‖2

V 1(Ω) +
∥∥∥~f

∥∥∥
2

2, Q
+ C3], (23)

‖~υ‖2
L2(0, T ;W 2, 2(Ω)) ≤ C2

Ω ‖∆1~υ‖2
2Ω ≤ C2

Ω[2
∥∥∥~f

∥∥∥
2

2, Q
+ C4]. (24)
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Èç îöåíîê (22) è (24) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé ÷àñòè ëåììû.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (11) äëÿ ñëó÷àÿ b) óðàâíåíèå (1) óìíîæèì ñêàëÿðíî â L2(Ω)

íà ∆1 ~υ . Èìååì

ν

2

d

d t
‖~υ‖2

V 1(Ω) + ‖∆1 ~υ‖2
V 0(Ω) ≤ ‖(~υ, ∇)~υ‖2, Ω · ‖∆1 ~υ‖V 0(Ω) +

∥∥∥~f
∥∥∥

2, Ω
· ‖∆1 ~υ‖V 0(Ω) .

Äàëåå ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè ïîëó÷èì

ν
d

d t
‖~υ‖2

V 1(Ω) + ‖∆1 ~υ‖2
V 0(Ω) ≤ 2

(
‖(~υ, ∇)~υ‖2

2, Ω +
∥∥∥~f

∥∥∥
2

2, Ω

)
.

Ïðè îöåíêå íåëèíåéíîãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâà-
ìè:

‖(~υ, ∇)~υ ‖2, Ω ≤ ‖~υ‖6, Ω · ‖∇~υ‖3, Ω ≤ C11(3) ‖~υ‖3/2

V 1(Ω) · ‖∆1 ~υ‖1/2

V 0(Ω) ïðè n = 3,

‖(~υ, ∇)~υ ‖2, Ω ≤ ‖~υ‖4, Ω · ‖∇~υ‖4, Ω ≤ C11(2) ‖~υ‖3/2

V 1(Ω) · ‖∆1 ~υ‖1/2

V 0(Ω) ïðè n = 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïðåäûäóùåãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî

ν
d

d t
‖~υ‖2

V 1(Ω) +
1

2
‖∆1 ~υ‖2

V 0(Ω) ≤
C11

2
‖~υ‖6

V 1(Ω) +
∥∥∥~f

∥∥∥
2

2, Ω
. (25)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè (25) ïî t ∈ [0, T ] îïóñòèì çíàêîîïðåäåëåííûé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè,
íàéäåì

‖~υ‖2
V 1(Ω) ≤ ‖~υ0‖2

V 1(Ω) +
C11

2 ν

∫ t

0

‖~υ(τ)‖6
V 1(Ω)dτ+

1

ν

∥∥∥~f
∥∥∥

2

2, Ω
. (26)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç y(t) ≡
t∫

0

‖~υ(τ)‖ 6
V 1(Ω)dτ , òîãäà (26) ïðèíèìàåò âèä

dy

d t
(τ) ≤ (C1 + C2 y(τ))3 ,

ãäå C2 =
C11

2 ν
, C1 =

1

ν

∥∥∥~f
∥∥∥

2

2, Q
+ ‖~υ0‖2

V 1(Ω) .
Òîãäà èç ïîñëåäíåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì

y(t) ≤ C1

C2

[ (
1− 2 C2

1 C2 t
)−1/2 − 1

]
,

îòêóäà ñ ó÷åòîì îñíîâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (13) èìååì

1− 2 C2
1 C2 t ≥ 1− C11

ν
T

(
1

ν

∥∥∥~f
∥∥∥

2

2, Q
+ ‖~υ0‖2

V 1(Ω)

)2

= ρ2,

åñëè t ∈ [0, T ] . Ñëåäîâàòåëüíî, èç (26) íàõîäèì

max
0≤t≤T

‖~υ‖2
V 1(Ω) ≤ C1 · ρ−1/2

2 . (27)
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Èñïîëüçóÿ îöåíêó äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (13) (ñì. [1]) ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñîîòíî-
øåíèè (25) îò 0 äî T , ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

‖~υ‖ 2
L2(0, T ;W 2, 2(Ω)) ≤ C2

Ω

(∥∥∥~f
∥∥∥

2

L2(Q)
+ C11 · (C1 ρ

−1/2
2 )3 T + ν ‖~υ0‖2

V 1(Ω)

)
≤ C5. (28)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè íà ~υt äåëàåì òå æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé, êàê ïðè
âûâîäå äëÿ ñëó÷àÿ a) , ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì

ν

2

d

d t
‖~υ‖2

V 1(Ω) +
1

2
‖~υt‖2

V 0(Ω) ≤
∥∥∥~f

∥∥∥
2

2, Ω
+ C2

11 ‖~υ‖3
V 1(Ω) · ‖∆1~υ‖V 0(Ω). (29)

Îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü òðåáóåìóþ îöåíêó

‖~υt‖ 2
L2(Q) ≤ C6. (30)

Òåì ñàìûì, îöåíêè (27), (28), (30) ñîñòàâëÿþò âòîðóþ ÷àñòü, ò.å.ñëó÷àé b) ëåììû 1.2.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîòåêàíèÿ 2 îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
Ëåììà 1.3. Ïóñòü ~f(x, t) ∈ L2(Q), ~υ0(x) ∈ V 1(Ω) . Òîãäà äëÿ ãëàäêîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è ïðîòåêàíèÿ 2 èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà (11) ïðè ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
(i) � ïðè n = 2 áåçóñëîâíî; (ii) � ïðè n = 3 , åñëè âûïîëíåíî (13); (iii) � ïðè n = 3 ,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå ìàëîñòè äàííûõ çàäà÷è:

ρ3 ≡ 1− 2 C(Ω) · δ

[
1

ν

∥∥∥~f
∥∥∥

2

2, Ω
+ ‖~υ0‖ 2

V 1(Ω)

]1/2

> 0, (31)

ãäå C(Ω) � ïîñòîÿííàÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (18), δ � êîíñòàíòà íåðàâåíñòâà âëîæåíèÿ
W 2, 2(Ω) ⊂ C(Ω) ïðè n = 3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâîä îöåíîê ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 àíàëîãè÷åí âûâîäàì îöåíîê
ëåììû 1.2. (ñì. [1]), ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ëèøü êðàòêèì èçëîæåíèåì ñõåìû ðàññóæäå-
íèé.

Èñïîëüçóÿ ôîðìó Ãðîìýêè-Ëýìáà, ïåðåïèøåì (1) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

~υt + ~υ × rot ~υ +∇
(

p +
1

2
|~υ|2

)
= ν ∆ ~υ + ~f, â Q. (32)

Ïîñëå óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ (32) ñêàëÿðíî íà âåêòîð ~υ , ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

1

2

d

d t
‖~υ‖2

V 0(Ω) + ν ‖~υ‖2
V 1(Ω) ≤

∥∥∥~f
∥∥∥

2, Ω
· ‖~υ‖V 0(Ω).

Îòêóäà òåìè æå ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷èì (16) è (17).
Äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àåâ ( i) -(ii) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.2. ñ òîé ëèøü

ðàçíèöåé, ÷òî âìåñòî óðàâíåíèÿ (1) ó÷àñòâóåò óðàâíåíèå (32).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëó÷àÿ (iii) óðàâíåíèå èìïóëüñà (32) óìíîæèì ñêàëÿðíî íà ∆1 ~υ

â L2(Ω) . Îöåíèì îòäåëüíî íåëèíåéíûé ÷ëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|(rot ~υ × ~υ, ∆1~υ)| ≤ max
Ω
|~υ| · ‖rot ~υ‖2, Ω · ‖∆1~υ‖V 0(Ω) ≤ C7 ‖∆1~υ‖2

V 0(Ω) · ‖~υ‖V 1(Ω) , (33)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2005. Òîì 5. � 2 (16)



Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ïðîòåêàíèÿ äëÿ 2D-3D ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà II 11

ãäå C7 = CΩ · δ .
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ (33), ïîëó÷èì

ν
d

d t
‖~υ‖2

V 1(Ω) +
(
1− 2 C7‖~υ‖V 1(Ω)

)
‖∆1~υ‖2

V 0(Ω) ≤
∥∥∥~f

∥∥∥
2

2, Ω
. (34)

Ñ ïîäîáíûìè ðàññóæäåíèÿìè, êàê ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê ëåììû 1.2., óñòàíîâèì èç
(34) îöåíêó

max
0≤t≤T

‖~υ‖V 1(Ω) + ‖~υ‖L2(0, T ; W 2, 2(Ω)) ≤ C8.

Ïîñëå ýòîãî èç ðàâåíñòâà, ïîäîáíîãî (29), ñëåäóåò îöåíêà

‖~υt‖2, Q ≤ C9.

Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 1.3. äîêàçàíà.
1.3. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó ðàçðåøèìîñòè

çàäà÷ ïðîòåêàíèÿ 1,2. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ôàýäî-Ãàëåðêèíà.
Â êà÷åñòâå áàçèñà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V 2(Ω) ≡ W 2,2(Ω) ∩ V 1(Ω) âîçüìåì

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà ∆1 ñ íåñòàíäàðòíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,
êîòîðûå, êàê ýòî óñòàíîâëåíî â ([1], ñì. ëåììó 1.5), îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñè-
ñòåìó â V 0(Ω) è ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè â ïðîñòðàíñòâå V 1(Ω) .

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ãàëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé äëÿ 2D-3D ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà
(1). Ïóñòü {~wj(x), j = 1, 2, ...} � ïîëíàÿ, ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà â V 0(Ω) , ãàëåð-
êèíñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ~υ(x, t) ïîñòðîèì â ñëåäóþùåì âèäå:

~υN = ~υN(x, t) =
N∑

j=1

cjN(t)~wj(x), (35)

ãäå cjN(t), j = 1, 2, ..., N, t ∈ [0, T ] , � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, ïîäëåæàùèå îïðå-
äåëåíèþ èç ãàëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé äëÿ (1):

d

d t
ckN +

N∑
i=1

N∑
j=1

ciN cjN ai j k + ckN ν ak = fk(t), k = 1, 2, ..., N, (36)

ai j k = ( (~wi,∇) ~wj, ~wk) â çàäà÷å 1, aijk = ( ~wi × rot ~wj, ~wk) â çàäà÷å 2;
fk =

(
~f, ~wj

)
; ak = −λk , λk � ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà ∆1 , ñîîòâåòñòâóþùåå

ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ~wk . Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ckN(0) îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ
âåêòîð-ôóíêöèé ~υ0(x) â ðÿä Ôóðüå:

ckN(0) = (~υ0, ~wk) , k = 1, 2, ..., N. (37)

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðûõ óñòàíîâèì äàëåå ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà Ôàýäî-Ãàëåðêèíà.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ~f(x, t) ∈ L2(Q) , ~υ0(x) ∈ V 1(Ω) è âûïîëíåíî (12) èëè (13) .
Òîãäà çàäà÷à ïðîòåêàíèÿ 1 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

~υ(x, t) ∈ L2(0, T ; V 2(Ω)) ∩W 1, 2(0, T ; L2(Ω)), ∇p ∈ L2(0, T ; G(Ω)).
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Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ~f(x, t) ∈ L2(Q), ~υ0(x) ∈ V 1(Ω) . Òîãäà â ñëó÷àå n = 2 , òî
åñòü â ïëîñêî-ïàðàëåëüíîì äâèæåíèè æèäêîñòè, çàäà÷à ïðîòåêàíèÿ 2 èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå

~υ(x, t) ∈ L2(0, T ; V 2(Ω)) ∩W 1, 2(0, T ; L2(Ω)), ∇p ∈ L2(Q). (38)

Â ñëó÷àå n = 3 çàäà÷à 2 îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â êëàññå ôóíêöèé (38) �â ìàëîì�,
òî åñòü ïðè íàëè÷èè îäíîãî èç óñëîâèé (13), ëèáî (31).

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé çàäà÷ 1, 2 â ôóíêöèî-
íàëüíîì êëàññå ~υ(x, t) ∈ L2(0, T ; W 2, 2(Ω)) ∩W 1, 2(0, T ; L2(Ω)) äîêàçûâàåòñÿ íà îñíîâå
ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àþùåãîñÿ äîìíîæåíèåì óðàâíåíèÿ äëÿ ðàçíîñòè ~υ1 − ~υ2 = ~u äâóõ
âîçìîæíûõ ðåøåíèé íà ~u è èíòåãðèðîâàíèåì ïî îáëàñòè Q .

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðîâåäåì äëÿ îäíîãî êîíêðåòíîãî ñëó-
÷àÿ, ïîñêîëüêó äëÿ äðóãèõ âñå ðàññóæäåíèÿ ïî÷òè íå ìåíÿþòñÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, â
òåîðåìå 1.1. èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (12).

Ïîñêîëüêó âñå ÷ëåíû â ñèñòåìå (36) çàâèñÿò îò íåèçâåñòíûõ ciN ãëàäêèì îáðàçîì,
òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (36), (37) íà âñåì èíòåðâàëå [0, T ] äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ
â àïðèîðíîé îãðàíè÷åííîñòè ciN , i = 1, 2, ..., N .

Äëÿ ýòîãî óìíîæèì óðàâíåíèå äëÿ ckN â ñèñòåìå (36) íà ckN è ïðîñóììèðóåì ïî k
îò 1 äî N . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

1

2

d

d t
‖~υN‖2

V 0(Ω) + ν ‖~υN‖2
V 1(Ω) +

∫

Ω

( (~υN , ∇) ~υN , ~υN) dx =
(

~f, ~υN

)
2, Ω

. (39)

Òàê êàê äëÿ ~υN(0) è ~f èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (12), ïîñêîëüêó ‖~υN(0)‖V 0(Ω) ≤
‖~υ0‖V 0(Ω) , òî, äåéñòâóÿ òàê æå êàê â ëåììå 1.2, ïîëó÷èì îöåíêè (16), (17):

max
0≤t≤T

‖~υN‖V 0(Ω) = max
0≤t≤T

[
N∑

i=1

(ciN)2

]1/2

≤ C10 , N = 1, 2, ...,

‖~υN‖L2(0, T ; V 1(Ω)) ≤ C11 , N = 1, 2, ...

(40)

Óñòàíîâèì, ÷òî äëÿ ïðèáëèæåíèé ~υN èìååò ìåñòî îöåíêà (11), ðàâíîìåðíàÿ ïî N .
Ïîñëå óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ckN íà dckN

dt
è íà λk · ckN , ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå

âûðàæåíèÿ ïî k îò 1 äî N , äëÿ ~υN áóäåì èìåòü ñîîòíîøåíèÿ (19), (20), èç êîòîðûõ
òî÷íî òàê æå, êàê â ëåììå 1.2., âûòåêàåò îöåíêà

‖∂t~υN‖L2(Ω) + max
0≤t≤T

‖~υN‖V 1(Ω) + ‖~υN‖ L2(0, T ; W 2, 2(Ω)) ≤ C12 , (41)

ðàâíîìåðíàÿ ïî N = 1, 2, ...
Èç àïðèîðíûõ îöåíîê (40), (41) ñëåäóåò, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãàëåðêèíñêèõ

ïðèáëèæåíèé { ~υN} ìîæíî âûäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ ðàäè óäîáñòâà îáî-
çíà÷èì ïî-ïðåæíåìó ÷åðåç { ~υN} , òàêóþ, ÷òî

~υN → ~υ ? − ñëàáî â L∞(0, T ; V 1(Ω)),

~υN → ~υ ñëàáî â W 1, 2(0, T ; V 0(Ω)), (42)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2005. Òîì 5. � 2 (16)
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~υN → ~υ ñëàáî â L2(0, T ; V 1(Ω))

ïðè N →∞ .
Ïóñòü ~ϕ (x, t) ∈ L2(0, T ; V 1(Ω)) . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ~ϕS(x, t) =

S∑
i=1

(~ϕ, ~wi) ~wi =

S∑
i=1

αi ~wi . Óìíîæèì êàæäîå èç ðàâåíñòâ (36) íà ñîîòâåòñòâóþùåå αk , ñ÷èòàÿ N > S è
αj = 0, j > S , ðåçóëüòàòû ñëîæèì ïî âñåì k îò 1 äî N è ïðîèíòåãðèðóåì ïî t îò 0 äî
T . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(∂t~υN + (~υN ,∇) ~υN , ~ϕS) + ν (~υN , ~ϕS)L2(0, T ;V 1(Ω)) =
(

~f, ~ϕS

)
2, Ω

. (43)

Èç ñîîòíîøåíèé (42) è îöåíêè (41) âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî (43) ñïðàâåäëèâî äëÿ
ôóíêöèè ~υ è ïðîèçâîëüíîé ϕ ∈ L2(0, T ; V 1(Ω)) .

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî âî âòîðîì ÷ëåíå ðàâåíñòâà (43),
áóäåì èìåòü òîæäåñòâî

(
∂t~υ + (~υ,∇) ~υ − ν ∆~υ − ~f, ~ϕ

)
= 0

äëÿ ëþáîé ~ϕ ∈ L2(0, T ; V 1(Ω)) , à ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ âñåõ ϕ ∈ L2(0, T ; V 0(Ω)) . Îòêó-
äà ââèäó ðàçëîæåíèÿ L2(Q) = L2(0, T ; V 0(Ω))⊕L2(0, T ; G(Ω)) íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé
ýëåìåíò ∇p ∈ L2(0, T ; G(Ω)) òàêîé, ÷òî

∂t~υ + (~υ,∇) ~υ − ν ∆~υ − ~f = −∇p ïî÷òè âñþäó â Q.

Çàìå÷àíèå 1.1. Åñëè îáëàñòü Ω òàêîâà, ÷òî îöåíêà (18) íå âåðíà, òî íà îñíîâå
íåðàâåíñòâ (40) ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 â êëàññå
ôóíêöèé, èìåþùèõ êîíå÷íóþ ýíåðãåòè÷åñêóþ íîðìó

‖~υ‖Q ≡ sup
0≤t≤T

‖~υ‖L2(Ω) + ‖∇ ~υ‖L2(Q) .

Ïðè÷åì â ïëîñêîì ñëó÷àå n = 2 ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.
Çàìå÷àíèå 1.2. Óñëîâèå (13) â òåîðåìàõ 1.1., 1.2. îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî ìàëû

∥∥∥~f
∥∥∥

L2(Q)

è ‖~υ0‖V 1(Ω) , ëèáî ìàë èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.
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ÂÑÏËÅÑÊ-ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß È ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÅ
ÍÎÐÌÈÐÎÂÊÈ ÄËß ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ
ÃËÀÄÊÎÑÒÈ

Ä. Á. Áàçàðõàíîâ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ
050010 ã.Àëìàòû, óë.Ïóøêèíà, 125 dauren@math.kz

Çäåñü ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ îáîáùåííîé ïîëî-
æèòåëüíîé ñìåøàííîé ãëàäêîñòè, îïðåäåëÿåìûõ ñ ïîìîùüþ (ñìåøàííûõ) âåñîâûõ íîðì ãëàäêèõ
äâîè÷íûõ ðàçëîæåíèé èõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå, â òåðìèíàõ âñïëåñê � ïðåäñòàâëåíèé.

1. Ââåäåíèå. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà îáîá-
ùåííîé ïîëîæèòåëüíîé ñìåøàííîé ãëàäêîñòè MLs,ε

r (Rd). Çäåñü ε � (ïðîèçâîëüíîå) ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà èíäåêñîâ ed = {1, . . . , d} íà n (≤ d) íåïóñòûõ ìíîæåñòâ (ò.å. ed = ∪n

i=1e
(i), e(i)∩e(k) =

∅ ïðè 1 ≤ i 6= k ≤ n, e(i) 6= ∅, di := |e(i)|, 1 ≤ i ≤ n,
∑n

i=1 di = d), s ∈ (0,∞)n, è âåêòîð
r = (r1, . . . , rn+d) îáðàçîâàí ñìåøåíèåì âåêòîðîâ p ∈ (1,∞)d è q ∈ (1,∞)n â (ïðîèçâîëüíî)
ôèêñèðîâàííîì ïîðÿäêå, ïðè êîòîðîì pj áóäåò ëåâåå pj+1 (1 ≤ j < d), à qi � ëåâåå qi+1

(1 ≤ i < n).
Ðÿä ýêâèâàëåíòíûõ (êâàçè)íîðìèðîâîê äëÿMLs,ε

r (Rd) (â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóþùèå àòîìàð-
íûå, ìîëåêóëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è òàê íàçûâàåìîå ϕ−ïðåîáðàçîâàíèå), à òàêæå ïîäðîáíûå
çàìå÷àíèÿ èñòîðè÷åñêîãî õàðàêòåðà, êàñàþùèåñÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, ïðèâåäåíû â [?] (â ðàáîòå
[?] äîïóñêàëèñü p ∈ (0,∞)d è q ∈ (0,∞)n).

Â ðàçäåëå 2 äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ MLs,ε
r (Rd). Â ðàçäåëå 3 ïðèâîäèòñÿ ñïåöè-

àëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ (ó÷èòûâàþùàÿ ðàçáèåíèå ε) áàçèñà âñïëåñêîâ Ψs, ε(Rd) äëÿ Lp(Rd), p ∈
(1,∞)d, èñïîëüçóþùàÿ ([si] + 1)-ðåãóëÿðíûå di-ìåðíûå êðàòíîìàñøòàáíûå àïïðîêñè- ìàöèè,
i = 1, . . . , n. Ðàçäåë 4 ñîäåðæèò îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû � òåîðåìó ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ
ïðîñòðàíñòâà MLs,ε

r (Rd) ïî ñèñòåìå Ψs, ε(Rd), â êîòîðîé òàêæå ïðèâîäèòñÿ èõ íîðìèðîâêà,
èñïîëüçóþùàÿ êîýôôèöèåíòû âñïëåñê-ïðåäñòàâëåíèÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü, êàê îáû÷íî, N, Z, R, C � ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ,
öåëûõ, âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî; N0 = N ∪ {0} � ìíîæåñòâî âñåõ
íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ, d ∈ N, Rd � d-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Äëÿ x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd, êàê îáû÷íî, (x,y) =
∑d

1 xjyj � ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå è |x| =

√
(x,x) � äëèíà âåêòîðà x, êðîìå òîãî, çàïèñü x ≤ y (x < y) áóäåò

Keywords: wavelet representation, function space, mixed smoothness
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 41A45,26B40
c Ä. Á. Áàçàðõàíîâ, 2005.
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îçíà÷àòü, ÷òî xi ≤ yi (xi < yi) äëÿ j = 1, . . . , d; äëÿ ìóëüòèèíäåêñà α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd
0

ïîëîæèì |α| = ∑d
1 αj , x� = xα1

1 · · ·xαd
d ,

∂� = ∂α1
1 · · · ∂αd

d , ∂j =
∂

∂xj
, j = 1, . . . , d.

Ïóñòü S(Rd) è S ′(Rd) � ïðîñòðàíñòâàØâàðöà âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ áûñòðî
óáûâàþùèõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé è ìåäëåííî ðàñòóùèõ ðàñïðåäåëåíèé (îáîáùåííûõ
ôóíêöèé) íà Rd ñîîòâåòñòâåííî; C∞

0 (Rd) � ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èç S(Rd) ñ êîìïàêòíûìè
íîñèòåëÿìè. Äëÿ t ∈ (0, 1), k ∈ N, f ∈ S ′(Rd), g ∈ S(Rd) ïîëîæèì gt(x) = t−dg(x/t), gk(x) =
g2−k(x), f̂ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ f , à f ∗ g � ñâåðòêà f è g.

Ôèêñèðóåì n ∈ N, n ≤ d; äëÿ ïðîèçâîëüíûõ e ⊂ ed = {1, . . . , d} (e = {j1, . . . , j|e|}, 1 ≤ j1 <

. . . < j|e| ≤ d; çäåñü |e|� êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ e), x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd è α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd
0

ïîëîæèì x(e) = (xj1 , . . . , xj|e|) ∈ R|e|, x(e)�(e) = x
αj1
j1

· · ·xαj|e|
j|e| è ∂�(e) = ∂

αj1
j1

· · · ∂αj|e|
j|e| .

Äàëåå, ôèêñèðóåì ðàçáèåíèå ε = {e(1), . . . , e(n)} ìíîæåñòâà ed (ò.å. ed = ∪n
i=1e

(i), e(i) ∩ e(k) =
∅ ïðè 1 ≤ i 6= k ≤ n, e(i) 6= ∅, di := |e(i)|, 1 ≤ i ≤ n,

∑n
i=1 di = d, d = (d1, . . . , dn)). Äëÿ óäîáñòâà

äëÿ x ∈ Rd ïèøåì x = (x1, . . . ,xn), ãäå xi = x(e(i)) ∈ Rdi , 1 ≤ i ≤ n, à òàêæå x = (x(e),x(ed\e)),
ãäå e ⊂ ed.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ e ⊂ en = {1, . . . , n} (e = {i1, . . . , i|e|}, 1 ≤ i1 < . . . < i|e| ≤ n) è t =
(t1, . . . , tn) ∈ Rn ïîëîæèì êàê âûøå t(e) = (ti1 , . . . , ti|e|) ∈ R|e|.

Çàïèñü A1 ¿ A2 áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî A1 ≤ CA2, ãäå êîíñòàíòà C, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò
îò âñåõ ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ, à A1 ≈ A2 � ÷òî îäíîâðåìåííî A1 ¿ A2 è A2 ¿ A1.

2. Îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà MLs,ε
r (Rd). Äëÿ p ∈ (0,∞] ïóñòü, êàê îáû÷íî, lp = lp(N0)

� ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ (êîìïëåêñíûõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {bk} = {bk}k∈N0 ñ êîíå÷íîé
(êâàçè)íîðìîé ‖ bk | lp ‖ = ‖ {bk} | lp ‖, ãäå

‖ bk | lp ‖ =

{ ∞∑

k=0

| bk|p
} 1

p

(p ∈ (0,∞)), ‖ bk | l∞ ‖ = sup {| bk| : k ∈ N0};

Lp = Lp(R) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : R → C, ñóììèðóåìûõ â p-é ñòåïåíè (ïðè
p = ∞ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ) íà R, ñ êîíå÷íîé (êâàçè)íîðìîé ‖ f | Lp ‖, ãäå

‖ f | Lp ‖ =
{∫

R
| f(x)|pdx

} 1
p

(p ∈ (0,∞)), ‖ f | L∞ ‖ = ess sup { | f(x)| : x ∈ R}.

Ðàäè óäîáñòâà áóäåì åùå èñïîëüçîâàòü îáùåå îáîçíà÷åíèå Lp äëÿ ïðîñòðàíñòâ lp(N0) è
Lp(R).

Ïóñòü p = (p1, . . . , pd) ∈ (0,∞]d è q = (q1, . . . , qn) ∈ (0,∞]n. Òîãäà Lp(Rd) � ïðîñòðàíñòâî
èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : Rd → C ñ êîíå÷íîé (êâàçè)íîðìîé

‖ f | Lp‖ = ‖ (· · · ‖ f | Lp1‖ · · · ) | Lpd
‖

(çäåñü (êâàçè)íîðìà ‖ · | Lpj‖ âû÷èñëÿåòñÿ ïî xj , 1 ≤ j ≤ d), à lq(Nn
0 ) � ïðîñòðàíñòâî êðàòíûõ

÷èñëîâûõ (êîìïëåêñíûõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {bm} = {bm}m∈Nn
0
ñ êîíå÷íîé (êâàçè) íîðìîé

‖{bm} | lq‖ = ‖{· · · ‖{bm}m1∈N0 | lq1‖ · · · }mn∈N0 | lqn‖.

Òåïåðü äëÿ âåêòîðîâ p è q îáðàçóåì âåêòîð r = (r1, . . . , rn+d), ðàñïîëîæèâ êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ p è q â ñòðîêó â (ïðîèçâîëüíî) ôèêñèðîâàííîì ïîðÿäêå, ïðè êîòîðîì pj áóäåò
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ëåâåå pj+1 (1 ≤ j < d), à qi � ëåâåå qi+1 (1 ≤ i < n). ×åðåç Lr îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî
êðàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {fk(x)} = {fk(x)}k∈Nn

0
èçìåðèìûõ ôóíêöèé fk : Rd → C,

k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn
0 , ñ êîíå÷íîé (êâàçè)íîðìîé

‖ {fk(x)} | Lr ‖ = ‖ (· · · ‖ fk(x) | Lr1 ‖ · · · ) | Lrn+d
‖

(çäåñü Lrl
= Lpj (R) è (êâàçè)íîðìà ‖ · | Lrl

‖ ≡ ‖ · | Lpj ‖ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïåðåìåííîé xj ïðè
rl = pj , è Lrl

= lqi(N0) è (êâàçè)íîðìà ‖ · | Lrl
‖ ≡ ‖ · | lqi ‖ âû÷èñëÿåòñÿ ïî èíäåêñó ki ïðè

rl = qi).
Âåêòîð r ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå r = (p(e〈1〉),q(e〈1〉), . . . ,p(e〈m〉),q(e〈m〉)), ãäå 2 ≤ m ≤

n, e〈k〉 = {jk−1 + 1, . . . , jk}, e〈k〉 = {ik−1 + 1, . . . , ik}, 1 ≤ k ≤ m, 0 = j0 ≤ j1 < . . . < jm =
d, 0 = i0, 1 ≤ i1 < . . . < im−1 ≤ im = n, ïðè÷åì ìíîæåñòâà e〈1〉 èëè e〈m〉 ìîãóò áûòü ïóñòûìè
(ñîîòâåòñòâåííî ïðè j1 = 0 èëè im−1 = n). Òîãäà (êâàçè)íîðìà ïðîñòðàíñòâà Lr ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â âèäå

‖ · | Lr ‖ = ‖ (· · · (‖ · | Lp(e〈1〉)(R
|e〈1〉|) ‖) · · · ) | lq(e〈m〉)(N

|e〈m〉|
0 ) ‖. (1)

Âûáåðåì ôóíêöèè ϕ◦i , ϕi ∈ S(Rdi), i = 1, . . . , n, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

supp ϕ̂◦i ⊂ {ξi ∈ Rdi : |ξi| < 2}, |ϕ̂◦i (ξi)| > 0 ïðè |ξi| ≤
5
3
, (2)

supp ϕ̂i ⊂ {ξi ∈ Rdi :
1
2

< |ξi| < 2}, |ϕ̂i(ξi)| > 0 ïðè 3
5
≤ |ξi| ≤

5
3
. (3)

Ïîëîæèì ϕi0(xi) = ϕ◦i (xi), ϕij(xi) = 2jdiϕi(2jxi) (j ∈ N),

ϕk(x) =
n∏

i=1

ϕiki(xi), k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn
0 . (4)

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü p = (p1, . . . , pd) ∈ (0,∞)d, q = (q1, . . . , qn), s = (s1, . . . , sn) ∈ (0,∞)n.
Ïðîñòðàíñòâî ML = MLs,ε

r = MLs,ε
r (Rd) ñîñòîèò èç âñåõ ðàñïðåäåëåíèé f ∈ S ′(Rd), äëÿ

êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà

‖ f | ML ‖ = ‖ f | MLs,ε
r (Rd) ‖ = ‖ {2(s,k)ϕk ∗ f} | Lr ‖.

Çàìå÷àíèå 1. Ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèîíàë ‖ f | ML ‖
ÿâëÿåòñÿ (êâàçè)íîðìîé, a ïðîñòðàíñòâî MLs,ε

r , ñíàáæåííîå ýòîé (êâàçè)íîðìîé, ÿâëÿåòñÿ
(êâàçè)áàíàõîâûì. Åñëè â îïðåäåëåíèè 1 ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé Lr = lq(Lp) (ñîîòâåòñòâåííî
Lr = Lp(lq)), òî ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâî Íèêîëüñêîãî - Áåñîâà (ñîîòâåòñòâåííî Ëèçîðêèíà -
Òðèáåëÿ) îáîáùåííîé ñìåøàííîé ãëàäêîñòè.

3. Ñèñòåìà âñïëåñêîâ Φd,� ,ε,x(Rd). Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êðàòíîìàñøòàáíîé àïïðîê-
ñèìàöèè (ÊÌÀ) äëÿ L2(Rd).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü V = { Vk }k∈Z ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà L2(Rd) íàçûâàåòñÿ ÊÌÀ,
åñëè

i) Vk ⊂ Vk+1, k ∈ Z;

ii)
⋃

k∈Z Vk = L2(Rd);

iii)
⋂

k∈Z Vk = { 0 };
iv) f(x) ∈ Vk ⇔ f(2x) ∈ Vk+1, k ∈ Z;
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v) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ φ ∈ L2(Rd) òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà { φ(x− k) }k∈Zd ÿâëÿåòñÿ îðòîíîð-
ìèðîâàííûì áàçèñîì â V0.

Ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáíîé ôóíêöèåé ÊÌÀ V. ÊÌÀ V íàçûâàåòñÿ τ−ðåãóëÿðíîé
(τ ∈ N0), åñëè åå ìàñøòàáíàÿ ôóíêöèÿ φ ìîæåò áûòü âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî

|∂αφ(x)| 6 cm(1 + |x|)−m, x ∈ Rd,

äëÿ ëþáîãî m ∈ N0 è êàæäîãî ìóëüòèèíäåêñà α ∈ Nd
0 : |α| 6 τ .

Ñîãëàñíî òåîðèè âñïëåñêîâ (ñì., íàïðèìåð, [2, ch.3, Th.2]) ñóùåñòâóþò 2d − 1 ôóíêöèè
ϕ1, . . . , ϕ2d−1, íàçûâàåìûå âñïëåñêàìè, ïîðîæäåííûìè ÊÌÀ V, òàêèå, ÷òî

|∂αϕl(x)| 6 cm(1 + |x|)−m, x ∈ Rd,

äëÿ ëþáîãî m ∈ N0 è êàæäîãî ìóëüòèèíäåêñà α ∈ Nd
0 : |α| 6 τ (l = 1, . . . , 2d − 1), à ñè-

ñòåìà { ϕl(x − k) }k∈Zd,l=1,...,2d−1 îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â W0 = V1 ª V0, îðòî-
ãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ïðîñòðàíñòâà V0 â V1. Êàê ñëåäñòâèå, ñèñòåìà (d−ìåðíûõ) âñïëåñêîâ
Φ ≡ Φ(d, r,x) ≡ { φ(x −m), 2jd/2ϕl(2jx − k) }m∈Zd,k∈Zd,j∈N0

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áà-
çèñîì â L2(Rd).

Âûáåðåì τi−ðåãóëÿðíûå ÊÌÀ Vi (äëÿ L2(Rdi)) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàñøòàáíûå ôóíê-
öèè φi è âñïëåñêè ϕi

li
, li = 1, . . . , 2di−1 (i = 1, . . . , n). Íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü èíóþ

íóìåðàöèþ ôóíêöèé ñèñòåì Φ(di, ri,xi), èñïîëüçóþùóþ äèàäè÷åñêèå êóáû èç Rdi .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Di ñîâîêóïíîñòü âñåõ äèàäè÷åñêèõ êóáîâ Qi èç Rdi , îáúåì |Qi| êîòîðûõ

íå ïðåâîñõîäèò 1 (i = 1, . . . , n), ïóñòü Qi ∈ Di,

Qi = Qi
kimi

= {xi ∈ Rdi : mj ≤ 2kixj < mj + 1, j ∈ e(i)} (ki ∈ N0,mi ∈ Zdi), (5)

ïîëîæèì φi(xi −mi) ≡ ϕi
0,Qi(xi) ≡ ϕi

0,Qi
0mi

(xi) (mi ∈ Zdi), 2diki/2ϕi
l(2

kixi −mi) ≡ ϕi
li,Qi(xi) ≡

ϕi
li,Qi

kimi

(xi) (mi ∈ Zdi , ki ∈ N0, li = 1, . . . , 2di − 1).
Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå Φ(d, τ , ε,x) ñèñòåì Φ(di, τi,xi), ïîñòðîåííûõ êàê âûøå, (i = 1, . . . , n,

τ = (τ1, . . . , τn)) íàçîâåì êðàòíîé (d-ìåðíîé) ñèñòåìîé âñïëåñêîâ.
×åðåç Dε

d îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ äèàäè÷åñêèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ Q èç Rd âèäà

Q = {x ∈ Rd : xi ∈ Qi, i = 1, . . . , n}, (6)

ãäå Qi ∈ Di, i = 1, . . . , n; ïîëîæèì Q = Q1 × · · · ×Qn, |Q| = ∏n
1=1 |Qi|.

Êðàòíàÿ ñèñòåìà âñïëåñêîâ Φ(d, τ , ε,x) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå

Φ(d, τ , ε,x) ≡
{

ϕl,Q(x) ≡
n∏

i=1

ϕi
li,Qi(xi),

li = 0, . . . , 2di−1, åñëè |Qi| = 1, è li = 1, . . . , 2di−1, åñëè |Qi| < 1, Q ∈ Dε
d

}
.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü p = (p1, . . . , pd) ∈ (1,∞)d. Òîãäà êðàòíàÿ ñèñòåìà âñïëåñêîâ Φ(d, τ , ε,x)
ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì áàçèñîì äëÿ ïðîñòðàíñòâà Lp(Rd).

Çàìå÷àíèå 2. Äðóãîé âàðèàíò ýòîé òåîðåìû è äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ïðèâåäå-
íû â [4] (ñì. òàì òåîðåìó 1 è çàìå÷àíèå 1). Õîòÿ óñëîâèÿ (áûñòðîãî) óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè
äëÿ ìàñøòàáíûõ ôóíêöèé è âñïëåñêîâ, îïðåäåëÿåìûõÊÌÀ Vi (i = 1, . . . , n), ïðåäïîëàãàåìûå â

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2005. Òîì 5. � 2 (16)



16 Ä. Á. Áàçàðõàíîâ

íàñòîÿùåé ðàáîòå, çàâåäîìî ñèëüíåå óñëîâèé èç [4], òåì íå ìåíåå ñôîðìóëèðîâàííàÿ çäåñü òåî-
ðåìà 1 íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 1 èç [4], ïîñêîëüêó â ïåðâîé (â îòëè÷èå îò âòîðîé)
äîïóñêàþòñÿ ÊÌÀ Vi, ïîðîæäàþùèå "íåñåïàðà- áåëüíûå"(di−ìåðíûå) ñèñòåìû âñïëåñêîâ.

3. ÏðåäñòàâëåíèåMLs,ε
r (Rd) ïîñðåäñòâîì ñèñòåìû âñïëåñêîâ Φ(d, τ , ε,x). Êàê îáû÷-

íî, χA � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A ⊂ Rd.
Ââåäåì ñëåäóþùåå ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ (êîìïëåêñíûõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {aQ} =

{aQ}Q∈Dε
d
, "çàíóìåðîâàííûõ"ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ Dε

d.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü p = (p1, . . . , pd) ∈ (0,∞)d, q = (q1, . . . , qn), s = (s1, . . . , sn) ∈ (0,∞)n.
Ïðîñòðàíñòâî Λs,ε

r ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {aQ}Q∈Dε
d
, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà

(êâàçè) íîðìà

‖ {aQ} | Λs,ε
r ‖ = ‖ {2(k,s)

∑

Q:|Qi|=2−kidi ,i∈en

|Q|−1/2aQχQ(·)}k∈Nn
0
| Lr ‖.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p ∈ (1,∞)d, q ∈ (1,∞)n, s ∈ (0,∞)n, r ∈ Nn òàêîâû, ÷òî τi > si,
i = 1, . . . , n. Òîãäà êðàòíàÿ ñèñòåìà âñïëåñêîâ Φ(d, τ , ε,x) ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì áàçèñîì
äëÿ ïðîñòðàíñòâà MLs,ε

r (Rd). Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ f ∈ Lp(Rd) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
MLs,ε

r (Rd) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà { aQ ≡
∑2d1−1

l1=[2|Q1|−1]
· · ·∑2dn−1

ln=[2|Qn|−1]
|〈 f, ϕl,Q 〉 } ∈ Λs,ε

r ,
ïðè ýòîì

‖ f | MLs,ε
r ‖ ¿ ‖ {aQ} | Λs,ε

r ‖.
Çàìå÷àíèå 3. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé òåîðåìû äëÿ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî -

Áåñîâà è Ëèçîðêèíà - Òðèáåëÿ îáîáùåííîé ñìåøàííîé ãëàäêîñòè è êðàòíîé ñèñòåìû âñïëåñêîâ
Ìåéåðà ïîëó÷åí ðàíåå â ðàáîòå [3], òàì æå ïðèâåäåíî îáñóæäåíèå ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò ïî
áàçèñàì âñïëåñêîâ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îòíî-
øåíèå ê íàøèì (ñì. òàì çàìå÷àíèå 3). Â ýòîé ñâÿçè óêàæåì åùå ìîíîãðàôèè [2], [5], [8].
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1. Ââåäåíèå. Ãðàíè÷íûå çàäà÷è ñ äàííûìè â îñîáûõ òî÷êàõ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçó÷åíû äîâîëüíî ìàëî. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â îñîáîé òî÷êå äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ íå ñóùåñòâóþò, à
åñëè äàæå îíè ñóùåñòâóþò, òî îíè ìîãóò áûòü ìàëî èíôîðìàòèâíûìè äëÿ âûäåëåíèÿ èíäèâè-
äóàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòèêà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè
òðåáóåò ñóùåñòâåííî äðóãèõ ïîíÿòèé, ÷åì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ â
ýòîé òî÷êå. Òàê, Ë.Ä. Êóäðÿâöåâ (ñì., íàïð., [1-4]) ïðåäëîæèë äëÿ óðàâíåíèÿ

x(n)(s) = f(s, x, x′, ..., x(n−1)), s ∈ [t0, +∞), t0 > 0 (1)

ðàññìàòðèâàòü íà÷àëüíûå äàííûå â áåñêîíå÷íîé òî÷êå êàê ñòàáèëèçàöèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1) ê çàäàííîìó àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãî÷ëåíó Pn−1(s) = a0+a1s+ ...+an−1s

n−1 ïðè ñòðåìëåíèè
àðãóìåíòà ê áåñêîíå÷íîñòè:

lim
s→∞[x(s)− Pn−1(s)](k) = 0, k = 0, 1, ..., n− 1 (2)

è ðåøàë âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè çàäà÷è (1) � (2).
Â ðàáîòå [5] Á.Ë. Áàéäåëüäèíîâ è Ð. Îéíàðîâ çàìåíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé s = 1

t ïîëó-
÷èëè âîçìîæíîñòü õàðàêòåðèçîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè óæå íå â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè,
à â îêðåñòíîñòè êîíå÷íîé ñèíãóëÿðíîé òî÷êè íîëü. Ïðè ýòîì çàìåíà ïåðåìåííîé äàåò ïåðåõîä
îò îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè ê ñëåäóþùåé äèôôåðåíöèàëüíîé îïåðàöèè:

dx

ds
=

dx

dt

dt

ds
= −s−2 dx

dt
= (−1)1t2

dx

dt
,

d2x

ds2
=

d

ds

(
−t2

dx

dt

)
= −t2

d

ds

(
dx

dt

)
= −t2

d

dt

(
dx

ds

)
= −t2

d

dt
(−1)t2

dx

dt
= (−1)2t2

d

dt
t2

dx

dt
,

· · ·
Keywords: ordinary di�erential equation, initial conditions, singularity at point
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34A45
c À. Áàéàðûñòàíîâ, À. À. Êàëûáàé, 2005.
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dnx

dsn
= (−1)nt2

d

dt
t2

d

dt
...t2

dx

dt
.

Åñëè â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ ïîëîæèòü âìåñòî ñòåïåíè "2" ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî,
à òàêæå óìíîæèòü ñàìó ôóíêöèþ íà íåêîòîðóþ ñòåïåííóþ ôóíêöèþ äî ïåðâîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ, òî, ââåäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì

D0
αx(t) ≡ tα0x(t),

Di
αx(t) = tαi

d

dt
tαi−1

d

dt
...tα1

d

dt
tα0x(t), i = 1, 2, ..., n ,

ãäå α = (α0, α1, ..., αn), αi ∈ R, i = 0, 1, ..., n.
Ýòó äèôôåðåíöèàëüíóþ îïåðàöèþ Di

αx(t) áóäåì íàçûâàòü α � âåñîâîé ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè x(t) ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà i = 0, 1, ..., n.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

Dn
αx(t) = f(t,D0

αx,D1
αx, ..., Dn−1

α x), t ∈ (0, t0], t0 > 0 (3)

ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ f : (0, t0]×Rn → R è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

lim
t→0

Dk
α (x(t)− Pn−1(t, a)) = 0, k = 0, 1, ..., n− 1, (4)

ãäå

Pn−1(t, a) =
n−1∑

i=0

ai wi(t, t0)

� ìíîãî÷ëåí ïî îáîáùåííîé ÷åáûøåâñêîé ñèñòåìå ôóíêöèé wj(t, t0) = t−α0K1,j(t, t0), j =
0, 1, ..., n− 1:

Ki,j(t, t0) =

t0∫

t

t−αi
i

t0∫

ti

t
−αi+1

i+1 ...

t0∫

tj−1

t
−αj

j dtjdtj−1...dti ïðè i ≤ j;

Ki,j(t, t0) ≡ 1 ïðè i = j + 1; Ki,j(t, t0) ≡ 0 ïðè i > j + 1.

Íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè wj(t, t0) = t−α0K1,j(t, t0), j = 0, 1, ..., n− 1:

Ki,j(t, t0) =

t0∫

t

t−αi
i

ti∫

t

t
−αi+1

i+1 ...

tj−1∫

t

t
−αj

j dtjdtj−1...dti ïðè i ≤ j;

Ki,j(t, t0) ≡ 1 ïðè i = j + 1; Ki,j(t, t0) ≡ 0 ïðè i > j + 1.

Óñëîâèå (4) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ x(t) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê îáîáùåííîìó ìíîãî÷ëåíó Pn−1(t, a)
ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà ê íóëþ. Äëÿ óäîáñòâà ýòîò ôàêò ìîæíî îáîçíà÷èòü

x(t) ∼ Pn−1(t, a), t → 0. (5)

Â ðàáîòå [6] áûëî äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå (4) ((5)) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

γmax = max
0≤i≤n−1

γi < 1, ãäå γi = αn +
n−1∑

j=i+1
(αj − 1), i = 0, 1, ..., n− 2, γn−1 = αn. Áîëåå òîãî, äëÿ

âñåõ k = 0, 1, ..., n− 1 è t ∈ (0, t0] èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Dk
αx(t) =

n−1∑

i=k

(−1)iai Kk+1,i(t, t0) +

t∫

0

Kk+1,n−1(s, t)s−αnDn
αx(s)ds. (6)
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Äëÿ êðàòêîñòè ïðèìåì òàêæå îáîçíà÷åíèå:

f(t, D0
αx(t), D1

αx(t), ..., Dn−1
α x(t)) = f(t, Dαx(t)).

2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü I = (0, t0], γ = (γ0, γ1, ..., γn−1), γi < 1, i =
0, 1, ..., n− 1.

Ïóñòü CPn−1
γ (I) � ìíîæåñòâî âñåõ n − 1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà I ôóíê-

öèé x(t), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè t → 0 ê ñâîåìó îáîáùåííîìó ìíîãî÷ëåíó

Pn−1,x(t, ax) =
n−1∑
i=0

ai,x wi(t, t0), ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖x‖CP n−1
γ

=
n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1|Di
α (x(t)− Pn−1,x(t, ax)) |+

n−1∑

i=0

|ai,x|.

Óòâ å ðæä å í è å 1. CPn−1
γ (I) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {xm} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â CPn−1
γ (I).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀ l ∈ N

‖xm+l − xm‖CP n−1
γ

=
n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1
∣∣Di

α

[(
xm+l(t)− Pn−1,xm+l

(t, axm+l
)
) −

− (xm(t)− Pn−1,xm(t, axm))]|+
n−1∑

i=0

|ai,xm+l
− ai,xm | → 0, m →∞.

Èç ñòðåìëåíèÿ ïåðâîé ñóììû ê íóëþ ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì i = 0, 1, ..., n−1 íåïðåðûâíûå
è îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé

{
tγi−1Di

α(xm(t)− Pn−1,xm(t, axm))
}

ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå C(I) íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé íà I. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ôóíêöèè yi(t), i = 0, 1, ..., n− 1, òàêèå, ÷òî

tγi−1yi(t) ∈ C(I) (7)

è
Di

α(xm(t)− Pn−1,xm(t, axm) → yi(t) (8)
ïðè m →∞ äëÿ âñåõ t ∈ I, ïðè÷åì ýòà ñõîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé íà êàæäîì ñåãìåíòå
[ε, t0] äëÿ âñåõ 0 < ε < t0. Òàê êàê Di

α(xm(t) − Pn−1,xm(t, axm)) → 0 ïðè t → 0 äëÿ âñåõ m ≥ 1,
òî

lim
t→0

yi(t) = 0, i = 0, 1, ..., n− 1. (9)

Èç ñòðåìëåíèÿ âòîðîé ñóììû ê íóëþ â ñèëó ïîëíîòû åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà R ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ êàæäîãî i = 0, 1, ..., n − 1 ñóùåñòâóþò ÷èñëà ai òàêèå, ÷òî ai,xm → ai ïðè t → 0. Òîãäà
Pn−1,xm(t, axm) → Pn−1(t, a) ïðè m →∞ äëÿ âñåõ t ∈ I, ïîýòîìó èç (8) èìååì

Di
αxm(t) → yi(t) + Di

αPn−1(t, a), m →∞, ∀ t ∈ I, i = 0, 1, ..., n− 1. (10)

Òàê êàê

Di−1
α (xm(t)− Pn−1,xm(t, axm)) =

t∫

0

s−γi−1sγi−1Di
α(xm(s)− Pn−1,xm(s, axm))ds, (11)
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max
0≤i≤n−1

sup
m≥1

sup
0<t≤t0

tγi−1|Di
α(xm(t)− Pn−1,xm(t, axm)| ≤ C < ∞

è
t∫

0

s−γi−1ds =
1

1− γi−1
t1−γi−1 , i = 1, ..., n− 1,

òî, ïåðåõîäÿ â (11) ê ïðåäåëó ïðè m →∞, èìååì

yi−1(t) =

t∫

0

s−αiyi(s)ds, i = 0, 1, ..., n− 1. (12)

Ïîëîæèì y(t) = t−α0y0(t), òîãäà èç (12) ñëåäóåò, ÷òî yi(t) = Di
αy(t), i = 0, 1, ..., n − 1. Äà-

ëåå, ïîëàãàÿ z(t) = y(t) + Pn−1(t, a), èç (7) � (10) è (12) èìååì z(t) ∼ Pn−1(t, a) ïðè t → 0,
‖z‖CP n−1

γ
< ∞ è lim

m→∞ ‖xm − z‖CP n−1
γ

= 0. Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.

Ïóñòü CP (a)n−1
γ (I) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé x(t) èç CPn−1

γ (I), ñõîäÿùèõñÿ ê îäíîìó è
òîìó æå ìíîãî÷ëåíó Pn−1(t, a).

Óòâ å ðæä å í è å 2. CP (a)n−1
γ (I) çàìêíóòî â CPn−1

γ (I).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {xm} ⊂ CP (a)n−1

γ (I) è xm → y ∈ CPn−1
γ (I) ïðè m →∞.

Ïîêàæåì, ÷òî y ∈ CP (a)n−1
γ (I).

Òàê êàê

‖xm − y‖CP n−1
γ

=
n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1
∣∣Di

α [(xm(t)− Pn−1(t, a)) −

− (y(t)− Pn−1,y(t, ay))]|+
n−1∑

i=0

|ai − ai,y| → 0, m →∞,

òî ai,y = ai, i = 0, 1, ..., n− 1, ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ CP (a)n−1
γ (I).

Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.

Â ïðîñòðàíñòâå CP (a)n−1
γ (I) ââåäåì ìåòðèêó ∀x, y ∈ CP (a)n−1

γ (I):

ρ(x, y) = ‖x− y‖CP (a)n−1
γ

=
n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1|Di
α (x(t)− y(t)) |.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 CP (a)n−1
γ (I) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íà îñíîâàíèè (6)

çàäà÷à (3) � (4) ((5)) ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

x(t) = Pn−1(t, a) + t−α0

t∫

0

K1,n−1(s, t)s−αnf(s,Dαx(s))ds. (13)

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Sx(t) = Pn−1(t, a) + t−α0

t∫

0

K1,n−1(s, t)s−αnf(s,Dαx(s))ds. (14)
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Óòâ å ðæä å í è å 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : (0, t0]×Rn → R íåïðåðûâíà. Åñëè

A ≡ max
0≤i≤n−1

sup
0<t≤t0

tγi−1

t∫

0

Ki+1,n−1(s, t)s−αn
∣∣f(s,DαPn−1(s, a))

∣∣ ds < ∞, (15)

äëÿ êàæäîãî i = 0, 1, ..., n− 1 ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè ϕi(t) ≥ 0, ÷òî

lim
t→0

tγi−1

t∫

0

Ki+1,n−1(s, t)s−αn
ϕi(s)
sγi−1

ds = 0, (16)

è äëÿ ëþáûõ s ∈ (0, t0] è u ∈ Rn, v ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(s, u)− f(s, v)| ≤
n−1∑

i=0

ϕi(s)|ui − vi|, (17)

òîãäà îïåðàòîð S, çàäàâàåìûé ôîðìóëîé (8), ïåðåâîäèò ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
CP (a)n−1

γ (I) â ñåáÿ
S : CP (a)n−1

γ (I) → CP (a)n−1
γ (I)

è ñóùåñòâóåò òàêîå T : 0 < T ≤ t0, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèìñÿ íà èíòåðâàëå IT =
(0, T ].

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî îïåðàòîð S ïåðåâîäèò ïîëíîå
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî CP (a)n−1

γ (I) â ñåáÿ.

Òàê êàê ‖Pn−1‖CP n−1
γ (I) =

n−1∑
i=0

|ai| < ∞, òî Pn−1(t, a) ïðèíàäëåæèò CP (a)n−1
γ (I). Òåïåðü

äîêàæåì, ÷òî è SPn−1(t, a) ïðèíàäëåæèò CP (a)n−1
γ (I).

Â ñèëó (15) äëÿ êàæäîãî i = 0, 1, ..., n− 1 è äëÿ âñåõ t ∈ I èìååì

Di
α (SPn−1(t, a)− Pn−1(t, a)) =

t∫

0

Ki+1,n−1(s, t)s−αnf(s,DαPn−1(s, a))ds < ∞. (18)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî lim
t→0

Di
α (SPn−1(t, a)− Pn−1(t, a)) = 0, i = 0, 1, ..., n − 1, èëè SPn−a(t, a) ∼

Pn−1(t, a), t → 0.
Âíîâü â ñèëó (15) è (18) èìååì

‖SPn−1‖CP (a)n−1
γ (I) =

n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1|Di
α (SPn−1(t, a)− Pn−1(t, a)) | =

=
n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

Ki+1,n−1(s, t)s−αnf(s,DαPn−1(s, a))ds

∣∣∣∣∣∣
≤ nA < ∞.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ýëåìåíò Pn−1(t, a) èç ïðîñòðàíñòâà CP (a)n−1
γ (I) ïåðåâî-

äèòñÿ â ýëåìåíò SPn−a(t, a) èç ýòîãî æå ïðîñòðàíñòâà.
Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ýòî æå âåðíî è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(t) èç ïðîñòðàíñòâà CP (a)n−1

γ (I).
Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî

t∫

0

K1,n−1(s, t)s−αn |f(s,Dαx(s))|ds < ∞ (19)
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äëÿ âñåõ t ∈ I.
Ïóñòü t,N ∈ I è 0 < N ≤ t ≤ t0. Îöåíèì èíòåãðàë B ≡

t∫
N

K1,n−1(s, t)s−αn
∣∣f(s,Dαx(s))

∣∣ ds:

B ≤
t∫

N

K1,n−1(s, t)s−αn
∣∣f(s,Dαx(s))− f(s,DαPn−1(s, a))

∣∣ ds+

+

t∫

N

K1,n−1(s, t)s−αn
∣∣f(s,DαPn−1(s, a))

∣∣ ds.

Â ñèëó (15) � (18) ïîëó÷èì

B ≤
t∫

N

K1,n−1(s, t)s−αn

n−1∑

i=0

ϕi(s)
∣∣Di

α(x(s)− Pn−1(s, a))
∣∣ ds+

+

t∫

N

K1,n−1(s, t)s−αn
∣∣f(s,DαPn−1(s, a))

∣∣ ds ≤

≤
n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1|Di
α (x(t)− Pn−1(t, a)) | ·

t∫

0

K1,n−1(s, t)s−αn
ϕi(s)
sγi−1

ds + At1−γi < ∞

äëÿ âñåõ t ∈ I. Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè ñëåäóåò (19).
Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð îïðåäåëåí äëÿ âñåõ ôóíêöèé èç CP (a)n−1

γ (I). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî
x ∈ CP (a)n−1

γ (I) èìååò ìåñòî

Di
α (Sx(t)− Pn−1(t, a)) =

t∫

0

Ki+1,n−1(s, t)s−αnf(s,Dαx(s))ds → 0 ïðè t → 0,

ò.å. ôóíêöèÿ Sx(t) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê îáîáùåííîìó ìíîãî÷ëåíó Pn−1(t, a) ïðè t → 0.
Äîêàæåì êîíå÷íîñòü ‖Sx‖CP (a)n−1

γ
:

‖Sx‖CP (a)n−1
γ

=
n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1|Di
α (Sx(t)− Pn−1(t, a)) | =

=
n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

Ki+1,n−1(s, t)s−αnf(s,Dαx(s))ds

∣∣∣∣∣∣
=

=
n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

Ki+1,n−1(s, t)s−αn
(
f(s,Dαx(s))− f(s,DαPn−1(s, a))

)
ds +

+

t∫

0

Ki+1,n−1(s, t)s−αnf(s,DαPn−1(s, a))ds

∣∣∣∣∣∣
≤
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≤
n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1

t∫

0

Ki+1,n−1(s, t)s−αn
∣∣f(s,Dαx(s))− f(s,DαPn−1(s, a))

∣∣ ds+

+
n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1

t∫

0

Ki+1,n−1(s, t)s−αn
∣∣f(s,DαPn−1(s, a))ds

∣∣ .

Ïðèìåíÿÿ (17), èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èìååì

‖Sx‖CP (a)n−1
γ

≤
n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1

t∫

0

Ki+1,n−1(s, t)s−αn

n−1∑

j=0

ϕj(s)
∣∣∣Dj

α(x(s)− Pn−1(s, a))
∣∣∣ ds+

+nA ≤ max
0≤j≤n−1

n−1∑

j=0

sup
0<y≤t0

yγj−1
∣∣∣Dj

α(x(y)− Pn−1(y, a))
∣∣∣×

×
n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1

t∫

0

Ki+1,n−1(s, t)s−αn
ϕj(s)
sγj−1 ds + nA ≤

≤ max
0≤j≤n−1

n−1∑

i=0

sup
0<t≤t0

tγi−1

t∫

0

Ki+1,n−1(s, t)s−αn
ϕj(s)
sγj−1 ds + nA.

Îòêóäà â ñèëó (15) è (16)
‖Sx‖CP (a)n−1

γ
< ∞.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå T : 0 < T ≤ t0, ÷òî îïåðàòîð S ÿâëÿåòñÿ ñæèìà-
þùèìñÿ íà èíòåðâàëå IT = (0, T ]:

ρ(Sx, Sy) = ‖Sx− Sy‖CP n−1
γ (IT ) =

n−1∑

i=0

sup
0<t≤T

tγi−1
∣∣Di

α(Sx(t)− Sy(t))
∣∣ =

=
n−1∑

i=0

sup
0<t≤T

tγi−1

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

K1,n−1(s, t)s−αn
[
f(s,Dαx(s))− f(s,Dαy(s))

]
ds

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
n−1∑

i=0

sup
0<t≤T

tγi−1

t∫

0

K1,n−1(s, t)s−αn

n−1∑

j=0

ϕj(s)
∣∣∣Dj

α(x(s)− y(s))
∣∣∣ ds ≤

≤ max
0≤j≤n−1

n−1∑

i=0

sup
0<t≤T

tγi−1

t∫

0

K1,n−1(s, t)s−αn
ϕj(s)
sγj−1 ds ·

n−1∑

j=0

sup
0<s≤T

sγi−1
∣∣∣Dj

α(x(s)− y(s))
∣∣∣ .

Îòêóäà âûòåêàåò ρ(Sx, Sy) ≤ δ ρ(x, y), ïîñêîëüêó â ñèëó (16) ìîæíî âûáðàòü T : 0 < T ≤ t0
òàê, ÷òîáû

δ = max
0≤j≤n−1

n−1∑

i=0

sup
0<t≤T

tγi−1

t∫

0

K1,n−1(s, t)s−αn
ϕj(s)
sγj−1 ds < 1.

Óòâåðæäåíèå 3 äîêàçàíî.
3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
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Òå î ð åì à. Â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 3 äëÿ çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà Pn−1(t, a) èìååòñÿ òà-
êîå T : 0 < T ≤ t0, ÷òî íà ïðîìåæóòêå IT = (0, T ] ñóùåñòâóåò è ïðè ýòîì åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è (3) � (4) ((5)).

Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç (13) è óòâåðæäåíèÿ 3.
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Ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è ñ íà÷àëü-
íûì ñêà÷êîì äëÿ êâàçèëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà.

1. Ï î ñ ò à í î â ê à ç à ä à ÷ è. Òåîðèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ,
èíòåãðàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà÷èíàåòñÿ ñ îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò
À.Í. Òèõîíîâà. Èñòîðèþ âîïðîñà è ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè ñì. â [1]-[3].

Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [4], [5] èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå è ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêîå ðåøåíèå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ íà÷àëüíûì ñêà÷êîì äëÿ ëèíåéíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n- ãî ïîðÿäêà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé êðàåâîé
çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì ñêà÷êîì äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ n- ãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì êâàçèëèíåéíîå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïî-
ðÿäêà

εy(n) + A0(t, y, ..., y(l))y(n−1) + ... + An−l−2(t, y, ..., y(l))y(l+1) = F (t, y, ..., y(l)), (1)

ãäå l ∈ {0, 1, ..., n− 3} � ëþáîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

y(pj)(0, ε) = αpj , j = 0, k, y(qj)(1, ε) = βqj , j = 0, n− k − 2, (2)

ãäå 0 ≤ p0 < ... < pk = m, m ∈ {l+1, ..., n−3} �ëþáîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ε > 0 �ìàëûé
ïàðàìåòð, αpj , βqj � èçâåñòíûå ïîñòîÿííûå.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),(2) ââîäèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó
Êîøè ñ íà÷àëüíûì ñêà÷êîì â îäíîé èç êðàåâûõ òî÷åê.

Ç àì å ÷ à í è å 1. Çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûì ñêà÷êîì äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñì. â [3], [7], äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé n- ãî ïîðÿäêà ñì., íàïðèìåð, [8].
Keywords: singular perturbed boundary value problem, initial jump, di�erential equation
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34K29,60H10
cØ. À. Áàëãèìáàåâà, 2005.
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Çàäà÷å (1),(2) ïðè ε = 0 ñîîòâåòñòâóåò íåâîçìóùåííîå êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå

A0(t, ȳ, ..., ȳ(l))ȳ(n−1) + ... + An−l−2(t, ȳ, ..., ȳ(l))ȳ(l+1) = F (t, ȳ, ..., ȳ(l)) (3)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

ȳ(pj)(0) = αpj , j = 0, k − 1, ȳ(qj)(1) = βqj , j = 0, n− k − 2 . (4)

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
I. ôóíêöèè Aj(t, y, ..., y(l)), j = 0, n− l − 2, F (t, y, ..., y(l)) èìåþò íåïðåðûâíûå îãðàíè÷åííûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì àðãóìåíòàì;
II. âûðîæäåííàÿ çàäà÷à (3), (4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ȳ(t) ïðè 0 ≤ t ≤ 1;
III. ôóíêöèÿ A0(t, y, ..., y(l)) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

A0(t, ȳ, ..., ȳ(l)) ≥ γ̄ = const, 0 ≤ t ≤ 1;

IV. αpk
6= ȳ

(pk)
0 (0);

V.

ω̄(0, 1) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x
(p0)
1 (0) ..... x

(p0)
n−1(0)

... ... ...

x
(pk−1)
1 (0) ... x

(pk−1)
1 (0)

x
(q0)
1 (1) ... x

(q0)
n−1(1)

... ... ...

x
(qn−k−2)
1 (1) ... x

(qn−k−2)
n−1 (1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0,

ãäå x1(t), ..., xn−1(t) �ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

A0(t, ȳ, ..., ȳ(l))x(n−1) + ... + An−l−2(t, ȳ, ..., ȳ(l))x(l+1)+

+
l∑

j=0

[ n−l−2∑

j=0

∂Aj(t, ȳ, ..., ȳ(l))
∂y(j)

ȳ(n−1−i) − ∂F (t, ȳ, ..., ȳ(l))
∂y(j)

]
x(j) = 0.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûì ñêà÷êîì m- ãî ïîðÿäêà � óðàâíåíèå (1) ñ óñëîâèÿìè
âèäà

y(i)(0, ε) =
{

αpj , j = 0, k, i = pj

c(µj)(ε), j = 0,m− k − 1, i = µj
, i = 0,m,

y(m+j)(0, ε) =
1
εj

c(j)(ε), j = 1, n−m− 1, (5)

0 ≤ µ0 < ... < µm−k−1 < m, µi 6= pj , i = 0,m− k − 1, j = 0, k,

ãäå c(j)(ε) = c
(j)
0 + εc

(j)
1 + ...+, à c

(j)
r �íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (1), (5) ÿâëÿëîñü ðåøåíèåì èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (1), (2).

1. À ë ã î ð è ò ì ï î ñ ò ð î å í è ÿ à ñ è ì ï ò î ò è ê è ð å ø å í è ÿ.
Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (5) èùåì â âèäå:

y(t, ε) =
N∑

r=0

εryr(t) + εm
N+1∑

r=0

εrWr(τ) + RN (t, ε), τ =
t

ε
, (6)

ãäå ðåãóëÿðíûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè yr(t) è ïîãðàíñëîéíûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè Wr(τ) �
íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå íóæíî îïðåäåëèòü, à RN (t, ε) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí àñèìï-
òîòèêè.
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Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè y0(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âûðîæäåí-
íîãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

A0(t, y0, ..., y
(l)
0 )y(n−1)

0 + ... + An−l−2(t, y0, ..., y
(l)
0 )y(l+1)

0 = F (t, y0, ..., y
(l)
0 ), (70)

à r-å ïðèáëèæåíèÿ yr(t), r = 1, 2, ..., � ðåøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

A0(t, y0, ..., y
(l)
0 )y(n−1)

r + ... + An−l−2(t, y0, ..., y
(l)
0 )y(l+1)

r + (7r)

+
l∑

j=0

[ n−l−2∑

i=0

∂Ai(t, y0, ..., y
(l)
0 )

∂y(j)
y

(n−1−i)
0 (t)− ∂F (t, y0, ..., y

(l)
0 )

∂y(j)

]
y(j)

r (t) = fr(t),

ãäå fr(t) �èçâåñòíûå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò y0(t), ..., yr−1(t).
Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ïîãðàíñëîéíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè W0(τ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëè-

íåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

(n)

W 0 (τ) + A0(0, y0, ..., y
(l)
0 )

(n−1)

W0 (τ) = 0, (80)

à r -å ïðèáëèæåíèÿ ïîãðàíñëîéíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè Wr(τ), r = 1, 2, ..., � ðåøåíèÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(n)

W r (τ) + A0(0, y0, ..., y
(l)
0 )

(n−1)

Wr (τ) = Φ(0)
r (τ), (8r)

ãäå ïðàâûå ÷àñòè Φ(0)
r (τ), r = 1, 2, ..., âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Wi(τ), i < r.

Äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ÷àñòè÷íîé ñóììû

ȳN (t, ε) =
N∑

r=0

εryr(t) + εm
N+1∑

r=0

εrWr(τ), N ≥ 0, (9)

ôîðìóëó (9) ïîäñòàâèì â íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (5).
Ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷èì

y
(j)
0 (0) =

{
αpj , j = pi, i = 0, k − 1
c
(µi)
0 , j = µi, i = 0,m− k − 1

, j = 0,m− 1, (100)

y(j)
r (0) =

{
0, j = pi, i = 0, k − 1, r = 1, min(m− 1, N),

c
(µi)
r , j = µi, i = 0,m− k − 1, j = 0,m− r − 1,

(10r)

(j)

W r (0) =

{
−y

(j)
r+m−j(0), j = pi, i = 0, k − 1,

−y
(j)
r+m−j(0) + c

(µi)
r+m−j , j = µi, i = 0,m− k − 1,

(11r)

r = 0, N −m− 1, j = 0,m− 1, r = N −m,N − 1, j = r −N + m,m− 1,

(j)

W r (0) =

{
0, j = pi, i = 0, k − 1, r = N −m + 1, N,

c
(µi)
N+1, j = µi, i = 0,m− k − 1, j = r −N + m− 1,

(12r)

(j)

W r (0) = 0, r = max(0, N −m + 2), N + 1, j = 0,max(0, r −N + m− 1)− 1, (13r)
(m)

W 0 (0) + y
(m)
0 = αm,

(m)

W r (0) + y(m)
r = 0, r = 1, N,

(m)

W N+1 (0) = 0, (14r)
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(m+j)

Wr (0) = y
(m+j)
r−j (0) + c(j)

r , j = 1, n−m− 1, r = 0, N + 1,

y(m+j)
r ≡ 0, r < 0, r > N + 1. (15r)

Âûðîæäåííîå óðàâíåíèå (70) áóäåì ðåøàòü ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

y
(pj)
0 (0) = αpj , j = 0, k − 1, y

(qj)
0 (1) = βqj , j = 0, n− k − 2. (160)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ II êðàåâàÿ çàäà÷à (70), (160) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y0(t), 0 ≤
t ≤ 1. Îñòàëüíûå ÷ëåíû ÷àñòè÷íîé ñóììû (9) è íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå c

(j)
r îïðåäåëÿþòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíî.
Ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå

(j)

W 0 (∞) = 0, j = max(0,m− 1−N), n− 1. (170)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîâòîðíî óðàâíåíèå (80) ïî τ îò 0 äî ∞, ïîëó÷èì ðåêêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå

(j+1)

W0 (0) + A0(0, y0, ..., y
(l)
0 )

(j)

W0 (0) = 0, j = max(0,m− 1−N), n− 2. (180)

Èç (180) ñ ó÷åòîì (160) âûïèñûâàåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (80)

(j)

W 0 (0) = (αm − y
(m)
0 (0))(−A0(0, y0, ..., y

(l)
0 ))j−m, j = max(0,m− 1−N), n− 1, (190)

è îïðåäåëÿåì íåèçâåñòíûå c
(µj)
0 , c

(j)
0

c
(µj)
0 = y

(µj)
0 (0), j = 0, m− k − 1, (200)

c
(j)
0 = (αm − y

(m)
0 (0))(−A0(0, y0, ..., y

(l)
0 ))j , j = 1, n−m− 1. (210)

Ñîïîñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (190) è (130), îïðåäåëèì ÷àñòü êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ óðàâ-
íåíèé (7r), r = 1, N,

y
(pj)
m−pj

(0) = (y(m)
0 (0)− αm)(−A0(0, y0, ..., y

(l)
0 ))pj−m, j = 0, k − 1. (22)

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâòîðíî èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ (8r), r = 1, N, ïî τ îò 0 äî ∞, ñ ïîìîùüþ
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé

(j)

W r (∞) = 0, j = max(0, r + m− 1−N), n− 1, r = 1, N, (17r)

ïîëó÷èì ðåêêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå

(j+1)

Wr (0) + A0(0, y0, ..., y
(l)
0 )

(j)

Wr (0) = −
∞∫

0

Φ(n−j−2)
r (τ)dτ,

j = max(0, r + m− 1−N), n− 2, (18r)

ãäå Φ(j)
r (τ) = −

∞∫
τ

Φ(j−1)
r (τ)dτ.

Ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ èç (18r) è ïîñëåäóþùèõ ôîðìóë ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ.
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Èñïîëüçóÿ ðåêêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (18r), r = 1, N, ïðåîáðàçóåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
(13r) - (15r), r = 1, N,

(j)

Wr (0) = 0, r = 1, N, j = 0,max(0, r −N + m− 1)− 1,

(j)

Wr (0) = −y(m)
r (0)(−A0(0, y0, ..., y

(l)
0 ))j−m−

−
m−j∑

s=1

(−A0(0, y0, ..., y
(l)
0 ))

∞∫

0

Φ(n−j−s−1)
r (τ)dτ, j = max(0, r −N + m− 1),m, (19r)

(m+j)

Wr (0) = −y(m)
r (0)(−A0(0, y0, ..., y

(l)
0 ))j−

−
j−1∑

s=0

(−A0(0, y0, ..., y
(l)
0 ))j−s−1

∞∫

0

Φ(n−m−s−2)
r (τ)dτ, j = 1, n−m− 1,

îäíîçíà÷íî îïðåäåëèì íåèçâåñòíûå c
(j)
r , r = 1, N,

c(j)
r = y

(m+j)
r−j (0)− (−A0(0, y0, ..., y

(l)
0 ))jy(m)

r (0)−

−
j−1∑

s=0

(−A0(0, y0, ..., y
(l)
0 ))j−s−1

∞∫

0

Φ(n−m−s−2)
r (τ)dτ, j = 1, n−m− 1, (21r)

à òàêæå íàéäåì êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé (7r), r = 1, N,

y
(pj)
r (0) = 0, r = 1,m− pj − 1, j = 0, k − 1;

y
(pj)
r (0) = (y(m)

r−m+pj
(0)− dr−m+pj )(−A0(0, y0, ..., y

(l)
0 ))pj−m+

+
m−pj∑

s=1

(−A0(0, y0, ..., y
(l)
0 ))−s

∞∫

0

Φ(n−pj−s−1)
r−m+pj

(τ)dτ, r = m− pj , N, j = 0, k − 1,

Φ0 ≡ 0, d0 ≡ αm, di = 0, i 6= 0, (16r)

y
(qj)
r (1) = 0, r = 1, N, j = 0, n− k − 2.

Çàäà÷è (8r), (19r) èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè τ ≥ 0. Ñîãëàñíî óñëîâèþ V ëèíåéíûå
êðàåâûå çàäà÷è (7r), (16r), r = 1, N , îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû ïðè 0 ≤ t ≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåèçâåñòíûå c
(µj)
r , r = 1, N, èìåþò âèä

c
(µj)
r = y

(µj)
r (0), r = 1,m− µj − 1, j = 0,m− k − 1,

c
(µj)
r = y

(µj)
r (0)− y(m)

r (0)(−A0(0, y0, ..., y
(l)
0 ))µj−m−

−
m−µj∑

s=1

(−A0(0, y0, ..., y
(l)
0 ))−s

∞∫

0

Φ(n−µj−s−1)
r−m+µj

(τ)dτ, r = m− µj , N, j = 0,m− k − 1. (20r)

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (9N+1) ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé
(j)

WN+1 (∞) = 0, j = m,n− 1, (17N+1)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2005. Òîì 5. � 2 (16)



30 Ø. À. Áàëãèìáàåâà

ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

(j+1)

WN+1 (0) + A0(0, y0, ..., y
(l)
0 )

(j)

WN+1 (0) = −
∞∫

0

Φ(0)
N+1(τ)dτ, j = m,n− 2. (18N+1)

Èñïîëüçóÿ (18N+1), ïðåîáðàçóåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (15N+1) - (17N+1)
(j)

WN+1 (0) = 0, j = 0,m,

(j)

WN+1 (0) = −
j−1∑

s=0

(−A0(0, y0, ..., y
(l)
0 ))j−s−1

∞∫

0

Φ(n−m−s−2)
N+1 (τ)dτ, j = 1, n−m− 1, (19N+1)

è îäíîçíà÷íî îïðåäåëèì íåèçâåñòíûå c
(j)
N+1, j = 1, n−m− 1, c

(µj)
N+1, j = 0,m− k − 1,

c
(µj)
N+1 =

(µj)

W N−m+µj+1 (0), (20N+1)

c
(j)
N+1 = −y

(m+j)
N+1−j(0)−

(m+j)

W N+1 (0). (21N+1)
Çàäà÷à (9N+1), (19N+1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè τ ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç çàäà÷ (7r), (16r), r = 0, N, (8r), (19r), r = 0, N + 1, ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ÷àñòè÷íîé ñóììû (6) è íåèçâåñòíûå c

(µj)
r , j = 0,m− k − 1,

c
(j)
r , j = 1, n−m− 1, r = 0, N + 1.

3. Â ñ ï î ì î ã à ò å ë ü í û å ë å ì ì û. Äëÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé è îñòàòî÷-
íîãî ÷ëåíà ñïðàâåäëèâû îöåíêè, êîòîðûå ïðèâåäåíû â ñëåäóþùèõ ëåììàõ.

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ I-V. Òîãäà äëÿ ôóíêöèé Wr(τ), r = 0, N + 1, ïðè
τ ≥ 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|
(j)

W r (τ)| ≤ K exp(−γτ), r = 0, N, j = max(0, r −N + m− 1), n− 1,

r = N + 1, j = m + 1, n− 1,

|
(j)

W r (τ)| ≤ K(τmax(0,r−N+m−1)−1−j + exp(−γτ)), r = 0, N, j = 0, max(0, r −N + m− 1)− 1,

|
(j)

WN+1 (τ)| ≤ K(τm−j + exp(−γτ)), j = 0, m, (23)

ãäå K > 0, γ̄ > γ > 0 � ïîñòîÿííûå, íåçàâèñÿùèå îò t è ε.

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ I-V. Òîãäà ôóíêöèÿ ȳN (t, ε), âûðàæàåìàÿ ôîðìó-
ëîé (9), íà îòðåçêå [0, 1] ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (5) ñ òî÷íîñòüþ
ïîðÿäêà O(εN+1)

εȳ
(n)
N + A0(t, ȳN , ..., ȳ

(l)
N )ȳ(n−1)

N + ... + An−l−2(t, ȳN , ..., ȳ
(l)
N )ȳ(l+1)

N = F (t, ȳN , ..., ȳ
(l)
N ), (24)

ȳ
(i)
N (0, ε) =

{
αpj , j = 0, k, i = pj

c
(µj)
0 + ... + εN+1c

(µj)
N+1, j = 0,m− k − 1, i = µj

, i = 0,m,

ȳ
(m+j)
N (0, ε) =

1
εj

(c(j)
0 + ... + εN+1c

(j)
N+1), j = 1, n−m− 1. (25)
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4. Î ñ í î â í à ÿ ò å î ð å ì à.

Ò å î ð åì à. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ I-V. Òîãäà ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
(1) , (2) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íà îòðåçêå [0, 1] èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(t, ε),
êîòîðîå äîïóñêàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (6), à îñòàòî÷íûé ÷ëåí èìååò îöåíêè

|R(j)
N (t, ε)| ≤ KεN+1, j = 0, n− 1, 0 ≤ t ≤ 1, (26)

ãäå K > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íåçàâèñÿùàÿ îò t è ε. Ôóíêöèè yr(t), r = 0, N, ïðè 0 ≤
t ≤ 1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç êðàåâûõ çàäà÷ (7r), (16r), r = 0, N , è îãðàíè÷åíû; ôóíêöèè
Wr(τ), r = 0, N + 1, ïðè τ ≥ 0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç çàäà÷ (8r), (19r), r = 0, N + 1,
è äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû îöåíêè (23).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âåðíû äëÿ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷è (1), (5).

Ïîäñòàâèâ (6) â (1), (5), ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ RN (t, ε)

εR
(n)
N + A0(t, ȳN , ..., ȳ

(l)
N )R(n−1)

N + ... + An−l−2(t, ȳN , ..., ȳ
(l)
N )R(l+1)

N +

+
l∑

j=0

[ n−l−2∑

s=0

∂As(t, ȳN , ..., ȳ
(l)
N )

∂ȳ
(j)
N

ȳ
(n−1−s)
N − ∂F (t, ȳN , ..., ȳ

(l)
N )

∂ȳ
(j)
N

]
R

(j)
N = G(t, RN , ..., R

(n−1)
N ), (27)

R
(i)
N (0, ε) =

{
0, i = pj ,

h(ε), i 6= pj ,
j = 0, k, i = 0,m, R

(m+j)
N ≡ h(ε), (28)

ãäå h(ε) = O(εN+1).
Ôóíêöèè G(t, RN , ..., R

(n−1)
N ) îáëàäàþò ñâîéñòâîì

G(t, 0, ..., 0) = O(εN+1), 0 ≤ t ≤ 1.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

εR
(n)
N + A0(t, ȳN , ..., ȳ

(l)
N )R(n−1)

N + ... + An−l−2(t, ȳN , ..., ȳ
(l)
N )R(l+1)

N +

+
l∑

j=0

[ n−l−2∑

s=0

∂As(t, ȳN , ..., ȳ
(l)
N )

∂ȳ
(j)
N

ȳ
(n−1−s)
N − ∂F (t, ȳN , ..., ȳ

(l)
N )

∂ȳ
(j)
N

]
R

(j)
N = 0.

Äëÿ óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïà èçâåñòíû ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé è ôóíêöèè Êîøè
Ki(t, s), i = 1, n, [8]. Çàäà÷ó (27), (28) ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Êîøè Ki(t, s) çàìåíèì ýêâèâà-
ëåíòíûì óðàâíåíèåì

RN (t, ε) =
m−k−1∑

j=0

K1+µj (t, 0)h(ε) +
n−m−1∑

j=1

Km−j+1(t, 0)h(ε)+

+
1
ε

t∫

0

Kn(t, s)G(s,RN , ..., R
(n−1)
N )ds. (29)
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Ïîñëåäîâàòåëüíî äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (29) ïî t (n − 1) ðàç, ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ çàïèøåì â âåêòîðíîì âèäå

U(t, ε) =
n−k−1∑

j=1

Φ(t)Φ−1(0)U0
j +

1
ε

t∫

0

Φ(t)Φ−1(s)B(s, U(s, ε))ds, (30)

ãäå U(t, ε), U0
i , i = 0, n− k − 1, B(s, U) � âåêòîð - ñòîëáöû.

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (30) ðåøàåì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ãäå íóëåâîå

ïðèáëèæåíèå
[0]

U (t, ε) ≡ 0. Îñòàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

[i]

U (t, ε) =
n−k−1∑

j=1

Φ(t)Φ−1(0)U0
j +

1
ε

t∫

0

Φ(t)Φ−1(s)B(s,
[i−1]

U )ds. (31)

Ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖

[i+1]

U (t, ε)‖ ≤ KεN+1, i = 0, 1, 2, ..., (32)

ãäå íîðìà âåêòîðà x̄(t) = (x1(t), ..., xn(t)) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ‖x̄(t)‖ =
n∑

i=1
|xi(t)|. Ïîñëå ðÿäà

íåñëîæíûõ îöåíîê, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

max
0≤t≤1

‖
[i+1]

U −
[i]

U ‖ ≤ λ‖
[i]

U −
[i−1]

U ‖, i = 1, 2, ...,

ãäå 0 < λ < 1.

Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ïðèìåíèì ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé: ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèá-
ëèæåíèÿ

[i]

U (t, ε) ïðè i →∞ ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà [0, 1] ê ôóíêöèè U(t, ε), ÿâëÿþùåéñÿ
åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (30), è äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖U(t, ε)‖ ≤ KεN+1, 0 ≤ t ≤ 1. (33)

Âîçâðàùàÿñü ê çàäà÷å (27), (28), ïîëó÷àåì, ÷òî îíà ïðè t ∈ [0, 1] èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
RN (t, ε), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè (26). Çíà÷èò, âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à (1), (5) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(t, ε), ïðåäñòàâèìîå â âèäå (6).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1), (5) åñòü ðåøåíèå èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (1),
(2). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â íåêîòîðûõ ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ çíà÷åíèé c

(j)
0 , j =

1, n− k − 1, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå çíà÷åíèÿ c(j)(ε), ïðåäñòà-
âèìûå â âèäå: c(j)(ε) = c

(j)
0 + O(ε), j = 1, n− k − 1, è ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

y(qj)(1, c(µ0)(ε), ..., c(µm−k−1)(ε), c(1)(ε), ..., c(n−m−1)(ε)) ≡

≡ y(qj)(1, c(1)(ε), ..., c(n−k−1)(ε), ε) = βqj , j = 0, n− k − 2. (34)

Äèôôåðåíöèðóÿ çàäà÷ó (1), (5) ïî ïàðàìåòðó c(j)(ε), j = 1, n− k − 1, ïîëó÷àåì ëèíåéíûå
çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè ñêà÷êàìè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé
zi(t, c(1)(ε), ..., c(n−k−1)(ε), ε) := ∂y(t,c(1)(ε),...,c(n−k−1)(ε),ε)

∂c(i)(ε)
, i = 1, n− k − 1, :

εz
(n)
i + A0(t, y, ..., y(l))z(n−1)

i + ... + An−l−2(t, y, ..., y(l))z(l+1)
i +
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+
l∑

r=0

[ n−l−2∑

s=0

∂As(t, y, ..., y(l))
∂y(j)

y(n−1−s) − ∂F (t, y, ..., y(l))
∂y(j)

]
z
(r)
i = 0, (35)

z
(s)
i (0, c(1)(ε), ..., c(n−k−1)(ε), ε) =

{
0, s = pj , j = 0, k − 1,
1, s = µj = i,

s = 0,m,

z
(m+j)
i (0, c(1)(ε), ..., c(n−k−1)(ε), ε) =

{
ε−j , m + j = i, j = 1, n−m− 1
0, m + j 6= i,

, (36)

ãäå y(t, ε) ≡ y(t, c(1)(ε), ..., c(n−k−1)(ε), ε) �ðåøåíèå çàäà÷è (1), (5). Ðåøåíèå çàäà÷è (35), (36)
çàïèøåì ÷åðåç ôóíêöèè Êîøè

zi(t, c(1)(ε), ..., c(n−k−1)(ε), ε) =

=
{

K1+µj , µj = i− 1, j = 0,m− k − 1, i = 1,m− k

ε−jKj−1, i = m− k + 1, n− k − 1, j = m + 1, n
. (37)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü (34), íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ÿêîáèàí J(ε) =

det‖aij‖ 6= 0, ãäå aij := ∂y(qj−1)(1,c(1)(ε),...,c(n−k−1)(ε),ε)

∂c(i)(ε)
= z

(qj−1)
i (1, c(1)(ε), ..., c(n−k−1)(ε), ε).

Èñïîëüçóÿ (37), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ J(ε) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

J(ε) = ε−
(n−m−1)(n−m−2)

2 Am+1−n
0 (0)(−1)p0+...+pk−1+(k+1)+

(k+1)k
2 [ω̄(0, 1) + O(ε)].

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε èç óñëîâèÿ V ñëåäóåò, ÷òî J(ε) 6= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå
(34) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî c(j)(ε).

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò c(j)(ε), j = 1, n− k − 1, òàêèå, ÷òî ðåøåíèå y(t, c(1)
0 (ε), ...,

c
(n−k−1)
0 (ε), ε) çàäà÷è (1), (5) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2). Òåì ñàìûì äîêàçàíû ñóùåñòâî-
âàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2).

Èç ñîîòíîøåíèÿ c(j)(ε) = c̄(j)+O(εN+1), j = 1, n− k − 1, ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6) ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) è îöåíîê äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà (26).

Ç àì å ÷ à í è å 2. Â [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå óðàâíåíèå n -ãî ïîðÿäêà ñ áîëåå îáùè-
ìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, à èìåííî: ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

mi∑

j=0

αijy
(j)(0, ε) = ai, i = 1, l,

ri∑

j=0

βijy
(j)(1, ε) = al+i, i = 1, p, l + p = n. (38)

Îòìåòèì, íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè, ÷òî àíàëîã íàøåé òåîðåìû ñïðàâåäëèâ è äëÿ çàäà÷è
(1),(38).

Ç àì å ÷ à í è å 3. ×àñòü ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû áûëà îïóáëèêîâàíà ðàíåå â [9].
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ÓÄÊ 62.50

ÐÎÁÀÑÒÍÀß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÐÀÇÂÈÒÈß ÎÑÍÎÂÍÛÕ
ÔÎÍÄÎÂ

Ì. À. Áåéñåíáè, À. Ð. Îéíàðîâ

Åâðàçèéñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Ë.Í.Ãóìèëåâà
010080 Àñòàíà óë. Ìóíàéòïàñîâà, 5

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó èíâåñòèöèÿìè è èçíîñîì îñíîâíûõ ôîíäîâ � îáúåìîì îñíîâíûõ ôîí-
äîâ, ïîòðåáëåííûõ â õîäå ïðîèçâîäñòâà � ñëóæèò õîðîøèì èíäèêàòîðîì òîãî, íàõîäèòñÿ ëè
ïðîèçâîäñòâî â ñîñòîÿíèè ïîäúåìà, çàñòîÿ èëè ñïàäà [1]. Êîãäà èíâåñòèöèè â ïðîèçâîäñòâî
ïðåâûøàþò èçíîñ, ïðîèçâîäñòâî íàõîäèòñÿ â ïîäúåìå â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî ïðîèçâîäñòâåííûå
ìîùíîñòè ðàñòóò, ò.å. ÷èñòûå èíâåñòèöèè ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíîé ïîëîæèòåëüíîé. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ýêîíîìè÷åñêîå ðàçâèòèå íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì è êà÷åñòâîì îñíîâíûõ
ôîíäîâ â ýêîíîìèêå X(t), è äèíàìèêó îñíîâíûõ ôîíäîâ ìîæíî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðåäñòà-
âèòü äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì [1]:

dX

dt
=

1
T

X(β(X)− µ(X)), (1)

ãäå êîýôôèöèåíòû èíâåñòèöèé β è èçíîñà µ çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà îñíîâíûõ ôîíäîâ; T �
ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè, õàðàêòåðèçóþùåãî äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàííàÿ òðàåêòîðèÿ ðàçâèòèÿ îñíîâíûõ ôîíäîâ, îïèñûâàþùàÿ íåâîç-
ìóùåííîå äâèæåíèå, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

dXs

dt
=

1
T

Xs(β0 − µ0), (2)

ãäå β0 � const, µ0 � const � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíûé
çàêîí ðàçâèòèÿ.

Â óðàâíåíèè (1) ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè β, µ è ïåðåìåííîé X ñóùåñòâóåò ñëîæíàÿ íåëè-
íåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Ïîýòîìó óðàâíåíèå äèíàìèêè îñíîâíûõ ôîíäîâ (1) ëèíåàðèçóåì âîêðóã
òðàåêòîðèé íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâëÿåì X = Xs + x è óðàâíåíèå (1)
ïðåîáðàçóåì ê âèäó

dXs

dt
+

dx

dt
=

1
T

[
Xs(β0 − µ0) + (β0 − µ0)x + Xs

(
∂β

∂X

∣∣∣∣
X=Xs

− ∂µ

∂X

∣∣∣∣
X=Xs

)
x+

Keywords: robust stability, �xed capital development, structural-steady map
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 91B62,93D09
c Ì. À. Áåéñåíáè, À. Ð. Îéíàðîâ, 2005.
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+

(
∂β

∂X

∣∣∣∣
X=Xs

− ∂µ

∂X

∣∣∣∣
X=Xs

)
x2 + O

(|x|2)
]

. (3)

Ó÷èòûâàÿ (2) è îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû âòîðîãî è âûøå ïîðÿäêîâ ìàëîñòè O
(|x|2), äàííîå óðàâ-

íåíèå (3) ïðåäñòàâèì â âèäå
dx

dt
=

1
T

x(α− γx), (4)

ãäå

α = β0 − µ0 + Xs

(
∂β

∂X

∣∣∣∣
X=Xs

− ∂µ

∂X

∣∣∣∣
X=Xs

)
, γ =

(
∂µ

∂X

∣∣∣∣
X=Xs

− ∂β

∂X

∣∣∣∣
X=Xs

)
.

Óðàâíåíèå (4) îïèñûâàåò ëþáîå âîçìóùåííîå äâèæåíèå ðàçâèòèÿ îñíîâíûõ ôîíäîâ â îò-
êëîíåíèÿõ x(t).

Çäåñü α îïðåäåëÿåò èñòèííóþ ñêîðîñòü ðîñòà îñíîâíûõ ôîíäîâ; α
γ îïðåäåëÿåò àñèìïòîòè-

÷åñêîå ðàâíîâåñíîå êîëè÷åñòâî îñíîâíûõ ôîíäîâ.
Èç àíàëèçà ìîäåëè ðàçâèòèÿ îñíîâíîãî ôîíäà èçâåñòíî, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü (4) ïîðà-

æàåò íåâîîáðàçèìûì ìíîãîîáðàçèåì òèïîâ ïîâåäåíèÿ, âàðüèðóþùèåñÿ îò ïðîñòûõ òî÷åê ðàâíî-
âåñèÿ äî ìíîæåñòâåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ èëè õàîòè÷åñêèõ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîýôôè-
öèåíòà α è T . Ïðè÷åì ýòî ñëîæíîå ïîâåäåíèå ñâÿçàíî ñ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè ðàçâèòèÿ ýêîíî-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû. Òàê êàê áîëüøèíñòâî ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå èçìåðÿþò
òîò èëè èíîé âèä äîõîäîâ, ðàñõîäîâ èëè ñîñòîÿíèå ïðîèñõîäÿùèõ â ýêîíîìèêå ïðîöåññîâ, èç-
ìåíÿþòñÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñèíõðîííî ðàçâèòèþ îñíîâíûõ ôîíäîâ [1], òî ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è T òðàåêòîðèÿ ðàçâèòèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
íåâîçìóùåííîìó äâèæåíèþ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ
èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü óâåëè÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè âîçìîæíûõ òðàåê-
òîðèé ðàçâèòèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïóñòü çàêîí óïðàâëåíèÿ èíâåñòèöèåé u(t) âûáèðàåòñÿ â ôîðìå äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñòðóê-
òóðíî - óñòîé÷èâûõ îòîáðàæåíèé (êàòàñòðîôà òèïà ñáîðêè) â çàâèñèìîñòè îò îòêëîíåíèÿ x(t):

u(t) = −x4 + k1x
2 + k2x.

Óðàâíåíèå ðàçâèòèÿ îñíîâíûõ ôîíäîâ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû â îòêëîíåíèÿõ x(t) ïîëó÷èì
â âèäå

dx

dt
=

1
T

x
[−x3 + (k1 − γ)x + k2 + α

]
. (5)

Ðàññìîòðèì ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû

−x4
s + (k1 − γ)x2

s + (k2 + α)xs = 0. (6)

Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6):

x1
s = 0 (7)

è íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

−x3
s + (k1 − γ)xs + (k2 + α) = 0. (8)

Êàê èçâåñòíî èç ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, óðàâíåíèå (8) ìîæåò èìåòü äî òðåõ äåéñòâèòåëüíûõ
ðåøåíèé âèäà

x2
s = A + B, x3,4

s = −A + B

2
± j

A + B

2

√
3,
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ãäå

A = 3

√
k2 + α

2
+

√
Q, B = 3

√
k2 + α

2
−

√
Q, Q =

(
k1 − γ

3

)3

+
(

k2 + γ

2

)2

.

Åñëè óðàâíåíèå (8) èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, òî (â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî
âîçìîæíî) ñëåäóåò áðàòü äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå ýòèõ êîðíåé. Â ýòîì ñëó÷àå îíî èìååò: à)
îäèí äåéñòâèòåëüíûé è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ; á) òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, ïî
êðàéíåé ìåðå, äâà èç êîòîðûõ ðàâíû; ñ) òðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, ÷òî Q > 0, Q = 0 èëè Q < 0.

Áîëåå òîãî, ïðè èçìåíåíèè âåëè÷èí è ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå òðåõ ðåøåíèé, â ðåçóëüòàòå ÷å-
ãî îñòàåòñÿ åäèíñòâåííîå ðåàëüíîå ðåøåíèå. Ìîæíî îïðåäåëèòü êðèâûå â ïàðàìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå, ðàçäåëÿþùèå ýòè äâà ðåæèìà:

4(k1 − γ)3 + 27(k2 + γ)2 = 0.

Â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðè k1− γ = 0 è k2 + α = 0 çàêàí÷èâàåòñÿ îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ òðåõ
äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà k2 + α, åñëè k1 − γ = 0, òî òîëüêî ïðè
ýòèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8), ðàâíîå

xs = x1
s = x2

s = x3
s = 3

√
k2 + α. (9)

Èññëåäîâàíèå ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé (7) è (9) ñèñòåìû (5) ìîæíî
ïðîâîäèòü íà îñíîâå ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà èëè íà îñíîâå èäåé ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè
[4] è ïåðâîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿíèå (7) X1
s = 0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïðè k2 +

α < 0 è íåóñòîé÷èâûì ïðè k2 + α > 0, ñîñòîÿíèå (9) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî òîëüêî ïðè
k2 + α > 0 è íåóñòîé÷èâî ïðè k2 + α < 0. Èíûìè ñëîâàìè, âåòâè óñòàíîâèâøèõñÿ ñîñòîÿíèé
(9) ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè â òîò ìîìåíò, êîãäà ñîñòîÿíèå X1

s = 0 òåðÿåò
óñòîé÷èâîñòü, ïðè÷åì ñàìè ýòè âåòâè óñòîé÷èâû.

Ïðè k2 + α = 0 çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ xs îò k1 − γ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

−x3
s + (k1 − γ)xs = 0. (10)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (10) ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå x1
s = 0. Äðóãèå ñòàöèîíàðíûå ñî-

ñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

−x2
s + k1 − γ = 0 (11)

Ïðè îòðèöàòåëüíîì k1 − γ óðàâíåíèå (11) èìååò ìíèìîå ðåøåíèå, ÷òî íå ìîæåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü êàêîé-ëèáî ôèçè÷åñêè âîçìîæíîé ñèòóàöèè. Ïðè k1− γ > 0 óðàâíåíèå (11) äîïóñêàåò
ñëåäóþùèå äâà ðåøåíèÿ:

xs = ±
√

k1 − γ.

Ýòè ðåøåíèÿ ñëèâàþòñÿ ïðè k1 − γ = 0 è îòâåòâëÿþòñÿ îò íåãî ïðè k1 − γ > 0, ò.å. â òî÷êå
k1 − γ = 0 ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿíèå x1
s ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïðè k1−γ >

0, ñîñòîÿíèÿ x2
s è x3

s àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû. Èíûìè ñëîâàìè, âåòâè x2
s è x3

s ïîÿâëÿþòñÿ â
ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè â òîò ìîìåíò, êîãäà ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå x1

s = 0 òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü,
ïðè÷åì ñàìè âåòâè óñòîé÷èâû. Ïðîâåðêó ýòèõ ïîëîæåíèé ïðîèçâîäèì ëèíåàðèçàöèåé ñèñòåìû
(5) ïðè k2 + α = 0 ïóòåì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà âîêðóã ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé x1

s, x2
s è

x3
s. Òîãäà èìååì

dx

dt
=

1
T

(k1 − γ)x ïðè xs = x0
s = x1

s = 0
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è
dx

dt
= − 1

T
(k1 − γ)x ïðè xs = ±

√
k1 − γ.

Ýòèì óðàâíåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

λ− 1
T

(k1 − γ) = 0 ïðè xs = x0
s = x1

s = 0

è
λ +

1
T

(k1 − γ) = 0 ïðè xs = ±
√

k1 − γ.

Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå xs = 0 áóäåò óñòîé÷èâûì ïðè ëþáîì k1 − γ < 0, à ñòàöèîíàðíûå
ñîñòîÿíèÿ xs = ±√k1 − γ óñòîé÷èâû ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà k1 − γ > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè k2 + α = 0 óðàâíåíèå (5) èìååò óñòîé÷èâûå ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ
ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà k1 − γ.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

Q =
(

k1 − γ

3

)3

+
(

k2 + α

2

)2

≥ 0

ñóùåñòâóþò òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ óðàâíåíèÿ (8), äâà èç êîòîðûõ ìîãóò ñîâïàäàòü, ò.å.
ïàðàìåòðû k1 − γ è k2 + α äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

k2 + α > 0 è k1 − γ ≤ 3 3

√(
k2 + α

2

)2

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèå k1 − γ ôèêñèðîâàííî è ðàâíî k1 − γ = 3 3

√(
k2+α

2

)2
. Òîãäà

ìîæíî ïîëó÷èòü

A = 3

√(
k2 + α

2

)2

, B = 3

√(
k2 + α

2

)2

, (12)

x1
s = A + B = 2 3

√(
k2 + α

2

)2

, x2,3
s = 3

√(
k2 + α

2

)2

. (13)

Ýòè ðåøåíèÿ ñëèâàþòñÿ ñ xs = 3
√

k2 + α ïðè k1 − γ = 0 è îòâåòâëÿþòñÿ îò íåãî ïðè k1 −
γ > 0. Óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî èññëåäîâàòü, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï
óñòîé÷èâîñòè ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû. Ëèíåàðèçóÿ âîêðóã ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé (12) è
(13), ïðåäñòàâèì ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó â âèäå

dx

dt
=

1
T

[−4(xs)3 + k1 − γ
]
x è k1 − γ = 3 3

√(
k2 + α

2

)2

> 0 ïðè xs = x1
s = 2 3

√
k2 + α

2
, (14)

dx

dt
=

1
T

[−4(xs)3 + k1 − γ
]
x è k1 − γ = 3 3

√(
k2 + α

2

)2

> 0 ïðè xs = x2,3
s = 3

√
k2 + α

2
. (15)

Ýòèì óðàâíåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

λ +
15
T

(k2 + α) = 0 è λ +
1
T

(k2 + α) = 0.

Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ (14) è (15) óñòîé÷èâû ïðè λ < 0 è ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k2 + α > 0.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáîðå çàêîíà èçìåíåíèÿ èíâåñòèöèè u(t) â ôîðìå äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ
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ñòðóêòóðíî - óñòîé÷èâûõ îòîáðàæåíèé â çàâèñèìîñòè îò îòêëîíåíèÿ x(t) îò òðàåêòîðèé ðàç-
âèòèÿ, õàðàêòåðèçóþùèõ íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû Xs(t), òðàåêòîðèÿ
ðàçâèòèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðèîáðåòàåò ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ïðè ëþáîì èçìåíåíèè
ïàðàìåòðîâ α, γ è T .

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê óïðàâëåíèþ ðàçâèòèåì îñíîâíûõ ôîíäîâ ýêîíîìè÷åñêîé
ñèñòåìû â ôîðìå äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóðíî - óñòîé÷èâûõ îòîáðàæåíèé èç òåîðèè êàòà-
ñòðîô, ïîçâîëÿþùèé ïðåäåëüíî óâåëè÷èòü ïîòåíöèàë ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ïðîãíîçèðóåìûõ
òðàåêòîðèé ðàçâèòèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû.
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ÏÐÅÄÅËÜÍÛÉ ÏÅÐÅÕÎÄ Â ÑÈÑÒÅÌÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÄÈÀÃÎÍÀËÜÍÛÌ ÂÛÐÎÆÄÅÍÈÅÌ ßÄÐÀ

Á.T.Êàëèìáåòîâ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Â.È. Ðîìàíîâñêîãî ÀÍ ÐÓç
700125 Òàøêåíò Àêàäåìãîðîäîê óë.Ô.Õîäæàåâà, 29, mathinst@uzsci.net

Â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ ñè-
ñòåì ê ðåøåíèþ âûðîæäåííîé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ε2y =

1∫

t

(t− s)K(t, s)y(s, ε)ds + h(t), (1)

ïðè÷åì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî det K(t, t) 6= 0 ∀t ∈ [0, 1]. Áîëåå òî÷íî, áóäåì ñ÷èòàòü âûïîë-
íåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) K(t, s) ∈ C∞
(
0 ≤ s ≤ t ≤ 1, Cn2

)
, h(t) ∈ C∞ ([0, 1], Cn) ;

2) ñïåêòð {λj(t)} (n× n) - ìàòðèöû K(t, t) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì
à) λj(t) > 0, i = 1, n, ∀t ∈ [0, 1]; á) λi(t) 6= λj(t), i 6= j, i, j = 1, n, ∀t ∈ [0, 1].
Âìåñòî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè y = y(t, ε) ââåäåì íîâóþ âåêòîð-ôóíêöèþ

z =

1∫

t

(t− s)K(t, s)y(s, ε)ds.

Äèôôåðåíöèðóÿ åå ïî t è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ε2y = z + h(t), áóäåì èìåòü

ε2 dz

dt
=

1∫

t

G(t, s)z(s, ε)ds + g(t), z(1, ε) = 0, (2)

ãäå îáîçíà÷åíî G(t, s) ≡ K(t, s) + (t− s)∂K(t,s)
∂t , g(t) ≡

1∫
t

G(t, s)h(s)ds.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2) ðàâåíñòâîì y = ε−2(z + h(t)) . Ïîýòî-
ìó, ïîñòðîèâ àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2), ëåãêî âû÷èñëèì àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû (1). Â ðàáîòå [1] îáñóæäàëàñü ïðîáëåìà ðåãóëÿðèçàöèè ñêàëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ
Keywords: integral equation, degenerate kerned, asymptotical convergence
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34E10, 34K25, 45M05
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óðàâíåíèé òèïà (1) è çàâèñèìîñòü åå îò õàðàêòåðà âûðîæäåíèÿ. Öåëüþ íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
èçó÷åíèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ñèñòåìå (1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ñèñòåìà

0 =

1∫

t

(t− s)K(t, s)y(s) + h(t) (3)

èìååò ðåøåíèÿ y ≡ y(t) ∈ C∞([0, 1], Cn). Òîãäà íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé h(1) = h′(1) =
= 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ â (3) t = 1, ïîëó÷àåì h(1) = 0. Äèôôåðåíöèðóÿ (3) ïî t,
ïîëó÷èì

0 =

1∫

t

(
K(t, s) + (t− s)

∂K(t, s)
∂t

)
y(s)ds + h′(t).

Ïðè t = 1 áóäåì èìåòü h′(1) = 0. Äàëüíåéøåå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðèâåäåò ê èíòåãðàëü-
íîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà, êîòîðîå ïðè K(t, s) ∈ C2(0 ≤ s ≤ t ≤ 1, Cn) èìååò
ðåøåíèå y = y(t) ∈ C∞([0, 1], Cn). Îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ó÷åòîì óñëîâèé h(1) = h′(1) =
= 0 ÿâëÿþòñÿ (ïðè íàëè÷èè ãëàäêîñòè K(t, s) è h(t) ) íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè äëÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðåäåëüíîé ñèñòåìû (3). Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è
(1) íå îáÿçàòåëüíî ñõîäèòñÿ ïðè ε → +0 ê ðåøåíèþ y(t) ïðåäåëüíîé ñèñòåìû (3).

Îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëå

yεN =
1
ε2

(
h(t) + z0

(
t,

ϕ(t)
ε

))
+

1
ε
z1

(
t,

ϕ(t)
ε

)
+

N+2∑

j=2

εj−2zj

(
t,

ϕ(t)
ε

)
,

ãäå ϕ(t)
ε = 1

ε

1∫
t

µj(θ)dθ, j = 1, 2n, µ2j−1 ≡ −i
√

λj(t), µ2j ≡ +i
√

λj(t), j = 1, n, λj(t) � êîðíè

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ε2λj(t) + K(t, t) = 0, j = 1, n, zk

(
t, ϕ(t)

ε

)
∈ U � ðåøåíèå

èòåðàöèîííûõ çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [2, 3]), k = 0, N + 2.
Èç ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî

‖y(t, ε)− yε0(t)‖C[0,1] ≤ C0ε, (4)

ãäå îáîçíà÷åíî

yε0(t) =
h(t) + z0

(
t, ϕ(t)

ε

)

ε2
+

z1

(
t, ϕ(t)

ε

)

ε
+ z2

(
t,

ϕ(t)
ε

)
. (5)

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíû óñëîâèÿ h(1) = h′(1) = 0. Â ñèëó ðàâåíñòâà h(1) = 0 ïîëó÷àåì
z0(t, ϕ(t)/ε) ≡ −h(t). Â ýòîì ñëó÷àå èòåðàöèîííûå çàäà÷è, èç êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè
z1(t, ϕ(t)/ε) è z2(t, ϕ(t)/ε), ïðèíèìàþò âèä

−R0z1 = 0, z1(1, 0) = 0; (6)

−R0z2 = h′(t)− Lz1 + R1z1, z2(1, 0) = 0;

−R0z3 = −∂z1
∂t

− Lz2 + R1z2 + R2z1, z3(1, 0) = 0;
(7)

ãäå R0z1 =
1∫
t

G(t, s)z0(s)ds, L ≡
2n∑

j=1

[(−i
√

λj(t)
)

∂
∂τj

+
(
i
√

λj(t)
)

∂
∂τj

]
, τj = ϕj(t)

ε , j = 1, n,

R1, R2 � èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû.
Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó, ðàçâèòóþ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6) (ñì. [3]), íàéäåì, ÷òî

z1(t, τ) =
1
2

n∑

k=1


e

−
1R
t

pk(θ)dθ+τ2k−1

+ e
−

1R
t

qk(θ)dθ+τ2k


 · (h′(1), dk(1))

µ2k−1(1)
,
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ãäå pk(t) è qk(t) � äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè êëàññà C∞([0, T ], Cn), k = 1, n, òàê êàê h′(1) = 0,
z1(t, τ) ≡ 0. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (7) îïðåäåëÿåòñÿ èç òðîéêè ñèñòåì

−R0z2 = h′(t), z2(1, 0) = 0;
−R0z3 = −Lz2 + R1z2, z3(1, 0) = 0;

−R0z4 = −∂z2
∂t

− Lz3 + R1z3 + R2z2, z4(1, 0) = 0.

Ðåøåíèå z2(t, τ) çàäà÷è (7) èìååò âèä

z2(t, τ) =
1
2

n∑

k=1


e

−
1R
t

pk(θ)dθ+τ2k−1

+ e
−

1R
t

qk(θ)dθ+τ2k


×

×
(
−z

(0)
2 (1), dk(1)

)
ck(t) + z

(0)
2 (t), (8)

ãäå z
(0)
2 (t) � ðåøåíèå èíòåãðàëüíîé ñèñòåìû

−
1∫

t

G(t, s)z(0)
2 (s)ds = h′(t)

èëè ýêâèâàëåíòíîé åé ñèñòåìû (3). Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíþþ ñèñòåìó ïî t, ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå

−K(t, t)z(0)
2 (t)−

1∫

t

∂G(t, s)
∂t

z
(0)
1 (s)ds = h′′(t).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî z
(0)
2 (1) = −K−1(1, 1)h′′(1), ïîýòîìó, åñëè h′′(1) 6= 0, òî â ôóíêöèè

z2

(
t, ϕ(t)

ε

)
(ñì. (8)) ïðèñóòñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ìíîæèòåëåé

exp



−

1∫

t

pk(θ)dθ +
1
ε

1∫

t

µ2k−1(θ)dθ



 + exp



−

1∫

t

qk(θ)dθ +
1
ε

1∫

t

µ2k(θ)dθ



 ,

ïðè÷åì pk(t) è qk(t) � äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè. Ýòîò ìíîæèòåëü áûñòðî îñöèëëèðóåò ïðè
ε → +0 è ïîñêîëüêó yε0(t) = z2

(
t, ϕ(t)

ε

)
, òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ε → +0 (∀t ∈ [0, 1])

íåâîçìîæåí. Åñëè æå h′′(1) = 0, òî z2(t, τ) ≡ z
(0)
2 (t) è óêàçàííûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä èìååò

ìåñòî. Î÷åâèäíî è îáðàòíîå: åñëè y(t, τ) → y(t) ( ε → +0 ) íà [0, 1], òî h′′(1) = 0. Äîêàçàí
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) è 2) è h(1) = h′(1) = 0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðå-
øåíèå y(t, ε) çàäà÷ (1) ñõîäèëîñü ïðè ε → +0 ê ðåøåíèþ y = y(t) ïðåäåëüíîé ñèñòåìû (3)
(ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, 1] ), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû h′′(1) = 0.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå

ε2y =

1∫

t

(t− s)y(s)ds + h(t), t ∈ [0, 1]. (9)

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðóÿ äâàæäû, áóäåì èìåòü

ε2 d2y

dt2
+ y = h′′(t), y(1, ε) =

h(1)
ε2

, y′(1, ε) =
h′(1)
ε2

.
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Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

y(t, ε) =




(
h(1)
ε2

cos
1
ε
− h′(1)

ε
sin

1
ε

)
− 1

ε

1∫

t

h′′(θ) sin
θ

ε
dε


 cos

t

ε
+

+




(
h(1)
ε2

sin
1
ε
− h′(1)

ε
cos

1
ε

)
− 1

ε

1∫

t

h′′(θ) cos
θ

ε
dε


 sin

t

ε
,

êîòîðóþ ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

y(t, ε) =
(

h(1)
ε2

cos
1
ε
− h′(1)

ε
sin

1
ε

)
cos

t

ε
+

(
h(1)
ε2

sin
1
ε
− h′(1)

ε
cos

1
ε

)
sin

t

ε
+

+h′′(t)− h′′(1) cos
(

t

ε
− 1

ε

)
+ cos

t

ε

1∫

t

h′′′(θ) cos
θ

ε
dθ + sin

t

ε

1∫

t

h′′′(θ) sin
θ

ε
dθ. (10)

Ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå ïî îòíîøåíèþ ê (9) áóäåò òàêèì:

1∫

t

(t− s)y(s)ds + h(t) = 0.

Îíî èìååò ðåøåíèå y = h′′(t) ïðè óñëîâèÿõ h(1) = h′(1) = 0. Ïðè ýòèõ æå óñëîâèÿõ (10)
ïðèíèìàåò âèä

y(t, ε) = h′′(t)− h′′(1) cos
(

t

ε
− 1

ε

)
+




1∫

t

h′′′(θ) cos
θ

ε
dθ


 cos

t

ε
+

+




1∫

t

h′′′(θ) sin
θ

ε
dθ


 sin

t

ε
. (11)

Åùå îäíî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïîêàçûâàåò, ÷òî



1∫

t

h′′′(θ) sin
θ

ε
dθ


 sin

t

ε
+




1∫

t

h′′′(θ) cos
θ

ε
dθ


 cos

t

ε
→ 0 (ïðè ε → +0)

ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, 1]. Îäíàêî, åñëè h′′(1) 6= 0, òî â (11) ñëàãàåìîå −h′′(1) cos
(

t
ε − 1

ε

)
íå

èìååò ïðåäåëà ïðè ε → +0 è t ∈ [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå h′′(1) = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ íàëè÷èÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà y(t, ε) → y(t) ïðè ε → +0 íà
îòðåçêå t ∈ [0, 1]. Åñëè æå h′′(1) 6= 0, òî òî÷íîå ðåøåíèå y(t, ε) óðàâíåíèÿ (9) ñõîäèòñÿ ïðè
ε → +0 ê ïðåäåëüíîìó y(t) íå ðàâíîìåðíî, à â íîðìå L1[0, 1]. Ïðè ýòîì y(t, ε) ñîâåðøàåò
îêîëî ïðåäåëüíîãî ðåøåíèÿ y(t) áûñòðûå îñöèëëÿöèè. Íàðóøåíèå æå õîòÿ áû îäíîãî èç óñëî-
âèé h(1) = 0 èëè h′(1) = 0 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óêàçàííûå îñöèëëÿöèè èìåþò ïðè ε → +0
áåñêîíå÷íóþ àìïëèòóäó, â ÷àñòíîñòè, ïðè t = 1 îíà ðàâíà h(1)/ε2, ÷òî ìîæíî óñòàíîâèòü è
íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (9).
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Ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è
òåðìîäèíàìèêè ïàðîæèäêîñòíîé ñìåñè

Ñ.Ä.Ìàóñóìáåêîâà

ÊàçÍÓ èì.àëü- Ôàðàáè
050038 Àëìàòû óë. Ìàñàí÷è, 39/47, s mausumbekova@mail.ru

Ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è òåðìîäèíàìèêè ïàðîæèäêîñòíîé ñìåñè
íà îñíîâå êîìáèíèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äâóõôàçíîãî òå÷åíèÿ. Ãàç îïèñûâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíîé
ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, âêþ÷àþùåé ïîïðàâêè íà ïðèñóòñòâèå êîíäåíñèðîâàííîé ôàçû.
Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïðèìåíÿåòñÿ òðàåêòîðíàÿ ìîäåëü. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ðàñ÷å-
òà ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðåàëèñòè÷íîå äâóìåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïàðîæèäêîñòíîé ñìåñè
â êàíàëàõ ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè, èññëåäîâàòü ìåæôàçíûé ìàññî- òåïëîîáìåí. ×èñëåííûé àëãî-
ðèòì ïðîòåñòèðîâàí íà çàäà÷å î òå÷åíèè âî âõîäíîì ó÷àñòêå êàíàëà. Ïîëó÷åíî óäîâëåòâîðèòåëüíîå
ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ.

Èç àíàëèçà ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàíèé äèíàìèêè ïàðîæèäêîñòíûõ ñìåñåé [1-10]
âûòåêàåò, ÷òî â èññëåäîâàíèè ìíîãîôàçíûõ ñðåä íåäîñòàòî÷íî ðàññìîòðåíà ìåõàíè÷åñêàÿ ñòî-
ðîíà ÿâëåíèé, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ èíòåíñèâíûìè ôàçîâûìè ïðåâðàùåíèÿìè è ïåðåñòðîéêîé
ñòðóêòóð ïàðîæèäêîñòíîãî ïîòîêà. Ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìè-
êè ïàðîæèäêîñòíûõ ñìåñåé, îïèðàþùàÿñÿ íà ñìåøàííîå ïðåäñòàâëåíèå äâóõôàçíîãî òå÷åíèÿ.
Îñíîâíûå äîïóùåíèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè ôîðìóëèðîâêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ñëåäóþùèå:

- òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ, äâóõôàçíûì, íåñòàöèîíàðíûì,
- ãàç ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì,
- âòîðàÿ ôàçà ñîñòîèò èç ïîëèäèñïåðñíûõ ÷àñòèö ñôåðè÷åñêîé ôîðìû. Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ

äîïóùåíèé èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä:

ρg
d~V

dt
= − 1

Fr
ρg − 1

γM2
∇P + KM∆b

~V + ρgg + Ḟ s (1)

ρg
dT

dt
=

γ − 1
γ

dP

dt
+ KH∆bT + Q̇s (2)

∂ρg

∂t
+∇ · (ρg

~V ) = ρ̇s (3)

Keywords: two-phase �ow, vapor-liquid mixture, plane thermodynamics problem, Navier-Stokes equation
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 76T30
c Ñ.Ä.Ìàóñóìáåêîâà, 2005.
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P = R0Tρg (4)

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèö âäîëü åå òðàåêòîðèè çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d

dt
~xpk = ~upk (5)

mp
d

dt
up = πd2

pρgCD|Vg − up|(Vg − up) (6)

mpcp
dTp

dt
= πdpλNu (T − Tp) (7)

dmp

dt
= −mvk (8)

ãäå Fr = V 2
0 /gH- ÷èñëî Ôðóäà, KM = K/Re, Re = V0Hρ0/µ, KH = KM

Pr , Kq =
KM
Sc , Sc = µ

ρ0D - ÷èñëî Øìèäòà, Pr = cpµ
λ - ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, K- êîýôôèöèåíò òóðáóëåíò-

íîé âÿçêîñòè, M = V0

(γRT0)
1
/2
− ÷èñëî Ìàõà, g− óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, cp− óäåëüíàÿ

òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, γ = cp/cv − ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, cv− óäåëüíàÿ òåï-
ëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, mvk - ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ, R−ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ âîçäóõà,
îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ îáùåïðèíÿòûå.

CD =

{
24

Rep

(
1 + 1

6Re
2/3
p

)
ïðè Rep ≤ 1000

0, 424 ïðè Rep > 1000

Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé, îäíà ñèñòåìà (1)-(4) äëÿ íåñóùåé ôàçû
(ãàçà), äðóãàÿ (5)-(8) äëÿ ÷àñòèö (æèäêèå êàïëè). Ýòè óðàâíåíèÿ ñîåäèíÿþò îñíîâíûå äâà
ìåõàíèçìà: ïåðåìåùåíèå ãàçà ñ îáúåìîì çàíèìàåìûì ÷àñòèöàìè è îáìåí èìïóëüñîì ìåæäó
÷àñòèöàìè è ãàçîì. Âëèÿíèå êîíäåíñèðîâàííîé ôàçû íà ãàç ó÷èòûâàåòñÿ ÷åðåç èñòî÷íèêîâûå
÷ëåíû

ρ̇s = −
∫

fρp4πr2Rd~updTpdydẏ,

~F s = −
∫

fρp

(
4
3
πr3(~F − ~g) + 4πr2R~up

)
d~updrdTpdydẏ,

Q̇s = − ∫
fρp

{
4πr2R

[
I(Tp) + 1

2(~up − ~u)2
]
+

4
3πr3

[
cp(Ṫp) + (~F − ~g) · (~up − ~u− ~u′p)

]}
d~updrdTpdydẏ,

Òàê êàê â êàæäîì èç óðàâíåíèé ñîõðàíåíèÿ ôèãóðèðóåò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ÿñíî, ÷òî ýòè
óðàâíåíèÿ ñâÿçàíû ñ óðàâíåíèåì âèäà [11]:

∂f

∂t
+∇x · (f ~V ) +∇V · (f ~F ) +

∂(fR)
∂r

+
∂(fṪp)

∂Tp
+

∂(fẏ)
∂y

+
∂(fÿ)

∂ẏ
= ḟcoll + ḟbu (9)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ó÷èòûâàåò èçìåíåíèå ôóíêöèè âñëåäñòâèå ïðîöåññîâ
ñòîëêíîâåíèÿ, âòîðîå ñëàãàåìîå - âñëåäñòâèå ðàñïàäà ÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàèáîëåå àäå-
êâàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìåæôàçíîãî òåïëî-ìàññîîáìåíà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ðåàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî ðàçìåðó, òåìïåðàòóðå, ñêîðîñòè è ò.ä. Ïîýòîìó ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé è ïîëó÷åíèå åå ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî
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òðóäîåìêèì. Â ðàáîòå [11] óêàçûâàåòñÿ ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ (9) ê äèñêðåòíîìó îïèñàíèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö. Óðàâíåíèå âïðûñêà îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö,
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

dN = f (r, ~x, ~up, t) drd~xd~up (10)

∆N =
∫

∆r,∆~x,∆~up

∑
p

δ (r − rp)δ (~x− ~xp) δ (~u− ~up) drd~xd~up (11)

îñðåäíÿÿ ïîëó÷èì:

∆N =
∫

∆r,∆~x,∆~up

<
∑

p

δ (r − rp)δ (~x− ~xp) δ (~u− ~up) > drd~xd~up (12)

∆N =<
∑

p

δ (r − rp) δ (~x− ~xp) δ (~u− ~up) >

∫

∆r,∆~x,∆~up

drd~xd~up =

= <
∑

p

δ (r − rp) δ (~x− ~xp) δ (~u− ~up) >∆r∆~x∆~up (13)

Ñðàâíèâàÿ åãî ñ (11), ìû ìîæåì íåïîñðåäñòâåííî óâèäåòü, ÷òî â ïðåäåëàõ áåñêîíå÷íî ìàëîãî
îáúåìà

f (r, ~x, ~up, t) =<
∑

p

δ (r − rp) δ (~x− ~xp) δ (~u− ~up) > (14)

Ìãíîâåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü:

f (r, ~x, ~up, t) =
∑

p

Npδ (r − rp) δ (~x− ~xp) δ (~u− ~up) (15)

ãäå Np - ÷èñëî îäèíàêîâûõ ÷àñòèö. ×èñëî Np îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
è

∑
p

Npmp = M, ãäå M−ìàññà ÷àñòèö. Âû÷èñëåíèå áîëüøèõ êîëè÷åñòâ ðåàëèçàöèè, ÷òîáû

ïîëó÷èòü ñðåäíåå ìíîæåñòâî íåöåëåñîîáðàçíî. Ññûëàÿñü ê (13)-(15) ìû âèäèì, ÷òî

f (r, ~x, ~up, t) =<
∑

p

δ (r − rp) δ (~x− ~xp) δ (~u− ~up) > ≈ ∆N

∆r∆~x∆~up
(16)

ãäå ∆N - ÷èñëî ÷àñòèö â "îáúåìå"∆x∆r∆up. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â èñòî÷íèêîâûå ÷ëåíû,
ïîëó÷èì:

ρ̇s = − 1
V ∆t

∑

p∈(i,j,k)

N ′
pρp

4
3
πr3

p

Q̇s = − 1
V ∆t

∑

p∈(i,j,k)

N ′
pρp

4
3
π

{
r3
pI (Tp) + r3~vp ·

(
~vt

p − ulmn

)
+

1
2
r3
p (up − ulmn)2

}

Ãåòåðîãåííûå ñìåñè (ãàç- æèäêèå êàïëè, ãàç- òâåðäûå ÷àñòèöû) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, êàê
ïðàâèëî, ñóùåñòâåííî íåðàâíîâåñíûå ñèñòåìû, êîòîðûì ïðèñóù áîëüøîé íàáîð ôèçèêî-õèìè÷åñ-
êèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ êàê âíóòðè êàæäîé èç ôàç, òàê è íà ìåæôàçíûõ ãðàíèöàõ. Äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òàêèõ òå÷åíèé ðàçðàáîòàí ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâñêèé àëãîðèòì, êîòîðûé
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ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü àíàëèç êàæäîé èç ôàç åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ äâóõñêîðîñòíàÿ, äâóõòåìïåðàòóðíàÿ ñðåäà. Ïîëíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ íåñóùåé ôàçû, âêëþ÷àþùàÿ ïîïðàâêè íà ïðèñóòñòâèå êîíäåíñèðîâàí-
íûõ ÷àñòèö ðåøàåòñÿ ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì. Ïðèâåäåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû.
Îñíîâíûå òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)-(4)
äëÿ ìàëûõ ÷èñåë Ìàõà, óêàçàíû è èññëåäîâàíû â ðàáîòå [11]. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè èñêîìûõ âåëè÷èí, èç-
ìåíÿþùèõñÿ â íåêîòîðûõ íåîïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ, ê äðóãèì ïåðåìåííûì, èçìåíåíèå êîòîðûõ
çàâåäîìî ïðîèñõîäèò â èíòåðâàëå ïîðÿäêà åäèíèöû. Äëÿ ýòîãî, âìåñòå ñî ñëàáî èçìåíÿþùèì-
ñÿ â âîçäóøíîì ïîòîêå áåçðàçìåðíûì ñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì P ∗

(
∂P ∗
∂z = −γM2

Fr ρ∗
)
ââîäèòñÿ

áåçðàçìåðíîå äèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå (îòíåñåííîå ê óäâîåííîìó íàïîðó -ρ0V
2
0 ), èçìåíÿþùååñÿ

â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà åäèíèöû:

P̄ =
P − P ∗

γM2
,

òîãäà
P = γM2P̄ + P ∗. (17)

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ãàç íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû ïî÷òè íå èçìåíÿåòñÿ ñ âûñîòîé. Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ãèäðîñòàòè÷åñ-
êîãî äàâëåíèÿ èçìåíÿþòñÿ ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó âèäà:

P ∗ = exp
(
−γM2

Fr
z

)
(18)

Íà âõîäå çàäàí ëèíåéíûé ðîñò ïîëÿ ñêîðîñòè ïî âðåìåíè u = 2t, w = 0 äî ìîìåíòà t = 0, 5,
äàëåå ñêîðîñòü ïðèíèìàåòñÿ ïîñòîÿííîé u = 1, w = 0, îñòàëüíûå óñëîâèÿ ñëåäóþùèå: T =
1 −mz. Íà íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöå óñëîâèÿ äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè íà
âõîäå, äëÿ òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè èìåþò âèä:

∂f

∂z
= 0, f = [T, ρ]. (19)

Íà âûõîäå ïðèíÿòû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

w = 0,
∂f

∂x
= 0, f = [u, T, ρ]. (20)

×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû (1)-(4), (18)-(20) îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óêà-
çàííîé ðèìñêèìè öèôðàìè:

I. Äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëÿþòñÿ ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)-(4) áûë ïðèìåíåí ýòîò ìåòîä, ìîäèôèöèðîâàííûé ïðèìåíè-
òåëüíî ê èñõîäíûì óðàâíåíèÿì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Îïðåäåëåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ (uρ) è (wρ) :

(uρ)− (uρ)n

τ
=

1
Re

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂z2

)
− ∂(u2ρ)n

∂x
− ∂(uwρ)n

∂z
+ (F s

x)n,

(wρ)− (wρ)n

τ
=

1
Re

(
∂2w

∂x2
+

∂2w

∂z2

)
− 1

γM2

∂P ∗

∂z
− ρ

Fr
− ∂(w2ρ)n

∂z
− ∂(uwρ)n

∂x
+ (F s

z )n,
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ρn+1,1 = Pn/Tn

2. Ðàñ÷åò äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ:

∂

∂x

1
ρn+1,k

∂P̄n+1,k

∂x
+

∂

∂z

1
ρn+1,k

∂P̄n+1,k

∂z
= −div~V n+1,k

τ
+

1
τ

(
∂

∂x

(uρ)
ρn+1,k

+
∂

∂z

(wρ)
ρn+1,k

)
. (21)

3. Âû÷èñëåíèå îêîí÷àòåëüíûõ çíà÷åíèé ïîëÿ ñêîðîñòè, ïîëíîãî äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè:

wn+1,k =
(wρ)
ρn+1,k

− τ

ρn+1,k

∂P̄n+1,k

∂z
, (22)

Pn+1,k = γM2P̄n+1,k + P ∗, ρn+1,k = Pn+1,k/Tn.

Èç óðàâíåíèÿ (21) âèäíî, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ïðèñóòñòâóåò çíà÷åíèå äèâåðãåíöèè ñêîðîñòè
íà (n + 1)−îì ñëîå. Äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (20)
ïðåäñòàâèì â âèäå

div~V n+1,k = − 1
ρn

∂ρ

∂t
−

(
~V

ρ
gradρ

)n

+
.

ρs

ρn
g

.

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ (17), ýòî âûðàæåíèå çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

div~V n+1,k = − 1
ρn

γM2P̄ n+1,k+P ∗
T − ρn

τ
−

(
~V

ρ
gradρ

)n

+
.

ρs

ρn
g

è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåòñÿ

div~V n+1,k = −γM2P̄n+1,k

ρnTτ
− 1

ρn

(
P ∗

τTv
− ρn

τ
+ ~V ngradρn + ρs

)
.

Ïîäñòàíîâêà äàííîé ôîðìû çàïèñè äèâåðãåíöèè â óðàâíåíèå (21) ïðèâîäèò åãî ê ñëåäóþ-
ùåìó âèäó:

∂

∂x

1
ρn+1,k

∂P̄n+1,k

∂x
+

∂

∂z

1
ρn+1,k

∂P̄n+1,k

∂z
− γM2

ρnTn
v τ2

P̄n+1,k =

=
1
ρn

(
1

Tn
v τ2

P ∗ − 1
τ2

ρn +
~V n

τ
gradρn + ρs

)
+

1
τ

(
∂

∂x

(uρ)
ρn+1,k

+
∂

∂z

(wρ)
ρn+1,k

)
,

ðåøåíèå êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì ñèììåòðè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñà-
öèè. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé æåñòêóþ ïëàñòèíó, äâèæóùóþñÿ
ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê âíóòðåííèì çàäà÷àì.
Äëÿ âíóòðåííèõ òå÷åíèé ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà äëÿ äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ÷àñòî çà-
äàþòñÿ íà âñåõ ãðàíèöàõ. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ãëîáàëüíîãî óñëîâèÿ, ò.å.

∫∫
∂

∂x

(
1
ρ

∂P

∂x

)
+

∂

∂z

(
1
ρ

∂P

∂z

)
∂x∂z =

∫

C

1
ρ

∂P

∂n
∂s ,

ãäå èíòåãðàë ïî C âû÷èñëÿåòñÿ âäîëü ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.
I. Îïðåäåëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ ïî ôîðìóëå
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Pn+1,k = γM2P̄n+1,k + P ∗.

II. Ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò ïðîìåæóòî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè:

ρ̄n+1,k =
γM2P̄n+1,k + P ∗

Tn
.

III. Ïîëå òåìïåðàòóðû ðàññ÷èòûâàåòñÿ ìåòîäîì ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé ñ ìîíîòîííîé ñõå-
ìîé ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì, èìåþùåé âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, ò.å. íàðÿ-
äó ñ îñíîâíûìè çíà÷åíèÿìè èñêîìîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè T = Tn è T = Tn+1 ââîäèòñÿ ïðî-
ìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå T = Tn+1/2 , êîòîðîå ôîðìàëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çíà÷åíèå ïðè
t = tn+1/2 = tn + τ/2. Òàêèì îáðàçîì,

(E + 0, 5τΛ2) Tn+1 = (E − 0, 5τΛ1) Tn+1/2 − 0, 5τ

(
1
ρ̄

γ − 1
γ

)
dP

dt
, (23)

ãäå ΛβT = −χ(αT¯̀)` + b−αT` + b+αT¯̀quadβ = 1, 2; ïðè÷åì ïðè β = 1 l = x, à ïðè β = 2 l =
z, Å − åäèíè÷íûé îïåðàòîð,

χ =
1

1 + R`
, α =

1
ρRe Pr

, b+ =
r+

K
, b− =

r−

K
,K =

1
ρRePr

,

r+ = 0.5(r + |r|), r− = 0.5(r − |r|), |r| = r+ + r−, r = r+ − r−,

R` = 0.5h`ρRe Pr |r| , r = (u,w).

Ðåàëèçàöèÿ óðàâíåíèé (23) îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì ñêàëÿðíîé ïðîãîíêè.
IV. Îïðåäåëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè:

ρn+1,k+1 =
γM2P̄n+1,k + P ∗

Tn+1,k
.

V. Çàòåì íà äàííîì âðåìåííîì ñëîå ïîâòîðÿåòñÿ ðàñ÷åò ïîëÿ äàâëåíèÿ, ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû
ñ ó÷åòîì âíîâü íàéäåííîãî ïîëÿ ïëîòíîñòè äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå

max
i,j

∣∣∣ρn+1,k+1
i,j − ρn+1,k

i,j

∣∣∣ < δ,

ãäå δ − ìàëàÿ âåëè÷èíà.
VI. Íà ýòîì ýòàïå ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèê ÷àñòèö (æèäêèå êàïëè)

xn+1
p −xn

p

∆t = un
p ,

un+1
p −un

p

∆t = Dp

mp
(V n+1

g − un+1
p ).

Ïðåäëîæåííûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì òåñòèðîâàëñÿ íà çàäà÷å î òå÷åíèè âî âõîäíîì ó÷àñòêå
òðóáû è êàíàëà [12]. Ïîëó÷åíî óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ. Íà ðèñóíêå 1
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ, ãäå ñîïîñòàâëåíû îñåâûå ñêîðîñòè íà öåíòðàëüíîé ëèíèè
êàíàëà: + + + - ðàñ÷åò ïðåäëîæåííûì àëãîðèòìîì, −−− − ðåçóëüòàòû [12].

Ç à ê ë þ ÷ å í è å. Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî ñäåëàòü
ñëåäóþùèå âûâîäû:

- ðàçðàáîòàíà ÷èñëåííàÿ ìîäåëü òåðìîäèíàìèêè ïàðîæèäêîñòíîé ñìåñè;
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- ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè äðóãèõ àâòîðîâ;
- ïðåäëîæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ íà ñòðóêòóðó äâóõôàçíîãî òå÷åíèÿ â êàíàëàõ ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè.
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ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ ÖÅÍÒÐÀ ÌÀÑÑ ÇÀÄÀ×È ÌÍÎÃÈÕ
ÃÐÀÂÈÒÈÐÓÞÙÈÕ ÒÅË Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ ÌÀÑÑÀÌÈ

Ì. Äæ.Ìèíãëèáàåâ

ÀÔÈÔ ÌÎÍ ÐÊ, ÊàçÍÒÓ èì. Ê.Ñàòïàåâà,
050013 ã.Àëìàòû óë.Ñàòïàåâà, 22 minglibayev@ntu.kz

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìíîãèõ ãðàâèòèðóþùèõ òåë ñ èçîòðîïíî èçìåíÿþùèìèñÿ ìàññàìè â ñëó÷àå, êî-
ãäà ìàññû èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì â ðàçëè÷íûõ òåìïàõ. Âûâåäåíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîëó÷åíû èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ.

1. Ââåäåíèå. Â ñâÿçè ñ íåñòàöèîíàðíîñòüþ ðåàëüíûõ êîñìè÷åñêèõ ñèñòåì àêòèâíî ðàç-
ðàáàòûâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ïðîáëåìû ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåì ïåðåìåííîé ìàññû [1-5]. Ñþäà
îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, âîïðîñû äèíàìè÷åñêîé ýâîëþöèè ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ
çàäà÷àìè òðåõ è N òåë ñ ïåðåìåííûìè ìàññàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìíîãèõ
ãðàâèòèðóþùèõ òåë â ðàçëè÷íûõ òåìïàõ èçìåíÿþùèìèñÿ ìàññàìè. Âûâåäåíû äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ïîëó÷åíû èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñâîáîäíûõ n+1 òåë P0, P1, P2, ..., Pn, âçàèìî-
ãðàâèòèðóþùèõ ïî çàêîíó Íüþòîíà, ñ ïåðåìåííûìè ìàññàìè

m0 = m0(t), m1 = m1(t), m2 = m2(t), · · · , mn = mn(t), (1)

èçîòîðîïíî èçìåíÿþùèìèñÿ â ðàçëè÷íûõ òåìïàõ
ṁi

mi
6= ṁj

mj
, i 6= j. (2)

Òåëà ðàññìîòðèì êàê ìàòåðèàëüíûå òî÷êè. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìà-
òðèâàåìîé çàäà÷è â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ñëó÷àå (2) íå èìåþò íè îäíîãî èçâåñòíîãî
èíòåãðàëà. Ïåðåõîä ê îòíîñèòåëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå P0 ñ ìàññîé m0 =
m0(t) ïîíèæàåò ïîðÿäîê ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî
äâèæåíèÿ èìåþò âèä [5]

~̈Ri + f(m0 + mi)
~Ri

R3
i

= grad~Ri
Wi, i = 1, 2, ..., n, (3)

Keywords: center of mass, variable mass, many-body problem
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34C14
c Ì. Äæ.Ìèíãëèáàåâ, 2005.
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ãäå

Wi = f
n∑

j=1

mj

(
1

∆ij
− XiXj + YiYj + ZiZj

R3
j

)
, i 6= j, (4)

∆ij =
√

(Xj −Xi)2 + (Yj − Yi)2 + (Zj − Zi)2, (5)

∆i0 = Ri =
√

X2
i + Y 2

i + Z2
i . (6)

Â ñèñòåìå íåàâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3) ïðè óñëîâèè (2) â îòëè÷èå îò äðó-
ãèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è ìíîãèõ òåë ñ ïåðåìåííûìè ìàññàìè [1,3] íåèçâåñòåí íè îäèí èíòåãðàë
[5]. Â ñâÿçè ñ ýòèì òðåáóåòñÿ íàéòè èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò.

3. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ, èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ îòíîñè-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ (3), ñíà÷àëà ïåðåõîäèì ê êîîðäèíàòàì ßêîáè, çàòåì ïåðåõîäèì ê áàðèöåí-
òðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî íàïèñàòü
èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà áàðèöåíòðà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, èçâåñòíûõ èç àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè [6], èñõîäÿ èç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ (3)-(6) ìîæ-
íî íàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â êîîðäèíàòàõ
ßêîáè. Îáîçíà÷èì

νj = νj(t) =
mj

σj
, σj = m0 + m1 + m2 + ... + mj . (7)

Òîãäà, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ áàðèöåíòðà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê è åãî ñâîéñòâ, ãåîìå-
òðè÷åñêèì ïóòåì ïîëó÷èì ôîðìóëó ïåðåõîäà ê êîîðäèíàòàì ßêîáè

~ri = ~Ri −
i−1∑

j=0

νj~rj , i = 1, 2, ...n, (8)

ãäå ~ri - ðàäèóñ-âåêòîðû òåë â êîîðäèíàòàõ ßêîáè, ïðè÷åì ~r0 = 0. Èç ñîîòíîøåíèé (8), (3)
ïîëó÷èì

µi ~̈ri = grad~ri
U − µi

i−1∑

j=0

(2
·
νj ~̇rj +

··
νj~rj), i = 1, 2, ..., n, (9)

ãäå
U = f

∑

i,j

mimj

∆ij
, i 6= j, (10)

µi = µi(t) = mi
σi−1

σi
= νiσi−1 (11)

� ïðèâåäåííûå ìàññû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ñòðóêòóðû. Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ U çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (10), â êîòîðîé âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ
òåë (5),(6) ñîãëàñíî (8) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó

~∆sk = ~Rk − ~Rs = ~rk − ~rs +
k−1∑

j=s

νj~rj , k > s. (12)

Ïîëó÷åííûå íåàâòîíîìíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â êîîðäèíàòàõ ßêîáè (9)
óäîáíû äëÿ èññëåäîâàíèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìíîãèõ òåë ñ ïåðåìåííûìè ìàññàìè (1), (2),
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òàê êàê èñïîëüçóåòñÿ îäíà ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ U äëÿ âñåé ñèñòåìû. Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è òðåõ
òåë

m0 = m0(t), m1 = m1(t), m2 = m2(t)

èç ñîîòíîøåíèÿ (9) ïîëó÷èì

µ1 ~̈r1 = grad~r1
U,

µ2 ~̈r2 = grad~r2
U − µ2(2

·
ν1 ~̇r1 +

··
ν1~r1).

(13)

Ñîîòâåòñòâåííî èç ôîðìóë (7), (10)-(12) èìååì

ν1 =
m1

m0 + m1
, µ1 = m1

m0

m0 + m1
, µ2 = m2

m0 + m1

m0 + m1 + m2
,

U = f

(
m0m1

∆01
+

m0m2

∆02
+

m1m2

∆12

)
,

∆2
sk =


xk − xN +

k−1∑

j=s

νjxj




2

+


yk − yN +

k−1∑

j=s

νjyj




2

+


zk − zN +

k−1∑

j=s

νjzj




2

.

Èñõîäÿ èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â êîîðäèíàòàõ ßêîáè (9), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. ×åðåç ~rδi (i = 0, 1, 2, ..., n) îáîçíà÷èì ðàäèóñ�âåêòîðû
òåë Pi â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà èç ãåîìåòðèè òî÷å÷íûõ ìàññ [6] ïîëó÷èì
ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèé

~rδ0 = −
n∑

i=1

mi

σi
~ri,

~rδ1 = −
n∑

i=2

mi

σi
~ri +

σ0

σ1
~r1,

~rδ2 = −
n∑

i=3

mi

σi
~ri +

σ1

σ2
~r2, (14)

. . . . . . . . . . . . . . .

~rδn−1 = −
n∑

i=n

mi

σi
~ri +

σn−2

σn−1
~rn−1,

~rδn =
σn−1

σn
~rn,

ãäå ~ri (i = 1, 2, ..., n) � ðàäèóñ-âåêòîðû òåë â ñèñòåìå êîîðäèíàò ßêîáè. Èç ñîîòíîøåíèÿ (14)
ñëåäóåò

n∑

i=0

mi~rδi = 0, (15)

÷òî åñòåñòâåííî äëÿ ðàäèóñ�âåêòîðîâ òåë â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ôîðìóëû äëÿ îáðàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìåþò âèä

~rn =
σn

σn−1
~rδn,

~rn−1 =
σn−1

σn−2
[~rδn−1 +

mn

σn
~rn],
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. . . . . . . . . . . . . . . . .

~r3 =
σ3

σ2
[~rδ3 +

n∑

i=4

mi

σi
~ri], (16)

~r2 =
σ2

σ1
[~rδ2 +

n∑

i=3

mi

σi
~ri],

~r1 =
σ1

σ0
[~rδ1 +

n∑

i=2

mi

σi
~ri].

Èç ôîðìóë (16), ó÷èòûâàÿ (15), èìååì

~rn =
1

σn−1

n−1∑

j=0

mj(~rδn − ~rδj). (17)

Ó÷èòûâàÿ (7), (11), ïåðåïèøåì (14) â âèäå

m0~rδ0 = −
n∑

i=1

(
m0

σi−1
)(µi~r1),

mk~rδk = −
n∑

i=k+1

(
mk

σi−1
)(µi~ri) + µk~rk, k = 1, 2, ..., n− 1, (18)

mn~rδn = µn~rn.

Îòêóäà ïîëó÷èì

d2

dt2
(m0~rδ0) = −

n∑

i=1

m0

σi−1

d2

dt2
(µi~ri)−

n∑

i=1

[2
d

dt
(µi~ri)

d

dt
(

m0

σi−1
) + (µi~ri)

d2

dt2
(

m0

σi−1
)],

d2

dt2
(mk~rδk) =

d2

dt2
(µk~rk)−

n∑

i=k+1

mk

σi−1

d2

dt2
(µi~ri)−

n∑

i=k+1

[2
d

dt
(µi~ri)

d

dt
(

mk

σi−1
) + (µi~ri)

d2

dt2
(

mk

σi−1
)],

d2

dt2
(mn~rδn) =

d2

dt2
(µn~rn). (19)

Óðàâíåíèÿ (9) ïåðåïèøåì â âèäå

d2

dt2
(µi~ri) = grad~ri

U − µi

i−1∑

j=0

(2ν̇j~̇rj + ν̈j~rj) + 2µ̇i~̇ri + µ̈i~ri, i = 1, 2, ..., n. (20)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñëåäóþò èç ñîîòíîøåíèé (19), (20):

d2

dt2
(m0~rδ0) = grad~rδ0

U +
−→
F δ0, (21)

−→
F δ0 = m0

n∑

i=1

µi

σi−1
[
i−1∑

j=0

(2ν̇j~̇rj+ν̈j~rj)]−
n∑

i=1

[
m0

σi−1
(2µ̇i~̇ri+µ̈i~ri)+2

d

dt
(µi~ri)

d

dt
(

m0

σi−1
)+(µi~ri)

d2

dt2
(

m0

σi−1
)],

d2

dt2
(mk~rδk) = grad~rδk

U + 2µ̇k~̇rk + µ̈k~rk − µk

k−1∑

j=0

(2ν̇j~̇rj + ν̈j~rj) +
−→
F δk, k = 1, 2, ..., n− 1, (22)
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−→
F δk = mk

n∑

i=k+1

µi

σi−1
[
i−1∑

j=0

(2ν̇j~̇rj+ν̈j~rj)]−
n∑

i=k+1

[
mk

σi−1
(2µ̇i~̇ri+µ̈i~ri)+2

d

dt
(µi~ri)

d

dt
(

mk

σi−1
)+(µi~ri)

d2

dt2
(

mk

σi−1
)],

d2

dt2
(mn~rδn) = grad~rδn

U + 2µ̇n~̇rn + µ̈n~rn − µn

n−1∑

j=0

(2ν̇j~̇rj + ν̈j~rj), (23)

ãäå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñîãëàñíî âûðà-
æåíèþ (17).

4. Èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ. Èç ñîîòíîøåíèé (19), (20) (èëè (21)-(23)) ñ ó÷åòîì
m0 + m1 + m2 + ... + mj

σj
= 1 = const

ïîëó÷èì
d2

dt2
(

n∑

i=0

mi~rδi) = 0. (24)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàïèñàòü èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò:

d

dt
(

n∑

i=0

mi~rδi) = 0,
n∑

i=0

mi~rδi = 0. (25)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
n∑

i=0

mi~̇rδi = 0, (26)

èíâàðèàíòàì öåíòðà ìàññ (25) â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî ïðèäàòü âèä
n∑

i=0

ṁi~rδi = 0,

n∑

i=0

mi~rδi = 0. (27)

5. Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííûå èíâàðèàíòû ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè ñîîò-
íîøåíèÿìè, ñâÿçûâàþùèìè êîîðäèíàòû, ñêîðîñòè è çàêîíû èçìåíåíèÿ ìàññ â ðàññìàòðèâàåìîé
ïðîáëåìå ìíîãèõ òåë ñ èçîòðîïíî èçìåíÿþùèìèñÿ â ðàçëè÷íûõ òåìïàõ ìàññàìè (1),(2) â áàðè-
öåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îíè ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû â èññëåäîâàíèè
íåñòàöèîíàðíûõ ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåì. Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èíâàðèàíòû öåíòðà
ìàññ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, êîãäà ìàññû òåë èçìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ òåìïàõ àíèçîòðîïíî.
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ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ ÖÅÍÒÐÀ ÌÀÑÑ ÇÀÄÀ×È ÌÍÎÃÈÕ
ÃÐÀÂÈÒÈÐÓÞÙÈÕ ÒÅË Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ ÌÀÑÑÀÌÈ

Ì. Äæ.Ìèíãëèáàåâ

ÀÔÈÔ ÌÎÍ ÐÊ, ÊàçÍÒÓ èì. Ê.Ñàòïàåâà,
050013 ã.Àëìàòû óë.Ñàòïàåâà, 22 minglibayev@ntu.kz

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìíîãèõ ãðàâèòèðóþùèõ òåë ñ èçîòðîïíî èçìåíÿþùèìèñÿ ìàññàìè â ñëó÷àå, êî-
ãäà ìàññû èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì â ðàçëè÷íûõ òåìïàõ. Âûâåäåíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîëó÷åíû èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ.

1. Ââåäåíèå. Â ñâÿçè ñ íåñòàöèîíàðíîñòüþ ðåàëüíûõ êîñìè÷åñêèõ ñèñòåì àêòèâíî ðàç-
ðàáàòûâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ïðîáëåìû ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåì ïåðåìåííîé ìàññû [1-5]. Ñþäà
îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, âîïðîñû äèíàìè÷åñêîé ýâîëþöèè ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ
çàäà÷àìè òðåõ è N òåë ñ ïåðåìåííûìè ìàññàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìíîãèõ
ãðàâèòèðóþùèõ òåë â ðàçëè÷íûõ òåìïàõ èçìåíÿþùèìèñÿ ìàññàìè. Âûâåäåíû äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ïîëó÷åíû èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñâîáîäíûõ n+1 òåë P0, P1, P2, ..., Pn, âçàèìî-
ãðàâèòèðóþùèõ ïî çàêîíó Íüþòîíà, ñ ïåðåìåííûìè ìàññàìè

m0 = m0(t), m1 = m1(t), m2 = m2(t), · · · , mn = mn(t), (1)

èçîòîðîïíî èçìåíÿþùèìèñÿ â ðàçëè÷íûõ òåìïàõ
ṁi

mi
6= ṁj

mj
, i 6= j. (2)

Òåëà ðàññìîòðèì êàê ìàòåðèàëüíûå òî÷êè. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìà-
òðèâàåìîé çàäà÷è â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ñëó÷àå (2) íå èìåþò íè îäíîãî èçâåñòíîãî
èíòåãðàëà. Ïåðåõîä ê îòíîñèòåëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå P0 ñ ìàññîé m0 =
m0(t) ïîíèæàåò ïîðÿäîê ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî
äâèæåíèÿ èìåþò âèä [5]

~̈Ri + f(m0 + mi)
~Ri

R3
i

= grad~Ri
Wi, i = 1, 2, ..., n, (3)

Keywords: center of mass, variable mass, many-body problem
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34C14
c Ì. Äæ.Ìèíãëèáàåâ, 2005.
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ãäå

Wi = f
n∑

j=1

mj

(
1

∆ij
− XiXj + YiYj + ZiZj

R3
j

)
, i 6= j, (4)

∆ij =
√

(Xj −Xi)2 + (Yj − Yi)2 + (Zj − Zi)2, (5)

∆i0 = Ri =
√

X2
i + Y 2

i + Z2
i . (6)

Â ñèñòåìå íåàâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3) ïðè óñëîâèè (2) â îòëè÷èå îò äðó-
ãèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è ìíîãèõ òåë ñ ïåðåìåííûìè ìàññàìè [1,3] íåèçâåñòåí íè îäèí èíòåãðàë
[5]. Â ñâÿçè ñ ýòèì òðåáóåòñÿ íàéòè èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò.

3. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ, èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ îòíîñè-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ (3), ñíà÷àëà ïåðåõîäèì ê êîîðäèíàòàì ßêîáè, çàòåì ïåðåõîäèì ê áàðèöåí-
òðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî íàïèñàòü
èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà áàðèöåíòðà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, èçâåñòíûõ èç àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè [6], èñõîäÿ èç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ (3)-(6) ìîæ-
íî íàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â êîîðäèíàòàõ
ßêîáè. Îáîçíà÷èì

νj = νj(t) =
mj

σj
, σj = m0 + m1 + m2 + ... + mj . (7)

Òîãäà, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ áàðèöåíòðà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê è åãî ñâîéñòâ, ãåîìå-
òðè÷åñêèì ïóòåì ïîëó÷èì ôîðìóëó ïåðåõîäà ê êîîðäèíàòàì ßêîáè

~ri = ~Ri −
i−1∑

j=0

νj~rj , i = 1, 2, ...n, (8)

ãäå ~ri - ðàäèóñ-âåêòîðû òåë â êîîðäèíàòàõ ßêîáè, ïðè÷åì ~r0 = 0. Èç ñîîòíîøåíèé (8), (3)
ïîëó÷èì

µi ~̈ri = grad~ri
U − µi

i−1∑

j=0

(2
·
νj ~̇rj +

··
νj~rj), i = 1, 2, ..., n, (9)

ãäå
U = f

∑

i,j

mimj

∆ij
, i 6= j, (10)

µi = µi(t) = mi
σi−1

σi
= νiσi−1 (11)

� ïðèâåäåííûå ìàññû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ñòðóêòóðû. Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ U çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (10), â êîòîðîé âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ
òåë (5),(6) ñîãëàñíî (8) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó

~∆sk = ~Rk − ~Rs = ~rk − ~rs +
k−1∑

j=s

νj~rj , k > s. (12)

Ïîëó÷åííûå íåàâòîíîìíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â êîîðäèíàòàõ ßêîáè (9)
óäîáíû äëÿ èññëåäîâàíèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìíîãèõ òåë ñ ïåðåìåííûìè ìàññàìè (1), (2),

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2005. Òîì 5. � 2 (16)



54 Ì. Äæ.Ìèíãëèáàåâ

òàê êàê èñïîëüçóåòñÿ îäíà ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ U äëÿ âñåé ñèñòåìû. Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è òðåõ
òåë

m0 = m0(t), m1 = m1(t), m2 = m2(t)

èç ñîîòíîøåíèÿ (9) ïîëó÷èì

µ1 ~̈r1 = grad~r1
U,

µ2 ~̈r2 = grad~r2
U − µ2(2

·
ν1 ~̇r1 +

··
ν1~r1).

(13)

Ñîîòâåòñòâåííî èç ôîðìóë (7), (10)-(12) èìååì

ν1 =
m1

m0 + m1
, µ1 = m1

m0

m0 + m1
, µ2 = m2

m0 + m1

m0 + m1 + m2
,

U = f

(
m0m1

∆01
+

m0m2

∆02
+

m1m2

∆12

)
,

∆2
sk =


xk − xN +

k−1∑

j=s

νjxj




2

+


yk − yN +

k−1∑

j=s

νjyj




2

+


zk − zN +

k−1∑

j=s

νjzj




2

.

Èñõîäÿ èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â êîîðäèíàòàõ ßêîáè (9), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. ×åðåç ~rδi (i = 0, 1, 2, ..., n) îáîçíà÷èì ðàäèóñ�âåêòîðû
òåë Pi â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà èç ãåîìåòðèè òî÷å÷íûõ ìàññ [6] ïîëó÷èì
ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèé

~rδ0 = −
n∑

i=1

mi

σi
~ri,

~rδ1 = −
n∑

i=2

mi

σi
~ri +

σ0

σ1
~r1,

~rδ2 = −
n∑

i=3

mi

σi
~ri +

σ1

σ2
~r2, (14)

. . . . . . . . . . . . . . .

~rδn−1 = −
n∑

i=n

mi

σi
~ri +

σn−2

σn−1
~rn−1,

~rδn =
σn−1

σn
~rn,

ãäå ~ri (i = 1, 2, ..., n) � ðàäèóñ-âåêòîðû òåë â ñèñòåìå êîîðäèíàò ßêîáè. Èç ñîîòíîøåíèÿ (14)
ñëåäóåò

n∑

i=0

mi~rδi = 0, (15)

÷òî åñòåñòâåííî äëÿ ðàäèóñ�âåêòîðîâ òåë â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ôîðìóëû äëÿ îáðàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìåþò âèä

~rn =
σn

σn−1
~rδn,

~rn−1 =
σn−1

σn−2
[~rδn−1 +

mn

σn
~rn],
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. . . . . . . . . . . . . . . . .

~r3 =
σ3

σ2
[~rδ3 +

n∑

i=4

mi

σi
~ri], (16)

~r2 =
σ2

σ1
[~rδ2 +

n∑

i=3

mi

σi
~ri],

~r1 =
σ1

σ0
[~rδ1 +

n∑

i=2

mi

σi
~ri].

Èç ôîðìóë (16), ó÷èòûâàÿ (15), èìååì

~rn =
1

σn−1

n−1∑

j=0

mj(~rδn − ~rδj). (17)

Ó÷èòûâàÿ (7), (11), ïåðåïèøåì (14) â âèäå

m0~rδ0 = −
n∑

i=1

(
m0

σi−1
)(µi~r1),

mk~rδk = −
n∑

i=k+1

(
mk

σi−1
)(µi~ri) + µk~rk, k = 1, 2, ..., n− 1, (18)

mn~rδn = µn~rn.

Îòêóäà ïîëó÷èì

d2

dt2
(m0~rδ0) = −

n∑

i=1

m0

σi−1

d2

dt2
(µi~ri)−

n∑

i=1

[2
d

dt
(µi~ri)

d

dt
(

m0

σi−1
) + (µi~ri)

d2

dt2
(

m0

σi−1
)],

d2

dt2
(mk~rδk) =

d2

dt2
(µk~rk)−

n∑

i=k+1

mk

σi−1

d2

dt2
(µi~ri)−

n∑

i=k+1

[2
d

dt
(µi~ri)

d

dt
(

mk

σi−1
) + (µi~ri)

d2

dt2
(

mk

σi−1
)],

d2

dt2
(mn~rδn) =

d2

dt2
(µn~rn). (19)

Óðàâíåíèÿ (9) ïåðåïèøåì â âèäå

d2

dt2
(µi~ri) = grad~ri

U − µi

i−1∑

j=0

(2ν̇j~̇rj + ν̈j~rj) + 2µ̇i~̇ri + µ̈i~ri, i = 1, 2, ..., n. (20)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñëåäóþò èç ñîîòíîøåíèé (19), (20):

d2

dt2
(m0~rδ0) = grad~rδ0

U +
−→
F δ0, (21)

−→
F δ0 = m0

n∑

i=1

µi

σi−1
[
i−1∑

j=0

(2ν̇j~̇rj+ν̈j~rj)]−
n∑

i=1

[
m0

σi−1
(2µ̇i~̇ri+µ̈i~ri)+2

d

dt
(µi~ri)

d

dt
(

m0

σi−1
)+(µi~ri)

d2

dt2
(

m0

σi−1
)],

d2

dt2
(mk~rδk) = grad~rδk

U + 2µ̇k~̇rk + µ̈k~rk − µk

k−1∑

j=0

(2ν̇j~̇rj + ν̈j~rj) +
−→
F δk, k = 1, 2, ..., n− 1, (22)
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−→
F δk = mk

n∑

i=k+1

µi

σi−1
[
i−1∑

j=0

(2ν̇j~̇rj+ν̈j~rj)]−
n∑

i=k+1

[
mk

σi−1
(2µ̇i~̇ri+µ̈i~ri)+2

d

dt
(µi~ri)

d

dt
(

mk

σi−1
)+(µi~ri)

d2

dt2
(

mk

σi−1
)],

d2

dt2
(mn~rδn) = grad~rδn

U + 2µ̇n~̇rn + µ̈n~rn − µn

n−1∑

j=0

(2ν̇j~̇rj + ν̈j~rj), (23)

ãäå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñîãëàñíî âûðà-
æåíèþ (17).

4. Èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ. Èç ñîîòíîøåíèé (19), (20) (èëè (21)-(23)) ñ ó÷åòîì
m0 + m1 + m2 + ... + mj

σj
= 1 = const

ïîëó÷èì
d2

dt2
(

n∑

i=0

mi~rδi) = 0. (24)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàïèñàòü èíâàðèàíòû öåíòðà ìàññ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò:

d

dt
(

n∑

i=0

mi~rδi) = 0,
n∑

i=0

mi~rδi = 0. (25)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
n∑

i=0

mi~̇rδi = 0, (26)

èíâàðèàíòàì öåíòðà ìàññ (25) â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî ïðèäàòü âèä
n∑

i=0

ṁi~rδi = 0,

n∑

i=0

mi~rδi = 0. (27)

5. Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííûå èíâàðèàíòû ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè ñîîò-
íîøåíèÿìè, ñâÿçûâàþùèìè êîîðäèíàòû, ñêîðîñòè è çàêîíû èçìåíåíèÿ ìàññ â ðàññìàòðèâàåìîé
ïðîáëåìå ìíîãèõ òåë ñ èçîòðîïíî èçìåíÿþùèìèñÿ â ðàçëè÷íûõ òåìïàõ ìàññàìè (1),(2) â áàðè-
öåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îíè ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû â èññëåäîâàíèè
íåñòàöèîíàðíûõ ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåì. Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èíâàðèàíòû öåíòðà
ìàññ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, êîãäà ìàññû òåë èçìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ òåìïàõ àíèçîòðîïíî.
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Î ÂÒÎÐÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÄËß "ÑÈËÜÍÎ"
ÍÀÃÐÓÆÅÍÍÎÃÎ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ì. È. Ðàìàçàíîâ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ
050010 ã.Àëìàòû óë.Ïóøêèíà, 125 dzhenali@math.kz

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðîÿâëÿåòñÿ âñ¼ áîëüøèé èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ íàãðóæåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîì ñûãðàëè ñâîþ ðîëü è íåóêëîííî ðàñøèðÿþùèéñÿ îáú¼ì èõ ïðèëî-
æåíèé, è òîò ôàêò, ÷òî íàãðóæåííûå óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþò îñîáûé êëàññ óðàâíåíèé ñî ñâîèìè
ñïåöèôè÷åñêèìè çàäà÷àìè [1, 2, 3, 4]. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íàãðóæåííîå ñëàãàåìîå
íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì âîçìóùåíèåì åãî äèôôåðåíöèàëüíîé ÷àñòè, ïðîÿâëÿþòñÿ íîâûå ñâîéñòâà
íàãðóæåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ("ñèëüíî" íàãðóæåííîãî), íå ïðèñóùèå îïåðàòî-
ðàì ñî ñëàáûì âîçìóùåíèåì. Íàïðèìåð, ïåðâàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ "ñèëüíî" íàãðóæåííîãî
îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè â ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè (ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé â íàãðóæåííîì ñëà-
ãàåìîì ðàâåí ïîðÿäêó äèôôåðåíöèàëüíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ), êîãäà ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð
ñëóæèò êîýôôèöèåíòîì ïðè íàãðóæåííîì ñëàãàåìîì, ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâîé [4] è äëÿ íåêîòîðûõ
ñòðîãî îïèñûâàåìûõ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà ïðè íàãðóæåííîì ñëà-
ãàåìîì îíà èìååò êîíå÷íûé ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ, çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàñò¼ò ñ âîçðàñòàíèåì
ìîäóëÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòà.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ "ñèëüíî" íàãðóæåííîãî
îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè â ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî õîòÿ óðàâíåíèå è ñèëüíî
íàãðóæåíî, íî ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
â åñòåñòâåííûõ êëàññàõ.

1. Ïîñòàíîâêè çàäà÷. Ïóñòü R+ = (0,∞), R− = (−∞, 0), R = (−∞,∞). Ðàññìîòðèì â
îáëàñòè Q = {x ∈ R+, t ∈ R+} ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå çàäà÷è:

Lλu = f ⇐⇒
{

ut − uxx + λuxx(x, t)|x=t = f,

u(x, 0) = 0, ux(0, t) = 0;
(1)

L∗λv = g ⇐⇒





−vt − vxx + λ · δ′′(x− t)⊗
∞∫

0

v(ξ, t)dξ = g,

v(x,∞) = 0, vx(0, t) = vx(∞, t) = v(∞, t) = 0;

(2)

Keywords: loaded equation, parabolic equation, boundary value problem
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34K06, 35D05, 35K05
c Ì. È. Ðàìàçàíîâ, 2005.
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ãäå

λ ∈ C− êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð, f ∈ M(Q), t · g ∈ L1(Q),
 ∂2

∂x2

t∫

0

∞∫

0

G(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξdτ



|x=t

∈ M(R+) − çàäàííûå ôóíêöèè, (3)

M(Q) = L∞(Q) ∩ C(Q), M(R+) = L∞(R+) ∩ C(R+), ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, ξ, t− τ) îïðåäåëåíà
ôîðìóëîé

G(x, ξ, t) =
1

2
√

πt

{
exp

(
−(x− ξ)2

4t

)
+ exp

(
−(x + ξ)2

4t

)}
. (4)

Ç àì å ÷ à í è å 1. Îòíîñèòåëüíî ïîëó÷åíèÿ ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ (2) [5, 6, 7, 8].
Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî

∞∫

0

δ
′′
(x− y)u(y, t)dy = uxx(x, t), â D ′(R1

+) ∀t ∈ (0, +∞). (a)

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ñîîòíîøåíèé:

∀ϕ ∈ D(R1
+) :

∞∫

0



∞∫

0

δ(x− y)u(y, t)dy


ϕ(x)dx =

∫ ∞

−∞



∞∫

0

δ(z)u(y, t)ϕ(y + z)dy


 dz =

=

∞∫

0




∞∫

−∞
δ(z)ϕ(y + z)dz


u(y, t)dz =

∞∫

0

u(y, t)ϕ(y)dy

èìååì ∞∫

0

δ(x− y)u(y, t)dy = u(x, t) â D ′(R1
+) ∀t ∈ (0,∞). (b)

Äàëåå, äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (b) ïî x äâàæäû, ïîëó÷èì
∞∫

0

∂2

∂x2



∞∫

0

δ(x− y)u(y, t)dy


ϕ(x)dx =

∞∫

0



∞∫

0

δ(x− y)u(y, t)dy


ϕ

′′
(x)dx =

=

∞∫

−∞



∞∫

0

δ(z)u(y, t)ϕ
′′
(y + z)dy


 dz ≡ I(ϕ) ∀ϕ ∈ D(R1

+).

Òàê êàê ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ϕ
′′
yy(y + z) = ϕ

′′
zz(y + z), òî îòñþäà ñëåäóþò

I(ϕ) =

∞∫

0

u(y, t)ϕ
′′
yy(y)dy =

∞∫

0

uyy(y, t)ϕ(y)dy ∀ϕ ∈ D(R1
+); (c)

I(ϕ) =

∞∫

0

∞∫

−∞
δ
′′
(z)u(y, t)ϕ(y + z)dzdy =

∞∫

0



∞∫

0

δ
′′
(x− y)u(y, t)dy


ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ D(R1

+). (d)

Èç (c) è (d) ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (a).
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Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿ (a) è ââåäåííûì îáîçíà÷åíèÿì ïîëó÷èì
∫ ∞

0
δ
′′
(t− y)u(y, t)dy ≡

(∫ ∞

0
δ
′′
(x− y)u(y, t)dy

)

|x=t

= uyy(y, t)|y=t ≡ uxx(t, t).

Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ut − uxx + λ

(∫ ∞

0
δ
′′
(η − y)u(y, t)dy

)

η=t

= f. (e)

Äàëåå ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà∫

R2
+

[∫ ∞

0
δ
′′
(t− y)u(y, t)dξ

]
v(x, t)dxdt =

∫

R2
+

u(x, t)
[
δ
′′
(t− x)⊗

∫ ∞

0
v(y, t)dy

]
dxdt,

ïîëó÷èì ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå

−vt − vxx + λδ
′′
(t− x)⊗

∫ ∞

0
v(ξ, t)dξ = g. (f)

Ç àì å ÷ à í è å 2. Åñëè ôóíêöèÿ f íå çàâèñèò îò x, òî âòîðîå óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè f
èç (3) ñëåäóåò èç ïåðâîãî: f ∈ M(Q). Åñëè æå ôóíêöèÿ f çàâèñèò îò x è t, òî ýòîãî íàì íå
óäàëîñü ïîêàçàòü.

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû U è V äëÿ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâåííî ãðàíè÷íûõ çàäà÷
(1) è (2), à òàêæå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ L è L∗ D(L) è D(L∗), ñîîòâåòñòâåííî,
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U =
{
u|u · t−1, (ut − uxx) ∈ M(Q), uxx(x, t)|x=t ∈ M(R+)

}
, (5)

V =
{

v| v, t · (vt + vxx) ∈ L1(Q),
∫ ∞

0
v(ξ, t)dξ ∈ L1(R+)

}
, (6)

D(Lλ) ≡ D(L1) = {u|u ∈ U , u(x, 0) = 0, ux(0, t) = 0}, (7)

D(L∗λ) ≡ D(L∗1) = {v| v ∈ V , v(x,∞) = 0, vx(0, t) = 0, vx(∞, t) = 0, v(∞, t) = 0}. (8)
Ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (2) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîé ê çàäà÷å (1). Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (1)�(2)

èìååì
< Lu, v >=< u, L∗v > ∀u ∈ D(L), ∀v ∈ D(L∗). (9)

Çàäà÷à 1. Òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ (1) è (2) ïðè óñëî-
âèÿõ (5)�(9).

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî λ ∈ C, ∀f , ∀g ((3)) ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (1) è ñîïðÿæ¼ííàÿ çàäà÷à (2)
èìåþò åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ u ∈ U , v ∈ V ((5), (6)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, îáðàùàÿ äèôôåðåíöèàëüíóþ ÷àñòü â ãðàíè÷íîé çàäà÷å
(1) è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

∞∫

0

G(x, ξ, t− τ)dξ =

∞∫

0

1
2
√

π(t− τ)

{
exp

[
−(x− ξ)2

4(t− τ)

]
+ exp

[
−(x + ξ)2

4(t− τ)

]}
dξ =

=
∥∥∥ ξ − x

2
√

t− τ
= η1 ,

ξ + x

2
√

t− τ
= η2 , è îáîçíà÷èì: x

2
√

t− τ
= a

∥∥∥ =

=
1√
π




∞∫

−a

e−η2
1dη1 +

∞∫

a

e−η2
2dη2


 =

2√
π

∞∫

0

e−η2
dη = 1,
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áóäåì èìåòü:

u(x, t) = −λ

t∫

0

uηη(η, τ)|η=τdτ +

t∫

0

∞∫

0

G(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξdτ. (10)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (1), äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü íåèçâåñòíóþ âå-
ëè÷èíó ∂2u(t, t)

∂x2
.

Äëÿ ýòîãî äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (10) ïî ïåðåìåííîé x è,
ïîëàãàÿ x = t, ïîëó÷èì

∂2u(t, t)
∂x2

=
∂2

∂x2





t∫

0

∞∫

0

f(ξ, τ)G(x, ξ, t− τ)dξ





∣∣∣∣∣
x=t

. (11)

Ïîäñòàâèâ ñîîòíîøåíèå (11) â ïðåäñòàâëåíèå (10), ïîëó÷èì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
(1)

u(x, t) = −λ

t∫

0

∂2

∂x2





τ∫

0

∞∫

0

f(ξ, ζ)G(x, ξ, τ − ζ)dξdζ





∣∣∣
x=β(τ)

dτ +

t∫

0

∞∫

0

f(ξ, τ)G(x, ξ, t−τ)dξ. (12)

Òåïåðü, îáðàùàÿ äèôôåðåíöèàëüíóþ ÷àñòü â çàäà÷å (2) àíàëîãè÷íî êàê â çàäà÷å (1), áóäåì
èìåòü

v(x, t) = −λ

∞∫

t

Gξξ(τ, x, τ − t)

∞∫

0

v(η, τ)dηdτ +

∞∫

t

∞∫

0

G(ξ, x, τ − t)g(ξ, τ)dξdτ. (13)

Èíòåãðèðóÿ ñîîòíîøåíèå (13) ïî ïåðåìåííîé x îò 0 äî ∞ è îáîçíà÷àÿ

ν(t) =

∞∫

0

v(η, t)dη,

ïîëó÷èì

ν(t) = −λ

∞∫

0

∞∫

t

Gξξ(τ, x, τ − t)ν(τ)dτdx +

∞∫

0

∞∫

t

∞∫

0

G(x, ξ, τ − t)g(ξ, τ)dξdτdx =

∞∫

t

∞∫

0

g(ξ, τ)dξdτ.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå â (13), ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (2)

v(x, t) = −λ

∞∫

t

Gξξ(τ, x, τ − t)

∞∫

τ

∞∫

0

g(ξ, ζ)dξdζdτ +

∞∫

t

∞∫

0

G(ξ, x, τ − t)g(ξ, τ)dξdτ. (14)

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (3), èç ðàâåíñòâà (12) íåïîñðåäñòâåííî èìååì îöåíêó

|u(x, t)| 6 Ct. (15)

Äëÿ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ u(x, t) (12) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ut(x, t)− uxx(x, t) ∈ M(Q) (16)
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(÷òî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî è èç óðàâíåíèÿ (1)).
Äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t) (12) íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå íà÷àëüíîãî è ãðàíè÷íîãî

óñëîâèé èç (1). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (12) ñîãëàñíî (15) è (16) ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿåò
ãðàíè÷íîé çàäà÷å (1) è ïðèíàäëåæèò êëàññó (5).

Äàëåå, äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ v(x, t) áûëà èç êëàññà (6), äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
∞∫

t

∞∫

0

g(ξ, τ)dξdτ ∈ L1(Q). (17)

Âêëþ÷åíèå (17) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
∞∫

0

ν(t)dt =

∞∫

0

dt

∞∫

t

∞∫

0

g(ξ, τ)dξdτ =

∞∫

0

∞∫

0

τg(ξ, τ)dξdτ < ∞.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè v(x, t) : vt(x, t), vxx(x, t) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

t(vt + vxx) ∈ L1(Q).
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Èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè åå âîçìóùåíèè ñ íåôèêñèðîâàííûì ïðàâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

x′ = A(t)x, x ∈ Rn, (1)

ãäå A(t) - êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ íà ïîëóîñè R+ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ (‖A(t)‖ ≤
c). Ïóñòü X(t, τ) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû (1), λ1(A) > . . . > λn(A) � ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà
ñèñòåìû (1) (ñì.[1]).

Èçâåñòíî, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à
x(0) = a, x(T ) = b (2)

äëÿ ñèñòåìû (1) ìîæåò áûòü íåðàçðåøèìîé äëÿ êàêèõ-òî âåêòîðîâ a, b ∈ Rn, ïðè÷åì ïðè ëþáîì
T > 0. Ïðè ýòîì ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ äàííîé êðàåâîé çàäà÷è íå äëÿ
ñèñòåìû (1), à åå âîçìóùåíèé. Èçó÷èì ýòîò âîïðîñ. Ââåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïð å ä å ë å í è å 1.Ñêàæåì, ÷òî äëÿ äàííûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ a, b ∈ Rn êðàåâàÿ çà-
äà÷à âèäà (2) äëÿ ñèñòåìû (1) àïïðîêñèìàòèâíî ðàçðåøèìà, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ
T > 0 è êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ìàòðèöà Bε(t) ñ óñëîâèåì sup

t∈[0,T ]
‖Bε(t)‖ < ε òàêèå, ÷òî ó ñè-

ñòåìû
x′ = (A(t) + Bε(t))x (3)

(3) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x(t), óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì (2).
Â ñèëó íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (3) íà ôèêñèðîâàííîì îòðåçêå èçìåíå-

íèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé îò ïàðàìåòðà åñëè çàäà÷à (2) íåðàçðåøèìà äëÿ ñèñòåìû (1) äëÿ
êàêèõ-òî íåíóëåâûõ a, b ∈ Rn ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì T > 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0,
÷òî ëþáàÿ âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (3) ïðè ε < ε0 òàêæå íå èìååò ðåøåíèå çàäà÷è (2) äëÿ òåõ
æå a è b. Âîçìîæíî òàêæå, ÷òî äëÿ äàííûõ a, b ∈ Rn ñèñòåìà (3) íå èìååò ðåøåíèå íè äëÿ

Keywords: ordinary di�erential equation, boundary value problem
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êàêèõ çíà÷åíèé T > 0. Íàïðèìåð, åñëè A(t) = diag{1,−1}, a = b = (1, 1), òî ìîæíî óêàçàòü
òàêîå ε0 > 0, ÷òî âñÿêàÿ ñèñòåìà (3) íå áóäåò èìåòü ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (2),
ïðè âñÿêèõ ε < ε0 è íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè T > 0. Ýòîò ôàêò åñòü ñëåäñòâèå òåîðåìû 15.2.1 èç
[1]. Öåëü íàøèõ èññëåäîâàíèé � óñòàíîâèòü êëàññ ñèñòåì (1), äëÿ êîòîðûõ ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à
ìîæåò áûòü ðàçðåøèìîé.

Îïð å ä å ë å í è å 2.Ñèñòåìà (3) íàçûâàåòñÿ ñëàáî ýêñïîíåíöèàëüíî ðàçäåëåííîé ñ èí-
äåêñîì k ∈ {1, . . . , n− 1}, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ [ai, bi], i ∈ N , ãäå
bi − ai → +∞ ïðè i → +∞, äëÿ êîòîðîé ïðè êàæäîì i ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáè-
åíèå ïðîñòðàíñòâà Rn â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ Rn−k

i è Rk
i (0), ÷òî äëÿ íåêîòî-

ðûõ α > 0, beta > 0 è äëÿ âñÿêèõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ξ ∈ Rn−k
i , η ∈ Rk

i (0) ïðè âñåõ
t, s ∈ [ai, bi], t ≥ s, ß ∈ N , èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖X(t, ai)ξ‖‖X(s, ai)ξ‖−1 ≥ α(exp(β(t− s)))‖X(t, ai)η‖‖X(s, ai)η‖−1.

Îòìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå åñòü ðàñøèðåíèå óñëîâèÿ Ïåððîíà, òî åñòü óñëîâèÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé ðàçäåëåííîñòè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì. Îíî âîçíèêëî â ðàáîòå
Î. Ïåððîíà (ñì.[2]).

Îïð å ä å ë å í è å 3.Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåðàçäåëåííîé, åñëè äëÿ âñåõ
k ∈ {1, . . . , n− 1} îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðàçäåëåííîé.

Îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íåðàçäåëåííîñòè ñèñòåì (1) ââåäåíî â [3] (â äðóãîé, íî ýêâèâà-
ëåíòíîé ôîðìóëèðîâêå). Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ëèíåéíîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé ýòîìó
óñëîâèþ, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ñêàëÿðíîãî òèïà, òî åñòü ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ âè-
äà A(t) = a(t)E, ãäå a(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Íåòðè-
âèàëüíûé ïðèìåð òàêîé ñèñòåìû (ñ íåóñòîé÷èâûìè îñîáûìè è öåíòðàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè)
ïðèâåäåí â [4].

Ëåììà.Åñëè ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåðàçäåëåííîé, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî s ≥ 0 è äëÿ âñÿêèõ äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ
a, b ∈ Rn ìîæíî çàäàòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ìàòðèöó Bε(t) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ‖Bε(t)‖ < ε ïðè t ∈ [s, s + N ],

2. Bε(t) = 0 ïðè t * [s, s + N ],

3. ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû (3) x∗(t) òàêîå, ÷òî x∗(s) = a, x∗(s + N) = Db, ãäå D �
íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñîäåðæèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èç [3].
Òå î ð åì à.Êðàåâàÿ çàäà÷à âèäà (2) äëÿ ñèñòåìû (1) àïïðîêñèìàòèâíî ðàçðåøèìà äëÿ

ëþáûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ a, b ∈ Rn, åñëè ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåðàçäåëåííîé è
λ1(A) > 0, λn(A) < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b � ïðîèçâîëüíûå íåíóëåâûå âåêòîðû èç Rn, x1(t), x2(t) � êàêèå-
ëèáî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ñîîòâåòñòâåííî ñ îòðèöàòåëüíûì è ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëÿìè
Ëÿïóíîâà. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Áóäåì çàäàâàòü ïîñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöó âîçìóùå-
íèÿ, ðàñøèðÿÿ îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ B1

ε (t) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñîãëàñíî ëåììå äëÿ äàííîãî ε ñóùåñòâóåò N > 0 òàêîå, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü òàêóþ

ìàòðèöó Bε(t) = B1
ε (t), ÷òî ‖B1

ε (t)‖ < ε/2 ïðè t ∈ [0, N ], Bε(t) = 0 ïðè t * [0, N ], à ñèñòåìà (3)
ïðè Bε(t) = B1

ε (t) èìååò ðåøåíèå x∗(t), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì x∗(0) = a, x∗(N) = D1x1(N),
ãäå D1 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Äàëåå, òàê êàê D1x1(t) ïðè t ≥ N åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì
Ëÿïóíîâà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m1 > 0, ÷òî ‖D1x1(m1, N)‖ ≤ ‖b‖. Çàäàäèì

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2005. Òîì 5. � 2 (16)



Îá óñëîâèÿõ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì 73

òåïåðü ìàòðèöó B1
ε (t), ‖B1

ε (t)‖ < ε/2, íà îòðåçêå [m1N, (m1 + 1)N ] ñîãëàñíî ëåììå òàê, ÷òîáû
ðåøåíèå ñèñòåìû (3) x∗(t) ïðè Bε(t) = B1

ε , îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå [0, (m1 + 1)N ] ñ óñëîâèåì
x∗(t) = a, óäîâëåòâîðÿþùåå òàêæå óñëîâèþ x∗(m1N) = D1x1(m1N), áûëî òàêîâî, ÷òî x∗((m1 +
1)N) = D2x2((m1 + 1)N), ãäå D2 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Òàê êàê D2x2(t) ïðè
t ≥ (m1+1)N åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà, òî ñóùåñòâóåò
òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m2 > m1+1, ÷òî ‖D2x2(m2, N)‖ ≤ ‖b‖. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäàâàÿ
ìàòðèöó B1

ε (t), îïðåäåëÿåì ðåøåíèå x∗(t), èñõîäÿ èç ðåøåíèÿ x1(t), çàòåì x2(t) è ò.ä. Ïðîäåëàåì
ýòó ïðîöåäóðó r ðàç. Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ‖x∗(t)‖ íà îòðåçêå [mr−1N,mrN ]
íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà t∗, ÷òî ‖x∗(t∗)‖ = ‖b‖ . Îïðåäåëèì òåïåðü íà îòðåçêå [mrN, (mr + 1)N ]
ìàòðèöó B1

ε (t) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå óñëîâèå: x∗((mr + 1)N) = Drb, ãäå Dr �
íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû (3) ìû ïîëó÷èëè òàêîå ðåøåíèå x∗(t) ýòîé
ñèñòåìû, ÷òî x∗((mr + 1)N) = X̃((mr + 1)N, 0)a, ãäå X̃(t, τ) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû (3).
Îòñþäà

D‖b‖ = ‖x∗((mr + 1)N)‖‖X̃((mr + 1)N, t∗)X̃(t∗, 0)a‖ ≤ ‖X̃((mr + 1)N, t)‖‖b‖.

Ïîýòîìó
D ≤ exp(2N(C + ε/2)). (4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç ðàâåíñòâà DX̃−1((mr + 1)N, t∗)b = X̃(t∗, 0)a ñëåäóåò, ÷òî D‖X̃−1((mr +
1)N, t∗)‖‖b‖ ≥ ‖b‖. Òîãäà èìååì

D ≥ exp(−2N)(C + ε/2). (5)

Âîçìóòèâ òåïåðü ñèñòåìó (3), ñ÷èòàÿ ÷òî Bε(t) = B1
ε (t), ìàòðèöåé ε1I, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðè-

öà, ïîëó÷èì ñèñòåìó, ðåøåíèÿ êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ èç ðåøåíèé ñèñòåìû (3) óìíîæåíèåì èõ íà
ìíîæèòåëü exp(ε1t). Óòî÷íèì âûáîð ε1. Ïóñòü Y (τ, t) � ìàòðèöà Êîøè ïîñëåäíåé ñèñòåìû (3)
ñ ìàòðèöåé Bε(t) = B1

ε (t) + ε1I. Òîãäà èìååì Y ((mr + 1)N, 0)a = exp(ε1(mr + 1)N)Db. Èç ýòîãî
ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî òðåáóåìûå êðàåâûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, åñëè D = exp(−ε1(mr +1)N),
òî åñòü ïðè ε1 = −lnD/(mr + 1)N . Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü òàêîå mr, ÷òî ñ ó÷åòîì (4),
(5) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |ε1| < ε/2. Çíà÷èò, ìû óñòàíîâèëè ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êðà-
åâîé çàäà÷è äëÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû (3) ñ íîðìîé, ìåíüøå ïðîèçâîëüíîãî ε > 0. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÅÒÎÄÀ ÔÓÐÜÅ ÄËß
ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÃÓÐÑÀ

Ã. Ì. Ñïàáåêîâà

ÞÊÃÓ èì. Ì.Î.Àóýçîâà
486050 Øûìêåíò óë. Òàóêå-Õàíà, 5

Êàê èçâåñòíî, çàäà÷à Ãóðñà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòñÿ ê êëàññó âîëüòåððîâûõ
çàäà÷, ïîýòîìó íå ðåøàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì Ôóðüå èç-çà îòñóòñòâèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îáîñíîâàíèþ ìåòîäà Ôóðüå äëÿ
çàäà÷è Ãóðñà ñ ïðèìåíåíèåì ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà äëÿ óðàâíèåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì.

1. Ï î ñ ò à í î â ê à ç à ä à ÷ è.
Ïóñòü Ω ⊂ R2 � êîíå÷íàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ îòðåçêîì AB : 0 ≤ x ≤ 1 ïðè y = 0 , à

ïðè y < 0 õàðàêòåðèñòèêàìè AC : x + y = 0 è BC : x− y = 1 óðàâíåíèÿ

Lu = uxx − uyy = f(x, y). (1)

×åðåç W l
2(Ω) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·)l

è íîðìîé || · ||l , W 0
2 (Ω) = L2(Ω) .

Çàäà÷à Ãóðñà. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u
∣∣
AC∪BC

= 0. (2)

Ïîä ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Ãóðñà (1)-(2), êàê îáû÷íî, áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ
u ∈ C2(Ω) , îáðàùàþùóþ â òîæäåñòâî óðàâíåíèå (1) è êðàåâîå óñëîâèå (2).

Ôóíêöèþ u ∈ L2(Ω) íàçûâàþò ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôóíêöèé un ∈ C2(Ω) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ êðàåâûì óñëîâèÿì çàäà÷è, òàêàÿ, ÷òî {un} è
{Lun} ñõîäÿòñÿ â L2(Ω) ñîîòâåòñòâåííî ê u è f .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñèëüíûé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷å, òî
åñòü îïåðàòîð, êàê çàìûêàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî âûðàæåíèåì (1) íà
ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè ôóíêöèé èç C2(Ω) , óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâîìó óñëîâèþ (2) çàäà÷è.
Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç LG .

Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì çàäà÷à áóäåò ñèëüíî ðàçðåøèìà äëÿ îñîáîé ïðàâîé ÷àñòè
f ∈ L2(Ω) , åñëè è òîëüêî åñëè îãðàíè÷åííî îáðàòèì ñîîòâåòñòâóþùèé ñèëüíûé îïåðàòîð, à
ôóíêöèÿ u áóäåò ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è, åñëè è òîëüêî åñëè îíà ïðèíàäëåæèò îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèëüíîãî îïåðàòîðà.
Keywords: Fourier method , Volterra problem, Goursat problem
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34K29,60H10 35D05, 35Q30
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Îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿðíîé è ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Ãóðñà èçâåñòíû (ñì. [1]) ñëåäó-
þùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. à) äëÿ ëþáîé f ∈ C1(Ω) ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà (1)-(2) ñóùåñòâóåò,
åäèíñòâåííî, ïðèíàäëåæèò êëàññó C2(Ω) è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

||u||1 ≤ C||f ||0; (3)

á) äëÿ ëþáîé f ∈ L2(Ω) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà (1)-(2).
Ýòî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò êëàññó W 1

2 (Ω) ∩ C(Ω) è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3).
Ïðèâåäåì êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

ξ = x + y, η = x− y

èç (1)-(2) ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:




ûξη =
1
4
f

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
, û = u

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
= u(x, y),

u|ξ=0 = u|η=1 = 0.

(4)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå ñíà÷àëà ïî η , ïîòîì ïî ξ ïåðåìåííîé, ñ ó÷åòîì äîïîëíè-
òåëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

û =
1
4

ξ∫

0

dξ1

1∫

η

f

(
ξ1 + η1

2
,
ξ1 − η1

2

)
dη1 . (5)

Èç (5) ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [1]�[2]).
Òåîðåìà 2. Çàäà÷à Ãóðñà (1)-(2) ÿâëÿåòñÿ âîëüòåððîâîé êðàåâîé çàäà÷åé.
Èç ôîðìóëû (5) ñëåäóåò

L−1
G u = f, f ∈ L2(Ω), (6)

÷òî çàäà÷à Ãóðñà ïîñòàâëåíà êîððåêòíî ïî Àäàìàðó.
2. Ñíà÷àëà ðåøèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êðàåâîé çàäà÷å (1)-(2) ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó. Äëÿ ýòîãî

âìåñòî êëàññè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó [3].
Íà ÷åòûðåõóãîëüíèêå Ω = [0, 1]× [0, 1] ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:





∂2u

∂x∂y
= λu(1− x, 1− y), (x, y) ∈ Ω,

u|x=0 = u|y=1 = 0.

(7)

Ïîëàãàÿ u(x, y) = v(x)w(y) , ðàçäåëèì ïåðåìåííûå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîäñòàâèâ äàííîå ïðåä-
ñòàâëåíèå â óðàâíåíèå, èìååì

v′(x)w′(y) = λv(1− x)w(1− y).

Ñëåäîâàòåëüíî,
v′(x)

v(1− x)
· w′(y)
w(1− y)

= λ. (8)

Ïîñêîëüêó λ - òàêæå ïîñòîÿííàÿ, òî äîëæíî áûòü

v′(x) = kv(1− x), (9)
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ãäå k - òàêæå ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà
w′(y) =

λ

k
w(1− y).

Ïóñòü λ
k = µ . Òîãäà λ = kµ . Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (7) èìååì v(0) = 0 . Òàêèì îáðàçîì,

áóäåì ðåøàòü ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó
{

v′(x) = kv(1− x),
v(0) = 0.

(10)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå (8), ïîëó÷èì çàäà÷ó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ äîïîëíåííûìè
óñëîâèÿìè

−v′′ = k2v, v′(0) = kv(1), v′(1) = kv(0) = 0.

Îáùèå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

v(x) = A cos kx + B sin kx.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîå êðàåâîå óñëîâèå, èìååì

v(0) = A = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

v(x) = B sin kx, v′(x) = Bk cos kx.

Ïîäñòàâèâ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â ïåðâîå êðàåâîå óñëîâèå, ïîëó÷èì

v′(1) = Bk cos kx = 0, kn = nπ +
π

2
.

Èç óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ v′(0) = kv(1) èìååì

Bk = kB sin k èëè sin k = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, k2n = 2nπ + π
2 è vn(x) = B2n+1 sin

(
2n + 1

2

)
πx .

Êîýôôèöèåíòû Bn íàõîäèì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

1∫

0

v2n+1(x)v2n+1(x)dx = |B2n+1|2
1∫

0

sin2

(
2n +

1
2

)
πxdx =

=
|B2n+1|2

2

1∫

0

[1− cos(4π + 1)πx]dx =
|B2n+1|2

2
= 1, B2n+1 =

√
2.

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è (10) ìîæíî íàéòè ïî
ôîðìóëàì:

k2n =
(

2n +
1
2

)
π, v2n(x) =

√
2 sin

(
2n +

1
2

)
πx. (11)

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì òàêæå óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèè

k2n+1 =
(

2n + 1 +
1
2

)
π, v2n+1(x) =

√
2 sin

(
2n + 1 +

1
2

)
πx (12)
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òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè çàäà÷è (10), ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèÿì k2n+1 .

Ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå èç ñîîòíîøåíèé (11)�(12), îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñè-
ñòåìó â ïðîñòðàíñòâå L2(0.1) .

Äàëåå äëÿ ôóíêöèè w(y) ïîëó÷èì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó




w′(x) = µw(1− y),

w(1) = 0.
(13)

êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ê ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè çàäà÷è
(14) ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè





w2m(y) =
√

2 cos
(

2m +
1
2

)
πy, λ2m = (2m + 1

2)π,

w2m+1(y) =
√

2 cos
(

2m + 1 +
1
2

)
πy, λ2m+1 = −(2m + 1 + 1

2)π.

(14)

Òîãäà ôóíêöèè

unm(x, y) =





2 sin
(
2n + 1

2

)
πx · cos

(
2m + 1

2

)
πy ,

2 sin
(
2n + 1

2

)
π, x · cos

(
2m + 1 + 1

2

)
πy ,

2 sin
(
2n + 1 + 1

2

)
πx · cos

(
2m + 1

2

)
πy ,

2 sin
(
2n + 1 + 1

2

)
πx · cos

(
2m + 1 + 1

2

)
πy

(15)

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè çàäà÷è Ãóðñà (7), ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèÿì

λnm =





(
2n + 1

2

)
π

(
2m + 1

2

)
π,

− (
2n + 1

2

) (
2m + 1 + 1

2

)
π2,

− (
2n + 1 + 1

2

) (
2m + 1

2

)
π2,

(
2n + 1 + 1

2

) (
2m + 1 + 1

2

)
π2.

(16)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè unm(x, y) îáðàçóþò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ L2[0, 1]2 . Òåì ñàìûì äîêàçàíà

Òåîðåìà 3. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îáîáùåííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

uxy = λu(1− x, 1− y), (x, y) ∈ Ω, (17)

u|x=0 = 0, u|y=1 = 0 (18)
îáðàçóåò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2[0, 1]2 .

3. Ðåøèì çàäà÷ó (1)-(2) ìåòîäîì Ôóðüå. Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ξ = x + y , η = x − y
çàäà÷à (1)-(2) ïðèìåò âèä

ûξη =
1
4
f̃

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
, ξ, η ∈ (0, 1)× (0, 1), (19)
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u|ξ=0 = u|η=1 = 0, (20)
ãäå f̃(ξ, η) ≡ f(ξ, η), ξ ≤ η, f̃ ≡ 0 ïðè ξ ≥ η.

Ïîýòîìó ûξη(1− ξ, 1− η) = 1
4 f̃

(
1−ξ+1−η

2 , 1−ξ−(1−η)
2

)
= 1

4 f̃
[
1− ξ+η

2 , η−ξ
2

]
.

Ðàçëîæèâ â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè û(ξ, η) è 1
4 f̃

[
1− ξ+η

2 , η−ξ
2

]
, èìååì

u(ξ, η) =
∞∑

n,m

unm(ξ, η)anm,
1
4
f̃

[
1− ξ + η

2
,
η − ξ

2

]
=

∑
n,m

f̃nmunm(ξ.η)

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â (19), ïîëó÷èì

∑
n,m

λnm · anmunm (ξ, η) =
∞∑

n,m

f̃nmunm (ξ, η) ⇒ anm =
f̃nm

λnm
,

û (ξ, η) =
∞∑

n,m

f̃n,m

λn,m
unm (ξ, η) .

Íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 4. Ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà (1)-(2) ïðåäñòàâèìî â âèäå

û (ξ, η) =
∞∑

n,m

f̃n,m

λn,m
unm (ξ, η) , (21)

f̃

[
1− ξ + η

2
,
η − ξ

2

]
=

∑
n,m

f̃nmunm(ξ, η), (22)

ãäå f̃nm � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè 1
4
f̃

[
1− ξ + η

2
,
η − ξ

2

]
ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòå-

ìå {unm (ξ, η)} .
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Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è çàìûêàíèÿ â êëàññå
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì Èòî ïåðâîãî ïîðÿäêà ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè èç
êëàññà âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ è âûðîæäàþùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè ïåðåìåííûõ äèôôóçèåé.

Ââ å ä å í è å.
Îñíîâû òåîðèè è îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ðàç-

ðàáîòàíû â [1-7] è äð. äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåì, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îáûêíî-
âåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Òàê, â ðàáîòå Åðóãèíà [1] ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå èìåþò çàäàííóþ èíòåãðàëüíóþ êðè-
âóþ. Ýòà ðàáîòà âïîñëåäñòâèè îêàçàëàñü îñíîâîïîëàãàþùåé â ñòàíîâëåíèè è ðàçâèòèè òåîðèè
îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíå-
íèÿìè (ÎÄÓ). Â ðàáîòàõ [2-7] èçëîæåíû ïîñòàíîâêà, êëàññèôèêàöèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ñèñòåì è èõ ðåøåíèå â êëàññå ÎÄÓ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îäèí èç îáùèõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè â êëàññå ÎÄÓ ïðåäëîæåí â [7].

Â ðàáîòàõ [8-10] îáðàòíûå çàäà÷è äèíàìèêè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïî-
ëîæåíèè î íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé èç êëàññà âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ è, â ÷àñòíîñòè,
ðåøåíû: 1) îñíîâíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äèíàìèêè � ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî, îáëàäàþùèõ çàäàííûì èíòåãðàëü-
íûì ìíîãîîáðàçèåì; 2) çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ � ïîñòðîåíèå ìíî-
æåñòâà óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â çàäàííóþ ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî, ïî çàäàííîìó èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ; è 3)
çàäà÷à çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ � ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà çàìûêàþùèõ ñòîõàñòè-
÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî ïî çàäàííîé ñèñòåìå óðàâíå-
íèé è çàäàííîìó èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ.
Keywords: Inverse problems, stochastic di�erential equation, integral manyfold
2000 Mathematical Subject Classi�cation:34K29,60H10
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Äëÿ ðàçðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êâàçèîáðàùåíèÿ, â îñíîâå
êîòîðîé ëåæèò

Ëåììà 1[7, ñ.12-13]. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû

Hv = g, H = (hµk), v = (vk), g = (gµ), µ = 1,m; k = 1, n, m ≤ n, (1)

ãäå ìàòðèöà H èìååò ðàíã, ðàâíûé m, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

v = svτ + vν , (2)

çäåñü s - ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà,

vτ = [HC] = [h1 . . . hmcm+1 . . . cn−1] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 . . . en

h11 . . . h1n

. . . . . . . . .
hm1 . . . hmn

cm+1,1 . . . cm+1,n

. . . . . . . . .
cn−1,1 . . . cn−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

åñòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ hµ = (hµk) è ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ cρ = (cρk), ρ =
= m + 1, n− 1; ek � åäèíè÷íûå îðòû ïðîñòðàíñòâà Rn, vτ = (vτ

k), ãäå

vτ
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 . . . 1 . . . 0
h11 . . . h1k . . . h1n

. . . . . . . . . . . . . . .
hm1 . . . hmk . . . hmn

cm+1,1 . . . cm+1,n . . . cm+1,n

. . . . . . . . . . . . . . .
cn−1,1 . . . cn−1,k . . . cn−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, vν = H+g,

H+ = HT (HHT )−1, HT � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê H.
1. Ï î ñ ò à í î â ê à î áùåé ç à ä à ÷ è ï î ñ ò ð î å í è ÿ ç àìûê àþùèõ ñ ò î õ à ñ-

ò è ÷ å ñ ê è õ ä èôôåð å í ö è à ë ü íûõ ó ð à â í å í è é è å å ð åøåí è å.
Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî

Λ(t) : λ(y, z, v, w, t) = 0, ãäå λ ∈ Rm, λ = λ(y, z, v, w, t) ∈ C1 2 1 2 1
y z v w t (3)

è ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Èòî ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà




ẏ = g1(y, z, v, w, t),

ż = g2(y, z, v, w, t) + σ1(y, z, v, w, t)ξ̇,
(4)

òðåáóåòñÿ äîñòðîèòü ñèñòåìó çàìûêàþùèõ óðàâíåíèé âèäà
{

v̇ = g3(y, z, v, w, t),

ẇ = g4(y, z, v, w, t) + σ2(y, z, v, w, t)ξ̇
(5)

òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî (3) áûëî èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (4),(5). Çäåñü
y ∈ Rl1 , z ∈ Rl2 , v ∈ Rp1 , w ∈ Rp2 , l1 + l2 + p1 + p2 = n, σ - ìàòðèöà (p× k), {ξ1(t, ω), ..., ξk(t, ω)} -
ñèñòåìà íåçàâèñèìûõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ [11], çàäàííàÿ íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (Ω, U, P ). Èñêîìûå äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âåêòîð-ôóíêöèè g1, g2, g3, g4
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è ìàòðèöû σ1,σ2 ïðåäïîëàãàþòñÿ èç êëàññà Ê - ìíîæåñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ ïî t è ëèï-
øèöåâûõ ïî y, z, v è w â îáëàñòè

UH(Λ) =
{
q = (yT , zT , vT , wT )T : ρ

(
q,Λ(t)

)
< H, H > 0

}
. (6)

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îáîáùàåò ðàññìîòðåííóþ â [10] çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ïî çàäàííîìó óðàâ-
íåíèþ

ẍ = f1(x, ẋ, u, u̇, t) + σ1(x, ẋ, u, u̇, t)ξ̇ (4′)

è çàäàííîìó ìíîæåñòâó

Λ(t) : λ(x, ẋ, u, u̇, t) = 0, ãäå λ ∈ Rm, λ = λ(x, ẋ, u, u̇, t) ∈ C1 2 1 2 1
xẋ,uu̇,t (3′)

ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Èòî âòîðîãî ïîðÿäêà

ü = f2(x, ẋ, u, u̇, t) + σ2(x, ẋ, u, u̇, t)ξ̇ (5′)

òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî (3′) áûëî èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (4′), (5′).
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ çàìûêàþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé (5) ïî ïðà-

âèëó Èòî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè [11] λ = λ(y, z, v, w, t) â ñëó÷àå âèíåðîâñêîãî
ïðîöåññà èìååì

λ̇ =
∂λ

∂t
+

(
∂λ

∂y

)
g1 +

(
∂λ

∂z

)
g2 +

(
∂λ

∂v

)
g3 +

(
∂λ

∂w

)
g4 + S1 + S2 +

(
∂λ

∂z

)
σ1ξ̇ +

(
∂λ

∂w

)
σ2ξ̇, (7)

çäåñü S1 =
1
2

[
∂2λ

∂z2
: σ1σ

T
1

]
, S2 =

1
2

[
∂2λ

∂w2
: σ2σ

T
2

]
, à ïîä

[
∂2λ

∂z2
: D1

]
è

[
∂2λ

∂w2
: D2

]
, ñëåäóÿ [11],

ïîíèìàþòñÿ âåêòîðà, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ñëóæàò ñëåäû ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö âòîðûõ ïðîèç-
âîäíûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ λµ(y, z, v, w, t) âåêòîðà ïî êîìïîíåíòàì z,w íà ìàòðèöû
D1, D2 :

∂2λ

∂z2
: D1 =




tr
(∂2λ1

∂z2
D1

)

...

tr
(∂2λm

∂z2
D1

)




,
∂2λ

∂w2
: D2 =




tr
(∂2λ1

∂w2
D2

)

...

tr
(∂2λm

∂w2
D2

)




.

ãäå D1 = σ1σ
T
1 , D2 = σ2σ

T
2 . Ââåäåì äàëåå ïðîèçâîëüíûå òèïà Åðóãèíà [1] m-ìåðíóþ âåêòîð-

ôóíêöèþ A è (m × k)− ìàòðèöó B ñî ñâîéñòâîì: A(0, y, z, v, w, t) ≡ 0, B(0, y, z, v, w, t) ≡ 0
òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî óðàâíåíèå

λ̇ = A(λ, y, z, v, w, t) + B(λ, y, z, v, w, t)ξ̇. (8)

Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèÿ (7) è (8), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì




∂λ

∂t
+

(
∂λ

∂y

)
g1 +

(
∂λ

∂z

)
g2 +

(
∂λ

∂v

)
g3 +

(
∂λ

∂w

)
g4 + S1 + S2 = A,

(
∂λ

∂z

)
σ1 +

(
∂λ

∂w

)
σ2 = B.

(9)

Ðàâåíñòâà (9) ïåðåïèøåì â âèäå




∂λ

∂v
g3 +

∂λ

∂w
g4 = A−

(
∂λ

∂t
+

∂λ

∂y
g1 +

∂λ

∂z
g2 + S1 + S2

)
,

∂λ

∂w
σ2 = B − ∂λ

∂z
σ1,

(10)
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èç êîòîðûõ íóæíî îïðåäåëèòü âåêòîð-ôóíêöèè g3, g4 è ìàòðèöó σ2. Ïîëîæèì g3 = η(y, z, v, w, t),
ãäå η ∈ K.

Òîãäà âûðàæåíèå (10) ïðèìåò âèä:




∂λ

∂w
g4 = A−

(
∂λ

∂t
+

∂λ

∂y
g1 +

∂λ

∂z
g2 + S1 + S2 +

∂λ

∂v
η

)
,

∂λ

∂w
σ2 = B − ∂λ

∂z
σ1.

(11)

Èç ñîîòíîøåíèé (11) ïî ôîðìóëå (2) ëåììû 1 îïðåäåëèì èñêîìûå âåêòîð-ôóíêöèþ g4 è ìàòðèöó
σ2 â âèäå

g4 = s1

[
∂λ

∂w
C

]
+

[
∂λ

∂w

]+

b1, (12)

σ2i = s2

[
∂λ

∂w
C

]
+

[
∂λ

∂w

]+

B̃i, (13)

[
∂λ

∂w
C

]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 · · · en

∂λ1

∂w1
· · · ∂λ1

∂wn

· · · · · · · · ·
∂λm

∂w1
· · · ∂λm

∂wn

· · · · · · · · ·
cm+1,1 · · · cm+1,n

cm−1,1 · · · cn+1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

ãäå b1 = A−
(

∂λ

∂t
+

∂λ

∂y
g1 +

∂λ

∂z
g2 + S1 + S2 +

∂λ

∂v
η

)
, B̃ = B − ∂λ

∂w
σ1, σ2i - i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû

σ2 = (σ2νj) (ν = 1, p2, j = 1, k); B̃i - i- ûé ñòîëáåö ìàòðèöû B̃ = (B̃µl) (µ = 1, p1, l = 1, k).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà
Òå î ð åì à 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Èòî (4), (5)

èìåëà çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (3) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîýôôèöè-
åíòû çàìûêàþùèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5) âåêòîð-ôóíêöèÿ g4 è
ìàòðèöà σ2 èìåëè ñîîòâåòñòâåííî âèä (12) è (13).

2. Ëèí å é íûé ñ ë ó ÷ à é î á ð à ò í î é ç à ä à ÷ è ç àìûê à í è ÿ.
Ïî çàäàííîìó ëèíåéíîìó ìíîæåñòâó

Λ(t) : λ ≡ H1(t)y + H2(t)z + H3(t)v + H4(t)w + h(t) = 0 (14)

è ñèñòåìå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà




ẏ = Φ1(t)y + Φ2(t)z + Φ3(t)v + Φ4(t)w + ϕ(t),

ż = Ψ1(t)y + Ψ2(t)z + Ψ3(t)v + Ψ4(t)w + ψ(t) + T1(t)ξ̇
(15)

òðåáóåòñÿ äîñòðîèòü ëèíåéíóþ çàìûêàþùóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ñ âûðîæäåííîé ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ äèôôóçèåé âèäà

{
v̇ = G1(t)y + G2(t)z + G3(t)v + G4(t)w + g(t),

ẇ = U1(t)y + U2(t)z + U3(t)v + U4(t)w + u(t) + T2(t)ξ̇,
(16)
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äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî (14) ÿâëÿëîñü áû èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì, èíà÷å ãîâîðÿ, ïî çà-
äàííûì ìàòðèöàì H1(t),H2(t),H3(t),H4(t), Φ1(t), Φ2(t), Φ3(t), Φ4(t), Ψ1(t), Ψ2(t) Ψ3(t) Ψ4(t) è
ôóíêöèÿì h(t), ϕ(t), ψ(t) òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ìàòðèöû G1(t), G2(t), G3(t), G4(t), U1(t), U2(t),
U3(t), U4(t) è âåêòîð-ôóíêöèè g(t) è u(t), à òàêæå ìàòðèöó T2(t) òàê, ÷òîáû äëÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (15),(16) çàäàííûå ñâîéñòâà (14) ÿâëÿëèñü èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (7) èìååò âèä

λ̇ = ḣ(t) + H1(t)ẏ + Ḣ1(t)y + H2(t)ż + Ḣ2(t)z + H3(t)v̇ + Ḣ3(t)v + H4(t)ẇ + Ḣ4(t)w =

= ḣ(t) + H1(t) [Φ1(t)y + Φ2(t)z + Φ3(t)v + Φ4(t)w + ϕ(t) ] + Ḣ1(t)y + H2(t) [Ψ1(t)y+

+Ψ2(t)z + Ψ3(t)v + Ψ4(t)w + ψ(t)] + Ḣ2(t)z + H3(t) [G1(t)y + G2(t)z + G3(t)v+

+G4(t)w + g(t)] + Ḣ3(t)v + H4(t) [U1(t)y + U2(t)z + U3(t)v + U4(t)w + u(t)]+

+ Ḣ4(t)w + (H2(t)T1(t) + H4(t)T2(t))ξ̇,

(17)

à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè Åðóãèíà A = A1(t)λ è ìàòðèöû-
ôóíêöèè B1 ñî ñâîéñòâîì B1(0, y, z, v, w, t) ≡ 0 èìååì

λ̇ = A1λ + B1ξ̇. (18)

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (17) è (18) ñëåäóþò ðàâåíñòâà
A1H1(t)y + A1H2(t)z + A1H3(t)v + A1H4(t)w + A1h(t) =

= ḣ(t) + H1(t) [Φ1(t)y + Φ2(t)z + Φ3(t)v + Φ4(t)w + ϕ(t)] + Ḣ1(t)y + H2(t) [Ψ1(t)y+

+Ψ2(t)z + Ψ3(t)v + Ψ4(t)w + ψ(t)] + Ḣ2(t)z + H3(t) [G1(t)y + G2(t)z + G3(t)v + G4(t)w+

+ g(t)] + Ḣ3(t)v + H4(t) [U1(t)y + U2(t)z + U3(t)v + U4(t)w + u(t)] + Ḣ4(t)w

B1 = H2(t)T1(t) + H4(t)T2(t),

êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó




H3(t)G1(t) + H4(t)U1(t) = A1H1(t)−
(
H1(t)Φ1(t) + H2(t)Ψ1(t) + Ḣ1(t)

)
,

H3(t)G2(t) + H4(t)U2(t) = A1H2(t)−
(
H2(t)Φ2(t) + H2(t)Ψ2(t) + Ḣ2(t)

)
,

H3(t)G3(t) + H4(t)U3(t) = A1H3(t)−
(
H1(t)Φ3(t) + H2(t)Ψ3(t) + Ḣ3(t)

)
,

H3(t)G4(t) + H4(t)U4(t) = A1H4(t)−
(
H1(t)Φ4(t) + H2(t)Ψ4(t) + Ḣ4(t)

)
,

H3(t)g(t) + H4(t)u(t) = A1h(t)−
(
H1(t)ϕ(t) + H2(t)ψ(t) + ḣ(t)

)
,

H4(t)T2(t) = B1 −H2(t)T1(t).

(19)

Ïóñòü G1(t), G2(t), G3(t), G4(t)-ïðîèçâîëüíî çàäàííûå íåïðåðûâíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî
ïîðÿäêà (p1×l1), (p1×l2), (p1×p1), (p1×p2), à g(t)− ïðîèçâîëüíî çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ, òîãäà (19) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:





H4(t)U1(t) = A1H1(t)−
(
H1(t)Φ1(t) + H2(t)Ψ1(t) + Ḣ1(t)−H3(t)G1(t)

)
,

H4(t)U2(t) = A1H2(t)−
(
H2(t)Φ2(t) + H2(t)Ψ2(t) + Ḣ2(t)−H3(t)G2(t)

)

H4(t)U3(t) = A1H3(t)−
(
H1(t)Φ3(t) + H2(t)Ψ3(t) + Ḣ3(t)−H3(t)G3(t)

)
,

H4(t)U4(t) = A1H4(t)−
(
H1(t)Φ4(t) + H2(t)Ψ4(t) + Ḣ4(t)−H3(t)G4(t)

)
,

H4(t)T2(t) = B1 −H2(t)T1(t).

(20)
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Ïî ëåììå 1 ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (15),(16) íà îñíîâàíèè (20)
ïðèìåò âèä: 




U1(t) = s1 [H4(t)C] + [H4(t)]
+ M1,

U2(t) = s2 [H4(t)C] + [H4(t)]
+ M2,

U3(t) = s3 [H4(t)C] + [H4(t)]
+ M3,

U4(t) = s4 [H4(t)C] + [H4(t)]
+ M4,

u(t) = s5 [H4(t)C] + [H4(t)]
+ M5,

T2i(t) = s6 [H4(t)C] + [H4(t)]
+ Bi,

(21)

ãäå sµ (µ = 1, 2, 3, 4, 5, 6)− ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû ,
M1 = A1H1(t)−

(
H1(t)Φ1(t) + H2(t)Ψ1(t) + Ḣ1(t)−H3(t)G1(t)

)
,

M2 = A1H2(t)−
(
H1(t)Φ2(t) + H2(t)Ψ2(t) + Ḣ2(t)−H3(t)G2(t)

)
,

M3 = A1H3(t)−
(
H1(t)Φ3(t) + H2(t)Ψ3(t) + Ḣ3(t)−H3(t)G3(t)

)
,

M4 = A1H4(t)−
(
H1(t)Φ4(t) + H2(t)Ψ4(t) + Ḣ4(t)−H3(t)G4(t)

)
,

M5 = A1h(t)−
(
H1(t)ϕ(t) + H2(t)ψ(t) + ḣ(t)−H3(t)g(t)

)
,

T2i − i -ûé ñòîëáåö ìàòðèöû T = (T2νj), (ν = 1, p2, j = 1, k).
Òåì ñàìûì äîêàçàíà
Òå î ð åì à 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà Èòî (15),(16) èìåëà çàäàííîå ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðà-
çèå (14) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè ïðîèçâîëüíî çàäàííûõ íåïðåðûâíûõ ìàòðè-
öàõ G1(t), G2(t), G3(t), G4(t) è âåêòîð-ôóíêöèè g(t) ìàòðèöû U1(t), U2(t), U3(t), U4(t), T2(t)
è âåêòîð-ôóíêöèÿ u(t) èìåëè ñîîòâåòñòâåííî âèä (21).

3. Ñê à ë ÿ ð íûé í å ë è í å é íûé ñ ë ó ÷ à é î á ð à ò í î é ç à ä à ÷ è ç àìûê à í è ÿ.
Ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó

Λ(t) : η(y, u, z, v, t) = 0, ãäå η ∈ R1 (22)

è ñèñòåìå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




ẏ = w1(y, u, z, v, t),

u̇ = w2(y, u, z, v, t) + γ1(y, u, z, v, t)ξ̇
(23)

òðåáóåòñÿ äîñòðîèòü çàìûêàþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà
{

ż = w3(y, u, z, v, t),

v̇ = w4(y, u, z, v, t) + γ2(y, u, z, v, t)ξ̇,
(24)

ãäå ξ = ξ(t, ω)− ñêàëÿðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ [11], òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî (22) áûëî èí-
òåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (23),(24). Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè
ôóíêöèé w3, w4 è γ2 ïî çàäàííûì ôóíêöèÿì w1, w2 , γ1 è çàäàííîìó èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîá-
ðàçèþ η(y, u, z, v, t) = 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ ñëîæíóþ ôóíêöèþ η = η(y, u, z, v, t) ïî ïðàâèëó ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ Èòî [11] â ñëó÷àå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà èìååì
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η̇ =
∂η

∂t
+

∂η

∂y
w1 +

∂η

∂u
w2 +

∂η

∂z
w3 +

∂η

∂v
w4 +

1
2

(
∂η

∂u
γ1 +

∂η

∂v
γ2

)
+

(
∂η

∂u
γ1 +

∂η

∂v
γ2

)
ξ̇. (25)

Äàëåå, ñëåäóÿ ìåòîäó Åðóãèíà [1], ââåäåì ñêàëÿðíûå ôóíêöèè a = a(η, y, u, z, v, t) è b =
= b(η, y, u, z, v, t), a(0, y, u, z, v, t) ≡ b(0, y, u, z, v, t) ≡ 0 òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

η̇ = a + bξ̇. (26)

Èç (25) è (26) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ




∂η

∂t
+

∂η

∂y
w1 +

∂η

∂u
w2 +

∂η

∂z
w3 +

∂η

∂v
w4 +

1
2

(
∂η

∂u
γ1 +

∂η

∂v
γ2

)
= a,

∂η

∂u
γ1 +

∂η

∂v
γ2 = b,

êîòîðûå ïåðåïèøåì â âèäå




∂η

∂z
w3 +

∂η

∂v
w4 = a−

(
∂η

∂t
+

∂η

∂y
w1 +

∂η

∂u
w2 +

1
2

(
∂η

∂u
γ1 +

∂η

∂v
γ2

))
,

∂η

∂v
γ2 = b− ∂η

∂u
γ1

. (27)

Ïîëîæèì w3 = w(y, u, z, v, t), ãäå w ∈ K. Òîãäà èç (27) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé:




∂η

∂v
w4 = a−

(
∂η

∂t
+

∂η

∂y
w1 +

∂η

∂u
w2 +

1
2

(
∂η

∂u
γ1 +

∂η

∂v
γ2

)
− ∂η

∂z
w3

)
,

∂η

∂v
γ2 = b− ∂η

∂u
γ1.

(28)

Èç (28) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
(

∂η

∂v

)−1

6= 0, èìååì





w4 =
(

∂η

∂v

)−1

a1,

γ2 =
(

∂η

∂v

)−1

b1,

(29)

ãäå
a1 = a−

(
∂η

∂t
+

∂η

∂y
ω1 +

∂η

∂u
ω2 +

1
2

(
∂η

∂u
γ1 +

∂η

∂v
γ2

)
− ∂η

∂z
ω3

)
, b1 = b− ∂η

∂u
γ1.

Ñîîòíîøåíèÿ (29) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è çàìûêàíèÿ � çàäà÷è
ïîñòðîåíèÿ çàìûêàþùèõ óðàâíåíèé (24) ïî çàäàííîìó èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ (22) è
çàäàííîìó óðàâíåíèþ (23).

Òàêèì îáðàçîì, â îáðàòíîé çàäà÷å çàìûêàíèÿ ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé èç êëàñ-
ñà âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ â îáùåì íåëèíåéíîì, ëèíåéíîì, à òàêæå ñêàëÿðíîì íåëèíåéíîì ñëó-
÷àÿõ ïîñòðîåíû ìíîæåñòâà çàìûêàþùèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Èòî
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäàþùåéñÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ äèôôóçèåé è îáëàäàþùèõ çàäàííûì
èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì.
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Âûâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ êî-
ëåáàíèé ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ñóùåñòâîâàëè ìåòîäû âîçìóùåíèÿ, ìåòîä ðàçëî-
æåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ âîçìóùåíèé è äðóãèå, ðàçðàáîòàííûå Ýéëåðîì, Ëàãðàíæåì,
Ïóàññîíîì è ò.ä. Íàðÿäó ñ ýòèì ïîÿâèëñÿ àïïàðàò - ëîêàëüíàÿ òåîðèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
À. Ïóàíêàðå è òåîðèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôè-
öèåíòàìè À. Ëÿïóíîâà. Ðàçâèâàÿ èäåè À.Ì. Ëÿïóíîâà, Ã.Â. Êàìåíêîâ [1] èññëåäîâàë êîëåáà-
íèÿ, îïèñûâàåìûå ñèñòåìîé óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ. Ìåòîä, êîòîðûé Ã.Â.Êàìåíêîâ
ïðèìåíÿë ïðè èññëåäîâàíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ èçâåñòåí â ëèòåðàòóðå ïîä íàçâàíèåì ìåòîäà Ã.Â.
Êàìåíêîâà. Ýòèì ìåòîäîì ìîæíî ðåøàòü ðÿä âàæíûõ çàäà÷, ïðè èññëåäîâàíèè êîòîðûõ êëàñ-
ñè÷åñêèå ìåòîäû ñòàíîâÿòñÿ íåýôôåêòèâíûìè. Íàïðèìåð, ïðè íàëè÷èè êðàòíûõ êîðíåé àì-
ïëèòóäíîãî óðàâíåíèÿ ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïî ÷ëåíàì ëþáîãî ïîðÿäêà ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû, à
òàêæå ïîñòðîèòü ýòè ðåøåíèÿ. Ýòî òàêæå ïðåäñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü ïåðèîäè÷å-
ñêèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû, êîòîðûå ïðè µ = 0 íå îáðàùàþòñÿ â ëèíåéíûå. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî
ìåòîäà ìîæíî èññëåäîâàòü ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû êàê ïðè îòñóòñòâèè âíóò-
ðåííîãî ðåçîíàíñà è â ñëó÷àå âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà. Ìåòîä Ã.Â. Êàìåíêîâà ïîçâîëÿåò òàêæå
îïðåäåëèòü ïðåäåëüíî-äîïóñòèìîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà µ , â òî âðåìÿ êàê ìåòîä óñðåäíåíèÿ
íå äàåò íèêàêèõ óêàçàíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ïî µ , ïî ýòîìó ïðè µ Â µ∂3 ðåøåíèå ïî
ìåòîäó óñðåäíåíèÿ ìîæåò íå èìåòü íè÷åãî îáùåãî ñ èñòèííûì, äàæå åñëè èñêîìàÿ ñèñòåìà èìå-
åò âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè íå÷åòíîé êðàòíîñòè. Ðàçâèâàÿ èäåþ Ã.Â. Êàìåíêîâà,
îäèí èç ñîàâòîðîâ íàïèñàë ðàáîòó [2], ãäå èññëåäóþòñÿ êîëåáàíèÿ, îïèñûâàåìûå ñóùåñòâåííî
íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè. Â [3] ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèè îãðàíè÷åííûõ êîëåáàíèé;
Keywords: Stationary conclusion, vibration, Liyapunov' s function, stability of conclusion, Existence of unline system.
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 42A16
c Óòåóëèåâà Ê.Í., Êàììàòîâ Ê.Ê., Ðàìàçàíîâà Õ. , 2005.



Ñóùåñòâîâàíèå è ïîñòðîåíèå ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ñèñòåì ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè... 88

óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà; à òàêæå îöåíêà òî÷íîñòè, êîòîðóþ äàåò ïåð-
âîå ïðèáëèæåíèå ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíûõ àìïëèòóä; ñëó÷àé, êîãäà ÷ëåí ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî
ïàðàìåòðó µ íå ðåøàåò ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ êîëåáàíèé; à òàêæå íåêîòîðûå ïðèëîæå-
íèÿ.

Èññëåäóþòñÿ êîëåáàíèÿ, îïèñûâàåìûå íåëèíåéíîé ñèñòåìîé âèäà:

ẋs =
dxs

dt
= X(m0)

s0 (xs, ys) + µX(xs, ys, τ, µ),

(1)

ẏs =
dys

dt
= Y(m0)

s0 (xs, ys) + µY (xs, ys, τ, µ),

ãäå ïðàâûå ÷àñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè xs = ys = 0, à X
(m0)
s0 , Y

(m0)
s0 - îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû

íå ñîäåðæàùèå ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ îòíîñèòåëüíî ïðè÷åì

X(m0)
s0 (xs, ys) =

m0∑

p=0

Aspx
m0−p
s yp

s ,

Y(m0)
s0 (xs, ys) =

m0∑

p=0

Bspx
m0−p
s yp

s ,

à òàêæå X(xs, ys, τ, µ), Y (xs, ys, τ, µ) - ôóíêöèé àíàëèòè÷åñêèå îòíîñèòåëüíî xs, ys è µ , ïðåäñòà-
âèìûå â âèäå àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ïî öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì µ â èññëåäóåìîé
îáëàñòè èçìåíåíèÿ xs, ys, µ è äëÿ ëþáûõ τ â èíòåðâàëå [0,∞) è:

X(xs, ys, τ, µ) = µXs1(xs, ys, τ) + µ2Xs2(xs, ys, τ) + . . . ,

Y (xs, ys, τ, µ) = µYs1(xs, ys, τ) + µ2Ys2(xs, ys, τ) + . . . ,

ãäå µ - ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, τ = µt - ìåäëåííîå âðåìÿ, à Xsi(xs, ys, τ), Ysi(xs, ys, τ)
(i = 1, 2, 3, . . .) - ìíîãî÷ëåíû îòíîñèòåëüíî xs è ys ëþáîé êîíå÷íîé ñòåïåíè mi ñ êîýôôèöèåí-
òàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè ïî τ ñ îãðàíè÷åííûìè ïî τ ïåðâûìè ïðîèç-
âîäíûìè, ïðè÷åì

X(mi)
si (xs, ys, τ) =

mi∑

k
(i)
1 +...+k

(i)
n +e

(i)
1 +...+e

(i)
n =m0−1

A

(
k
(i)
1 ,...,e

(i)
n

)

si (τ)xk
(i)
1

1 . . . xk
(i)
n

n y
e
(i)
1

1 . . . ye
(i)
n

n ,

Y(mi)
si (xs, ys, τ) =

mi∑

k
(i)
1 +...+k

(i)
n +e

(i)
1 +...+e

(i)
n =m0−1

B

(
k
(i)
1 ,...,e

(i)
n

)

si (τ)xk
(i)
1

1 . . . xk
(i)
n

n y
e
(i)
1

1 . . . ye
(i)
n

n .

Ñòàöèîíàðíûìè (îãðàíè÷åííûìè ) êîëåáàíèÿìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ òàêèå êîëåáàíèÿ, ó êîòî-
ðûõ êîîðäèíàòû xs, ys (s = 1, 2, . . . , n) ïðè t −→∞ íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, íè ê áåñêîíå÷íîñòè
è íè ê êàêîìó îïðåäåëåííîìó ÷èñëó [1].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (1) ïðè µ = 0 èìååò ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, çà-
âèñÿùèõ îò ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Íàèáîëåå îáùèé ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðîäà
ðåøåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñèñòåìà (1) ïðè µ = 0 äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå çíàêîîïðåäå-
ëåííîãî ãîëîìîðôíîãî èíòåãðàëà. Ýòîò èíòåãðàë èìååò âèä

x2
s + y2

s + Φ(xs, ys) = C2
s . (2)
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Òàêèì îáðàçîì, èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà (1) òàêàÿ, ó êîòîðûõ èíòåãðàë (2) ñîõðàíÿåò çíàêî-
îïðåäåëåííîñòü âî âñåé îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è ïðåäñòàâëÿåò ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ Cs çàìêíóòûå êðèâûå. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ëó÷, âûõîäÿùèé
èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ïåðåñåêàåò ëþáóþ èç ýòèõ çàìêíóòûõ êðèâûõ òîëüêî â îäíîé òî÷êå è íå
êàñàåòñÿ èõ íè â îäíîé òî÷êå. Ýòè ñâîéñòâà çíàêîîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ òèïà (2) ïðè çíà-
÷åíèÿõ Cs äîñòàòî÷íî ìàëûõ, âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ. Ïîëàãàÿ â óðàâíåíèè (2)

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, (∗)

ïîëó÷èì
ρ2 + Φ(ρ cos θ, ρ sin θ) = C2

s . (3)

Ïðè íàøèõ îãðàíè÷åíèÿõ, íàêëàäûâàåìûõ íà èíòåãðàë (2), óðàâíåíèå (3) îïðåäåëèò äâà
ðåøåíèÿ äëÿ ρ ïðè çàäàííûõ Cs è θs .

Ýòè ðåøåíèÿ ïðåäñòàâÿòñÿ ðÿäàìè

ρs = ±Cs + us2(θs)C2
s ± us3(θs)C3

s + . . . (4)

Ìû ìîæåì âçÿòü ëþáîå èç ýòèõ ðåøåíèé, òàê êàê çàìåíîé θS íà π + θs îäíî èç ýòèõ ðåøåíèé
ïåðåõîäÿò â äðóãîå [3; 4]. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå êîðíÿ
óðàâíåíèÿ (3), ïðåäñòàâëÿåìûå ðÿäàìè (4), ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ çíà÷åíèé ρs > ρmax,s , ãäå ρmax,s

- íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàäèóñà - âåêòîðà, ïðèíàäëåæàùåãî èññëåäóåìîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó.
Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1), ïðèíÿâ çà íîâûå ïåðåìåííûå ïîëÿðíûé óãîë θs è ðàäèóñ

r2
s = ρ2

s + Φs, (5)

ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ïåðåìåííûå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

rsṙs =
(

2xs +
∂Φs

∂xs

)
(µXs1 + . . .) +

(
2ys +

∂Φs

∂Ys

)
(µXs1 + . . .)

r2
s θ̇s = xsYs0 − ysXs0 + xs (µYs1 + . . .)− ys (µXs1 + . . .)

Ïîëàãàÿ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ xs = ρs cos θs, ys = ρs sin θs, è çàìåíÿÿ ρs íà rs , ñîãëàñíî (∗),
ïîëó÷èì ñèñòåìó

ṙs = µF
(mi)
s1 (rs, θs, τ) + µ2F

(mi)
s2 (rs, θs, τ) + . . . ,

(6)

θ̇s = R
(m0)
s0 (rs, θs) + µR

(m0)
s1 (rs, θs, τ) + . . . ,

(s = 1, 2, . . . , n).

Òåïåðü, èñêëþ÷àÿ èç (6) dt , ïîëó÷èì

ṙs

θ̇s

= r
′
s =

µF
(mi)
s1 (rs, θs, τ) + µ2F

(mi)
s2 (rs, θs, τ) + . . .

R
(m0)
s0 (rs, θs) + µR

(m0)
s1 (rs, θs, τ) + . . .

= µPs1(rs, θs, τ) + µ2Ps2(rs, θs, τ) + . . . , (7)

ãäå

Psi(rs, θs, τ) =
M

(s)
i∑

k
(s)
1 +...+k

(s)
n =m0−1

A

(
k
(s)
1 ,...,k

(s)
n

)

si (θs, τ)rk
(s)
1

1 . . . rk
(s)
n

n

s = 1, 2, . . . , n, i = 1, 2, 3, . . . ,
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ïðè óñëîâèè, ÷òî R
(m0)
s0 (rs, θs) + µR

(m0)
s1 (rs, θs, τ) + . . . > 0, à øòðèõ íàä ïåðåìåííîé îçíà÷àåò

äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî θs . Ðàññìîòðèì íîâûå ïåðåìåííûå ρs , ñîãëàñíî ïîäñòàíîâêå

rs = ρs +
α∑

k=1

µk

M
(s)
k∑

k
(s)
1 +...+k

(s)
n =m0−1

u
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (θs, τ)ρk
(s)
1

1 . . . ρk
(s)
n

n , (8)

ãäå u
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (θs, τ) - íåêîòîðûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ïî θs , ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ, à
k

(s)
s ≥m0 − 1. .

Ñ ïîìîùüþ (8) ñèñòåìà (7) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

ρ
′
s


1 +

α∑

k=1

µk

M
(s)
k∑

k
(s)
1 +...+k

(s)
n =m0−1

k
(s)
1 ρ

k
(s)
1

1 . . . ρ
k
(s)
1 −1

s . . . ρk
(s)
n

n u
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (θs, τ)


 +

+
α∑

k=1

µk

M
(s)
k∑

k
(s)
1 +...+k

(s)
n =m0−1

(k(s)
1 ρ

′
1ρ

k
(s)
1 −1

1 ρ
k
(s)
2

2 . . . ρk
(s)
n

n + . . . + k
(s)
s−1ρ

′
s−1ρ

k
(s)
1

1 . . . ρ
k
(s)
s−1−1

s−1 . . . ρk
(s)
n

n +

+ . . . + k
(s0
s+1ρ

′
s+1ρ

k
(s)
1

1 . . . ρ
k
(s)
s+1−1

s+1 . . . ρk
(s)
n

n + . . . + k(s)
n ρ

′
nρ

k
(s)
1

1 . . . ρ
k
(s)
n−1

n−1 ρk
(s)
n −1

n )u(k
(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (θs, τ)+

+
α∑

k=1

µk

M
(s)
k∑

k
(s)
1 +...+k

(s)
n =m0−1

ρ
k
(s)
1

1 ρ
k
(s)
2

2 . . . ρk
(s)
n

n

n∑

i=1

∂u
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (θs, τ)
∂θi

=

=
α∑

k=1

µk

M
(s)
k∑

k
(s)
1 +...+k

(s)
n =m0−1

[
A

(k
(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (θs, τ) + B
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (θs, τ)
]
ρ

k
(s)
1

1 ρ
k
(s)
2

2 . . . ρk
(s)
n

n + . . . , (9)

ãäå ôóíêöèè Bsk, èìåþùèå ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷íóþ Ask, îïðåäåëÿþò ðåçóëüòàò âëèÿíèÿ íà
÷ëåíû k1 - ãî ïîðÿäêà ïî µ âñåõ ÷ëåíîâ áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæå-
íèÿ áóäåò

B
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk ≡ 0

Òåïåðü âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè u
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (θs, τ) âûáèðàåì òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü
ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

−
n∑

i=1

∂u
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (θs, τ)+
∂θi

+ A
′(k(s)

1 ,...,k
(s)
n )

sk (θs, τ) + B
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (θs, τ) = g
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk , (10)

ãäå g
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk - íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû çàâèñÿùèå òîëüêî îò τ .
Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè u

(k
(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk íåèçâåñòíûå g
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk îïðåäåëÿþòñÿ

g
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (τ) =
1

(2π)n

2π∫

0

. . .

2π∫

0

[
A

(k
(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (θs, τ) + B
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (θs, τ)
]
dθ1dθ2 . . . dθn. (11)

Îïðåäåëèâ òàêèì îáðàçîì g
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk ñèñòåìó (9) ìîæíî äàëåå ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî íåîñî-
áîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (12)
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ρs = ρ̄s +
α∑

k=1

µk
[
Ā

(k)
s1 ρ̄1 + . . . + Ā

(k)
s,s−1 ¯ρs−1 + Ā

(k)
s,s+1 ¯ρs+1 + . . . + Ā(k)

sn ρ̄n

]
(12)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (ãäå ñîõðàíåíî ñòàðîå îáîçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ)

ρ
′
s =

α∑

k=1

µkQ
(M

(s)
k

)

sk (ρs, τ) + µk+1Q
(M

(s)
a+1)

s,a+1 (ρs, θs, τ) + . . . , (13)

ãäå

Q
(M

(s)
k

)

sk (ρs, τ) =
M

k(s)∑

k
(s)
1 +...+k

(s)
n =m0−1

g
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (τ)ρk
(s)
1

1 ρ
k
(s)
2

2 . . . ρk
(s)
n

n ,

åñëè òîëüêî ïàðàìåòð µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

1 +
α∑

k=1

µk

M
(s)
k∑

k
(s)
1 +...+k

(s)
n =m0−1

u
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (θs, τ)k(s)
s ρ

k
(s)
1

1 ρ
k
(s)
s−1

s . . . ρk
(s)
n

n > 0 (14)

Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ α - ãî ïîðÿäêà ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13) îïðåäåëÿþòñÿ
ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

∑
µkQsk(ρ1, ρ2, . . . , ρn, τ) = 0 (15)

èëè
α∑

k=1

M
k(s)∑

k
(s)
1 +...+k

(s)
n =m0−1

g
(k

(s)
1 ,...,k

(s)
n )

sk (τ)ρk
(s)
1

1 ρ
k
(s)
2

2 . . . ρk
(s)
n

n = 0,

êîðíè êîòîðîãî, ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè τ = τ∗ èç èíòåðâàëà [0,∞) â îáùåì ñëó÷àå
îáîçíà÷àåì êàê

(ρ1k, ρ2k, . . . , ρnk, τ
∗)1, (ρ1k, ρ2k, . . . , ρnk, τ

∗)2, . . . , (ρ1k, ρ2k, . . . , ρnk, τ
∗)n, (16)

Òåîðåìà. Êàæäîìó íàáîðó n - íå÷åòíî-êðàòíûõ âåùåñòâåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ êîðíåé
(16) ñèñòåìû (15) α - ãî ïðèáëèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6) èëè (1)
íåçàâèñèìî îò ÷ëåíîâ ïîðÿäêà α + 1 è âûøå îòíîñèòåëüíî µ

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó â ìíîãî÷ëåíàõ Q
(M

(s)
k

)

sk , k
(s)
s ≥m0−1 > 0 âûðàæåíèÿ

äëÿ ρ
′
s ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

ρ
′
s =

a∑

k=1

µkQ
(M

(s)
k

)

sk (ρs, τ) + . . . =
α∑

k=1

µkρνsk [aνsk
(ρ1, . . . , ρs−1, ρs+1, . . . , ρn, τ∗)ρχsk

s +

+aνsk−1(ρ1, . . . , ρs−1, ρs+1, . . . , ρn, τ∗)ρχsk−1
s + . . . +

+aνk
(ρ1, . . . , ρs−1, ρs+1, . . . , ρn, τ∗)ρχk

s . . .

Ïî òåîðåìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ èç (17) ìîæíî îïðåäåëèòü ρ = ρs(ρ1, . . . , ρs−1, ρs+1, . . . , ρn, τ∗)
â âèäå χks ðàçëè÷íûõ çàâèñèìîñòåé. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

ρ
′
s =

α∑

k=1

µkρνsk
s

χsk∏

ik=1

[
ρs − ρ(ik)

s (ρ1, . . . , ρs−1, ρs+1, . . . , ρn, τ∗)
]
+ . . .
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ãäå νsk + χsk = M
(s)
k , s = 1, 2, . . . , n; k = 1, 2, . . . , α.

Âçÿâ âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå êîðíè èç íàáîðà (16), ïîëó÷èì

ρ
′
s =

α∑

k=1

µkρνsk
s

ωsk∏

ik=1

[
ρs − ρ(ik)

s (ρ1, . . . , ρs−1, ρs+1, . . . , ρn, τ∗)
]
A

(ρs,τ)
sk + . . .

ãäå ìíîãî÷ëåíû Ask , ñòåïåíü êîòîðûõ ðàâíà M
(s)
k − χsk − ωsk, ñîõðàíÿþò çíàê äëÿ âñåõ

çíà÷åíèé ρs > 0. Âçÿâ èç íàáîðà (16) òàêóþ ãðóïïó êîðíåé

ρ
(i

(k)
1 )

sk , ρ
(i

(k)
2 )

k , . . . , ρ
(i

(k)
n )

nk (18)

ãäå i
(k)
s , (s = 1, 2, . . . , n) ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî âåùåñòâåííûì íåîòðèöàòåëüíûì êîðíÿì íå÷åò-

íîé êðàòíîñòè, ðàññìîòðèì äàëåå äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé ρs îáëàñòü îáðàçîâàííóþ äâóìÿ
ñëåäóþùèìè çàìêíóòûìè êðèâûìè

ρs = ρ
(i

(k)
s )

sk + εs1

(181)

ρs = ρ
(i

(k)
s )

sk − εs2, s = 1, 2, . . . , n,

ãäå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà εs1, εs1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

εs1 < ρ
(i

(k)+1
s )

sk − ρ
(i

(k)
s )

sk , εs2 < ρ
(i

(k)
s )

sk − ρ
(i

(k)−1
s )

sk , (19)

Ó÷òåì, ÷òî ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèÿ (14) ïåðåìåííûå ρ1, ρ2, . . . , ρn , îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé
óðàâíåíèé (8), ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåííî - ïîëîæèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííûõ r1, r2, . . . , rn,
θ1, θ2, . . . , θn, τ ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ r1, r2, . . . , rn, âñåõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ
0 ≤ θ ≤ 2π è äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ τ = τ∗. Ýòî â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî
êðèâûå ρs(r1, r2, . . . , rn, θ1, θ2, . . . , θn, τ∗) = Cs ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè êðèâûìè. Ïî ñâîéñòâó
ïîëîæèòåëüíî - îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé êðèâàÿ ρs = ρ

(i
(k)
s )

sk −εs2 áóäåò íàõîäèòüñÿ âíóòðè êðèâîé
ρs = ρ

(i
(k)
s )

sk + εs1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (18) åñòü êîðåíü ñèñòåìû (15), ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ ρ
′

â âèäå

ρ
′
s =

α∑

k=1

µk[ρs − ρ(i
(k)
s )

s (ρ(i
(k)
1 )

1k , . . . , ρ
(i

(k)
s−1)

s−1 , ρ
(i

(k)
s+1)

s+1,k , . . . , ρn,k(i(k)
n ), τ∗)]M̄k(s) Āsk(ρs, τ

∗)+

+µα+1Qs,α+1(. . .) + . . . , (20)

ãäå M̄
(s)
k - íå÷åòíûå ÷èñëà, à ìíîãî÷ëåíû Āsk ñîõðàíÿþò çíàê â óêàçàííûõ ïðåäåëàõ (181).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óçíàòü, êàêèì îáðàçîì èíòåãðàëüíûå êðèâûå áóäóò ïåðåñåêàòü êðèâûå (181),
ðàññìîòðèì çíàê ρ

′
s ïðè èçìåíåíèè ρs â ïðåäåëàõ (181) ñ ïîìîùüþ (20) è ìåíÿÿ (åñëè áóäåò

íóæíî) θs íà −θs . Òîãäà ïîëó÷èì

ρ
′
s =

α∑

k=1

µk(−εs1)M̄
(s)
k Āsk(ρ

(i
(k)
s )

sk + εs1, τ
∗)µα+1Qs,α+1(. . .) + . . . (21)

ρ
′
s =

α∑

k=1

µkε
M̄

(s)
k

s2 Āsk(ρ
(i

(k)
s )

sk − εs2, τ
∗) + µα+1Qs,α+1(. . .) + . . . (22)
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çíàê ïðîèçâîäíûõ ρ
′
s ïî (21) è (22) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ µ îïðåäåëÿåòñÿ ÷ëåíàìè α-ãî ïîðÿäêà

ïî µ íåçàâèñèìî îò ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ò.å.

ρ
′
s =

α∑

k=1

µk(−εs1)M̄
(s)
k Āsk < 0 (23)

ρ
′
s =

α∑

k=1

µk(−εs2)M̄
(s)
k Āsk > 0 (24)

Íåðàâåíñòâà (23) è (24) ïîêàçûâàþò, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñåêóò êðèâûå ρ
(i

(k)
s )

k + εs1

ñíàðóæè âíóòðü, à êðèâûå ρ
(i

(k)
s t)

sk − εs2 èçíóòðè íàðóæó. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè òåîðåìû
Áåíäèêñîíà, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âíóòðè çàìêíóòûõ îáëàñòåé (18) íàõîäèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå
ïî îäíîìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ ρs , ñîîòâåòñòâóþùåìó ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ (â ïðèíÿ-
òîì âûøå îïðåäåëåíèè) èñõîäíîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (6) èëè (1) ïî ÷ëåíàì α- ãî ïîðÿäêà
îòíîñèòåëüíî µ íåçàâèñèìî îò ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå íàáîðà èç (16) íå÷åòíîé êðàò-
íîñòè. Ðàññìîòðåâ íàáîð êîðíåé, êîòîðûå ñîäåðæàò íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå êîðíè èç
(16) ñèñòåìû (15) ÷åòíîé êðàòíîñòè, ìû áû óáåäèëèñü, ÷òî íàéäåííûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ
âûáîðîì ÷ëåíîâ, íàïðèìåð, ïðè µ−α+1 ìîæíî ñîõðàíèòü èëè óíè÷òîæèòü ïî æåëàíèþ. Ýòèì
è äîêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû.
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