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ÍÅÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß
ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ

ÃÈÏÅÐÁÎËÎ�ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Ñ. À. Àëäàøåâ

Àêòþáèíñêèé Ãîñóäàðñòâåíûé Óíèâåðñèòåò èì. Ê. Æóáàíîâà
030000 Àêòþáèíñê Áðàòüåâ Æóáàíîâûõ, 263

Â ðàáîòå â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè èçó÷àåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîãî êëàññà ìíîãîìåð-
íûõ ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìååò áåñ÷èñëåííîå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé, à íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà íåîäíîçíà÷íî.

Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè õîðîøî èçó-
÷åíû [1]. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, èõ ìíîãîìåðíûå àíàëîãè èññëåäîâàíû ìàëî [2]. Â ðàáî-
òå â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè èçó÷àåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîãî êëàññà ìíîãîìåðíûõ
ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìååò áåñ÷èñëåííîå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé, à íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà íåîäíîçíà÷íî.

Ïóñòü Ωαβ � öèëèíäðè÷åñêàÿ îáëàñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Em+1 òî÷åê (x1, ..., xm, t) ,
îãðàíè÷åííàÿ öèëèíäðîì Γ = {(x, t) : |x| = 1} , ïëîñêîñòÿìè t = α > 0 è t = β < 0 , ãäå |x| �
äëèíà âåêòîðà x = (x1, ..., xm) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωα è Ωβ ÷àñòè îáëàñòè Ωαβ , à ÷åðåç Γα, Γβ � ÷àñòè ïîâåðõíîñòè Γ ,
ëåæàùèå ñîîòâåòñòâåííî â ïîëóïðîñòðàíñòâàõ t > 0 è t < 0 ; σα � âåðõíåå, à σβ � íèæíåå
îñíîâàíèÿ îáëàñòè Ωαβ . Ïóñòü äàëåå S � îáùàÿ ÷àñòü ãðàíèö îáëàñòåé Ωα , Ωβ , ïðåäñòàâëÿ-
þùàÿ ìíîæåñòâî {t = 0, 0 < |x| < 1} â Em .

Â îáëàñòè Ωαβ ðàññìîòðèì ñìåøàííî ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:

0 =





4xu− utt +
m∑

i=1
ai(x, t)uxi + b(x, t)ut + c(x, t)u, t > 0,

4xu− ut +
m∑

i=1
di(x, t)uxi + e(x, t)u, t < 0,

(1)

ãäå 4x � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì x1, x2, ..., xm, m ≥ 2 .
Â äàëüíåéøåì íàì óäîáíî ïåðåéòè îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x1, ..., xm, t ê ñôåðè÷åñêèì

r, θ1, ..., θm−1, t, r ≥ 0, 0 ≤ θ1 < 2π, 0 ≤ θi ≤ π, i = 2, 3, ...,m− 1 .
Â êà÷åñòâå ìíîãîìåðíîé ñìåøàííîé çàäà÷è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó
Keywords: Ill-posedness, the mixed problem, the equation, multi-dimensionality, resolvability.
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 35R12
c Ñ. À. Àëäàøåâ, 2010.



Íåêîððåêòíîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è ... 5

Çàäà÷à 1. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ωαβ ïðè t 6= 0 èç êëàññà C(Ωαβ) ∩
C2(Ωα ∪ Ωβ) , óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì:

u|σα = ϕ(r, θ), u|Γα = ψ1(t, θ), u|Γβ
= ψ2(t, θ). (2)

Ïóñòü {Y k
n,m(θ)} � ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîðÿäêà n, 1 ≤ k ≤

kn, (m−2)!n!kn = (n+m−3)!(2n+m−2), θ = (θ1, ..., θm−1), W l
2(S), l = 0, 1, ..., � ïðîñòðàíñòâà

Ñîáîëåâà.
Èìååò ìåñòî [3]
Ëåììà 1. Ïóñòü f(r, θ) ∈ W l

2(S). Åñëè l ≥ m− 1 , òî ðÿä

f(r, θ) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

fk
n(r)Y k

n,m(θ), (3)

à òàêæå ðÿäû, ïîëó÷åííûå èç íåãî äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîðÿäêà p ≤ l − m + 1 , ñõîäÿòñÿ
àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî.

Ëåììà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû f(r, θ) ∈ W l
2(S) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîýôôèöè-

åíòû ðÿäà (3) óäîâëåòâîðÿëè íåðàâåíñòâàì

|f1
0 (r)| ≤ c1,

∞∑

n=1

kn∑

k=1

n2l|fk
n(r)|2 ≤ c2, c1, c2 = const.

×åðåç ãk
in(r, t) , ak

in(r, t), b̃k
n(r, t) , c̃k

n(r, t) , d̃k
in(r, t) , dk

in(r, t), ẽk
n(r, t) , ρk

n , ϕk
n(r) , ψk

1n(t) , ψk
2n(t)

îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ðÿäà (3), ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèé ai(r, θ, t)ρ(θ) , ai
xi
r ρ ,

b(r, θ, t)ρ , c(r, θ, t)ρ , di(r, θ, t)ρ , di
xi
r ρ , e(r, θ, t)ρ, ρ(θ), i = 1, ..., m , ϕ(r, θ) , ψ1(t, θ) , ψ2(t, θ) ,

ïðè÷åì ρ(θ) ∈ C∞(H),H � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â Em .
Ïóñòü ai(x, t), b(x, t), c(x, t) ∈ W l

2(Ωα), di(x, t), e(x, t) ∈ W l
2(Ωβ) ⊂ C(Ωβ), l ≥ m + 1, i =

1, ..., m è cos µsα 6= 0, s = 1, 2 . . . , ãäå µs � ïîëîæèòåëüíûå íóëè ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî
ðîäà Jn+(m−2)/2(z).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1. Îäíîðîäíàÿ çàäà÷à, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷å 1, èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæå-

ñòâî íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé.
Òåîðåìà 2. Åñëè ϕ(r, θ) ⊂ W p

2 (S), ψ1(t, θ) ⊂ W p
2 (Γα), ψ2(t, θ) ⊂ W p

2 (Γβ), p ≥ 3m/2, òî
çàäà÷à 1 ðàçðåøèìà íåîäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì. Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå (1) â îáëàñòè Ωα èìååò
âèä:

L1u ≡ urr +
m− 1

r
ur − 1

r2
δu− utt +

m∑

i=1

ai(r, θ, t)uxi + b(r, θ, t)ut + c(r, θ, t)u = 0, (4)

δ ≡ −
m−1∑

j=1

1
gjsinm−j−1θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1θj

)
, g1 = 1, gj = (sinθ1...sinθj−1)2, j > 1.

Èçâåñòíî [3], ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà δ ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λn = n(n + m− 2), n =
0, 1, ..., êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò kn îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
Y k

n,m(θ) .
Èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è 1 â îáëàñòè Ωα áóäåì èñêàòü â âèäå:

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

uk
n(r, t)Y k

n,m(θ), (5)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2010. Òîì 10. � 4 (38)
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ãäå uk
n(r, t) � ôóíêöèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Ïîäñòàâèâ (5) â (4), óìíîæèâ çàòåì ïîëó-

÷åííîå âûðàæåíèå íà ρ(θ) 6= 0 è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî åäèíè÷íîé ñôåðå H , äëÿ uk
n ïîëó÷èì

[4�6]:
ρ1
0u

1
0rr − ρ1

0u
1
0tt +

(
m−1

r ρ1
0 +

m∑
i=1

a1
i0

)
u1

0r + b̃1
0u

1
0t + c̃1

0u
1
0+

+
∞∑

n=1

kn∑
k=1

{ρk
nuk

nrr + ρk
nuk

ntt +
(

m−1
r ρk

n +
m∑

i=1
ak

in

)
uk

nr + b̃k
nuk

nt+

+

[
c̃k
n − λn

ρk
n

r2
+

m∑

i=1

(
ãk

in−1 − nak
in

)]
uk

n} = 0.

(6)

Òåïåðü ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ρ1
0u

1
0rr − ρ1

0u
1
0tt +

m− 1
r

ρ1
0u

1
0r = 0, (7)

ρk
1u

k
1rr − ρk

1u
k
1tt +

m− 1
r

ρk
1u

k
1r −

λ1

r2
ρk
1u

k
1 = − 1

k1

(
m∑

i=1

a1
i0u

1
0r + b̃1

0u
1
0t + c̃1

0u
1
0

)
,

n = 1, k = 1, k1,

(8)

ρk
nuk

nrr − ρk
nuk

ntt +
m− 1

r
ρk

nuk
nr −

λn

r2
ρk

nuk
n = − 1

kn

kn−1∑

k=1

{
m∑

i=1

ak
in−1u

k
n−1r+

+b̃k
n−1u

k
n−1t +

[
c̃k
n−1 +

m∑
i=1

(
ãk

in−2 − (n− 1)ak
in−1

)]
uk

n−1}, k = 1, kn, n = 2, 3, ....

(9)

Äàëåå ñóììèðóÿ óðàâíåíèå (8) îò 1 äî k1 , à óðàâíåíèå (9) îò 1 äî kn , à çàòåì ñêëàäûâàÿ
ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ âìåñòå ñ (7), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (6). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè
{uk

n}, k = 1, kn, n = 0, 1, ..., � ðåøåíèå ñèñòåìû (7)�(9), òî îíî ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(6). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (7)�(9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

uk
nrr − uk

ntt +
m− 1

r
uk

nr −
λn

r2
uk

n = f
k
n(r, t), (10)

ãäå f
k
n(r, t) îïðåäåëÿþòñÿ èç ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû, ïðè ýòîì f

1
0(r, t) ≡ 0 .

Äàëåå, èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (2) â ñèëó (5) áóäåì èìåòü:

uk
n(r, α) = ϕk

n(r), uk
n(1, t) = ψ

k
1n(t), k = 1, kn, n = 0, 1, .... (11)

Â (10)�(11), ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ υk
n(r, t) = uk

n(r, t)− ψ
k
1n(t) , ïîëó÷èì

υk
nrr +

m− 1
r

υk
nr − υk

ntt +
λn

r2
υk

n = fk
n(r, t), (12)

υk
n(r, α) = ϕk

n(r), υk
n(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, .... (13)

Ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ υk
n(r, t) = r

(1−m)
2 υk

n(r, t) , çàäà÷ó (12), (13) ïðèâåäåì ê ñëåäóþùåé
çàäà÷å:

Lυk
n ≡ υk

nrr − υk
ntt +

λn

r2
υk

n = f̃k
n(r, t), (14)

υk
n(r, α) = ϕ̃k

n(r), υk
n(1, t) = 0, (15)

λn =
((m− 1)(3−m)− 4λn)

4
, f̃k

n(r, t) = r
(m−1)

2 fk
n(r, t), ϕ̃k

n(r) = r
(m−1)

2 ϕk
n(r).
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Ðåøåíèå çàäà÷è (14), (15) èùåì â âèäå:

υk
n(r, t) = υk

1n(r, t) + υk
2n(r, t), (16)

ãäå υk
1n(r, t) � ðåøåíèå çàäà÷è

Lυk
1n = f̃k

n(r, t), (17)

υk
1n(r, α) = 0, υk

1n(1, t) = 0, (18)

à υk
2n(r, t) � ðåøåíèå çàäà÷è

Lυk
2n = 0, (19)

υk
2n(r, α) = ϕ̃k

n(r), υk
2n(1, t) = 0. (20)

Ðåøåíèå âûøåóêàçàííûõ çàäà÷, àíàëîãè÷íî [7], ðàññìîòðèì â âèäå:

υk
n(r, t) =

∞∑

s=1

Rs(r)Ts(t), (21)

ïðè ýòîì ïóñòü

f̃k
n(r, t) =

∞∑

s=1

as(t)Rs(r), ϕ̃k
n(r) =

∞∑

s=1

bsRs(r). (22)

Ïîäñòàâëÿÿ (21) â (17),(18), ñ ó÷åòîì (22) ïîëó÷èì:

Rsrr +
λn

r2
Rs + µRs = 0, 0 < r < 1, (23)

Rs(1) = 0, |Rs(0)| < ∞, (24)

Tstt + µTs = −as(t), 0 < t < α, (25)

Ts(α) = 0. (26)

Îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (23), (24) ÿâëÿåòñÿ (8)

Rs(r) =
√

rJν(µsr), (27)

ãäå ν = n + (m− 2)/2 , µ = µ2
s .

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (25) ïðåäñòàâèìî â âèäå (8):

Ts(t) = c1scosµt + c2ssinµst +
cosµst

µs

t∫

0

as(ξ)sinµsξdξ − sinµst

µs

t∫

0

as(ξ)cosµsξdξ,

c1s , c2s � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Óäîâëåòâîðèâ óñëîâèþ (26), áóäåì èìåòü:

Ts(t) = c2s (sintµs − tgαµscostµs) +
costµs

µs




t∫

0

as(ξ)sinξµsdξ −
α∫

0

as(ξ)sinξµsdξ


+

+
tgαµscostµs

µs

α∫

0

as(ξ)cosξµsdξ − sintµs

µs

t∫

0

as(ξ)cosξµsdξ.

(28)
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Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (22), ïîëó÷èì:

r−
1
2 f̃k

n(r, t) =
∞∑

s=1

as(t)Jν(µsr), 0 < r < 1, (29)

r−
1
2 ϕ̃k

n(r) =
∞∑

s=1

bsJν(µsr), 0 < r < 1. (30)

Ðÿäû (29), (30) � ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå-Áåññåëÿ [9], åñëè

as(t) =
2

[Jν+1(µs)]2

1∫

0

√
ξf̃k

n(ξ, t)Jν(µsξ)dξ, (31)

bs =
2

[Jν+1(µs)]2

1∫

0

√
ξϕ̃k

n(ξ, t)Jν(µsξ)dξ, (32)

µs, s = 1, 2, ..., � ïîëîæèòåëüíûå íóëè ôóíêöèé Áåññåëÿ Jν(z), ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ èõ âåëè÷èí. Èç (27), (28) ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (17), (18) â âèäå:

υk
1n(r, t) =

∞∑

s=1

√
rTs(t)Jν(µsr), (33)

ãäå as(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç (31). Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ (27) â (19), (20), ñ ó÷åòîì (22) áóäåì èìåòü:

Tstt + µ2
sTs = 0, 0 < t < α,

Ts(α) = bs,

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

Ts(t) = c2s(sintµs − tgαµscostµs + bscostµs/cosµsα. (34)

Èç (27), (34) ïîëó÷èì:

υk
2n(r, t) =

∞∑

s=1

√
r[c2s(sintµs − tgαµscostµs) + bscostµs/cosµsα]Jν(µsr), (35)

ãäå bs íàõîäèòñÿ èç (32). Ñëåäîâàòåëüíî, ñíà÷àëà ðåøèâ çàäà÷ó (7), (11) (n = 0) , à çàòåì
(8), (11) (n = 1) è ò.ä., íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå υk

n(r, t) èç (16), ãäå υk
1n(r, t), υk

2n(r, t)
îïðåäåëÿþòñÿ èç (33), (35), k = 1, kn, n = 0, 1, ....

Èòàê, â îáëàñòè Ωα èìååò ìåñòî:
∫

H

ρ(θ)L1udH = 0. (36)

Ïóñòü f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t) , ïðè÷åì R(r) ∈ V0 , V0 ïëîòíà â L2((0, 1)) , ρ(θ) ∈ C∞(H)
ïëîòíà â L2(H) , à T (t) ∈ V1 , V1 ïëîòíà â L2((0, α)) . Òîãäà f(r, θ, t) ∈ V, V = V0 ⊗ H ⊗ V1

ïëîòíà â L2(Ωα) [10]. Îòñþäà è èç (36) ñëåäóåò, ÷òî
∫

Ωα

f(r, θ, t)L1udΩα = 0
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è
L1u = 0 ∀(r, θ, t) ∈ Ωα.

Äàëåå èç (5), (16), (33), (35) ïðè t → +0 èìååì:

u(r, θ, 0) = τ(r, θ) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

τk
n(r)Y k

n,m(θ),

τk
n(r) = ψk

1n(0) +
∞∑

s=0

r(2−m)/2[−2c2stgαµs − 1
µs

α∫

0

as(ξ)sinξµsdξ+

+
tgαµs

µs

α∫

0

as(ξ)cosξµsdξ + bs/cosµsα]Jν(µsr). (37)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè â îáëàñòè Ωβ ê ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ

L2u ≡ urr +
m− 1

r
ur − 1

r2
δu− ut +

m∑

i=1

di(r, θ, t)uxi + e(r, θ, t) = 0, (38)

ñ óñëîâèÿìè
u|s = τ(r, θ), u|Γβ

= ψ2(t, θ). (39)

Ðåøåíèå çàäà÷è (38), (39) áóäåì èñêàòü â âèäå (5). Ïîäñòàâëÿÿ (5) â (38), áóäåì èìåòü:

ρ1
0u

1
0rr − ρ1

0u
1
0t + (

m− 1
r

ρ1
0 +

m∑

i=1

d1
i0)u

1
0r + ẽ1

0u
1
0 +

∞∑

n=1

kn∑

k=1

{ρk
nuk

nrr − ρk
nuk

nt+

+(
m− 1

r
ρk

n +
m∑

i=1

dk
in)uk

nr + [ẽk
n − λn

ρk
n

r2
+

m∑

i=1

(d̃k
in−1 − ndk

n)]uk
n} = 0.

(40)

Òåïåðü ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ρ1
0u

1
0rr − ρ1

0u
1
0t +

m− 1
r

ρ1
0u

1
0r = 0, (41)

ρk
1u

k
1rr − ρk

1u
k
1t +

m− 1
r

ρk
1u

k
1r −

λ1

r2
ρk
1u

k
1 = − 1

k1

(
m∑

i=1

d1
i0u

1
0r + ẽ1

0u
1
0

)
, n = 1, k = 1, k1, (42)

ρk
nuk

nrr − ρk
nuk

nt +
m− 1

r
ρk

nuk
nr −

λn

r2
ρk

nuk
n =

− 1
kn

kn−1∑

k=1

{
m∑

i=1

dk
in−1u

k
n−1r +

[
ẽk
n−1 +

m∑

i=1

(
d̃k

in−2 − (n− 1)dk
in−1

)]
uk

n−1

}
, k = 1, kn, n = 2, 3, ....

(43)
Äàëåå, ñóììèðóÿ óðàâíåíèå (42) îò 1 äî k1 , óðàâíåíèå (43) îò 1 äî kn , à çàòåì ñêëàäûâàÿ

ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ âìåñòå ñ (41), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (40). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè
{uk

n}, k = 1, kn, n = 0, 1, ..., � ðåøåíèå ñèñòåìû (41)�(43), òî îíî ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(40).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (41)�(43) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

uk
nrr − uk

nt +
m− 1

r
uk

nr −
λn

r2
uk

n = gk
n(r, t), (44)
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ãäå gk
n(r, t) îïðåäåëÿþòñÿ èç ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû, ïðè÷åì g1

0(r, t) ≡ 0 . Â
(44), ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ ωk

n(r, t) = uk
n(r, t)− ψk

2n(t) , ïîëó÷èì:

ωk
nrr − ωk

nt +
m− 1

r
ωk

nr −
λn

r2
ωk

n = gk
n(r, t), (45)

ïðè ýòîì êðàåâîå óñëîâèå (39) ñ ó÷åòîì (37) çàïèøåòñÿ â âèäå:

ωk
n(r, 0) = τk

n(r), ωk
n(1, t) = 0, n = 0, 1, ..., (46)

gk
n(r, t) = gk

n(r, t) +
λn

r2
ψk

2n + ψk
2nt, τk

n(r) = τk
n(r)− ψk

2n(0).

Ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííîé ωk
n(r, t) = r(1−m)/2ωk

n(r, t) , çàäà÷ó (45), (46) ïðèâåäåì ê ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷å:

Lωk
n ≡ ωk

nrr − ωk
nt +

λn

r2
ωk

n = g̃k
n(r, t), (47)

ωk
n(r, 0) = τ̃k

n(r), ωk
n(1, t) = 0, (48)

g̃k
n(r, t) = r(m−1)/2gk

n(r, t), τ̃k
n(r) = r(m−1)/2τk

n(r).

Ðåøåíèå çàäà÷è (47), (48) èùåì â âèäå:

ωk
n(r, t) = ωk

1n(r, t) + ωk
2n(r, t), (49)

ãäå ωk
1n(r, t) � ðåøåíèå çàäà÷è

Lωk
1n = g̃k

n(r, t), (50)

ωk
1n(r, 0) = 0, ωk

1n(1, t) = 0, (51)

à ωk
2n(r, t) � ðåøåíèå çàäà÷è

Lωk
2n = 0, (52)

ωk
2n(r, 0) = τ̃k

n(r), ωk
2n(1, t) = 0. (53)

Ðåøåíèå âûøåóêàçàííûõ çàäà÷ ðàññìîòðèì â âèäå:

ωk
n(r, t) =

∞∑

s=1

Rs(r)Vs(t), (21′)

ïðè ýòîì ïóñòü

g̃k
n(r, t) =

∞∑

s=1

ds(t)Rs(r), τk
n(r) =

∞∑

s=1

esRs(r). (54)

Ïîäñòàâëÿÿ (21′) â (50), (51), ñ ó÷åòîì (54) ïîëó÷èì çàäà÷ó (23), (24), ðåøåíèå êîòîðîé
èìååò âèä (27) è óðàâíåíèå

Vst + µ2
sVs = −ds(t) (55)

ñ óñëîâèåì
Vs(0) = 0. (56)

Ðåøåíèåì çàäà÷è (55), (56) ÿâëÿåòñÿ

Vs(t) = −
t∫

0

ds(ξ) exp[−µ2
s(t− ξ)]dξ. (57)
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Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (54), èç (31), (37) ïîëó÷èì:

ds(t) =
1

[Jν+1(µs)]2

1∫

0

√
ξg̃k

n(ξ, t)Jν(µsξ)dξ, (58)

es = −2c2stgαµs − 1
µs

α∫

0

as(ξ)sinξµsdξ +
tgαµs

µs

α∫

0

as(ξ)cosξµsdξ + bs/cosµsα. (59)

Òàêèì îáðàçîì èç (21), (27), (57) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèåì çàäà÷è (50), (51) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ωk
1n(r, t) = −

∞∑

s=1

√
r





t∫

0

ds(ξ) exp[−µ2
s(t− ξ)]dξ



Jν(µsr), (60)

ãäå ds(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç (58). Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ (21) â (52), (53), áóäåì èìåòü:

Vst + µ2
sVs = 0,

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
Vs(t) = exp(−µ2

st). (61)

Èç (27), (61) ñ ó÷åòîì (54) ïîëó÷èì

ωk
2n(r, t) =

∞∑

s=1

√
resJν(µsr) exp(−µ2

st), (62)

ãäå es íàõîäèòñÿ èç (59).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñíà÷àëà ðåøèâ çàäà÷ó (41), (46) (n = 0), à çàòåì (42), (46) (n = 1) è ò. ä.,

íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå ωk
n(r, t) èç (49), ãäå ωk

1n(r, t), ωk
2n(r, t) îïðåäåëÿþòñÿ èç (60), (62),

k = 1, kn, n = 0, 1, ... .

Èòàê, â îáëàñòè Ωβ èìååò ìåñòî
∫

H

ρ(θ)L2udH = 0. (63)

Ïóñòü f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t) , ïðè÷åì R(r) ∈ V0 ïëîòíî â L2((0, 1)) , ρ(θ) ∈ C∞(H) ïëîò-
íî â L2(H) , à T (t) ∈ V1 ïëîòíî â L2((β, 0)) . Òîãäà f(r, θ, t) ∈ V, V = V0 ⊗ H ⊗ V1 ïëîòíî â
L2(Ωβ) . Îòñþäà è èç (63) ñëåäóåò, ÷òî L2u = 0 ∀(r, θ, t) ∈ Ωβ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì çàäà÷è 1 â îáëàñòÿõ Ωα è Ωβ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

u(r, θ, t) =
∞∑

n=2

kn∑
k=1

n−p
{
ψk

1n(t) + r(1−m)/2[υk
1n(r, t) + υk

2n(r, t)]
}

Y k
n,m(θ), t > 0,

u(r, θ, t) =
∞∑

n=2

kn∑
k=1

n−p
{
ψk

2n(t) + r(1−m)/2[ωk
1n(r, t) + ωk

2n(r, t)]
}

Y k
n,m(θ), t < 0,

(64)

ãäå υk
1n(r, t), υk

2n(r, t) îïðåäåëÿþòñÿ èç (33), (35), à ωk
1n(r, t), ωk

2n(r, t) � èç (60), (62).
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Èç (64) ñëåäóåò, ÷òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷å 1, èìååò íåòðèâèàëüíûå
ðåøåíèÿ âèäà:

u(r, θ, t) =
∞∑

n=2

kn∑
k=1

n−pr(1−m)/2[υk
1n(r, t)+

+
m∑

s=1

√
rc2s(sintµs − tgµsαcosµst)Jν(µsr)]Y k

n,m(θ), t > 0,

u(r, θ, t) =
∞∑

n=2

kn∑
k=1

n−pr(1−m)/2[ωk
1n(r, t)+

+
m∑

s=1

√
resJν(µsr)exp(−µ2

st)]Y
k
n,m(θ), t < 0.

(65)

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó [9] J
′
ν(z) = Jν−1(z)− Jν+1(z) , îöåíêè [9,3]

|Jν(z)| = 1
Γ(ν + 1)

(z

2

)ν
,

|kn| ≤ c1n
m−2,

∣∣∣∣∣
∂q

∂θq
j

Y k
n,m(θ)

∣∣∣∣∣ ≤ c2n
m
2
−1+q, j = 1,m− 1, q = 0, 1, ...,

ãäå Γ(z) � ãàììà-ôóíêöèÿ, à òàê æå ëåììû, îãðàíè÷åíèÿ íà çàäàííûå ôóíêöèè
ϕ(r, θ), ψ1(t, θ), ψ2(t, θ) , àíàëîãè÷íî [4�6] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííûå íåîäíîçíà÷íûå ðå-
øåíèÿ (64), (65) ïðèíàäëåæàò èñêîìîìó êëàññó C(Ωαβ) ∩ C2(Ωα ∪ Ωβ) . Òåîðåìû äîêàçàíû.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå îáðàòíûå çàäà÷è â êëàññå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òè-
ïà Èòî ïî çàäàííûì ñâîéñòâàì äâèæåíèÿ, çàâèñÿùèì îò ÷àñòè ïåðåìåííûõ, è ñ óïðàâëåíèåì ïî
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé (çàäà÷à 1) è ñ óïðàâëåíèåì ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé (çàäà÷à 2). Â ýòèõ çàäà÷àõ
îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî óðàâíåíèé ðåãóëÿòîðà, îáåñïå÷èâàþùåå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Â ðàáîòå Åðóãèíà [1] ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(ÎÄÓ), êîòîðûå èìåþò çàäàííóþ èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ. Ýòà ðàáîòà âïîñëåäñòâèè îêàçàëàñü
îñíîâîïîëàãàþùåé â ñòàíîâëåíèè è ðàçâèòèè òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè ñèñòåì, îïèñû-
âàåìûõ ÎÄÓ [2,3].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñ óïðàâëåíèåì ïî ïðîèçâîäíûì

ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Èòî
{

ẋ = f(x, y, t), x ∈ Rn,

ẏ = g1(x, y, t) + σ1 (x, y, t) ξ̇, ξ ∈ Rk.
(1)

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü óðàâíåíèå ðåãóëÿòîðà (âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1)), òî åñòü îïðå-
äåëèòü êîýôôèöèåíòû g1(x, y, t) è σ1 (x, y, t) òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî

Λ(t) : λ(x, t) = 0, ãäå λ ∈ C22
xt , λ ∈ Rm, (2)

áûëî èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (1).
Çàäà÷à 2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñ óïðàâëåíèåì ïî ïðîèçâîäíûì

âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Èòî
{

ẋ = f(x, y, t),
ÿ = g2(x, y, t) + σ2 (x, y, t) ξ̇, y ∈ Rr.

(3)

Keywords: Inverse problems, stochastic di�erential equations, integral manyfold
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 34K29,60H10
c À. Å. Áåéáèòáàåâà, Ì. È. Òëåóáåðãåíîâ, 2010.
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Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü óðàâíåíèå ðåãóëÿòîðà (âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3)) ïî çàäàííîìó
èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ

Λ(t) : λ(x, t) = 0, ãäå λ ∈ C33
xt . (4)

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïî çàäàííûì âåêòîð-ôóíêöèÿì f, λ îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû g2(x, y, t)
è σ2(x, y, t) òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî (4) áûëî èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
(3).

Çäåñü x ∈ Rn, y ∈ Rr, ξ ∈ Rk, σ � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (r × k), {ξ1(t, ω), ..., ξk(t, ω)} �
ñèñòåìà íåçàâèñèìûõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ [4], çàäàííàÿ íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (Ω, U, P ).

Âåêòîð íåïðÿìîãî óïðàâëåíèÿ y ∈ Rr èçìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì äèíàìèêè
ðåãóëÿòîðà â âèäå ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Èòî ïåðâîãî ïîðÿäêà â çàäà÷å 1 è âòîðîãî ïîðÿäêà
â çàäà÷å 2.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè f(x, ẋ, t) , g1 (x, y, t) , g2 (x, y, t) è ìàòðèöû σ1 (x, y, t) ,
σ2 (x, y, t) íåïðåðûâíû ïî t è ëèïøèöåâû ïî x è y â îáëàñòè

UH(Λ) =
{
z = (xT , yT )T : ρ(z,Λ(t)) < H, H > 0

}
, (5)

÷òî îáåñïå÷èâàåò â (3) ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü äî ñòîõàñòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè
ðåøåíèÿ (x(t)T , y(t)T )T óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (x(t0)T , y(t0)T )T = (xT

0 , yT
0 )T ,

ÿâëÿþùåãîñÿ íåïðåðûâíûì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñòðîãî ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì [4].
Óêàçàííûå çàäà÷è â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé (σ1 ≡ σ2 ≡ 0) äîñòàòî÷íî

ïîëíî èññëåäîâàíû â [2,3], à ñòîõàñòè÷åñêèé ñëó÷àé (σ1 6= 0, σ2 6= 0) ìåòîäîì êâàçèîáðàùåíèÿ
ðåøàåòñÿ â [5].

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ â ðàáîòå [5] èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êâàçèîáðàùåíèÿ Ð.Ã. Ìóõàðëÿ-
ìîâà [3], â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò

Ëåììà 1 [3, ñ.12�13]. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû

H ϑ = g, H = (hµk) , ϑ = (ϑk), g = (gµ), µ = 1,m, k = 1, n, m ≤ n, (6)

ãäå ìàòðèöà H èìååò ðàíã ðàâíûé m , îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ϑ = s [H C] + H+g. (7)

Çäåñü s � ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà, [H C] = [h1 . . . hm cm+1 . . . cn−1] åñòü âåêòîð-
íîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ hµ = (hµk) è ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ cρ = (cρk), ρ = m + 1, n− 1;
H+ = HT

(
HHT

)−1
, HT � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê H.

Íà îñíîâå ëåììû 1 â [5] äîêàçàíû ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ
Ëåììà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) èìåëà çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîá-

ðàçèå (2) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî âåêòîð-ôóíêöèé {g1} èìåëî âèä

g1 = s1 [H1C] + (H1)
+ (A1 −G1) , (8)

à ìíîæåñòâî ìàòðèö äèôôóçèè {σ1} âèä
σ1i = s2 [H1C] + (H1)

+ (B1i) , i = 1, k, (9)

ãäå s1, s2 � ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû.
Ëåììà 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) èìåëà çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîá-

ðàçèå (4) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî âåêòîð-ôóíêöèé {g2} èìåëî âèä:

g2 = s3 [H2C1] + (H2)
+ (A2 −G2) , (10)
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à ìíîæåñòâî ìàòðèö äèôôóçèé {σ2} âèä

σ2i = s4 [H2C1] + (H2)
+ (B2i) , i = 1, k, (11)

ãäå s3, s4 � ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû.
Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷è 1 è 2 ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïðîåêòèðîâàíèÿ [3, ñ.23].
1. Ðåøåíèå çàäà÷è 1. Ñëåäóÿ ïðàâèëó ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé

ôóíêöèè λ = λ(x, t) , ñîñòàâèì óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

λ̈ = λxḟ + fT λxxf + 2λxtf + λtt, (12)

ãäå ḟ = fxf + fy ·
(
g1 + σ1ξ̇

)
+ ft + 1

2fyy : σσT + ft .
Ñ ïîìîùüþ îáîçíà÷åíèÿ

G1 = λx

[
fxf +

1
2
fyy : σσT + ft

]
+ fT λxxf + 2λxtf + λtt,

ïåðåïèøåì (12) â âèäå
λ̈ = G1 + λxfyg1 + λxfyσ1ξ̇. (13)

Äàëåå, ñëåäóÿ ìåòîäó Í.Ï. Åðóãèíà [1], ââåäåì ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè: m−ìåðíóþ âåêòîð-
ôóíêöèþ A1 è (m × k)−ìàòðèöó B1 , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A1(0, 0, x, y, t) ≡ 0,
B1(0, 0, x, y, t) ≡ 0 òàêèå, ÷òî

λ̈ = A1(λ, λ̇, x, y, t) + B1(λ, λ̇, x, y, t)ξ̇. (14)

Íà îñíîâå óðàâíåíèé (11) è (12) ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì:
{

λxfyg1 = A1 −G1,
λxfyσ1 = B1,

(15)

èç êîòîðûõ íóæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ {g1} è ìíîæåñòâî ìàòðèö
äèôôóçèé {σ1} . Îáîçíà÷èì H1 = λxfy è ìåòîäîì ïðîåêòèðîâàíèÿ [3, ñ. 23] èç ñîîòíîøåíèé
(15) îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèþ g1 :

g1 = (E − λT
x Γ−1λx)c + (H1)

+ (A1 −G1) (16)

è ñòîëáöû ìàòðèöû äèôôóçèè {σ1i} â âèäå:

σ1i = (E − λT
x Γ−1λx)c + (H1)

+ (B1i) , i = 1, k, (17)

ãäå ñ � ïðîèçâîëüíûé n-âåêòîð, Γ = λxλT
x .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1.Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) èìåëà çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîá-

ðàçèå (2) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî âåêòîð-ôóíêöèé {g1} èìåëî âèä (16), à ìíîæåñòâî
ìàòðèö äèôôóçèè {σ1} âèä (17).

Çàìå÷àíèå 1.1. Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå x ∈ R1, y ∈ R1 , λ ∈ R1, λ ∈ C22
xt çàäà÷è 1 óðàâíå-

íèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ðåçóëüòàòå äâóêðàòíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïðèìåò âèä:

λ̈ =
(

∂2λ

∂x2
f +

∂2λ

∂x∂t

)
f +

∂λ

∂x
ḟ +

∂2λ

∂t∂x
f +

∂2λ

∂t2
, (18)

ãäå ḟ = ∂f
∂xf + ∂f

∂y

(
g1 + σ1ξ̇

)
+ ∂f

∂t + σ2
1
2

∂2f
∂y2 .
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Îáîçíà÷èì G̃1 =
(

∂2λ
∂x2 f + ∂2λ

∂x∂t

)
f + ∂λ

∂x
∂f
∂xf + ∂λ

∂x
∂f
∂t + ∂λ

∂x
σ2
1
2

∂2f
∂y2 + ∂2λ

∂t∂xf + ∂2λ
∂t2

, òîãäà (18) çàïè-
øåòñÿ â âèäå:

λ̈ = G1 +
∂λ

∂x

∂f

∂y
g1 +

∂λ

∂x

∂f

∂y
σ1ξ̇. (19)

Ââåäåì ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè Í.Ï. Åðóãèíà [1] a1

(
λ, λ̇, x, y, t

)
, b1

(
λ, λ̇, x, y, t

)
,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì a1(0, 0, x, y, t) ≡ b1 (0, 0, x, y, t) ≡ 0 è òàêèå, ÷òî

λ̈ = a1(λ, λ̇, x, y, t) + b1(λ, λ̇, x, y, t)ξ̇. (20)

Ñðàâíèâàÿ (19) è (20), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì:

a1 = G̃1 +
∂λ

∂x

∂f

∂y
g1, (21)

b1 =
∂λ

∂x

∂f

∂y
σ1, (22)

èç êîòîðûõ íóæíî îïðåäåëèòü óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð g1 è êîýôôèöèåíò äèôôóçèè σ1 .
Èç ñîîòíîøåíèé (21) è (22) ïîëó÷àåì:

g1 =
(

∂λ

∂x

∂f

∂y

)−1 (
a1 − G̃1

)
, (23)

σ1 =
(

∂λ

∂x

∂f

∂y

)−1

b1. (24)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå
Ñëåäñòâèå 1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå x ∈ R1, y ∈

∈ R1 , λ ∈ R1, λ ∈ C22
xt îáëàäàëà èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì (2) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

êîýôôèöèåíò ñíîñà g1 èìåë âèä (23), à êîýôôèöèåíò äèôôóçèè σ1 âèä (24).
2. Ðåøåíèå çàäà÷è 2. Â ñèëó ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âòîðóþ è òðåòüþ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè λ = λ(x, t) :

λ̈ = λxḟ + f tλxxf + 2λxtf + λtt,

...
λ = (λxx + λxt) ḟ + λxf̈ + ḟT λxxf + fT (λxxx + λxxt) f + fT λxxḟ+

+2λxxtf + 2λxtḟ + λxtt + λttt, (25)

ãäå ḟ = fxf + fyẏ + ft , f̈ = (fxxf + fxyẏ + fxt) f + fxḟ + (fyxf + fyyẏ + fyt) · ẏ + fyÿ + ftxf+

+ftyẏ + ftt.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

G2 = (λxx + λxt) ḟ + λx[(fxxf + fxyy + fxt) f + fxḟ + (fyxf + fyyẏ + fyt) ẏ + ftxf+

+ftyẏ + ftt] + ḟT λxxf + fT (λxxx + λxxt) f + fT λxxḟ + 2λxxtf + 2λxtḟ + λxtt + λttt,

òîãäà óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (25) çàïèøåòñÿ â âèäå:
...
λ = G2 + λxfyg2 + λxfyσ2ξ̇. (26)
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Äàëåå, ñëåäóÿ ìåòîäó Åðóãèíà [1], ââåäåì ïðîèçâîëüíóþ m−ìåðíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ
A2

(
λ, λ̇, λ̈, x, y, t

)
è ìàòðèöó B2

(
λ, λ̇, λ̈, x, y, t

)
, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

A2(0, 0, 0, x, y, t) ≡ 0, B2(0, 0, 0, x, y, t) ≡ 0,

è òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
...
λ = A2(λ, λ̇, λ̈, x, y, t) + B2(λ, λ̇, λ̈, x, y, t)ξ̇. (27)

Ñðàâíèâàÿ (26) è (27), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ:
{

λxfyg2 = A2 −G2,
λxfyσ2 = B2,

(28)

èç êîòîðûõ íóæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâà êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà {g2} è ìàòðèö äèôôóçèé
{σ2} .

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç H2 = λxfy è èñïîëüçóÿ ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ [3], èç ñîîòíîøåíèé (26)
îïðåäåëèì ìíîæåñòâî {g2} â âèäå:

g2 = (E − λT
x Γ−1λx)c + (H2)

+ (A2 −G2) , (29)

à ñòîëáöû ìíîæåñòâà ìàòðèö äèôôóçèé {σ2} â âèäå:

σ2i = (E − λT
x Γ−1λx)c + (H2)

+ (B2i) , i = 1, k, (30)

ãäå ñ � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, Γ = λxλT
x .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2.Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) èìåëà çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîá-

ðàçèå (4) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî âåêòîð-ôóíêöèé {g2} èìåëî âèä (29), à ìíîæåñòâî
ìàòðèö äèôôóçèé {σ2} âèä (30).

Çàìå÷àíèå 2.1. Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå x ∈ R1, y ∈ R1 , λ ∈ R1, λ ∈ C22
xt çàäà÷è 2 óðàâíå-

íèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ðåçóëüòàòå òðåõêðàòíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïðèìåò âèä:

...
λ =

((
∂3λ

∂x3
f +

∂3λ

∂x2∂t

)
f +

∂2λ

∂x2
ḟ +

∂3λ

∂x∂t∂x
f +

∂3λ

∂x∂t2

)
f + 2

(
∂2λ

∂x2
f +

∂2λ

∂x∂t

)
ḟ+

+
∂λ

∂x
f̈ +

(
∂3λ

∂t∂x2
f +

∂3λ

∂t∂x∂t

)
f +

∂2λ

∂t∂x
ḟ +

∂3λ

∂t2∂x
f +

∂3λ

∂t3
, (31)

ãäå
f̈ =

(
∂2f

∂x2
f +

∂2f

∂x∂y
ẏ +

∂2f

∂x∂t

)
f +

∂f

∂x
ḟ +

(
∂2f

∂y∂x
f +

∂2f

∂y2
ẏ +

∂2f

∂y∂t

)
ẏ+

+
∂f

∂y
ÿ +

∂2f

∂t∂x
f +

∂2f

∂t∂y
ẏ +

∂2f

∂t2
.

Îáîçíà÷èì

G̃2 =
((

∂3λ

∂x3
f +

∂3λ

∂x2∂t

)
f +

∂2λ

∂x2
ḟ +

∂3λ

∂x∂t∂x
f +

∂3λ

∂x∂t2

)
f + 2

(
∂2λ

∂x2
f +

∂2λ

∂x∂t

)
ḟ+

+
(

∂3λ

∂t∂x2
f +

∂3λ

∂t∂x∂t

)
f +

∂2λ

∂t∂x
ḟ +

∂3λ

∂t2∂x
f +

∂3λ

∂t3
+

∂λ

∂x

[(
∂2f

∂x2
f +

∂2f

∂x∂y
ẏ +

∂2f

∂x∂t

)
f+

+
∂f

∂x
ḟ +

(
∂2f

∂y∂x
f +

∂2f

∂y2
ẏ +

∂2f

∂y∂t

)
ẏ +

∂2f

∂t∂x
f +

∂2f

∂t∂y
ẏ +

∂2f

∂t2

]
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è ïåðåïèøåì (31) â âèäå:
λ̈ = G̃2 +

∂λ

∂x

∂f

∂y
g2 +

∂λ

∂x

∂f

∂y
σ2ξ̇. (32)

Äàëåå, ñëåäóÿ ìåòîäó Í.Ï. Åðóãèíà [1], ââåäåì ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

a2

(
λ, λ̇, λ̈, x, y, t

)
, b2

(
λ, λ̇, λ̈, x, y, t

)
,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

a2(0, 0, 0, x, y, t) ≡ b2 (0, 0, 0, x, y, t) ≡ 0,

è òàêèå, ÷òî ...
λ = a2(λ, λ̇, λ̈, x, y, t) + b2(λ, λ̇, λ̈, x, y, t)ξ̇. (33)

Ñðàâíèâàÿ (32) è (33), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì:

a2 = G̃2 +
∂λ

∂x

∂f

∂y
g2, (34)

b2 =
∂λ

∂x

∂f

∂y
σ2, (35)

èç êîòîðûõ íóæíî îïðåäåëèòü óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð g2 è êîýôôèöèåíò äèôôóçèè σ2 .
Èç ñîîòíîøåíèé (34) è (35) ïîëó÷àåì

g2 =
(

∂λ

∂x

∂f

∂y

)−1 (
a2 − G̃2

)
, (36)

σ2 =
(

∂λ

∂x

∂f

∂y

)−1

b2. (37)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå
Ñëåäñòâèå 2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå x ∈ R1, y ∈

∈ R1 , λ ∈ R1, λ ∈ C22
xt îáëàäàëà èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì (4) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîýô-

ôèöèåíò ñíîñà g2 èìåë âèä (36), à êîýôôèöèåíò äèôôóçèè σ2 âèä (37).
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùàþò íà ñòîõàñòè÷åñêèé ñëó÷àé èçâåñòíûå â êëàññå ÎÄÓ óòâåð-

æäåíèÿ È.À. Ìóõàìåòçÿíîâà, Ð.Ã. Ìóõàðëÿìîâà [3].
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ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎÅ ÑÂÅÐÕÇÂÓÊÎÂÎÅ ÒÅ×ÅÍÈÅ
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Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎèÍ ÐÊ
050100 Àëìàòû Ïóøêèíà, 125 ked@math.kz

Èçó÷åíû îñîáåííîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî îáòåêàíèÿ êðóãëîé ñòðóè íà îñíîâå òðåõìåðíûõ óðàâíå-
íèé Íàâüå-Ñòîêñà, çàìêíóòûõ àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëüþ òóðáóëåíòíîñòè Áîëäóèíà-Ëîìàêñà. Ïðîâå-
äåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïëîñêîé è ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷ ïåðïåíäè-
êóëÿðíîãî âäóâà ñòðóè â ñâåðõçâóêîâîé ïîòîê. Âûÿâëåíû äîïîëíèòåëüíûå îñîáåííîñòè òðåõìåðíî-
ãî îáòåêàíèÿ êðóãëîé ñòðóè, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî óìåíüøåíèå èíòåíñèâíîñòè ñêà÷êîâ óïëîòíåíèÿ
è ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ íà ñòåíêå â ðåçóëüòàòå áîêîâîãî ïåðåòåêàíèÿ íàáåãàþùåãî ïîòîêà.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ ñâåðõçâóêîâûõ òå÷åíèé íàä îá-
òåêàåìîé ïîâåðõíîñòüþ ïðè íàëè÷èè íà ïîâåðõíîñòè óñòóïîâ è ñòðóé. Âîïðîñó îáòåêàíèÿ ïðå-
ïÿòñòâèé è ñòðóé ïîñâÿùåí ðÿä ýêñïåðèìåíòàëüíûõ [1�5] è òåîðåòè÷åñêèõ [6�9] èññëåäîâàíèé.
Â ðàáîòàõ [6�7] ÷èñëåííî ìîäåëèðóåòñÿ ùåëåâîé ïîïåðå÷íûé âäóâ âîäîðîäà â êàíàëå ÏÂÐÄñã,
ðàáîòà [8] ïîñâÿùåíà àäàïòèðîâàííîé ñåòêå, àâòîðû [9] èññëåäóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû çàäà-
íèÿ òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè. Èç ýêñïåðèìåíòîâ èçâåñòíî, ÷òî ïðè òðåõìåðíîì âçàèìîäåéñòâèè
ïîïåðå÷íîé ñòðóè ñ ïîòîêîì, â îòëè÷èè îò äâóìåðíîãî, íàðÿäó ñ âîçíèêíîâåíèåì îòðûâà è
âîçâðàòíûõ òå÷åíèé êàê ïåðåä ñòðóåé, òàê è çà íåé, ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îñîáåííî-
ñòè, ê ïðèìåðó, áîêîâîå ïåðåòåêàíèå ïîòîêà. Áîëüøèíñòâî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíû ïëîñêîìó
îáòåêàíèþ è íà äàííûé ìîìåíò ñóùåñòâóåò íåìíîãî ðàáîò, â êîòîðûõ òåîðåòè÷åñêè ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîå îáòåêàíèå ïîïåðå÷íîé êðóãëîé ñòðóè. Ñîîòâåòñòâåííî íå äî êîíöà
èññëåäîâàíû òðåõìåðíûå ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ è èõ îòëè÷èå îò ïëîñêîãî òå÷åíèÿ. Öåëüþ
äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ
ñ ïîïåðå÷íûì âäóâîì ñòðóé íà íèæíåé è âåðõíåé ñòåíêàõ êàíàëà èç êðóãëûõ îòâåðñòèé, ðàñ-
ïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî. Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âäóâ ñòðóè òîëüêî ñ
íèæíåé ñòåíêè.

Keywords: Turbulence, supersonic �ow
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 76F40
c À. Î. Áåêåòàåâà, 2010.
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Ñõåìà òå÷åíèÿ ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 1

Ðèñ. 1: Ñõåìà òå÷åíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â êà÷åñòâå èñõîäíîé ïðèíÿòà ñèñòåìà òðåõ-
ìåðíûõ îñðåäíåííûõ ïî Ôàâðó óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ ñæèìàåìîãî òóðáóëåíòíîãî ãàçà,
çàïèñàííàÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â êîíñåðâàòèâíîé ôîðìå:

∂~U

∂t
+

∂
(

~E − ~Ev

)

∂x
+

∂
(

~F − ~Fv

)

∂z
+

∂
(

~G− ~Gv

)

∂y
= 0, (1)

~U =




ρ
ρu
ρv
ρw
Et




, ~E =




ρu
ρu2 + P
ρuv
ρuw
(Et + P )u




, ~F =




ρw
ρuw
ρvw
ρw2 + P
(Et + P ) w




, ~G =




ρv
ρuv
ρv2 + P
ρvw
(Et + P ) v




,

êîìïîíåíòû
~Ev, ~Fv, ~Gv

ñâÿçàíû ñ âÿçêèìè íàïðÿæåíèÿìè:

~Ev = (0, τxx, τxy, τxz, uτxx + vτxy + wτxz − qx)T ,

~Fv = (0, τxz, τyz, τzz, uτxz + vτyz + wτzz − qz)
T ,

~Gv = (0, τxy, τyy, τyz, uτxy + vτyy + wτyz − qy)
T .

Äëÿ äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

P = (γ − 1)
[
Et − 1

2
(
ρu2 + ρw2 + ρv2

)]
,

T =
(

1
ρcv

)[
Et − 1

2
(
ρu2 + ρw2 + ρv2

)]
, cv =

1
γ (γ − 1) M2∞

.

Òåíçîðû íàïðÿæåíèÿ è ïîòîêè òåïëà âûðàæàþòñÿ â âèäå:
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τxx =
2
3

µt

Re
(2ux − wz − vy) , τzz =

2
3

µt

Re
(2wz − ux − vy) , τyy =

2
3

µt

Re
(2vy − ux − wz) ,

τxz = τzx =
µt

Re
(uz + wx) , τxy = τyx =

µt

Re
(uy + vx) , τyz = τzy =

µt

Re
(wy + vz) ,

qx = − µ t

(γ − 1)M2∞PrRe
Tx , qy = − µ t

(γ − 1)M2∞PrRe
Ty, qz = − µ t

(γ − 1)M2∞PrRe
Tz.

Çäåñü t � âðåìÿ, u,w, v � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîòîêà â ïðîäîëüíîì è â ïîïåðå÷íîì íà-
ïðàâëåíèÿõ, ρ � ïëîòíîñòü, P � äàâëåíèå, T � òåìïåðàòóðà, cv � òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì
îáúåìå, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, M0 è M∞ � ÷èñëà Ìàõà ñòðóè è ïîòîêà, µt � êîýôôèöèåíò
òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè, 0 � îòíåñåí ê ïàðàìåòðàì ñòðóè, ∞ � ê ïàðàìåòðàì ïîòîêà.

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1) çàïèñàíà â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåò-
ðîâ ïðèíÿòû ïàðàìåòðû íà âõîäå u∞, ρ∞, T∞ , äàâëåíèå è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îòíåñåíû ê çíà÷åíèþ
ρ∞u2∞ , õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì äëèíû ÿâëÿåòñÿ äèàìåòð êðóãëîãî îòâåðñòèÿ. Ñèñòåìà (1) çà-
ìêíóòà ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè Áîëäóèíà-Ëîìàêñà [10].

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íà âõîäå çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû ïîòîêà

u = 1, v = 0, w = 0, ρ = 1, T = 1, x = 0, 0 ≤ y ≤ Hy, 0 ≤ z ≤ Hz;

âî âõîäíîì ñå÷åíèè âáëèçè ñòåíêè çàäàåòñÿ ïîãðàíè÷íûé ñëîé, ïðîôèëü ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñòåïåííûì çàêîíîì íà íèæíåé ñòåíêå:

u = 0, v = 0, w = 0,
∂T

∂z
= 0 ,

∂P

∂z
= 0, z = 0, 0 < x ≤ Hx, 0 ≤ y ≤ Hy;

â ñòðóå:

u = 0, v = 0, T = 0.6, w =
√

TM0

/
M∞, P0 = nP∞, z = 0,

∣∣x2 + y2
∣∣ ≤ R;

íà âåðõíåé ãðàíèöå óñëîâèå ñèììåòðèè:

w = 0,
∂u

∂z
= 0,

∂v

∂z
= 0,

∂T

∂z
= 0, z = H, 0 < x ≤ Hx, 0 ≤ y ≤ Hy;

íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ:

∂u

∂y
=

∂v

∂y
=

∂w

∂y
=

∂ρ

∂y
= 0, y = 0, y = Hy, 0 < x ≤ Hx, 0 ≤ z ≤ Hz;

ãäå Hx � äëèíà, Hz � âûñîòà, Hy � øèðèíà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, R � ðàäèóñ êðóãëîãî îòâåðñòèÿ;
íà âûõîäíîé ãðàíèöå çàäàåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå íåîòðàæåíèÿ [11].

Ìåòîä ðåøåíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ñëåäóþùåãî âèäà
[12]:

ξ(x) = K +
1
τ
arsh

[(
x

xc
− 1

)
sh(τK)

]
, η(z) = H

[
(β + 1)− (β − 1)

(
β+1
β−1

)1− z
a

]

[(
β+1
β−1

)1− z
a + 1

] (2)
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ζ(y) = K + 1
τ arsh

[(
y
yc
− 1

)
sh(τK)

]
, ãäå K = 1

2τ ln
[(

1 + (eτ − 1)xc
L

)/(
1− (eτ − 1)xc

L

)]
, β, τ

� ïàðàìåòðû ñãóùåíèÿ, β, τ > 1, a � âûñîòà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ, xc

� òî÷êà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ñãóùåíèå.
Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (1) â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ çàïèøóòñÿ â âèäå:

∂ Ũ

∂t
+

∂ Ẽ

∂ξ
+

∂ F̃

∂η
+

∂ G̃

∂ζ
=

∂Ẽv2

∂ξ
+

∂Ẽvm

∂ξ
+

∂F̃v2

∂η
+

∂F̃vm

∂η
+

∂G̃v2

∂ζ
+

∂G̃vm

∂ζ
, (3)

ãäå

Ũ =
1
J

~U, Ẽ =
(

ξx

J

)
~E, F̃ =

(ηz

J

)
~F , Ẽv2 =

(
ξx

J

)
~Ev2, Ẽvm =

(
ξx

J

)
~Evm,

F̃v2 =
(ηz

J

)
~Fv2, F̃vm =

(ηz

J

)
~Fvm, G̃v2 =

(ηz

J

)
~Gv2, G̃vm =

(ηz

J

)
~Gvm,

J = ∂(ξ,η,ζ)
∂(x,z,y) � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îäíîøàãîâàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà Ýéëåðà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ñèñòåìû
óðàâíåíèé (3) ïðèìåò âèä:

Ũn+1+∆t

(
∂Ẽn+1

∂ξ
+

∂F̃n+1

∂η
+

∂ G̃n+1

∂ζ
− ∂Ẽn+1

vm

∂ξ
− ∂Ẽn+1

v2

∂ξ
− ∂F̃n+1

vm

∂η
− ∂F̃n+1

v2

∂η
− ∂G̃n+1

vm

∂ζ
− ∂G̃n+1

v2

∂ζ

)
=

= Ũn + O
(
∆t2

)
. (4)

Ëèíåàðèçîâàííàÿ îòíîñèòåëüíî âåêòîðà Ũ ñèñòåìà (4) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Áèìà-Óîðìèíãà
[13]. Äëÿ ýòîãî â ñèñòåìå (4) âåêòîðû ïîòîêîâ Ẽ, F̃ ,G̃ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:

Ẽn+1 ≈ An
ξ Ũn+1, F̃n+1 ≈ Bn

η Ũn+1, G̃n+1 ≈ Qn
ζ Ũn+1, (5)

ãäå Aξ = ξx A ,Bη = ηz B, Qζ = ζy Q, A = ∂ ~E
∂~U

, B = ∂ ~F
∂~U

, Q = ∂ ~G
∂~U

� ìàòðèöû ßêîáè.
×ëåíû, ñîäåðæàùèå âòîðûå ïðîèçâîäíûå, àíàëîãè÷íî ïëîñêîé çàäà÷å ïðåäñòàâëÿþòñÿ â

âèäå ñóììû äâóõ âåêòîðîâ:

Ẽn+1
v2 = Ẽn+1

v21 + Ẽn
v22 , F̃n+1

v2 = F̃n+1
v21 + F̃n

v22, G̃n+1
v2 = G̃n+1

v21 + G̃n
v22, (6)

ãäå âåêòîðû Ẽn+1
v21 , F̃n+1

v21 è G̃n+1
v21 èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Ẽn+1
v21 =

µt ξx

ReJ

[
0, 43

∂

∂ ξ

(
uρ

ρ

)n+1

,
∂

∂ ξ

(
vρ

ρ

)n+1

,
∂

∂ ξ

(
wρ

ρ

)n+1

,
γ

Pr
∂

∂ ξ

(
Et

ρ

)n+1
]T

,

F̃n+1
v21 =

µtηz

ReJ

[
0, ∂

∂ η

(
uρ

ρ

)n+1

,
∂

∂ η

(
vρ

ρ

)n+1

,
4
3

∂

∂η

(
wρ

ρ

)n+1

,
γ

Pr
∂

∂η

(
Et

ρ

)n+1
]T

,

G̃n+1
v21 =

µtζy

ReJ

[
0, ∂

∂ ζ

(
uρ

ρ

)n+1

,
4
3

∂

∂ ζ

(
vρ

ρ

)n+1

,
∂

∂ ζ

(
wρ

ρ

)n+1

,
γ

Pr
∂

∂ ζ

(
Et

ρ

)n+1
]T

,
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à âåêòîðû Ẽn
v12 è F̃n

v22 ñîäåðæàò îñòàâøèåñÿ äèññèïàòèâíûå ôóíêöèè âèäà:

Ẽn
v22 =

ξ2
x

ReJ

[
0,0,0,

[(
µt − γµt

Pr

)(
w

∂w

∂ξ

)
+

(
µt − γµt

Pr

)(
v
∂v

∂ ξ

)
+

(4
3µt − γµt

Pr

)
u

∂u

∂ξ

]n]T

,

F̃n
v22 =

η2
z

ReJ

[
0,0,0,

[(
µt − γµt

Pr

)(
u

∂u

∂η

)
+

(
µt − γµt

Pr

)(
w

∂w

∂η

)
+

(4
3µt − γµt

Pr

)
w

∂w

∂η

]n]T

,

G̃n
v22 =

ζ2
y

ReJ

[
0,0,0,

[(
µt − γµt

Pr

)(
u

∂u

∂ζ

)
+

(
µt − γµt

Pr

) (
w

∂w

∂ζ

)
+

(4
3µt − γµt

Pr

)
v

∂v

∂ ζ

]n]T

.

Äëÿ âåêòîðîâ ïîòîêîâ ñî ñìåøàííûìè ïðîèçâîäíûìè èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî ÿâíîé
ñõåìå. Ñ ó÷åòîì (5)�(6) ñèñòåìà (4) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[
I + ∆t

{
∂An

ξ

∂ξ
+

∂Bn
η

∂η
+

∂Qn
ζ

∂ζ
− ∂

∂ξ

µtξ
2
x

ReJ

∂

∂ξ

(
1

Un
1

)
− (7)

− ∂

∂η

µtη
2
z

ReJ

∂

∂η

(
1

Un
1

)
− ∂

∂ζ

µtζ
2
y

ReJ

∂

∂ζ

(
1

Un
1

)}]
Ũn+1 = Ũn+

+∆t

[
2

(
∂Ẽn

vm

∂ξ
+

∂F̃n
vm

∂η
+

∂G̃n
vm

∂ζ

)
−

(
∂Ẽn−1

vm

∂ξ
+

∂F̃n−1
vm

∂η
+

∂G̃n−1
vm

∂ζ

)
+

∂Ẽn
v12

∂ξ
+

∂F̃n
v22

∂η
+

∂G̃n
v22

∂ζ

]
+

+O

(
∆t2

2

)
.

Ïðèìåíåíèå ôàêòîðèçàöèè ê (7) ïðèâîäèò ê òðåì îäíîìåðíûì îïåðàòîðàì, ðåøåíèå êîòî-
ðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ìàòðè÷íîé ïðîãîíêîé:

1 øàã. [
I + ∆t

{
∂An

ξ

∂ξ
− ∂

∂ξ

µtξ
2
x

ReJ

∂

∂ξ

(
1

Un
1

)}]
U∗ = RHSn.

2 øàã.
[
I + ∆t

{
∂Bn

η

∂η
− ∂

∂η

µtη
2
z

ReJ

∂

∂η

(
1

Un
1

)}]
U∗∗ = U∗. (8)

3 øàã.
[
I + ∆t

{
∂Qn

ζ

∂ζ
− ∂

∂ζ

µtζ
2
y

ReJ

∂

∂ζ

(
1

Un
1

)}]
Ũn+1 = U∗∗,

ãäå RHSn � ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (7). Ïðè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ â êîíâåê-
òèâíûõ è äèôôóçèîííûõ ÷ëåíàõ èñïîëüçîâàíû öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ñî âòîðûì
ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü íà
ðàçíåñåííîé ñåòêå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ðàçìåðîì 201 × 101 × 81, äèàïàçîí ïà-
ðàìåòðîâ áûë ïðèíÿò ñëåäóþùèì: ∆x = 0.1 ÷ 0.5, ∆z = 0.06 ÷ 0.25, ∆y = 0.1 ÷ 0.5, øàã ïî
âðåìåíè âàðüèðîâàëñÿ â ïðåäåëàõ ∆t = 0.025 ÷ 0.05. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü
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ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ õàðàêòåðíûõ ïàðàìåòðîâ: Pr = 0.9 , M0 = 1 , 1.5 ≤ M∞ ≤ 4,
1 ≤ n ≤ 15. Äëÿ ïîäàâëåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ âîçìóùåíèé íà îêîí÷àòåëüíîì ýòàïå ââîäèëîñü
ñãëàæèâàíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûì êîýôôèöèåíòîì ε ïðè ñãëàæèâàþùèõ ÷ëåíàõ.

Èç ýêñïåðèìåíòîâ èçâåñòíî [1, 3], ÷òî ïðîòÿæåííîñòü îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ è åãî èíòåí-
ñèâíîñòü â òðåõìåðíîì ñëó÷àå çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ïîòîê
ìîæåò îáòåêàòü êðóãëóþ ñòðóþ íå òîëüêî ñâåðõó, íî è ñ áîêîâ. Êàê âèäíî, èç ãðàôèêà 2à
(M∞ = 4, M0 = 1, Pr = 0.9, Re = 104, γ = 1.4, n = 4), ãäå ïðåäñòàâëåíî ïîëå èçîáàð â ïëîñ-
êîñòè ñèììåòðèè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è, ãîëîâíîé ñêà÷îê óïëîòíåíèÿ íå ïîäíèìàåòñÿ
äî âåðõíåé ãðàíèöû è ñîîòâåòñòâåííî íå îòðàæàåòñÿ îò íåå. Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà íåðàñ÷åò-
íîñòè äî n = 10 (ðèñóíîê 2á) òàêæå íå ïðèâîäèò ê îòðàæåíèþ ãîëîâíîãî ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ
îò ãðàíèöû. Íà ðèñóíêå 2â ( n = 4) è ðèñóíêå 2ã ( n = 10), ãäå ïîêàçàí ÷èñëåííûé ýêñïåðè-
ìåíò äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è, âèäíî, ÷òî ãîëîâíîé ñêà÷îê óïëîòíåíèÿ äîõîäèò äî âåðõíåé ãðàíèöû
è îòðàæàåòñÿ îò íåå. Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ðèñóíêîâ äëÿ äâóõ- è òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ ñâèäå-
òåëüñòâóþò îá óìåíüøåíèè èíòåíñèâíîñòè ýòîãî ñêà÷êà ïðè ïðîñòðàíñòâåííîì òå÷åíèè. Â òî
æå âðåìÿ îáùàÿ êàðòèíà óäàðíî-âîëíîâîé ñòðóêòóðû òî÷åê òîðìîæåíèÿ îñòàåòñÿ àíàëîãè÷íîé
äâóìåðíîìó ñëó÷àþ, à èìåííî, ïåðåä ñòðóåé íàáëþäàþòñÿ ãîëîâíîé (1 íà ðèñóíêå), êîñîé (2 íà
ðèñóíêå) è çàìûêàþùèé (3 íà ðèñóíêå) ñêà÷êè óïëîòíåíèÿ, îáðàçóþùèå ñëîæíóþ λ-îáðàçíóþ
ñèñòåìó ñêà÷êîâ.

Èç ðàñïðåäåëåíèÿ ìåñòíîãî ÷èñëà Ìàõà (ðèñóíîê 3à � ïðîñòðàíñòâåííîå îáòåêàíèå ñòðóè,
ðèñóíîê 3á � ùåëåâîå îáòåêàíèå ñòðóè ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ M∞ = 4, M0 = 1, n =
10, Pr = 0.9, Re = 104, γ = 1.4.) ìîæíî óâèäåòü ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå ðàçìåðîâ áî÷êî-
îáðàçíîé ñòðóêòóðû, âîçíèêàþùåé ïðè âäóâå êðóãëîé ñòðóè ïî ñðàâíåíèþ ñ ùåëåâîé.

Ðèñ. 2: Âëèÿíèå ïàðàìåòðà íåðàñ÷åòíîñòè íà ðàñïðåäåëåíèå èçîáàð.
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Ðèñ. 3: Ðàñïðåäåëåíèå ìåñòíîãî ÷èñëà Ìàõà.

Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà ñòåíêå â ïëîñêîñòè ñèììåòðèè (ðèñóíîê 4, äëÿ äâóìåðíîãî (êðè-
âàÿ 1) è òðåõìåðíîãî (êðèâàÿ 2) ñëó÷àåâ) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåä ñòðóåé, âñëåäñòâèå òîðìîæåíèÿ
íàáåãàþùåãî ïîòîêà, ïîâûøàåòñÿ äàâëåíèå. Â ïåðåäíåé çàñòîéíîé çîíå îíî ïîíèæàåòñÿ ââèäó
íàèáîëüøåé ñêîðîñòè âîçâðàòíîãî òå÷åíèÿ. Çàòåì íàáëþäàåòñÿ åãî äàëüíåéøèé ðîñò, ñ ìàêñè-
ìóìîì çà çàìûêàþùèì ñêà÷êîì óïëîòíåíèÿ. Äàâëåíèå íà çàäíåé ãðàíèöå ñòðóè ñóùåñòâåííî
íèæå, ÷åì íà ïåðåäíåé ãðàíèöå ñòðóè, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î çîíå ðàçðåæåíèÿ. Èç ñðàâíåíèÿ
êðèâûõ 1 è 2 ìîæíî âèäåòü, ÷òî äëèíà äåéñòâèÿ èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ íà ñòåíêå è åãî âåëè÷èíà
äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëó÷àÿ ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ.

Ðèñ. 4: Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà ñòåíêå ïðè M∞ = 4, M0 = 1, n = 10, Pr = 0.9, Re = 104.

Êàê èçâåñòíî èç ýêñïåðèìåíòîâ [1], ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ âáëèçè ñòðóè íà ñòåíêå, ò.å. ïîëå
èçîáàðè÷åñêèõ êðèâûõ, àïïðîêñèìèðóåòñÿ êðèâîëèíåéíûìè çàìêíóòûìè, âëîæåííûìè äðóã â
äðóãà ýëëèïñàìè, äàâëåíèå âäîëü êîòîðûõ ïîñòîÿííî.Ýòó êàðòèíó ìîæíî íàáëþäàòü â ëåâîé
÷àñòè ðèñóíêà 5, ãäå ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå èçîáàð âáëèçè ñòåíêè äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé
÷èñëà Ìàõà ïîòîêà à) M∞ = 4, á) M∞ = 2 è â) M∞ = 1, 5. Ïåðåä ñòðóåé äàâëåíèå ïðèíèìàåò
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, à çà ñòðóåé îáðàçóåòñÿ çîíà ñ ïîíèæåííûì äàâëåíèåì. Èç ãðàôèêîâ
ïðîñëåæèâàåòñÿ, êàê óâåëè÷èâàþòñÿ çîíà ñ ïîâûøåííûì äàâëåíèåì ïåðåä ñòðóåé è çíà÷åíèå
ñàìîãî èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ ñ óìåíüøåíèåì Ìàõà ïîòîêà , òàê äëÿ M∞ = 4 ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå äàâëåíèÿ 0,08, äëÿ M∞ = 2 - 0,22, à äëÿ M∞ = 1, 5 îíî ðàâíî 0,38. Ïîêàçàíî, ÷òî
ãðàíèöû íàêëîííîãî (5 � íà ðèñóíêå) ñêà÷êîâ óïëîòíåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò óìåíüøåíèÿ ÷èñëà
Ìàõà ïîòîêà ðàñøèðÿþòñÿ. Ýòè ëèíèè ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè ïåðåäíåé çàñòîéíîé çîíû.
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Ðèñ. 5: Âëèÿíèå ÷èñëà Ìàõà ïîòîêà íà ðàñïðåäåëåíèå èçîáàð è ìåñòíîãî ÷èñëà Ìàõà â ïëîñêîñòè
yx â ñå÷åíèè z = 0.06.

Âûøåîïèñàííûé ïðîöåññ ïîäòâåðæäàåòñÿ êàðòèíîé ðàñïðåäåëåíèÿ ìåñòíîãî ÷èñëà Ìàõà â
ïëîñêîñòè, ïðåäñòàâëåííûé â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà 5 äëÿ à) M∞ = 4, á) M∞ = 2 è â) M∞ = 1, 5.
Ê ïðèìåðó, õîðîøî âèäíà ãðàíèöà âäóâàåìîé ñòðóè è ñâåðõçâóêîâàÿ çîíà íåïîñðåäñòâåííî
âîêðóã íåå, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå óñêîðåíèÿ ïîòîêà, îáîãíóâøåãî ñòðóþ. Âèäíî, ÷òî
ñ óìåíüøåíèåì ÷èñëà Ìàõà ïîòîêà ýòà çîíà óâåëè÷èâàåòñÿ è ðàñøèðÿåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê
íàáåãàþùåìó ïîòîêó.

Èçó÷åííûé ìåõàíèçì âçàèìîäåéñòâèÿ ïîïåðå÷íîé âäóâàåìîé ñòðóè ñ ïîòîêîì êà÷åñòâåííî
ñîãëàñóåòñÿ ñ îïûòíûìè äàííûìè ðàáîò [1, 3]. Òàê íà ðèñóíêå 6 (M∞ = 3, M0 = 1, d = 1.4 ñì,
Re = 1.87 ∗ 107, n = 15) ïðèâåäåíû èçîáàðû âáëèçè ñòåíêè (ðèñóíîê 6à â ïëîñêîñòè z = 0.06)
è äàâëåíèå íà ïëîñêîñòè ñèììåòðèè (ðèñóíîê 6 á) èç âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà è íèæå
îïûòíûå äàííûå (ðèñóíîê 6 â), âûïîëíåííûå äëÿ òåõ æå ïàðàìåòðîâ ïîòîêà è ñòðóè, íî ñ
íåðàñ÷åòíîñòüþ n = 100 ðàáîòû [1].

Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâåðõçâóêîâîãî òå÷å-
íèÿ ïðè íàëè÷èè ïîïåðå÷íîãî âäóâà ñòðóè ÷åðåç êðóãëîå îòâåðñòèå íà ñòåíêå. Çàäà÷à ðåøåíà
â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âûõîäå çàäàíû
íà àíàëèçå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âîëí. Ðàññìîòðåíî âëèÿíèå òàêèõ ïàðàìåòðîâ êàê ÷èñëî Ìàõà
ïîòîêà è íåðàñ÷åòíîñòü íà âçàèìîäåéñòâèå ñòðóè ñ íàáåãàþùèì ïîòîêîì. Ïðèâåäåííûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èçîáàð âáëèçè ñòåíêè èç âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà êà÷åñòâåííî ñîãëàñóþòñÿ
ñ èçâåñòíûìè îïûòíûìè äàííûìè.
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ÎÁ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÈ È ÐÀÇÄÅËÈÌÎÑÒÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ
ØÒÓÐÌÀ�ËÈÓÂÈËËß
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Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎèÍ ÐÊ
050010 Àëìàòû Ïóøêèíà, 125 bilal44@mail.ru

Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè è ðàçäåëèìîñòè îïåðàòîðàØòóðìà�
Ëèóâèëëÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü J = (a, b), ρ , υ ∈ C loc(J) è âûïîëíåíî óñëîâèå À[2]: Äëÿ
íåêîòîðîãî c ∈ (a, b) ôóíêöèÿ

Ta =

c∫

t

ρ−1(s)

c∫

s

v(τ)dτds (Tb =

t∫

c

ρ−1(s)

s∫

c

v(τ)dτds)

1) íå èíòåãðèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a (b) ,
2) lim

t→a
Ta(t) = ∞ (lim

t→b
Tb(t) = ∞).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Lp , ñîîòâåòñòâóþùèé óðàâíåíèþ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ â Lp , 1 < p ≤
∞,

Lpy ≡ −(ρ(x)y′(x))′ + υ(x)y(x) = 0. (1)

Ñóùåñòâóåò îïåðàòîð L−1
p è îí îãðàíè÷åí â Lp . Ïóñòü r(·) ∈ Lloc

q íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà rL−1

p èç Lp â Lq , ãäå 1 < p 6 q 6 ∞ . Èç
ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà, â ÷àñòíîñòè êîãäà q = p è r(·) = υ(·) , ñëåäóåò ðàçäåëèìîñòü îïåðà-
òîðà Lp â Lp . Âîïðîñ ðàçäåëèìîñòè îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ âïåðâûå ðàññìàòðèâàëñÿ â
ðàáîòàõ Everitt W.N. è Giertz M. [1].

Ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

d+(x) = sup{d > 0 :

x+d∫

x

ρ−1(s)ds

x+d∫

x

v(s)ds ≤ 1 , [x, x + d) ⊂ J} ,

Keywords: Operator, boundedness, separability, Green function, Chardy inequality
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d−(x) = sup{d > 0 :

x∫

x−d

ρ−1(s)ds

x∫

x−d

v(s)ds ≤ 1 , (x− d, x] ⊂ J} .

Ïîëîæèì

ϕ+(x) =

x+d+(x)∫

x

ρ−1(s)ds , ϕ−(x) =

x∫

x−d−(x)

ρ−1(s)ds.

Òåîðåìà [2].Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå A. Òîãäà óðàâíåíèå (1) èìååò äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèÿ y+(x) è y−(x) , îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) y±(x) > 0, y′±(x) 6= 0 , x ∈ J ;
2.1) y+(x) ìîíîòîííî óáûâàåò, y−(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è lim

x→b
y+(x) = 0 è lim

x→a
y−(x) =

0 ïðè b = ∞ , a = −∞ ñîîòâåòñòâåííî;

2.2) lim
x→b

y+(x) = 0, lim
x→a

y−(x) = 0 ïðè
b∫
c

v(s)ds = ∞ è b < ∞,
c∫
a

v(s)ds = ∞ è a < ∞
ñîîòâåòñòâåííî, c ∈ (a, b);

3) lim
x→a

ρ(x)y′−(x) = lim
x→b

ρ(x)y′+(x) = 0;

4) 1
2ϕ−1

± y±(x) 6 ∓ρ(x)y′±(x) 6 2ϕ−1
± (x)y±(x), x ∈ J.

Ïîñòðîåííàÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ôóíêöèÿ Ãðèíà G(t, t, x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó íà
áàçå ýòèõ ðåøåíèé

ϕ−ϕ+

2(ϕ− + ϕ+)
6 G(t, t, λ) 6 2

ϕ−ϕ+

ϕ− + ϕ+
. (10)

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû (ρ, υ) îïåðàòîðà Lp ïðèíàäëåæàò
êëàññó Kp(δ, υ) , åñëè ρ(x)ϕ±(x) 6 min{x − a, b − x} ∀x ∈ J è ñóùåñòâóþò ÷èñëà γ > 1 > δ

òàêèå, ÷òî ln γ < p′
2 δ , p′ = p

p−1 , è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

δ 6 ρ(x)ϕ±(x)
ρ(s)ϕ±(s)

6 γ ïðè |x− s| 6 ρ(x)ϕ±(x). (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè p1 < p2 Kp1(δ, γ) ⊃ Kp2(δ, γ) .
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 < p < ∞ , (ρ, υ) ∈ Kp(δ, γ). Òîãäà îïåðàòîð rL−1

p îãðàíè÷åííî
äåéñòâóåò èç Lp â Lq, 1 < p 6 q < ∞, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Sp,q = sup
x∈J

[
(ρϕ−)1/p′

( x+ρϕ−∫

x

rq
( ϕ−ϕ+

ϕ− + ϕ+

)q
ds

)1/q
+

+(ρϕ+)1/p′
( x∫

x−ρϕ+

rq
( ϕ−ϕ+

ϕ− + ϕ+

)
ds

)1/q]
< ∞. (3)

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

C1Sp,q 6 ‖rL−1
p ‖p→q 6 C2Sp,q. (4)

Çäåñü è äàëåå ÷åðåç C1 , C2 , . . . îáîçíà÷àþòñÿ àáñîëþòíûå ïîñòîÿííûå, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
íåñóùåñòâåííû äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Íèæå ïðèâåäåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, äàþùåå êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè óêàçàí-
íîãî îïåðàòîðà â òåðìèíàõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1).
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Ëåììà 1. Îïåðàòîð rL−1
p , r(·) ∈ Lloc

q , îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò èç Lp â Lq , 1 < p 6 q <
∞, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Bp,q = sup
x∈J

(
‖y−‖p′,(a,x) · ‖ry+‖q,(x,b)

)
+

+ sup
x∈J

(
‖y+‖p′,(x,b) · ‖ry−‖q,(a,x)

)
< ∞. (5)

Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî îöåíêà

C1Bp,q 6 ‖rL−1
p ‖p→q 6 C2Bp,q . (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð rL−1
p îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò èç Lp â Lq . Òîãäà èç íåîò-

ðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè Ãðèíà G(x, y) äëÿ ëþáîãî f ∈ Lp èìååì:

‖rL−1
p f‖q =

∥∥∥r(x)
(
y−(x)

b∫

x

y+(s)f(s)ds + y+(x)

x∫

a

y−(s)f(s)ds
)∥∥∥

q
6

6
∥∥∥r(x)

(
y−(x)

b∫

x

y+(s)|f(s)|ds + y+(x)

x∫

a

y−(s)|f(s)|ds
)∥∥∥

q
6 ‖rL−1

p ‖p→q‖f‖p .

Îòêóäà â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè êàæäîãî ñëàãàåìîãî èìååì:

∥∥∥r(x)y+(x)

x∫

a

y−(s)|f(s)|ds
∥∥∥

q
6 ‖rL−1

p ‖p→q‖f‖p ∀f ∈ Lp, (7)

∥∥∥r(x)y−(x)

b∫

x

y+(s)|f(s)|ds
∥∥∥

q
6 ‖rL−1

p ‖p→q‖f‖p ∀f ∈ Lp . (8)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ïðèâåäåì îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Õàðäè [3, c.41�
42]:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 6 p 6 q 6 ∞. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà êîíñòàíòà C, íå
çàâèñÿùàÿ îò ôóíêöèè f, òàêàÿ, ÷òî

∣∣∣
∞∫

0

|ω(x)

x∫

0

f(t)dt|qdx
∣∣∣
1/q

6 C
∣∣∣
∞∫

0

|v(x)f(x)|pdx
∣∣∣
1/p

,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

B = sup
r>0

(

∞∫

r

|ω(x)|qdx)1/q(

r∫

0

|v(x)|−p′dx)1/p′ < ∞,

ãäå p′ = p/(p− 1).
Íåðàâåíñòâà (7) è (8) ñîîòâåòñòâóþò ïðèâåäåííîìó â òåîðåìå îáîáùåííîìó íåðàâåíñòâó

Õàðäè, òîëüêî âìåñòî ω(x) è v(x) âçÿòû r(x)ϕ±(x) è y−1
± (x). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû. Òîãäà ïîëó÷èì:

C1 sup
x∈J

(
‖y−‖p′,(a,x)‖ry+‖q,(x,b)

)
6 ‖rL−1

p ‖p→q < ∞ ,
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C1 sup
x∈J

(
‖y+‖p′,(x,b)‖ry−‖q,(a,x)

)
6 ‖rL−1

p ‖p→q < ∞ . (9)

Èç (9) âûòåêàåò âûïîëíåíèå (5) è ëåâîé ÷àñòè (6). Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü èìååò ìåñòî (5). Òîãäà èç îáîáùåííîãî íåðàâåíñòâà Õàðäè èìååì:

‖rL−1
p f‖q 6

∥∥∥ry−

b∫

x

y+(s)f(s)ds
∥∥∥

q
+

∥∥∥ry+

x∫

a

y−(s)f(s)ds
∥∥∥

q
6 C2Bp,q‖f‖p .

Îòñþäà
‖rL−1

p ‖p→q 6 C2Bp,q < ∞ .

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà

e−2γp′ρ(x)ϕ+(x)yp′
+(x) 6

b∫

x

yp′
+(s)ds 6 yp′

+(x)ρ(x)ϕ+(x)
1− e−δ(p′/2)γ

, (10)

e−2γp′ρ(x)ϕ−(x)yp′
−(x) 6

b∫

x

yp′
−(s)ds 6 yp′

−(x)ρ(x)ϕ−(x)
1− e−δ(p′/2)γ

. (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (11). Èíòåãðèðóÿ (2) ïî s ∈ (x, x± ρ(x)ϕ±(x)), èìååì

δ 6
x+ρ(x)ϕ±(x)∫

x

ds

ρ(s)ϕ±(s)
6 γ , δ 6

x∫

x−ρ(x)ϕ±(x)

ds

ρ(s)ϕ±(s)
6 γ .

Òîãäà, èç ñëåäñòâèé 1 è 2 èç [2] âûòåêàþò íåðàâåíñòâà:

e
1
2
δ 6 y−(z)

y−(x)
6 e2γ , åñëè z − x = ρ(x)ϕ−(x) , (12)

e
1
2
δ 6 y+(z)

y+(x)
6 e2γ , åñëè z − x = ρ(x)ϕ+(x) . (13)

Îòñþäà ñëåäóåò:
x∫

a

yp′
−(s)ds >

x∫

x−ρ(x)ϕ−(x)

yp′
−(s)ds > ρ(x)ϕ−(x)yp′

−(x− ρϕ−) > e−2γp′ρ(x)ϕ−(x)yp′
−(x) .

×òîáû äîêàçàòü ïðàâóþ ÷àñòü (11), ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ J ïîêðîåì ìíîæåñòâî (a, x)
îòðåçêàìè ∆−(t) = [t − ρϕ−, t]. Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå ïîêðûòèå âîçìîæíî. Ïîñòðîèì îòðåçîê
∆−(x) = [x − ρ(x)ϕ−(x), x]. Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà Kp(δ, γ) x − ρ(x)ϕ(x) > a . Ïîýòîìó
∆−(x) ⊂ (a, x) .

Åñëè x−ρ(x)ϕ−(x) = a , òî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ îòðåçêîâ çàâåðøàåòñÿ. Ïóñòü x−ρ(x)ϕ−(x) >
a . Ïîëîæèì x1 = x−ρ(x)ϕ−(x) è ñòðîèì îòðåçîê ∆−(x1). Òîãäà ∆−(x1) ⊂ (a, x1) è ∆−(x)∪
∆−(x1) ⊂ (a, x). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xi}N

i=0 èç (a, x),
ãäå x0 = x, òàêèå ÷òî xi+1 = xi − ρ(xi)ϕ−(xi) > a.

Çäåñü N ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè N = ∞. Â äàëüíåéøåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè
èçëîæåíèÿ, ïîëàãàåì N = ∞.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} ìîíîòîííî óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðå-
äåë lim

i→∞
xi = ã > a. Äîïóñòèì, ÷òî ã > a. Íî ýòî âîçìîæíî êîãäà

lim
i→∞

ρ(xi)ϕ−(xi) = ρ(ã)ϕ−(ã) = 0 ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ρ(x) > 0 ∀x ∈ J . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ã = a

è
∞⋃
i=0

∆−(xi) = (a, x). Òîãäà

x∫

a

yp′
−(s)ds =

∞∑

i=0

∫

∆−(xi)

yp′
−(s)ds 6

∞∑

i=0

yp′
−(xi)ρ(xi)ϕ−(xi) . (14)

Èç (51) è (61) èìååì e
p′
2

δ 6 yp′
−(xi−1)

yp′
−(xi)

èëè yp′
−(xi)

yp′
−(xi−1)

6 e−
p′
2

δ , ρ(xi)ϕ−(xi)
ρ(xi−1)ϕ−(xi−1)

6 γ . Îòêóäà

yp′
−(xi)ρ(xi)ϕ−(xi)

yp′
−(x0)ρ(x0)ϕ−(x0)

6
(
e−

p′
2

δγ
)i

.

Òàê êàê
ln(e−

p′
2

δγ) = −p′

2
δ + ln γ < 0 ,

òî
e−

p′
2

δγ < 1 .

Ïîýòîìó
x∫

a

yp′
−(s)ds 6 yp′

−(x)ρ(x)ϕ−(x)
∞∑

i=0

yp′
−(xi)ϕ−(xi)ρ(xi)

yp′
−(x0)ρ(x0)ϕ−(x0)

6

6 yp′
−(x)ρ(x)ϕ−(x)

∞∑

i=0

(e−
p′
2

δγ)i =
yp′
−(x)

1− e−
p′
2

δγ
ρ(x)ϕ−(x).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (10) ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ J ïîêðîåì ìíîæåñòâî x, b îòðåçêàìè ∆+(t) =
[t, t + ρ(t)ϕ+(t)] . Âîçìîæíîñòü òàêîãî ïîêðûòèÿ äîêàçûâàåòñÿ êàê âûøå. Îáîçíà÷èì x = x0 ,

xi = xi−1 + ρ(xi−1)ϕ+(xi−1) . Òîãäà (x, b) =
∞⋃
i=0

∆+(xi) è

b∫

x

yp′
+(s)ds =

∞∑

i=0

∫

∆+(xi)

yp′
+(s)ds 6

∞∑

i=0

yp′
+(xi)ρ(xi)ϕ+(xi) . (15)

Èç (2) è (13) èìååì e
p′
2

δ 6 yp′
+(xi−1)

yp′
+(xi)

èëè yp′
+(xi)

yp′
+(xi−1)

6 e−
p′
2

δ ,
ρ(xi)ϕ+(xi)

ρ(xi−1)ϕ−(xi−1)
6 γ . Îòñþäà

yp′
+(xi)ρ(xi)ϕ+(xi)

yp′
+(x0)ρ(x0)ϕ+(x0)

6
(
e−

p′
2

δγ
)i

.

Òîãäà
b∫

x

yp′
+(s)ds 6 yp′

+(x)ρ(x)ϕ+(x)
∞∑

i=0

yp′
+(xi)ρ(xi)ϕ+(xi)

yp′
+(x0)ρ(x0)ϕ+(x0)

6
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6 yp′
+(x)ρ(x)ϕ+(x)

∞∑

i=0

(e−
p′
2

δγ)i =
yp′
+(x)

1− e−
p′
2

δγ
ρ(x)ϕ+(x).

Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Íåîáõîäèìîñòü. Èç ëåìì 1, 2 è íåðàâåíñòâ (12), (13), (10) èìååì:

C−1
1 ‖rL−1

p ‖p→q >
( x∫

a

yp′
−(s)ds

)1/p′( b∫

x

rq(s)yq
+(s)ds

)1/q
+

+
( b∫

x

yp′
+(s)ds

)1/p′( x∫

a

rq(s)yq
−(s)ds

)1/q
>

> e−2γ
[
(ρ(x)ϕ−(x))1/p′y−(x)

( x+ρϕ−∫

x

rq(s)yq
+(s)ds

)1/q
+

+(ρ(x)ϕ+(x))1/p′y+(x)
( x∫

x−ρϕ+

rq(s)yq
−(s)ds

)1/q]
>

> e−4γ
[
(ρ(x)ϕ−(x))1/p′y−(x + ρ(x)ϕ−(x))

( x+ρ(x)ϕ−(x)∫

x

rq(s)yq
+(s)ds

)1/q
+

+(ρ(x)ϕ+(x))1/p′y+(x− ρ(x)ϕ+(x))
( x∫

x−ρϕ+

rq(s)yq
−(s)ds

)1/q]
>

> e−4γ
[
(ρ(x)ϕ−(x))1/p′

( x+ρϕ−∫

x

rq(s)(y−(s)y+(s))qds
)1/q

+

+(ρ(x)ϕ+(x))1/p′
( x∫

x−ρϕ+

rq(s)(y−(s)y+(s))qds
)1/q]

>

> 1
2
e−4γ

[(
ρ(x)ϕ−(x)

)1/p′
( x+ρϕ−∫

x

rq(s)
( ϕ−(s)ϕ+(s)

ϕ−(s) + ϕ+(s)

)q
ds

)1/q
+

+
(
ρ(x)ϕ+(x)

)1/p′
( x∫

x−ρϕ+

rq(s)
( ϕ−(s)ϕ+(s)

ϕ−(s) + ϕ+(s)

)q
ds

)1/q]
.

Îòêóäà ñëåäóåò âûïîëíåíèå (3) è ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî (3). Òîãäà èìååì:

( x∫

a

yp′
−(s)ds

)q/p′
b∫

x

rq(s)yq
+(s)ds 6 Cyq

−(x)(ρ(x)ϕ−(x))q/p′
∞∑

i=0

xi+1∫

xi

rq(s)yq
+(s)ds =
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= C

∞∑

i=0

yq
−(x0)(ρ(x0)ϕ−(x0))q/p′

yq
−(xi)(ρ(xi)ϕ−(xi))q/p′ (ρ(xi)ϕ−(xi))q/p′

xi+ρϕ−∫

xi

rq(s)(y−(s)y+(s))qds 6

= 2qC
∞∑

i=0

yq
−(x0)(ρ(x0)ϕ−(x0))q/p′

yq
−(xi)(ρ(xi)ϕ−(xi))q/p′ (ρ(xi)ϕ−(xi))q/p′

xi+ρϕ−∫

xi

rq(s)
( ϕ−(s)ϕ+(s)

ϕ−(s) + ϕ+(s)

)q
ds 6

6 C1S
q
p,q

∞∑

i=0

yq
−(x0)(ρ(x0)ϕ−(x0))q/p′

yq
−(xi)(ρ(xi)ϕ−(xi))q/p′ .

Òåïåðü íóæíî ïîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà è îöåíèòü åãî ñóììó. Èç xi+1 = xi + ρ(xi)ϕ−(xi),
xi+1 − xi = ρ(xi)ϕ−(xi), |xi − xi+1| = ρ(xi)ϕ−(xi) èìååì:

y−(xi)
y−(xi+1)

6 e−δ/2,
ρ(xi)ϕ−(xi)

ρ(xi+1)ϕ−(xi+1)
6 γ .

Ïîëüçóÿñü ýòèì ïîëó÷èì:

yq
−(xi)(ρ(xi)ϕ−(xi))q/p′

yq
−(xi+1)(ρ(xi+1)ϕ−(xi+1))q/p′ =

[
yp′
−(xi)ρ(xi)ϕ−(xi)

yp′
−(xi+1)ρ(xi+1)ϕ−(xi+1)

]q/p′

6 (e−
δ
2
p′γ)q/p′ < 1 .

Òîãäà
∞∑

i=0

yq
−(x0)(ρ(x0)ϕ−(x0))q/p′

yq
−(xi)(ρ(xi)ϕ−(xi))q/p′ 6

∞∑

i=0

(e−
δp′
2 γ)

q
p′ i =

1
1− (e−δp′/2γ)q/p′ .

Ïîýòîìó

sup
x∈J

( x∫

a

yp′
−(s)ds

)1/p′( b∫

x

rq(s)yq
+(s)ds

)1/q
6 C2Sp,q < ∞ .

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì îöåíêó:

sup
x∈J

( b∫

x

yp′
+(s)ds

)1/p′( x∫

a

rq(s)yq
−(s)ds

)1/q
6 C8Sp,q.

Òîãäà Bp,q 6 C4Sp,q < ∞ . Îòêóäà íà îñíîâàíèè ëåììû 1 ïîëó÷àåòñÿ äîñòàòî÷íîñòü è ïðàâàÿ
÷àñòü íåðàâåíñòâà (4).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (ρ, v) ∈ Kp(δ, γ) 1 < p 6 ∞ . Òîãäà îïåðàòîð rL−1
p , r(·) ∈ C loc(J) ,

îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò èç Lp â L∞(J) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Sp = sup
x∈J

(
r(x)ρ1/p′(x)ϕ−(x)ϕ+(x)

ϕ
1/p′
+ + ϕ

1/p′
−

ϕ− + ϕ+

)
< ∞ .

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

C1Sp 6 ‖rL−1
p ‖p→∞ 6 C2Sp .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè îïåðàòîðà rL−1
p åãî íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîð-

ìóëå:

‖rL−1
p ‖p→∞ = sup

x∈J
r(x)

(
y−(x)

( b∫

x

yp′
+(s)ds

)1/p′
+ y+(x)

( x∫

a

yp′
−(s)ds

))
. (16)
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Íà îñíîâàíèè ëåììû 2:

e−2γr(x)y−(x)y+(x)(ρ(x)ϕ+(x))1/p′ 6 r(x)y−(x)
( b∫

x

yp′
+(s)ds

)1/p′
6

6 r(x)y−(x)y+(x)(ρ(x)ϕ+(x))1/p′

1− e−δ/2γ
,

e−2γr(x)
(
ρ(x)ϕ−(x)

)1/p′
y−(x)y+(x) 6 r(x)y+(x)

( x∫

a

yp′
−(s)ds

)1/p′
6

6 r(x)y−(x)y+(x)(ρ(x)ϕ−(x))1/p′

1− e−δ/2γ
.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (16) è íåðàâåíñòâà (10) èìååì:

C1Sp 6 ‖rL−1
p ‖p→∞ 6 C2Sp ,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Èç òåîðåì 1 è 2 â âèäå ñëåäñòâèÿ âûòåêàþò ñîîòâåòñòâåííî òåîðåìà 3 è òåîðåìà 4.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà îïåðàòîð Lp ðàçäåëèì â Lp ,

ò.å. èìååò ìåñòî îöåíêà

‖(ρy′)′‖p + ‖vy‖p 6 C‖ − (ρy′)′ + vy‖p , y ∈ D(Lp) ,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
x→a

(x→b)

[
(ρϕ−)1/p′

( x+ρϕ−∫

x

(
v

ϕ−ϕ+

ϕ− + ϕ+

)p
ds

)1/p
+ (ρϕ+)1/p′

( x∫

x−ρϕ+

(
v

ϕ−ϕ+

ϕ− + ϕ+

)p
ds

)1/p
]

< ∞

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 ïðè p′ = 1. Òîãäà îïåðàòîð L∞ ðàçäåëèì
â L∞ , ò.å. èìååò ìåñòî îöåíêà

‖(ρy′)‖∞ + ‖vy‖∞ 6 C‖ − (ρy′)′ + vy‖∞ , y ∈ D(L∞) ,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
x→a

(x→b)

(v(x)ρ(x)ϕ−(x)ϕ+(x)) < ∞ .

Òåïåðü ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà L−1
p èç Lp â Lq ïðè 1 6 q <

p < ∞ .
Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 5. Ïóñòü (ρ, v) ∈ Kp(δ, γ) . Îïåðàòîð L−1

p îãðàíè÷åí èç Lp â Lq , 1 6 q < p < ∞,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Bp,q =

b∫

a

[
ρ(s)ϕ−(s)ϕ+(s)
ϕ−(s) + ϕ+(s)

] pq
p−q

[
((ϕ−(s))q−1ϕ+(s))

p
p−q ((ϕ+(s))q−1ϕ−(s))

p
p−q

]
ds < ∞ . (17)
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Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

C1(Bp,q)
p−q

p 6 ‖L−1
p ‖p→q 6 C2(Bp,q)

p−q
p .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó, êîòîðàÿ âûòåêàåò èç îáîáùåí-
íîãî íåðàâåíñòâà Õàðäè â ñëó÷àå 1 6 q < p < ∞ è îíà äîêàçûâàåòñÿ òàêæå êàê ëåììà 1.

Ëåììà 3. Îïåðàòîð L−1
p îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò èç Lp â Lq , 1 6 q < p < ∞, òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

b∫

a

( t∫

a

yp′
−(s)ds

) p(q−1)
p−q

( b∫

t

yq
+(s)ds

) p
p−q

yp′
−(t)dt < ∞, (18)

b∫

a

( b∫

t

yp′
+(s)ds

) p(q−1)
p−q

( t∫

a

yq
−(s)ds

) p
p−q

yp′
+(t)dt < ∞ . (19)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü L−1
p îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò èç Lp â

Lq . Òîãäà íà îñíîâàíèè ëåììû 3 âûïîëíåíû (18), (19). Ïðèìåíÿÿ â (18), (19) ëåììó 2 ïîëó÷èì

b∫

a

(ρ(t))
pq

p−q (ϕ−(t))
p(q−1)

p−q (ϕ+(t))
p

p−q (y+(t)y−(t))
pq

p−q dt < ∞ . (20)

b∫

a

(ρ(x))
pq

p−q (ϕ+(x))
p(q−1)

p−q (ϕ−(t))
p

p−q (y+(t)y−(t))
pq

p−q dt < ∞ . (21)

Òåïåðü ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà (10) , ïîëó÷èì (17).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî (17). Òîãäà íà îñíîâå íåðàâåíñòâà (10) âûïîëíåíî (18),

(19). Çíà÷èò ïî ëåììå 3 îïåðàòîð L−1
p îãðàíè÷åí èç Lp â Lq . Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Êàðàãàíäèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò ÌÎèÍ ÐÊ
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÌÎèÍ ÐÊ
Êàðàãàíäà Áóëüâàð Ìèðà, 56 bimend@mail.ru

Êàðàãàíäà Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 28/à esmailov@mail.ru

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå âëîæåíèå êëàññîâ
ôóíêöèé Epθ(λ), îïðåäåëÿåìûõ ñ ïîìîùüþ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìû Ïðàéñà, â ïðîñòðàíñòâî
Ëîðåíöà Lpτ [0, 1] ïî ñëàáîìó ìåòðè÷åñêîìó ïàðàìåòðó ïðè óñëîâèè, ÷òî 1 < p < +∞, 1 < τ < θ <
+∞ .

1. Îïðåäåëåíèå è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Òåîðèÿ âëîæåíèÿ êëàññîâ ôóíêöèé
îäíîé ïåðåìåííîé èìååò ñâîþ áîãàòóþ èñòîðèþ. Ïåðâàÿ òåîðåìà âëîæåíèÿ áûëà ïîëó÷åíà
Å.Òèò÷ìàðøåì â 1927 ãîäó. Â 1928 ãîäó ýòîò ðåçóëüòàò áûë óñèëåí Ã.Õàðäè è Ä. Ëèòòëâóäîì.
Â äàëüíåéøåì ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè áûë ïîëó÷åí â ðàáîòàõ À.À. Êîíþøêîâà
[1], Â.À. Àíäðèåíêî [2], Ï.Ë. Óëüÿíîâà [3], Ý.À. Ñòîðîæåíêî [4], Â.È. Êîëÿäû [5], Ì.Ê. Ïîòàïîâà
[6] è äð. Òåîðåìû âëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà Lpθ ïî ñèëüíîìó ìåòðè÷åñêîìó ïàðàìåòðó
ïîëó÷åíû Ã. Àêèøåâûì [7], Ã. Àêèøåâûì è Å. Ñ. Ñìàèëîâûì [8], Ì.Ë. Ãîëüäìàíîì [9], Ñ.
Òàçàáåêîâûì [10, 11], à ïî ñëàáîìó ïàðàìåòðó áûëè óñòàíîâëåíû Í.Ò. Òåìèðãàëèåâûì [12], Ã.
Àêèøåâûì [13], Å. Ä. Íóðñóëòàíîâûì è Ê.À. Áåêìàãàíáåòîâûì [14].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíî áîëåå òî÷íîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âëîæåíèÿ ïî ñëàáîìó ìåò-
ðè÷åñêîìó ïàðàìåòðó, ÷åì â [15], è ïîêàçàíà åãî íåóëó÷øàåìîñòü íà êëàññàõ Epθ(λ) .

Ïóñòü {ϕk(x)}+∞
k=0 , x ∈ G = [0, 1] ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà Ïðàéñà [16]. Ôóíêöèè f ∈

L[0, 1] ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åå ðÿä Ôóðüå-Ïðàéñà f(x) ∼
+∞∑
k=0

akϕk(x), ãäå

ak =
1∫
0

f(t)ϕk(t)dt, k ∈ Z+ .

Ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ëîðåíöà Lpθ[0, 1](1 ≤ p < +∞, 1 ≤ θ ≤ +∞) ,
åñëè

Keywords: Lorentz space, multiplicative Price system, best approximation.
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 42C10, 46E25
c À. Ó. Áèìåíäèíà, Å. Ñ. Ñìàèëîâ, 2010.
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‖f‖pθ =
{

1∫
0

t
θ
p
−1 [f∗(t)]θ dt

} 1
θ

< +∞, êîãäà 1 ≤ θ < +∞,

è

‖f‖pθ = sup
t>0

t
1
p f∗(t) < +∞, êîãäà θ = +∞,

ãäå f∗(t) � íåâîçðàñòàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà ôóíêöèè |f(x)|, x ∈ [0, 1] [17].

Ñóììó Tn(x) =
n−1∑
k=0

akϕk(x) íàçîâåì "ìíîãî÷ëåíîì Ïðàéñà". Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíê-

öèè f ∈ Lpθ[0, 1] ìíîãî÷ëåíàìè Ïðàéñà ïîðÿäêà íå âûøå n áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

En(f)pθ = inf{‖f − Tn‖pθ : ak ∈ R, k = 0, 1, ..., n}.

Ïóñòü {λk}+∞
k=1 � çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðàÿ ìîíîòîííî

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ââåäåì êëàññ ôóíêöèé (1 ≤ p < +∞, 1 ≤ θ ≤ +∞)

Epθ(λ) = {f ∈ Lpθ[0, 1]| Ek(f)pθ ≤ λk, ∀k ∈ N}.
Ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak}+∞

k=0 íàçûâàåòñÿ êâàçèìîíîòîííîé, åñëè ∃α > 0
òàêîå, ÷òî ak

kα ↓ 0 ïðè k → +∞. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ìîíîòîííî ñòðåìÿùàÿñÿ
ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë êâàçèìîíîòîííà.

Òåîðåìà 1. [18] Ïóñòü {aν}+∞
ν=0 � êâàçèìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ òîãî ÷òîáû

÷èñëà aν áûëè êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå-Ïðàéñà íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ Lpθ[0, 1] ,
1 < p < +∞ , 1 < θ < +∞ , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä

+∞∑

ν=1

ν
θ(1− 1

p
)−1

aθ
ν < +∞,

ïðè ýòîì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

cpθτ

{
aθ

0 +
+∞∑

ν=1

ν
θ(1− 1

p
)−1

aθ
ν

} 1
θ

≤ ‖f‖pθ ≤ c′pθτ

{
aθ

0 +
+∞∑

ν=1

ν
θ(1− 1

p
)−1

aθ
ν

} 1
θ

,

ãäå êîíñòàíòû cpθτ > 0, c′pθτ > 0 íå çàâèñÿò îò {aν}+∞
ν=0 .

Ëåììà 1. Ïóñòü 1 < p < +∞, 1 < θ < +∞ è {lk}+∞
k=1 � íåêîòîðàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî l1 ≥ 2 . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåí-
ñòâî:

∥∥∥∥∥
lk+1−1∑
ν=lk

(ν + 1)
1
p
−1

ϕν

∥∥∥∥∥
pθ

≤ Bpθ(ln lk+1)
1
θ , ãäå k ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî
∥∥∥∥∥∥

lk+1−1∑

ν=lk

(ν + 1)
1
p
−1

ϕν

∥∥∥∥∥∥
pθ

≤
∥∥∥∥∥∥

lk+1−1∑

ν=0

(ν + 1)
1
p
−1

ϕν

∥∥∥∥∥∥
pθ

+

∥∥∥∥∥
lk−1∑

ν=0

(ν + 1)
1
p
−1

ϕν

∥∥∥∥∥
pθ

≤

≤ c′pθ



1 +

lk+1−1∑

ν=1

ν
θ(1− 1

p
)−1(ν + 1)θ( 1

p
−1)





1
θ

+ c′′pθ

{
1 +

lk−1∑

ν=1

ν
θ(1− 1

p
)−1(ν + 1)θ( 1

p
−1)

} 1
θ

. (1)
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Çäåñü
lk−1∑

ν=1

ν
θ(1− 1

p
)−1(ν + 1)θ( 1

p
−1) ≤ B′

pθ

lk−1∑

ν=1

1
ν + 1

≤ B′′
pθ ln lk, lk ≥ 2 ∀k ∈ N. (2)

Èç ñîîòíîøåíèè (1), (2) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
Òåîðåìà 2. [15] Ïóñòü f ∈ Lpθ[0, 1], ãäå 1 < p < +∞, 1 < θ < +∞, è {lk}+∞

l=0 � âîçðàñòà-
þùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∃α ∈ (0, 1) : Elk+1

(f)pθ ≤
αElk(f)pθ ∀k ∈ Z+.

Åñëè ïðè 1 < τ < θ ≤ +∞ ðÿä

+∞∑

k=0

{log2(lk+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lk
(f)pθ

ñõîäèòñÿ, òî f ∈ Lpτ [0, 1] è èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

‖f‖pτ ≤ cpθτ



‖f‖pθ +

{
+∞∑

k=0

{log2(lk+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lk
(f)pθ

} 1
τ



 .

Çäåñü êîíñòàíòà cpθτ > 0 çàâèñèò òîëüêî îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.
2. Òåîðåìû âëîæåíèÿ ðàçíûõ ìåòðèê â ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà ïî ñëàáîìó ìåò-

ðè÷åñêîìó ïàðàìåòðó.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ Lpθ[0, 1], 1 < p < +∞, 1 < θ < +∞ . Åñëè ïðè íåêîòîðîì τ ,

1 < τ < θ ðÿä
+∞∑

k=1

Eτ
k (f)pθ

k{log2(k + 1)} τ
θ

ñõîäèòñÿ, òî f ∈ Lpτ [0, 1] è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖f‖pτ ≤ cpθτ



‖f‖pθ +

[
+∞∑

k=1

k−1{log2(k + 1)}− τ
θ Eτ

k (f)pθ

] 1
τ



 .

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ cpθτ > 0 çàâèñèò ëèøü îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l0 = 1 ; l1 = min{n ∈ N|En(f)pθ ≤ 1

2E1(f)pθ};
l2 = min{n ∈ N|En(f)pθ ≤ 1

2El1(f)pθ}; ... lk = min{n ∈ N|En(f)pθ ≤ 1
2Elk−1

(f)pθ} . Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {lk}+∞

k=0 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
1) l0 = 1 < l1 < l2 < ... < lk < ... � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü;
2) Elk(f)pθ ≤ 1

2Elk−1
(f)pθ, ∀k ∈ N;

3) Elk−1(f)pθ > 1
2Elk−1

(f)pθ, ∀k ∈ N.

Ïóñòü ln ≤ s < ln+1, n ∈ Z+ . Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

As = {log2(s + 1)} 1
τ
− 1

θ Es(f)pθ +

{
aτθ

+∞∑
k=s+1

Eτ
k (f)pθ

k{log2(k+1)} τ
θ

} 1
τ

, aτθ = {log2 e}1− τ
θ

{ln 2} τ
θ

;

Bs = {log2(ln+1 + 1)} 1
τ
− 1

θ Es(f)pθ +

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lk
(f)pθ

} 1
τ

.
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Ïóñòü ñíà÷àëà s = ln+1 − 1 . Òîãäà

Aln+1−1 = {log2 ln+1}
1
τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ +



aτθ

+∞∑

k=ln+1

Eτ
k (f)pθ

k{log2(k + 1)} τ
θ





1
τ

; (3)

Bln+1−1 = {log2(ln+1 + 1)} 1
τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ +

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lk
(f)pθ

} 1
τ

. (4)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî

Aln+1−1 > {log2 ln+1}
1
τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ, ∀n ∈ Z+, (5)

è

Aτ
ln+1−1 ≥ aτθ

+∞∑

k=ln+1

Eτ
k (f)pθ

k{log2(k + 1)} τ
θ

≥ aτθ

+∞∑

j=n+1

Eτ
lj+1−1(f)pθ

lj+1−1∑

k=lj

1
k{log2(k + 1)} τ

θ

.

Ïîñêîëüêó, 1

k{log2(k+1)} τ
θ
↓ 0, k → +∞, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

aτθ

lj+1−1∑

k=lj

1
k{log2(k + 1)} τ

θ

≥ aτθ(ln 2)
τ
θ

lj+1∫

lj

dln(x + 1)
{ln(x + 1)} τ

θ

=

= aτθ
θ

θ − τ

(ln 2)
τ
θ

(log2 e)1−
τ
θ

[{log2(lj+1 + 1)}1− τ
θ − {log2(lj + 1)}1− τ

θ ] =

=
θ

θ − τ
[{log2(lj+1 + 1)}1− τ

θ − {log2(lj + 1)}1− τ
θ ], (6)

òî ïîëó÷èì, ÷òî

Aτ
ln+1−1 ≥

θ

θ − τ

+∞∑

j=n+1

Eτ
lj+1−1(f)pθ

{
{log2(lj+1 + 1)}1− τ

θ − {log2(lj + 1)}1− τ
θ

}
≥

≥ (Elj+1−1(f)pθ >
1
2
Elj (f)pθ) ≥

≥ θ

2τ (θ − τ)





+∞∑

j=n+1

{log2(lj+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lj
(f)pθ −

+∞∑

j=n+1

{log2(lj + 1)}1− τ
θ Eτ

lj
(f)pθ



 ≥

≥ (Elj (f)pθ ≤ 1
2
Elj−1(f)pθ) ≥ θ

2τ (θ − τ)





+∞∑

j=n+1

{log2(lj+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lj
(f)pθ−

−{log2(ln+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

ln+1
(f)pθ − 1

2τ

+∞∑

j=n+2

{log2(lj + 1)}1− τ
θ Eτ

lj−1
(f)pθ



 ≥

≥ θ

2τ (θ − τ)





(
2τ − 1

2τ

) +∞∑

j=n+1

{log2(lj+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lj
(f)pθ − {log2(ln+1 + 1)}1− τ

θ Eτ
ln+1−1(f)pθ



 .
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Òîãäà

(2τ − 1)θ
22τ (θ − τ)

+∞∑

j=n+1

{log2(lj+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lj
(f)pθ ≤ Aτ

ln+1−1 +
21− τ

θ θ

2τ (θ − τ)
{log2 ln+1}1− τ

θ Eτ
ln+1−1(f)pθ.

Òåïåðü ñ ó÷åòîì (5) íàéäåì

+∞∑

j=n+1

{log2(lj+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lj
(f)pθ ≤

[
22τ (θ − τ)
(2τ − 1)θ

+
21− τ

θ
+τ

2τ − 1

]
Aτ

ln+1−1 = cθτA
τ
ln+1−1. (7)

Òàê êàê l1 ≥ 2 , òî â ñèëó (5)

Eln+1−1(f)pθ ≤ Aln+1−1, ∀n ∈ Z+. (8)

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (7) ïîëó÷èì, ÷òî

Bln+1−1 = {log2(ln+1 + 1)} 1
τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ +

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lk
(f)pθ

} 1
τ

≤

≤ {log2(ln+1 + 1)} 1
τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ + c
1
τ
θτAln+1−1 ≤ {1 + log2 ln+1}

1
τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ+

+c
1
τ
θτAln+1−1 ≤ [1 + {log2 ln+1}

1
τ
− 1

θ ]Eln+1−1(f)pθ + c
1
τ
θτAln+1−1 =

= Eln+1−1(f)pθ + {log2 ln+1}
1
τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ + c
1
τ
θτAln+1−1 ≤ [(5), (8)] ≤

[
2 + c

1
τ
θτ

]
Aln+1−1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè s = ln+1 − 1 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

Bs ≤ c′θτAs, (9)

ãäå êîíñòàíòà c′θτ > 0 çàâèñèò òîëüêî îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.
Ïóñòü òåïåðü ln ≤ s ≤ (ln+1−2), n ∈ Z+ . Ïîñêîëüêó 2(a+ b)

1
q > a

1
q + b

1
q , ïðè a > 0 , b > 0 ,

1 < p < +∞ òî

As ≥ {log2(s + 1)} 1
τ
− 1

θ Es(f)pθ +
1
2



aτθ

ln+1−1∑

k=s+1

Eτ
k (f)pθ

k{log2(k + 1)} τ
θ





1
τ

+

+
1
2



aτθ

+∞∑

k=ln+1

Eτ
k (f)pθ

k{log2(k + 1)} τ
θ





1
τ

= {log2(s + 1)} 1
τ
− 1

θ Es(f)pθ +
1
2
I1 +

1
2
I2. (10)

Ïðîèçâåäÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷íî òàê æå êàê è â (6), íàõîäèì

I1 ≥


aτθE

τ
ln+1−1(f)pθ

ln+1−1∑

k=s+1

1
k{log2(k + 1)} τ

θ





1
τ

≥

≥
(

θ

θ − τ

) 1
τ

[{log2(ln+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

ln+1−1(f)pθ − {log2(s + 2)}1− τ
θ Eτ

ln+1−1(f)pθ]
1
τ .
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Â ñèëó ðàâåíñòâà (3) ïîëó÷èì, ÷òî

I2 ≥ Aln+1−1 − {log2(ln+1 + 1)} 1
τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ.

Òåïåðü ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (a− b)
1
q ≥ (a

1
q − b

1
q ) , 1 < q < +∞, è (9) ñîîòíîøåíèå (10) ìîæåì

ïðîäîëæèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

As ≥ {log2(s + 1)} 1
τ
− 1

θ Es(f)pθ +
1
2

(
θ

θ − τ

) 1
τ

{log2(ln+1 + 1)} 1
τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ−

−1
2

(
θ

θ − τ

) 1
τ

{log2(s + 2)} 1
τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ +
1
2
Aln+1−1 − 1

2
{log2(ln+1 + 1)} 1

τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ ≥

≥ [
s < (ln+1 − 1), Eln+1−1(f)pθ ≤ Es(f)pθ

] ≥ 1
2

[(
θ

θ − τ

) 1
τ

− 1

]
{log2(ln+1+1)} 1

τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ−

−1
2

(
θ

θ − τ

) 1
τ

2
1
τ
− 1

θ {log2(s + 1)} 1
τ
− 1

θ Es(f)pθ +
1
2

1
c′θτ

Bln+1−1 ≥

≥ 1
2

[(
θ

θ − τ

) 1
τ

+
1
2

1
c′θτ

− 1

]
{log2(ln+1 + 1)} 1

τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ−

−1
2

(
θ

θ − τ

) 1
τ

2
1
τ
− 1

θ As +
1
2

1
c′θτ

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lk
(f)pθ

} 1
τ

,

ò.å.
[
1 +

1
2

(
θ

θ − τ

) 1
τ

2
1
τ
− 1

θ

]
As ≥ 1

2

[(
θ

θ − τ

) 1
τ

+
1
2

1
c′θτ

− 1

]
{log2(ln+1 + 1)} 1

τ
− 1

θ Eln+1−1(f)pθ+

+
1
2

1
c′θτ

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lk
(f)pθ

} 1
τ

.

Çäåñü c′′θτ =
(

θ
θ−τ

) 1
τ + 1

2
1

c′θτ
− 1 > 0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

As ≥ (Eln+1−1(f)pθ >
1
2
Eln(f)pθ >

1
2
Es(f)pθ) ≥

≥ c′′′θτ


{log2(ln+1 + 1)} 1

τ
− 1

θ Es(f)pθ +

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lk
(f)pθ

} 1
τ


 = c

′′′
θτBs.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ln ≤ s ≤ ln+1 − 2 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

Bs ≤ cIV
θτ As, (11)

ãäå cIV
θτ > 0 çàâèñèò òîëüêî îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Èç ñîîòíîøåíèé (9) è (11) äëÿ s ∈ N : ln ≤ s < ln+1 ïîëó÷èì, ÷òî

Bs ≤ c̄θτAs, (12)
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ãäå c̄θτ > 0 çàâèñèò òîëüêî îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.
Äàëåå, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû ðÿä

+∞∑
n=1

Eτ
k (f)pθ

k{log2(k+1)} τ
θ

ñõîäèòñÿ, òî íà îñíîâàíèè îöåí-

êè (12) ñõîäèòñÿ è ðÿä
+∞∑
k=0

{log2(lk+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lk
(f)pθ. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ôóíêöèÿ

f ∈ Lpτ [0, 1] , 1 < p < +∞ , 1 < τ < θ ≤ +∞, è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

‖f‖pτ ≤ cpθτ



‖f‖pθ +

{
+∞∑

k=0

{log2(lk+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lk
(f)pθ

} 1
τ



 .

Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ Bs ïðè s = 1, n = 0

B1 = {log2(l1 + 1)} 1
τ
− 1

θ E1(f)pθ +

{
+∞∑

k=1

{log2(lk+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lk
(f)pθ

} 1
τ

,

òî â ñèëó (12) íàõîäèì

‖f‖pτ ≤ cpθτ



‖f‖pθ + {log2(l1 + 1)} 1

τ
− 1

θ E1(f)pθ +

{
+∞∑

k=1

{log2(lk+1 + 1)}1− τ
θ Eτ

lk
(f)pθ

} 1
τ



 ≤

≤ cpθτ{‖f‖pθ + B1} ≤ bpθτ {‖f‖pθ + A1} ≤

≤ b′θτ


‖f‖pθ +

{
+∞∑

k=1

Eτ
k (f)pθ

k{log2(k + 1)} τ
θ

} 1
τ


 ≤ b′′θτ


‖f‖pθ +

{
+∞∑

k=1

Eτ
k (f)pθ

k{log2(k + 1)} τ
θ

} 1
τ


 .

Òåì ñàìûì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü 1 < p < +∞, 1 < τ < θ < +∞ è {λm}+∞

m=1 óáûâàþùàÿ ê íóëþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà äëÿ íàëè÷èÿ âëîæåíèÿ

Epθ(λ) ⊂ Lpτ [0, 1]

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä
+∞∑

k=1

λτ
k

k{log2(k + 1)} τ
θ

. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 3 è îïðåäåëåíèÿ
êëàññà Epθ(λ) . Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû, äîïóñòèì, ÷òî
âåðíî âëîæåíèå Epθ(λ) ⊂ Lpτ [0, 1] , íî ïðè ýòîì ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä (13) ðàñõîäèòñÿ. Ïî-
ñòðîèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {lk} òàê, ÷òîáû

l0 = 1, lk+1 = min{ν ∈ N : λν <
1
2
λlk}.

Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:
a)λlk+1

< 1
2λlk ;

b)λlk+1−1 ≥ 1
2λlk .

Â ñèëó òîãî, ÷òî λk ↓ 0 ïðè k → +∞ èìååì:
+∞∑

k=1

λτ
k

k{log2(k + 1)} τ
θ

=
+∞∑

k=0

λτ
lk

lk+1−1∑

ν=lk

1
ν{log2(ν + 1)} τ

θ

≤ cτθ

+∞∑

k=0

λτ
lk

[(ln lk+1)1−
τ
θ − (ln lk)1−

τ
θ ].
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Èç ïðåäïîëîæåíèÿ ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (13) ñëåäóåò, ÷òî

+∞∑

k=0

λτ
lk

[(ln lk+1)1−
τ
θ − (ln lk)1−

τ
θ ] = +∞. (14)

Ðàññìîòðèì ðÿä Ïðàéñà

1 +
+∞∑

k=0

{ln lk+1}−
1
θ λlk

lk+1−1∑

ν=lk

aνϕν(x), (15)

ãäå aν = (ν + 1)
1
p
−1 è l0 = 1 .

×åðåç

Tlµ(x) = 1 +
µ−1∑

k=0

{ln lk+1}−
1
θ λlk

lk+1−1∑

ν=lk

aνϕν(x)

îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (15).
Ïóñòü µ ∈ N, s ∈ N òàêèå, ÷òî µ > s . Òîãäà ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïîëó÷èì, ÷òî

‖Tlµ − Tls‖pθ =

∥∥∥∥∥∥

µ−1∑

k=s

{ln lk+1}−
1
θ λlk

lk+1−1∑

ν=lk

aνϕν

∥∥∥∥∥∥
pθ

≤

≤ Bpθ

µ−1∑

k=s

{ln lk+1}−
1
θ λlk{ln lk+1}

1
θ ≤ Bpθ

µ−1∑

k=s

λlk = Bpθλls

µ−1∑

k=s

1
2k−s

= B′
pθλls , ∀µ > s.

Òàê êàê λm → 0, ïðè m → +∞, ñëåäîâàòåëüíî, ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò Nε ∈ N òàêîå, ÷òî
∀µ > Nε, ∀s > Nε è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥∥Tlµ − Tls

∥∥
pθ

< ε.

Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà Lpθ[0, 1] ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
f0 ∈ Lpθ[0, 1] òàêàÿ, ÷òî

∥∥f0 − Tlµ

∥∥
pθ
→ 0 , ïðè l → +∞ . Òàêèì îáðàçîì, â ñìûñëå ñõîäè-

ìîñòè ïðîñòðàíñòâà Lpθ[0, 1] :

f0(x) = 1 +
+∞∑

k=0

{ln lk+1}−
1
θ λlk

lk+1−1∑

ν=lk

aνϕν(x).

Ïóñòü lk ≤ µ < lk+1, ∀k ∈ Z+ . Òîãäà

Eµ(f0)pθ ≤ Elk(f0)pθ ≤
∥∥∥∥∥∥

+∞∑

ν=k

{ln lν+1}−
1
θ λlν

lν+1−1∑

s=lν

asϕs

∥∥∥∥∥∥
pθ

≤

≤
+∞∑

ν=k

{ln lν+1}−
1
θ λlν

∥∥∥∥∥∥

lν+1−1∑

s=lν

asϕs

∥∥∥∥∥∥
pθ

≤ (ëåììà 1) ≤

≤ Bpθ

+∞∑

ν=k

{ln lν+1}−
1
θ λlν{ln lν+1}

1
θ = Bpθ

+∞∑

ν=k

λlν ≤ Bpθλlk

+∞∑

ν=k

1
2ν−k

≤
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≤ B′′
pθλlk ≤ 2B′′

pθλlk+1−1 ≤ B′′′
pθλµ ∀µ ∈ N.

Åñëè ââåñòè ôóíêöèþ g0(x) = 1
B′′′pθ

f0(x), òî g0 ∈ Lpθ[0, 1] è Eµ(g0)pθ ≤ λµ ∀µ ∈ N. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî g0 ∈ Epθ(λ) .

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (13), ñëåäñòâèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
(14), ôóíêöèÿ g0 /∈ Lpτ [0, 1].

Äëÿ ýòîé öåëè â ñèëó ìîíîòîííîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ïðàéñà (15) ìîæåì ïðèìåíèòü
òåîðåìó 1. Èòàê, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (14) ÷èñëîâîé ðÿä

+∞∑

k=1

{ln lk+1}−
τ
θ λτ

lk

lk+1−1∑

ν=lk

ν
τ(1− 1

p
)−1

(ν + 1)τ(1− 1
p
)
≥ cpτ

(
1
2

)τ(1− 1
p
) +∞∑

k=1

{ln lk+1}−
τ
θ λτ

lk

lk+1−1∑

ν=lk

1
ν
≥

≥ c′pτ

+∞∑

k=1

{ln lk+1}−
τ
θ λτ

lk

lk+1∫

lk

dx

x
≥ c′pτ

+∞∑

k=1

{ln lk+1}−
τ
θ λτ

lk
[ln lk+1 − ln lk] ≥

≥
+∞∑

k=0

λτ
lk

[(ln lk+1)1−
τ
θ − (ln lk)1−

τ
θ ]

ðàñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1 ôóíêöèÿ f0 /∈ Lpτ [0, 1] , ïîýòîìó è g0 /∈ Lpτ [0, 1] ,
1 < p < +∞ , 1 < τ < θ . Òàêèì îáðàçîì, åñëè èìååò ìåñòî âëîæåíèÿ Epθ(λ) ⊂ Lpτ [0, 1] ,
1 < τ < θ , òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä

+∞∑

k=1

λτ
k

k{log2(k + 1)} τ
θ

.

Òåì ñàìûì, òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Àâòîðû ñ÷èòàþò ñâîèì äîëãîì ïðèçíàòü, ÷òî â ñòàòüå [15] â òåîðåìå 4 óñòà-

íîâèëè íååñòåñòâåííîå æåñòêîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âëîæåíèÿ, ÷åì â òåîðåìå 3 íàñòîÿùåé
ðàáîòû. Â êà÷åñòâå ïîäòâåðæäåíèÿ ïðèâîäèì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

+∞∑

k=1

k−1{log2(k + 1)}− τ
θ Eτ

k (f)pθ ≤
+∞∑

k=1

{log2(k + 1)}1− τ
θ Eτ

k (f)pθ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðîâîäèëîñü ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 4 ðàáîòû [15]. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 îòëè÷èå ñîñòîÿëî òîëüêî â íàëè÷èè
÷èñëîâîãî ñîìíîæèòåëÿ aτθ = {log2 e}1− τ

θ

{ln 2} τ
θ

â ñîñòàâå âñïîìîãàòåëüíîãî âûðàæåíèÿ As .
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ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÉ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ
ÏÎËÓÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß
ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ñ. Ñ. Êàáäðàõîâà

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎèÍ ÐÊ
050010 Àëìàòû Ïóøêèíà, 125 S Kabdrachova@mail.ru

Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ïîëóïåðèîäè÷åñêîé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.

Íà Ω̄ = [0, T ]× [0, ω] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëóïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîãî ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè

∂2u

∂t∂x
= A(x, t)

∂u

∂x
+ B(x, t)

∂u

∂t
+ C(x, t)u + f(x, t), (1)

u(0, t) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (2)

u(x, 0) = u(x, T ), x ∈ [0, ω], (3)

ãäå ôóíêöèè A(x, t), B(x, t), C(x, t), f(x, t) íåïðåðûâíû íà Ω̄, ôóíêöèÿ ψ(t) íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìà íà [0, T ] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ψ(0) = ψ(T ).

Ïóñòü C(Ω) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà Ω ôóíêöèé u : Ω → R ñ íîðìîé ‖u‖ =
= max

Ω
|u(x, t)|. ×åðåç C1,1

x,t (Ω) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìûõ íà Ω̄ ôóíêöèé u(x, t) ñ íîðìîé ‖u‖0 = max(‖u‖C , ‖ux‖C , ‖ut‖C) è C1
(
[0, T ]

)
� ïðî-

ñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [0, T ] ôóíêöèé ψ(t) ñ íîðìîé ‖ψ‖1 = max
(

max
t∈[0,T ]

|ψ(t)|, max
t∈[0,T ]

|ψ̇(t)|).

Ôóíêöèÿ u(x, t) ∈ C(Ω), èìåþùàÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂u(x, t)
∂x

∈ C(Ω),
∂u(x, t)

∂t
∈ C(Ω),

∂u2(x, t)
∂x∂t

∈ C(Ω), íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(3), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1)
ïðè âñåõ (x, t) ∈ Ω, íà õàðàêòåðèñòèêå x = 0 ïðèíèìàåò äàííîå çíà÷åíèå ψ(t), t ∈ [0, T ], íà
õàðàêòåðèñòèêàõ t = 0, t = T èìååò ðàâíûå çíà÷åíèÿ äëÿ x ∈ [0, ω].

Â ðàáîòàõ [1�3] áûëè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè èññëåäóå-
ìîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ áîëåå îáùèì êðàåâûì

Keywords: Correct solvability, semiperiodic boundary value problem, linear hyperbolic equation
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 35L20,35L70, 35B10
c Ñ. Ñ. Êàáäðàõîâà, 2010.
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óñëîâèåì. Íà îñíîâå ýêâèâàëåíòíîñòè êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è ñ äàííûìè íà
õàðàêòåðèñòèêàõ äëÿ ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ñåìåé-
ñòâà äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè â òåðìèíàõ ñïå-
öèàëüíîé ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé ïî äàííûì çàäà÷è. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû íåîáõî-
äèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ïîëóïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ ëèíåéíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè â òåðìèíàõ
êîýôôèöèåíòà A(x, t) è T.

Îïðåäåëåíèå 1. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(3) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ðàçðåøèìîé, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ f(x, t) ∈ C(Ω), íåïðåðûâíûõ è íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [0, T ] ôóíêöèé ψ(t), èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖u‖0 ≤ K max
{‖ψ‖1, ‖f‖C

}
,

ãäå K− êîíñòàíòà, íåçàâèñÿùàÿ îò f(x, t), ψ(t).

Ââåäåì íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè v(x, t) =
∂u(x, t)

∂x
, w(x, t) =

∂u(x, t)
∂t

è çàäà÷ó (1)�(3)
ñâåäåì ê ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å:

∂v

∂t
= A(x, t)v + B(x, t)w + C(x, t)u + f(x, t), (x, t) ∈ Ω, (4)

v(x, 0) = v(x, T ), x ∈ [0, ω], (5)

u(x, t) = ψ(t) +
∫ x

0
v(ξ, t)dξ, w(x, t) = ψ̇(t) +

∫ x

0
vt(ξ, t)dξ. (6)

Òðîéêà íåïðåðûâíûõ íà Ω̄ ôóíêöèé {u(x, t), w(x, t), v(x, t)} íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
(4)�(6), åñëè ôóíêöèÿ v(x, t) ∈ C(Ω̄) èìååò íåïðåðûâíóþ íà Ω̄ ïðîèçâîäíóþ ïî t è óäîâëåòâîðÿåò
ñåìåéñòâó ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ (4), (5), ãäå ôóíêöèè u(x, t), w(x, t) ñâÿçàíû ñ v(x, t),
∂v(x, t)

∂t
ôóíêöèîíàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (6).

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé:

dv

dt
= A(x, t)v + F (x, t), (x, t) ∈ Ω, (7)

v(x, 0) = v(x, T ), x ∈ [0, ω], (8)

ãäå A(x, t), F (x, t)− íåïðåðûâíûå íà Ω ôóíêöèè.
Ôóíêöèÿ v(x, t) ∈ C(Ω), èìåþùàÿ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì

êðàåâîé çàäà÷è (7), (8), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (7) ïðè âñåõ (x, t) ∈ Ω è
êðàåâîìó óñëîâèþ (8) ïðè x ∈ [0, ω].

Îïðåäåëåíèå 2. Êðàåâàÿ çàäà÷à (7), (8) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ðàçðåøèìîé, åñëè äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè F (x, t) îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v(x, t) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

max
t∈[0,T ]

|v(x, t)| ≤ K max
t∈[0,T ]

|F (x, t)|,

ãäå K − const, íåçàâèñÿùàÿ îò F (x, t).
Èç òåîðåìû 3 [1, C.23] ñëåäóåò, ÷òî ïîëóïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(3) êîððåêòíî

ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîððåêòíî ðàçðåøèìà ïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
(7), (8).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîé
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (7), (8).
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Òåîðåìà 1. Çàäà÷à (7), (8) êîððåêòíî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïðè íåêîòîðîì δ > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣∣ ∫ T
0 A(x, τ)dτ

∣∣ ≥ δ äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω].
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó (7), (8). Ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì x ∈ [0, ω] ðåøàåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (7). Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåì óðàâ-
íåíèé (7) âûïèñûâàåòñÿ â âèäå:

v(x, t) = exp
(∫ t

0
A(x, τ1)dτ1

)
×

×
(
C(x) +

∫ t

0
F (x, τ) exp

(
−

∫ τ

0
A(x, τ1)dτ1

)
dτ

)
, t ∈ [0, T ], (9)

ãäå C(x) � íåïðåðûâíàÿ íà [0, ω] ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè v(x, t) â óñëîâèÿ
(8):

C(x) = C(x) exp
(∫ T

0
A(x, τ1)dτ1

)
+

∫ T

0
F (x, τ) exp

(∫ T

τ
A(x, τ1)dτ1

)
dτ.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ òåîðåìû
∣∣ ∫ T

0 A(x, τ)dτ
∣∣ ≥ δ ïîëó÷èì, ÷òî exp

( ∫ T
0 A(x, τ)dτ

)
6= 1.

Òîãäà ôóíêöèÿ C(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C(x) =
1

1− exp
( ∫ T

0 A(x, τ)dτ
)

∫ T

0
F (x, τ) exp

(∫ T

τ
A(x, τ1)dτ1

)
dτ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (7), (8) èìååò ïðåäñòàâëåíèå:

v(x, t) =
exp

( ∫ t
0 A(x, τ)dτ

)

1− exp
( ∫ T

0 A(x, τ)dτ
)

∫ T

0
F (x, τ) exp

(∫ T

τ
A(x, τ1)dτ1

)
dτ+

+
∫ t

0
F (x, τ) exp

(∫ t

τ
A(x, τ1)dτ1

)
dτ.

Óñòàíîâèì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (7), (8). Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ïóñòü
ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ v∗(x, t) è v(x, t) ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è (7), (8). Òàê êàê ôóíê-
öèè v∗(x, t) è v(x, t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è (7), (8) äëÿ âñåõ (x, t) ∈ Ω, òî èõ ðàç-
íîñòü ∆v(x, t) = v∗(x, t)−v(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ îäíîðîäíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

d∆v

dt
= A(x, t)∆v, (10)

∆v(x, 0) = ∆v(x, T ). (11)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) èìååò âèä ∆v(x, t) = C(x) · exp
( ∫ t

0 A(x, τ)dτ
)
. Èç êðàåâîãî

óñëîâèÿ (11) ïîëó÷èì C(x)
(
1 − exp

( ∫ T
0 A(x, τ)dτ

))
= 0. Òàê êàê

∣∣ ∫ T
0 A(x, τ)dτ

∣∣ ≥ δ > 0

äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω], òî 1 − exp
( ∫ T

0 A(x, τ)dτ
)
6= 0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ C(x) ðàâíà

íóëþ ïðè âñåõ x ∈ [0, ω]. Òîãäà ∆v(x, t) ≡ 0, ò. å. çàäà÷à (10), (11) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå. Ïîýòîìó v∗(x, t) = v(x, t) äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω].

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

1∣∣∣1− exp
( ∫ T

0 A(x, τ)dτ
)∣∣∣
≤ eδ

eδ − 1
. (12)
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Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: à)
∫ T
0 A(x, τ)dτ ≤ −δ, á)

∫ T
0 A(x, τ)dτ ≥ δ > 0.

Â ñëó÷àå à) exp
(∫ T

0
A(x, τ)dτ

)
≤ e−δ, 1− exp

(∫ T

0
A(x, τ)dτ

)
≥ 1− e−δ

è
[
1− exp

(∫ T

0
A(x, τ)dτ

)]−1

≤ 1
1− e−δ

=
eδ

eδ − 1
.

Â ñëó÷àå á) exp
(∫ T

0
A(x, τ)dτ

)
≥ eδ, exp

(∫ T

0
A(x, τ)dτ

)
− 1 ≥ eδ − 1

è
[
exp

(∫ T

0
A(x, τ)dτ

)
− 1

]−1

≤ 1
eδ − 1

.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü (12).
Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî (12), äëÿ ðåøåíèÿ v(x, t) èìååì îöåíêó:

‖v(x, ·)‖1 ≤ eαT · eδ

eδ − 1
· eαT − 1

α
‖F (x, ·)‖1 +

eαT − 1
α

‖F (x, ·)‖1 ≤

≤ eαT − 1
α

(eδ · eαT

eδ − 1
+ 1

)
‖F (x, ·)‖1 = K1(α, δ, T )‖F (x, ·)‖1, (13)

ãäå α = max
(x,t)∈Ω

|A(x, t)|, K1(α, δ, T ) =
eαT − 1

α

(eδ · eαT

eδ − 1
+ 1

)
. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ çàäà÷à (7),

(8) êîððåêòíî ðàçðåøèìà.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü çàäà÷à (7), (8) êîððåêòíà ðàçðåøèìà è K−const, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

íåðàâåíñòâó (13).
Òàê êàê ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ (7), (8) êîððåêòíî ðàçðåøèìî, òî âîçüìåì

F (x, t) = 1 è ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

dv

dt
= A(x, t)v + 1, (14)

v(x, 0) = v(x, T ). (15)

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò x̃ ∈ [0, ω], ïðè êîòîðîì
∫ T
0 A(x̃, t)dt = 0. Èç êîððåêòíîé ðàçðåøèìî-

ñòè çàäà÷è (7), (8) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (14), (15) � v1(x, t).
Ôóíêöèÿ v1(x, t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (14) ïðè êàæäîì x ∈ [0, ω],
òîãäà äëÿ x = x̃ ñïðàâåäëèâî

v1(x̃, t) = exp
(∫ t

0
A(x̃, τ)dτ

)(
v1(x̃, 0) +

∫ t

0
exp

(
−

∫ τ

0
A(x̃, s)ds

)
dτ

)
. (16)

Ïðè t = T èç (16) ïîëó÷èì:

v(x̃, T ) = v(x̃, 0) +
∫ T

0
exp

(
−

∫ τ

0
A(x̃, s)ds

)
dτ.

Èç íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî v(x̃, 0) 6= v(x̃, T ). Êðàåâîå óñëîâèå (8) íå âûïîëíÿåòñÿ,
îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à (7), (8) íå èìååò ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ. Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñóùåñòâóåò x̃ ∈ [0, ω] è

∫ x
0 A(x̃, t)dt = 0 íåâåðíî. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî åñëè çàäà÷à (7), (8) êîððåêòíî ðàçðåøèìà, òî
∣∣ ∫ T

0 A(x, τ)dτ
∣∣ 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω]. Òàê
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êàê ôóíêöèÿ A(x, t) íåïðåðûâíà íà Ω, òî Ã(x) =
∫ T
0 A(x, t)dt òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèåé íà [0, ω]. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Ã(x),
∣∣ ∫ T

0 A(x, τ)dτ
∣∣ 6= 0 äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω] è

èç òåîðåìû àíàëèçà [4, ñòð.175�176] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò δ > 0 ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

∣∣ ∫ T
0 A(x, t)dt

∣∣ ≥ δ äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω]. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (1)-(3) êîððåêòíî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè íåêî-

òîðîì δ > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∣∣ ∫ T

0 A(x, τ)dτ
∣∣ ≥ δ äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω].

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü çàäà÷à (1)�(3) êîððåêòíî ðàçðåøèìà. Èñïîëü-
çóÿ òåîðåìó 3 èç [1, C.23] ïîëó÷èì, ÷òî çàäà÷à (7), (8) êîððåêòíî ðàçðåøèìà. Òîãäà èç òåîðåìû 1
âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå δ > 0 è âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

∣∣ ∫ T
0 A(x, τ)dτ

∣∣ ≥ δ äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω].

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò δ > 0 ïðè êîòîðîì
∣∣ ∫ T

0 A(x, τ)dτ
∣∣ ≥ δ äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω].

Òîãäà èç òåîðåìû 1 ïîëó÷èì êîððåêòíóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (7), (8). Èç ýêâèâàëåíòíîñòè
êðàåâûõ çàäà÷ (7), (8) è (1)�(3) ïî òåîðåìå 3 èç [1, C.23] âûòåêàåò êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü
êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Ñóùåñòâåííîñòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà
∣∣ ∫ T

0 A(x, τ)dτ
∣∣ ≥ δ äëÿ âñåõ x ∈ [0, ω] ïîêàçûâàþò

ñëåäóþùèå ïðèìåðû.
Ïðèìåð 1. Â îáëàñòè Ω = [0, 1]× [0, 2π] ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

∂2u

∂x∂t
= sin(t− x)

∂u

∂x
+ sin(t− x), (17)

u(0, t) = sint, t ∈ [0, 2π], (18)

u(x, 0) = u(x, 2π), x ∈ [0, 1]. (19)

Çàäà÷à (17)�(19) íå èìååò ðåøåíèÿ, òàê êàê óñëîâèå òåîðåìû 2 íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å.∣∣∣∣
∫ 2π

0
sin(τ − x)dτ

∣∣∣∣ = 0 íå ñóùåñòâóåò δ > 0.

Ïðèìåð 2. Â îáëàñòè Ω = [0, 1]× [0, 1] ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

∂2u

∂x∂t
= 0, (20)

u(0, t) = 1, t ∈ [0, 1], (21)

u(x, 0) = u(x, 1), x ∈ [0, 1]. (22)

Äëÿ çàäà÷è (20)�(22) óñëîâèå òåîðåìû 2 íå âûïîëíÿåòñÿ. Çàäà÷à (20)�(22) èìååò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðåøåíèé âèäà u(x, t) = C(x), x ∈ [0, 1].
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Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîé ìîäåëè ïëîñêîãî äîçâóêîâîãî òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ àýðîñìåñè (ìíîãîêîì-
ïîíåíòíûé ãàç-òâåðäûå ÷àñòèöû) ïðè íàëè÷èè äèíàìè÷åñêîãî è òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèé ïðîâî-
äèòñÿ ðàñ÷åò âûõîäà ëåòó÷èõ ãàçîâ èç òâåðäûõ ÷àñòèö. Èññëåäóåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå òóðáóëåíòíûõ
òå÷åíèé ìåæäó ãàçîì è äèñïåðñíûìè ÷àñòèöàìè. Èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå îòíîøåíèÿ òåìïåðàòóðû âäó-
âàåìîé àýðîñìåñè è âòîðè÷íîãî âîçäóõà íà âûäåëåíèÿ ëåòó÷èõ ãàçîâ.

Èíòåðåñ ê ïðîöåññàì òóðáóëåíòíîãî ïåðåíîñà èìïóëüñà è òåïëà â ãàçîäèñïåðñíûõ ïîòîêàõ
îáóñëîâëåí íå òîëüêî øèðîêèì ñïåêòðîì ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, íî è îòíîñèòåëüíîé ïðî-
ñòîòîé äèàãíîñòèêè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà õàðàêòåðèñòèê ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè
[1�5]. Â ëèòåðàòóðå èçâåñòíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé [6�7], ïîñâÿùåííûõ âëèÿíèþ òóð-
áóëåíòíîé ñòðóêòóðû íà ïðîòåêàíèå ãîìîãåííûõ òå÷åíèé. Ïðè ðàññìîòðåíèè ãàçîäèñïåðñíîãî
òå÷åíèÿ [8�9], ãäå èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ âûäåëåíèÿ ëåòó÷èõ ãàçîâ, â îñíîâíîì ïðîâîäÿòñÿ òå-
ñòîâûå ðàñ÷åòû è ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ðåæèìíûõ
ïàðàìåòðîâ íà ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ âûäåëåííûõ ëåòó÷èõ ãàçîâ è ãàçîâ îñíîâíîãî ïîòîêà.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííûé ðàñ÷åò òå÷åíèé ãàçà ñ òâåðäûìè ÷àñòèöàìè â
ïëîñêîì êàíàëå, èçó÷åíèå âëèÿíèÿ âõîäíîãî çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû âòîðè÷íîãî âîçäóõà íà âû-
äåëåíèÿ ëåòó÷èõ ãàçîâ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîå äâóõôàçíîå òå÷åíèå òóðáóëåíòíîé ñòðóè
(àýðîñìåñü, ñîñòîÿùàÿ èç òâåðäûõ ÷àñòèö è ïåðâè÷íîãî âîçäóõà ug, Tg), èñòåêàþùåé èç ñîïëà
â ïðÿìîóãîëüíûé êàíàë ñ ÷àñòè÷íî îòêðûòîé ãðàíèöåé (ðèñ.1). Ïîìèìî ýòîãî ÷åðåç îòäåëüíûå
ñîïëà ïîäàåòñÿ âòîðè÷íûé âîçäóõ uair, Tair.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå ñèñòåìû (1)�(12) ïðèíÿòû ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ:
- íåñóùàÿ ôàçà � âîçäóõ, äèñïåðñíàÿ ôàçà ñîñòîèò èç òâåðäûõ ÷àñòèö;
- òâåðäûå ÷àñòèöû èìåþò ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó è ñîñòîÿò èç òâåðäîãî ñêåëåòà, â ïîðàõ êî-

òîðîãî ñîäåðæèòñÿ ãàç (äàëåå áóäåì íàçûâàòü ëåòó÷èìè);
- ÷àñòèöû ïðåäïîëàãàþòñÿ ñóõèìè, ò.å. âëàæíîñòü RH = 0.
Keywords: Turbulence, multicomponent �ow,volatile gases, secondary air.
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 76F40
c Ã. À. Êàìàëîâà, Ã. È. Ðàìàçàíîâà, Ò. Ì. Óñåíîâà, 2010.
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- ëó÷èñòûì òåïëîîáìåíîì ìåæäó ÷àñòèöàìè è ïîâåðõíîñòüþ ïðåíåáðåãàåì.
- òóðáóëåíòíîñòü çàìûêàåòñÿ k � ε ìîäåëüþ òóðáóëåíòíîñòè.
Èñõîäíîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà îñðåäíåííûõ ïî Ðåéíîëüäñó óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà è ñèñòåìà

ëàãðàíæåâûõ óðàâíåíèé èçìåíåíèÿ ìàññ, ìîìåíòîâ è ýíåðãèè ÷àñòèö, çàïèñàííûõ â áåçðàçìåð-
íîé ôîðìå â îáùåïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~u) = ρ̇dev, (1)

∂ρm

∂t
+∇ · (ρm~u) =

1
ReSc

∇ ·
[
ρD∇

(
ρm

ρ

)]
+ ρ̇dev, (2)

∂(ρ~u)
∂t

+∇ · (ρ~u~u) = ∇ · σ (~u)− 1
γM2

∇P −∇
(

2
3
ρk

)
+

ρ

Fr
+ Ḟ , (3)

∂(ρI)
∂t

+∇ · (ρ~uI) = ∇ · ~J − γ − 1
γ

P∇ · ~u− ρε + Q̇ + Q̇dev, (4)

P = T
∑
m

(
ρm

Wm

)
, (5)

∂(ρk)
∂t

+∇ · (ρ~uk) =
1

Re
∇ ·

[(
µ

Prk

)
∇k

]
− 2

3
ρk∇ · ~u + (γ − 1)M2σ : ∇~u− ρε + Ẇ , (6)

∂(ρε)
∂t

+∇·(ρ~uε) =
1

Re
∇·

[(
µ

Prε

)
∇ε

]
−

(
2
3
cε1 − cε3

)
ρε∇·~u+

ε

k

[
(γ − 1)M2cε1σ : ∇~u− cε2ρε + csẆ

]
,

(7)

d

dt
~xp = ~up, (8)

dmp

dt
= Ṁdev

p , (9)

d

dt
~up = Dp(~u + ~u′ − ~up) +

1
Fr

, (10)

mpcp
dTp

dt
=

1
Re Prp

2πrpKconv (T − Tp) Nup, (11)

ãäå p � èíäåêñ òâåðäûõ ÷àñòèö. Äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, ïîÿâëÿþùèåñÿ çà ñ÷åò ìåæôàçíîãî
îáìåíà èìïóëüñà, ìàññû è ýíåðãèè è ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ, èìåþò âèä [10]:

Ḟ = −
∫

fṁp

[
ρ

8ρp

(
~u + ~u′ − ~υ

)
CD + ~υ

]
d~υdmdTd,

Q̇ = −
∫

fṁp

{
1
2
(~υ − ~u)2 +

1
8

ρ

ρp
CD

(
~u + ~u′ − ~υ

)
· (~υ − ~u− ~υ′

)}
d~υdmdTd, (12)

Ẇ = −
∫

fṁpCD

(
~u + ~u′ − ~υ

)
~υ′d~υdmdTd.
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Âûäåëåíèå ëåòó÷èõ ãàçîâ âñëåäñòâèå êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ρ̇dev =
∫

fαṁpd~υdmdTd,

Q̇dev = −
∫

f{ṁpαTp −mpcpṪp}d~υdmdTd.

Òåíçîð íàïðÿæåíèÿ è ïîòîê òåïëà èìåþò âèä:

σ (~u) =
µ

Re

([
∇~u + (∇~u)T

]
− 2

3
∇ · ~u~E

)
,

~J = − K

Re Pr
∇T − ρD

ReSc

∑
m

hm∇
(

ρm

ρ

)
.

Ýôôåêòèâíàÿ âÿçêîñòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà ìîëåêóëÿðíîé âÿçêîñòè, âûðàæåííîé ôîð-
ìóëîé Ñàçåðëåíäà, è òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè îïðåäåëÿåìîé ÷åðåç ëîêàëüíûå çíà÷åíèÿ k è ε:

µ = µair + µt, µair = A1T
3/2

/
(A2 + T ), µt = ρcµk2/ε

Äëÿ îïèñàíèÿ ñóììàðíûõ íàïðÿæåíèé ñäâèãà, îáóñëîâëåííûõ ìîëåêóëÿðíîé è òóðáóëåíò-
íîé âÿçêîñòüþ, èñïîëüçîâàíà ýôôåêòèâíàÿ âÿçêîñòü.

Çäåñü t � âðåìÿ, ρm � ïëîòíîñòü m-ãî êîìïîíåíòà, cpm (T ) , hm (T ) � óäåëüíàÿ òåïëî-
åìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè è ýíòàëüïèÿ m-ãî êîìïîíåíòà, îïðåäåëåííûå èç òàáëèöû
JANAF, mp � ìàññà òåìïåðàòóðà ÷àñòèöû, ~υ, m, Td � ñêîðîñòü, ìàññà è òåìïåðàòóðà ôèêñèðî-
âàííîé "÷àñòèöû", f � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèöû, cµ, cε1, cε2, cε3, Prk, Prε, cs, k−ε ìîäåëè
òóðáóëåíòíîñòè â (6), (7) è (11) ïðèâåäåíû â ðàáîòå [11].

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñî ñëåäóþùèìè ïîñòàíîâêàìè
íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ãàç íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, çà-
äàþòñÿ ïëîòíîñòè êîìïîíåíòîâ, ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïîñòîÿííî, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
òóðáóëåíòíîñòè è ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè

(
l = 1

M
k3/2

ε

)
òàêæå ïîñòîÿííû:

u = w = 0, ρm = (ρm)air , T = 1, k = 0, l = 0. (13)

Íà âõîäå:
âíóòðè ñîïëà � àýðîñìåñü (÷àñòèöû è ïåðâè÷íûé âîçäóõ)

u = up = 1, w = wp = 0, ρm = (ρm)air ,

T = Tp = 1, k = k0, l = l0; (14)

âî âíåøíåé ÷àñòè ñîïëà � âòîðè÷íûé âîçäóõ (O2, N2)

u = mu, w = 0, ρm = (ρm)air , T = mT , k = k0, l = l0,

ãäå mu = uair
ug

� îòíîøåíèå ñêîðîñòè âòîðè÷íîãî âîçäóõà ê ñêîðîñòè àýðîñìåñè, mT = Tair
Tg

� îòíîøåíèå òåìïåðàòóðû âòîðè÷íîãî âîçäóõà ê òåìïåðàòóðå àýðîñìåñè. Äàëåå mu áóäåì
íàçûâàòü ïàðàìåòðîì ñïóòíîñòè, à mT � ïàðàìåòðîì òåìïåðàòóðû. Íà ñòåíêàõ äëÿ ïîëÿ ñêîðî-
ñòè è òåìïåðàòóðû çàäàåòñÿ òóðáóëåíòíûé çàêîí ñòåíêè, òàíãåíöèàëüíûé êîìïîíåíò ñêîðîñòåé

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2010. Òîì 10. � 4 (38)



×èñëåííûé ðàñ÷åò ïëîñêîãî òóðáóëåíòíîãî ìíîãîêîìïîíåíòíîãî òå÷åíèÿ... 55

êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ñîîòíîøåíèåì, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ ëîãàðèôìè÷å-
ñêîãî ïðîôèëÿ è ñòåïåííîãî çàêîíà àíàëîãè÷íî [10], äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíî-
ñòè, êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ ãàçà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïîòîêà ÷åðåç ñòåíêó. Äëÿ
òâåðäûõ ÷àñòèö ïðèíÿòû óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ up = wp = 0.

Íà âûõîäå: äëÿ ãàçîâîé ôàçû çàäàþòñÿ ìÿãêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ∂f
∂x = 0, f = (~u, ρm, k, l).

×àñòèöû âáëèçè îòêðûòîé ãðàíèöû ïîêèäàþò ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü.
Ìåòîä ðåøåíèÿ. Äåòàëüíîå îïèñàíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)�(12), à

òàêæå òåñòèðîâàíèå ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà èçëîæåíî â ðàáîòå [11], çäåñü ïðèâîäÿòñÿ âêðàò-
öå îñíîâíûå ýòàïû åãî ðåøåíèé. Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé (1)�(11) îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì
êîíòðîëüíîãî îáúåìà ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ïî-
ñòðîåííûå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ òðåõýòàïíîé ñõåìîé ðàñùåïëåíèÿ ïî ôè-
çè÷åñêèì ïðîöåññàì: âëèÿíèå äèñïåðñíîé ñðåäû íà ãàçîâóþ ôàçó âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì;
ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé, òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì äèôôóçèè âû÷èñëÿþò-
ñÿ ìåòîäîì ïðåäèêòîðà-êîððåêòîðà è ñîïðÿæåííûõ ðàçíîñòåé; êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ âåëè÷èí îïðåäåëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû äîíîðíîé ÿ÷åéêè.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è èõ àíàëèç.
Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ íà ñåòêå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ðàçìåðîì 60õ100 ñ øà-

ãàìè ∆x = 0.0165, ∆z = 0.035. Äèàìåòð âíóòðåííåãî ñîïëà d0 = 1, à âíåøíåãî l0 = 1.
×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü ñî ñëåäóþùèìè õàðàêòåðíûìè ïàðàìåòðàìè: mu = 1,
mT = 0.33.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå â êàíàëå, â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ âäóâ àýðîñìåñè ÷åðåç îòâåðñòèå
ðàçìåðîì d0 = 1 ñ òåìïåðàòóðîé Tg = 1. Ïðè ýòîì ðàñõîä ÷àñòèö Gp = 0.446. Íà÷àëüíàÿ
òåìïåðàòóðà â êàíàëå ñîñòàâëÿåò T = 1.44 . Äâèæåíèå ÷àñòèö â êàíàëå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì,
ò.å. îíè ïîïàäàþò â ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

T

xL

zL

airair T,u

gp T,G 0
d

0
l

Ðèñ. 1: Ñõåìà òå÷åíèÿ.

Èçó÷åíî âëèÿíèå òåìïåðàòóðû âòîðè÷íîãî âîçäóõà (äëÿ äèàïàçîíà ïàðàìåòðà 0.33 ≤ mT ≤
0.56) íà ïðîöåññ âûäåëåíèÿ ëåòó÷èõ êîìïîíåíòîâ. Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíû âåêòîð ñêîðîñòåé,
ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö è èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ïðè ðàçíûõ ïàðàìåòðàõ òåìïåðàòóðû. Ñ óâå-
ëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû âòîðè÷íîãî âîçäóõà ïîòåðÿ ýíåðãèè çà ñ÷åò ìåæôàçíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ñïîñîáñòâóåò âûäåëåíèþ ëåòó÷èõ êîìïîíåíòîâ. Òàê, ïðè óâåëè÷åíèè
òåìïåðàòóðû âòîðè÷íîãî âîçäóõà îò 298Ê äî 350Ê (â äèàïàçîíå 0.33 ≤ mT ≤ 0.39) ìàêñèìóì
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êîíöåíòðàöèè îêèñè óãëåðîäà CO ñîñòàâëÿåò îò 0,06 äî 0,09 (ðèñóíîê 3Àà-á). Äàëüíåéøèé ðîñò
òåìïåðàòóðû âòîðè÷íîãî âîçäóõà (äëÿ äèàïàçîíà ïàðàìåòðà òåìïåðàòóðû 0.44 ≤ mT ≤ 0.56)
íå ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó âûäåëåíèþ ãàçîâ, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò ðèñóíîê 3Àâ-ä. Èç ãðàôè-
êîâ âèäíî, ÷òî èçîëèíèè CO ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíÿþòñÿ). Êàðòèíà îáðàçîâàíèÿ êîíöåíòðàöèè
êîíå÷íîãî ïðîäóêòà CH4 àíàëîãè÷íà (ðèñóíîê 3Áà-ä).
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Ðèñ. 2: Äèíàìèêà ñêîðîñòè ãàçà (À), ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö (Á) è òåìïåðàòóðû (Â) ïðè ðàçíûõ
òåìïåðàòóðàõ âòîðè÷íîãî âîçäóõà à) mT = 0.33, á) mT = 0.39, â) mT = 0.44, ã) mT = 0.5, ä)
mT = 0.56.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â äèàïàçîíå ïàðàìåòðà òåìïåðàòóðû 0.33 ≤ mT ≤ 0.39 ïîòîê
óñêîðÿåòñÿ, çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè ëåòó÷èõ ãàçîâ ðàñòåò, äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå òåìïåðàòóðû
âòîðè÷íîãî âîçäóõà íå òðåáóåòñÿ.
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Ðèñ. 3: Îêèñü óãëåðîäà (À) è ìåòàí (Á) ïðè ðàçíûõ òåìïåðàòóðàõ âòîðè÷íîãî âîçäóõà à) mT =
0.33, á) mT = 0.39, â) mT = 0.44, ã) mT = 0.5, ä) mT = 0.56.
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Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ìåõàíèçìû ýðîçèè, è ìåòîäû ðåøå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â îáëàñòÿõ ñ íåèçâåñò-
íûìè ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè. Òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ è ýðîçèîííûå õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëÿþòñÿ
êàê ôóíêöèè ðåæèìîâ êîììóòàöèè è ñâîéñòâ êîíòàêòíîãî ìàòåðèàëà.

Äóãîâàÿ ýðîçèÿ â ðàçìûêàþùèõñÿ ýëåêòðîäàõ çàâèñèò îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ, òàêèõ êàê äèà-
ïàçîíû òîêà è íàïðÿæåíèÿ, ñêîðîñòü ðàçìûêàíèÿ, ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è îêðóæàþùåé ñðåäû,
ïàðàìåòðîâ ýëåêòðè÷åñêîé öåïè è ò.ä. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äóãîâîé ýðîçèè êîíòàêòîâ ïðè
ìàëûõ òîêàõ âñëåäñòâèå èñïàðåíèÿ ìàòåðèàëà ðàññìîòðåíû âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [1�4]. Ðàñ÷åòàìè
è ýêñïåðèìåíòàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íàïðàâëåíèå ïåðåíîñà êîíòàêòíîãî ìàòåðèàëà çàâèñèò
îò ìåõàíèçìà ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè â ñòîëáå äóãè è ìåíÿåòñÿ ñ àíîäíîãî íà êàòîäíîå
ïðè ïåðåõîäå îò ìåòàëëè÷åñêîé ôàçû äóãè ê ãàçîâîé ôàçå [5�9].

Èíôîðìàöèÿ î ïðîäîëæèòåëüíîñòè êàæäîé ôàçû äóãè ÿâëÿåòñÿ êðàéíå íåîáõîäèìîé äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ ìèíèìóìà äóãîâîé ýðîçèè âñëåäñòâèå èñïàðåíèÿ. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâà-
íèå äèíàìèêè èñïàðåíèÿ íàòàëêèâàåòñÿ íà çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè èç-çà áûñòðîòå÷íîñòè ïðî-
öåññà. Ïîýòîìó ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýðîçèîííûõ ïðîöåññîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà
âàæíûì. Íåêîòîðûå èç òàêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ýðîçèþ ïðè ïåðåõîäå îò ìåòàëëè÷åñêîé
ôàçû äóãè ê ãàçîâîé ôàçå, ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [10�11]. Îäíàêî, âñå îíè äîñòàòî÷íî ñëîæíû
äëÿ èíæåíåðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ è íóæäàþòñÿ â óïðîùåíèè.

Ìåõàíèçì ýðîçèè, îáóñëîâëåííûé ãàçîâûì è ýëåêòðîìàãíèòíûì äàâëåíèåì â æèäêîì ðàñ-
ïëàâå íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîäà, áûë ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàí â ðàáîòå [12], îäíàêî, áåç äåòàëü-
íîãî àíàëèçà è óäîáíîãî äëÿ ïðèëîæåíèé ìåòîäà ðåøåíèÿ. Íåêîòîðûå îöåíêè êîíâåêòèâíûõ
è ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, à òàêæå òåðìîêàïèëëÿðíûõ ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïî-
ëó÷åíû â ðàáîòàõ [13�15]. Ìåõàíèçì ýðîçèè â òâåðäîé ôàçå, êîòîðûé íàáëþäàëñÿ íà êàðáèäå
öèðêîíèÿ [16] è íà âîëüôðàìå [17], áûë ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàí â ðàáîòàõ [18�19], íî ðàçðàáîòêà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàêòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îñòàåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé.

Keywords: Mathematical model, arc erosion, arc phases
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 34A45
c Ñ. Í. Õàðèí, À. Ò. Êóëàõìåòîâà, Þ.Ð. Øïàäè, 2010.
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Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ïðåäûäóùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,
îïèñûâàþùèõ ðàçëè÷íûå òèïû ýðîçèè ýëåêòðîäîâ (èñïàðåíèå, êàïëè, òâåðäûå ÷àñòèöû), è ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷.

Èñïàðåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýëåêòðîêîíòàêòíîé ýðî-
çèè âñëåäñòâèå èñïàðåíèÿ äîëæíà îïèñûâàòü ìíîãîîáðàçíûå ÿâëåíèÿ â íèçêîòåìïåðàòóðíîé
ïëàçìå, òàêèå, êàê èîííóþ è ýëåêòðîííóþ áîìáàðäèðîâêó ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîäà, ýëåêòðîííóþ
ýìèññèþ èç êàòîäà, ïîòîê îáðàòíûõ ýëåêòðîíîâ è ðàäèàöèÿ èç ñòîëáà äóãè, à òàêæå ýâîëþöèþ
âî âðåìåíè ýëåêòðîìàãíèòíîãî è òåìïåðàòóðíîãî ïîëåé ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ïëàâëåíèÿ
è èñïàðåíèÿ.

Äèíàìèêà ýòèõ ÿâëåíèé äîëæíà áûòü èññëåäîâàíà â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ çíà÷åíèé
òîêà, íàïðÿæåíèÿ, ñêîðîñòè ðàçìûêàíèÿ, èíäóêòèâíîñòè öåïè, ïàðàìåòðîâ ýëåêòðîäíîãî ìà-
òåðèàëà è ñâîéñòâ îêðóæàþùåé ñðåäû.

Îáùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ýëåêòðè÷åñêîé äóãè, áûëà ïðåä-
ñòàâëåíà â ðàáîòå [10]. Îäíàêî, îíà äîâîëüíî ñëîæíà äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ, ïîýòîìó
çàäà÷à åå óïðîùåíèÿ áåç ïîòåðè îñíîâíûõ çàêîíîâ äóãîâîé äèíàìèêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà
íóæíîé. Òàêîå óïðîùåíèå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî çàìåíîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ
ñòîëáà äóãè, áåññòîëêíîâèòåëüíîé è èîíèçàöèîííîé çîí áîëåå ïðîñòûìè óðàâíåíèÿìè áàëàíñà
ýíåðãèè, â òî âðåìÿ êàê äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ â ýëåêòðîäàõ ñîõðàíÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûìè ïîòîêàìè èç äóãè â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà äóãè íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîäà ôîðìèðóåòñÿ îñå-
ñèììåòðè÷íàÿ çîíà æèäêîãî ìåòàëëà D1( hν(r, t) ≤ z ≤ hm(r, t), 0 ≤ r ≤ α(t) ) , êîíòàê-
òèðóþùàÿ ñ íåðàñïëàâëåííîé òâåðäîé çîíîé D2( (z ≥ 0, r ≥ 0) \ D2 ) , êîòîðûå ïîêàçàíû íà
ðèñóíêå 1. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ îáåèõ îáëàñòåé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

Ciγi
∂Ti

∂t
= div(λi∇Ti) + ρij

2
i , (1)

ãäå ÷åðåç Ci , γi , λi , ρi , ji , Ti è t îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî òåïëîåìêîñòü, ïëîòíîñòü,
òåïëîïðîâîäíîñòü, ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå, ïëîòíîñòü òîêà, òåìïåðàòóðà è âðåìÿ, hν(r, t)
è hν(r, t) � èçîòåðìû èñïàðåíèÿ è ïëàâëåíèÿ, α è h0 � ðàäèóñ è ãëóáèíà ðàñïëàâà, f � ðàäèóñ
äóãè, èíäåêñ i = 1 îòíîñèòñÿ ê ðàñïëàâó, à i = 2 � ê òâåðäîé çîíå.

Ðèñ. 1: Ðàñïëàâ (D1) è òâåðäàÿ çîíà (D2) ýëåêòðîäà.

Íà èçîòåðìå ïîâåðõíîñòè èñïàðåíèÿ z = hν(r, t) óñëîâèå Ñòåôàíà èìååò âèä:
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−λ1
∂T1

∂n
= QA + Lνγ1

∂hν

∂t
, (2)

ãäå òåïëîâîé ïîòîê äóãè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

QA = q0(t) exp
(
− r2

rA(t)2

)
, (3)

â êîòîðîì q0(t) , Lν , rA(t) è n îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ìàãíèòóäó (ìàêñèìóì òåïëîâîãî
ïîòîêà â öåíòðå êîíòàêòíîãî ïÿòíà), ñêðûòóþ òåïëîòó èñïàðåíèÿ, ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè.

Ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà çàêîíîì Ëåíãìþðà:

γ1
∂hν

∂t
=

Γ√
T1

exp
(

A− B

T1

)
, (4)

ãäå Γ = (2πRT /M)1/2 , RT � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, M � ìîëåêóëÿðíûé âåñ ïàðà, A è B �
êîíñòàíòû èñïàðåíèÿ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äîëÿ òåïëîâîãî ïîòîêà, âõîäÿùåãî â ýëåêòðîä,
êîòîðàÿ ïîòðåáëÿåòñÿ íà ôàçîâûé ïåðåõîä èñïàðåíèÿ, èìååò íîðìàëüíîå ðàäèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå

Qν = qν(t) exp
(
− r2

rν(t)2

)
, (5)

ãäå qν(t) è rν(t) � ìàãíèòóäà è ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ èñïàðåíèÿ, òî ìîæíî îïóñòèòü çàêîí
Ëåíãìþðà (4) è ðàññìàòðèâàòü ëèøü îäíî óñëîâèå Ñòåôàíà (3) ñ çàìåíîé â íåì QA íà ðàçíîñòü
QA −Qν . Ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ èñïàðåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåí â ýòîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèÿ

T1( rν(t), 0, t ) = Tb, (6)

ãäå Tb � òåìïåðàòóðà êèïåíèÿ. Ìàãíèòóäû q0(t) è qν(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ áàëàíñà
ýíåðãèè äëÿ ñòîëáà äóãè, àíîäà è ïîâåðõíîñòè êàòîäà.

Íà ïîâåðõíîñòè ïåðåõîäà z = hm(r, t) ìåæäó ðàñïëàâîì è òâåðäîé çîíîé çàäàåòñÿ åùå îäíî
óñëîâèå Ñòåôàíà

−λ1
∂T1

∂n
= −λ2

∂T2

∂n
+ Lmγ1

∂hm

∂t
, (7)

äîïîëíÿåìîå óðàâíåíèåì
T1 = T2 = Tm, (8)

ãäå Lm è Tm � ñêðûòàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåîáõîäèìî çàäàòü åùå óñëîâèå àêñèàëüíîé

ñèììåòðèè
∂T1

∂r
= 0, r = 0, (9)

à òàêæå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

T2(r, z, 0) = T0(r, z), T1(0, 0, 0) = Tm. (10)

Âûðàæåíèå äëÿ T0(r, z) ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà
ýòàïå, ïðåäøåñòâóþùåì ïëàâëåíèþ. Îíî ïðèâåäåíî â ðàáîòå [11].

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòåôàíà (1)�(10) ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè ãðàíèöà-
ìè z = hm(r, t) è z = hν(r, t) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìàæîðàíòíûõ òåïëîâûõ ïîòîêîâ, ïðåäñòàâ-
ëåííûé â ðàáîòå [23]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìåòîäîì âðåìÿ ãîðåíèÿ äóãè 0 ≤ t ≤ tA ðàçáè-
âàåòñÿ íà ýëåìåíòàðíûå èíòåðâàëû (øàãè). Äëÿ êàæäîãî òàêîãî øàãà ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
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èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà. Âíà÷àëå ñòðîèòñÿ èçâåñòíîå ðåøåíèå ñòàíäàðòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíå-
íèÿ (1) â öèëèíäðè÷åñêîì ïîëóïðîñòðàíñòâå r > 0 , z > 0 ñ çàäàííûì òåïëîâûì ïîòîêîì äóãè
QA(r, t) íà ãðàíèöå z = 0 . Ýòî ðåøåíèå T+(r, t) ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ìàæîðàíòîé è äàåò çàâûøåí-
íûå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû, ïîñêîëüêó ðåàëüíûé òåïëîâîé ïîòîê QA(r, t)−Qm(r, t)−Qν(r, t) ,
ó÷èòûâàþùèé òåïëîâûå ïîòåðè íà ôàçîâûå ïåðåõîäû ïëàâëåíèÿ è èñïàðåíèÿ, ìåíüøå ïîòîêà
äóãè. Èç ýòîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòè z = h+

m(r, t) è z = h+
ν (r, t) , ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå èçîòåðìàì ïëàâëåíèÿ è èñïàðåíèÿ, è âûòåêàþùèå èç íèõ îáúåìû ðàñïëàâà è èñïàðåíèÿ,
êîòîðûå òàêæå çàâûøåíû. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ìîùíîñòü Q+

m+ν(r, t) = Qm(r, t)+Qν(r, t) , çàòðà-
÷èâàåìàÿ íà ôàçîâûå ïåðåõîäû äëÿ íàéäåííûõ îáúåìîâ, è ñíîâà ðåøàåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à
òåïëîïðîâîäíîñòè, íî óæå äëÿ çàíèæåííîãî çíà÷åíèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà QA(r, t) − Q+

m+ν(r, t) ,
â ðåçóëüòàòå ÷åãî îïðåäåëÿþòñÿ íèæíèå ìàæîðàíòû òåìïåðàòóðû T−(r, z, t) è èçîòåðì ïëàâ-
ëåíèÿ è èñïàðåíèÿ z = h−m(r, t) è z = h−ν (r, t) . Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ íåñêîëüêî ðàç äî
ïîëó÷åíèÿ íóæíîé òî÷íîñòè.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà. Ìåäíûå ýëåêòðîäû. Ðàñ÷åò áûë ïðîâåäåí äëÿ Cu � ýëåêòðîäîâ
ïðè òîêàõ I = 100 A , 300 A , 500 A è ñêîðîñòÿõ ðàçìûêàíèÿ V0 = 0.5 m/ sec , 5 m/ sec ,
20 m/ sec . Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 2�4.

Ðèñ. 2: Òåìïåðàòóðà Ta(0, t) è Tc(0, t) â öåíòðå àíîäà è êàòîäà â ôóíêöèè îò âðåìåíè t . Cu
� êîíòàêòû. Äëÿ àíîäà: 1− I = 100A , 2− I = 300A , 3− I = 500A . Äëÿ êàòîäà: 4− I = 100A ,
5 − I = 300A , 6 − I = 500A . Êðèòè÷åñêîå âðåìÿ: tcr = 0.4m sec (300A) , 0.65m sec (500A) ,
0.8m sec (500A).

Ñðàçó æå ïîñëå ðàçðûâà ìîñòèêà òåìïåðàòóðà â öåíòðå àíîäíîãî ïÿòíà Tα(0, t) (Ðèñóíîê 2)
ðåçêî âîçðàñòàåò äî âåëè÷èíû 6 ·103K , çàòåì ñî âðåìåíåì óìåíüøàÿñü äî çíà÷åíèÿ 1 ·10−3ñåê ,
ñðàâíèìîãî ñ òåìïåðàòóðîé ãðóïïîâîãî êàòîäíîãî ïÿòíà Tc = 4 · 103K . Âñëåäñòâèå ýòîãî èñ-
ïàðåíèå ñ àíîäà ðåçêî ñîêðàùàåòñÿ è ìåòàëëè÷åñêàÿ ôàçà äóãè ïåðåõîäèò â ãàçîâóþ ôàçó â
êðèòè÷åñêîé òî÷êå tcr ïåðåñå÷åíèÿ àíîäíîé è êàòîäíîé òåìïåðàòóð. Âåëè÷èíà òîêà ïðè ýòîì
âåñüìà âàæíà, òàê êàê ìåíüøåìó òîêó ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøåå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àíîäíîé
äóãè. Ñíèæåíèå òåìïåðàòóðû â öåíòðå àíîäíîãî ïÿòíà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ äâóõ
ôàêòîðîâ: 1) óìåíüøåíèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà â àíîä âñëåäñòâèå ðàñõîæäåíèÿ êîíòàêòîâ è óâå-
ëè÷åíèÿ ðàäèóñà àíîäíîãî ïÿòíà è 2) îõëàæäåíèÿ àíîäà âñëåäñòâèå èíòåíñèâíîãî èñïàðåíèÿ.

Óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ è ýâîëþöèè ãàçîâîé ôàçû äóãè çàâèñÿò îò ñâîéñòâ ýëåêòðîäíîãî
ìàòåðèàëà, òàêèõ êàê òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ è èñïàðåíèÿ, ñêðûòàÿ òåïëîòà èñïàðåíèÿ è ò.ä.,
êîòîðûå äîëæíû áûòü ó÷òåíû â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîðîòêîé äóãè.

Èñïàðåíèå ìàòåðèàëà â çîíå îñíîâàíèÿ êîðîòêîé äóãè ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ôàêòîðîì,
îïðåäåëÿþùèì åå ýâîëþöèþ. Ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ èñïàðåíèÿ ñ êàòîäíîãî ïÿòíà rν(t) âîçðàñ-
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òàåò âìåñòå ñ òîêîì (ðèñóíîê 3), â òî âðåìÿ êàê rν(t) äëÿ êàòîäà èçìåíÿåòñÿ âåñüìà ìåäëåííî.

Ðèñ. 3: Äèíàìèêà ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà rev èñïàðåíèÿ ñ àíîäà ( 1− I = 100A , 2− I = 300A ,
3− I = 500A ) è ñ êàòîäà ( 4− I − 100A , 5− I = 300A , 6− I = 500A ). (Cu � ýëåêòðîäû).

Ñêîðîñòü ðîñòà ðàäèóñà àíîäíîãî ïÿòíà drev
dt ìåíÿåòñÿ îò 0.1m/sec äî 0.2m/sec è ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ â êîíöå àíîäíîé ôàçû äóãè.
Êðèâûå àíîäíûõ è êàòîäíûõ ïîòåðü íà èñïàðåíèå Qav(t) è Qcv(t) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå

4. Àíîäíûå êðèâûå ïîòåðü âíà÷àëå áûñòðî âîçðàñòàþò è äîñòèãàþò ìàêñèìóìà ïðè t ≈ 0.1 −
0.5msec , à çàòåì óìåíüøàþòñÿ äî íóëÿ, ïåðåñåêàÿ êàòîäíûå êðèâûå â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ.

Ðèñ. 4: Àíîäíûå ïîòåðè íà èñïàðåíèå Qav(t) ( 1 − I = 100A , 2 − I = 300A , 3 − I = 500A )
è êàòîäíûå ïîòåðè íà èñïàðåíèå Qev(t) ( 4 − I = 100A , 5 − I = 300A , 6 − I = 500A ) V0 =
0.2m/sec . Co � êîíòàêòû.

Ìàêñèìóì àíîäíûõ ïîòåðü íà èñïàðåíèå íåñêîëüêî ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó áîëüøåãî âðåìåíè
ñ âîçðàñòàíèåì òîêà. Ýòî ñìåùåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü èçìåíåíèåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñêîðî-
ñòüþ ðîñòà òåìïåðàòóðû è èíòåíñèâíîñòüþ èñïàðåíèÿ â àíîäíîì ïÿòíå. Â íà÷àëüíîé ñòàäèè
ìîùíîñòü èñïàðåíèÿ ðåçêî âîçðàñòàåò âìåñòå ñ ðîñòîì àíîäíîé òåìïåðàòóðû. Áûñòðî ðàñòóùèé
ðàäèóñ ïëîùàäêè èñïàðåíèÿ âûçûâàåò èíòåíñèâíîå èñïàðåíèå. Ïîñëå ìàêñèìóìà òåìïåðàòóðà
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íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ âñëåäñòâèå îõëàæäàþùåãî äåéñòâèÿ ïàðîîáðàçîâàíèÿ è óìåíüøåíèÿ
òåïëîâîãî ïîòîêà èç äóãè ñ ðîñòîì ìåæêîíòàêòíîãî ðàññòîÿíèÿ. Ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ âåñüìà
÷óâñòâèòåëüíà ê èçìåíåíèþ òåìïåðàòóðû â ñèëó ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòè (4), ðàâíî êàê
è ê èçìåíåíèþ âåëè÷èíû òîêà. Èç ðèñóíêà 4 ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èñïàðåíèå àíîäà ïðàêòè-
÷åñêè çàêàí÷èâàåòñÿ ïðè t = 5msec äëÿ òîêà I = 100A , òîãäà êàê çà òî æå âðåìÿ ïðè òîêå
I = 500A èíòåíñèâíîñòü èñïàðåíèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ýòèõ âû÷èñëåíèé ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [20] ïîêàçûâàåò
äîñòàòî÷íî óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñîâàíèå ñ îøèáêîé, íå ïðåâûøàþùåé 10�15% .

Ýðîçèÿ AgMeO ýëåêòðîäîâ. Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû äëÿ ìåòàëëîêå-
ðàìèêè AgCdO è AgSnO2 ïðè óñëîâèÿõ: òîêè I = 20 A è I = 40 A , íàïðÿæåíèå U = 14 V ,
ñêîðîñòü ðàçìûêàíèÿ V0 = 0.2 m/ sec, èíäóêòèâíîñòü L = 0 and L = 50 mH . Ýòè óñëîâèÿ
òèïè÷íû äëÿ ðàçìûêàíèÿ òîêà â àâòîìîáèëüíûõ ðåëå è êîììóíèêàöèÿõ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 5�7.

Ðèñ. 5: Ýðîçèÿ AgCdO ýëåêòðîäîâ â çàâèñèìîñòè îò äëèíû äóãè. L = 0, 1− I = 40A (êàòîä),
2− I = 20A (êàòîä). 3− I = 20A ( àíîä), 4− I = 40A (àíîä).

Ðèñ. 6: Ýðîçèÿ AgSnO2 â çàâèñèìîñòè îò äëèíû äóãè. L = 0 , 1−I = 40A (êàòîä), 2−I = 20A
(êàòîä) 3− I = 20A (àíîä), 4− I = 40A (àíîä).

Ýòè ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [9, 22]. Èõ àíàëèç ïîç-
âîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî â ìåòàëëè÷åñêîé ôàçå êîðîòêîé àíîäíîé äóãè, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ
ïåðåíîñîì ìàòåðèàëà ñ àíîäà íà êàòîä, ýðîçèÿ ýëåêòðîäîâAgSnO2 çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì
ýðîçèÿ ýëåêòðîäîâAgCdO, êàê äëÿ ðåçèñòèâíûõ, òàê è äëÿ èíäóêòèâíûõ öåïåé, â òî âðåìÿ
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Ðèñ. 7: ÝðîçèÿAgCdO è AgSnO2 â çàâèñèìîñòè îò äëèíû äóãè L = 50mH , I = 40A, 1 −
AgCdO êàòîä, 2−AgCdO àíîä, 3−AgSnO2 àíîä , 4−AgSnO2 êàòîä.

êàê â ãàçîâîé ôàçå (äëèííàÿ äóãà) ñ îáðàòíûì íàïðàâëåíèåì ïåðåíîñà âåëè÷èíà ýðîçèè çà-
âèñèò îò èíäóêòèâíîñòè öåïè. Äëÿ ðåçèñòèâíûõ öåïåé (L = 0 ) ýðîçèÿ ýëåêòðîäîâ AgSnO2

çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ýðîçèåé â ýëåêòðîäàõ AgCdO , îäíàêî, äëÿ èíäóêòèâíûõ
öåïåé ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ íà îáðàòíóþ, ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ýëåêòðîäîâ AgCdO â ñëó÷àå
äëèííûõ äóã, ãîðÿùèõ â ãàçîâîé ôàçå, áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíî.

Ýðîçèÿ â êàïåëüíîé ôàçå. Íàðÿäó ñ èñïàðåíèåì â ðÿäå ñëó÷àåâ âîçìîæåí è äðóãîé
ìåõàíèçì ýðîçèè, êîòîðàÿ ïðîèñõîäèò â âèäå æèäêèõ êàïåëü è íàáëþäàåòñÿ â îáëàñòè ñðåäíèõ
è áîëüøèõ òîêîâ. Îíà îáóñëîâëåíà âçàèìîäåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ ñèë â æèäêîìåòàëëè÷åñêîé
çîíå, òàêèõ êàê ýëåêòðîìàãíèòíîå è ãàçîêèíåòè÷åñêîå äàâëåíèå, ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå, à
òàêæå âçðûâîîáðàçíûì ðàçáðûçãèâàíèåì ãàçîâûõ âêëþ÷åíèé â æèäêîì ìåòàëëå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (1)�(10), ïðåäñòàâëåííàÿ âûøå, äîëæíà áûòü ñêîððåêòèðîâàíà â
ýòîì ñëó÷àå ñ ó÷åòîì òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå æèäêîãî ìåòàëëà. Óðàâíå-
íèå äâèæåíèÿ äëÿ æèäêîãî ìåòàëëà â îáëàñòè D1 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

∂V̄

∂t
+ V̄ · ∇V̄ =

1
γ1
∇P + ν∆V̄ + F̄ , (11)

à óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè îñòàåòñÿ ñòàíäàðòíûì:

∇ · V̄ = 0. (12)

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (1) äëÿ i = 1 äîëæíî áûòü çàìåíåíî óðàâíåíèåì ýíåðãèè

C1γ1(
∂T1

∂t
+ V̄ · ∇T1) = div(λ1∇T1) + ρ1j

2
1 , (13)

â òî âðåìÿ êàê äëÿ i = 2 îíî îñòàåòñÿ ïðåæíèì. Çäåñü V̄ (Vr, Vz) îçíà÷àåò âåêòîð ñêîðîñòè
æèäêîãî ìåòàëëà, P � ãàçîêèíåòè÷åñêîå äàâëåíèå, F̄ = (µ0/γ1)j̄ × H̄ � ýëåêòðîìàãíèòíàÿ
ñèëà, ν è µ0 � âÿçêîñòü è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü.

Íàðÿäó ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ òåìïåðàòóðû äîëæíû áûòü çàäàíû àíàëîãè÷íûå óñëî-
âèÿ è äëÿ ñêîðîñòè:

∂Vr

∂z
= 0 íà ïîâåðõíîñòè z = hν(r, t), (14)

Vr = Vz = 0 íà ïîâåðõíîñòè z = hm(r, t). (15)
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Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è ïðèìåì ðàäèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â âèäå:

P = P0 · (1− r2/α2). (16)

Èñïîëüçóÿ òåîðèþ ïîäîáèÿ íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïðîöåññîâ òåïëîïåðå-
íîñà th ìíîãî áîëüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
tν . Ñëåäîâàòåëüíî, ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ðåøåíà
íåçàâèñèìî îò òåïëîâîé ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàçèñòàöèîíàðíîé àïïðîêñèìàöèè, ò.å. â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî T1 , hm è hν ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè äëÿ äàííîãî âðåìåíè t .

Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâî

1
2
γ1

∂

∂t

∥∥V̄ 2
∥∥ + ν

∥∥∇2V̄
∥∥ = EH + EM , (17)

ãäå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþò êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ïðàâàÿ
÷àñòü åñòü ñóììà ãèäðîäèíàìè÷åñêîé è ýëåêòðîìàãíèòíîé ñèë. Èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè, ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå:

γ1

∥∥V̄ 2
∥∥ + ν

∫ tA

0

∥∥∇ · V̄ 2
∥∥ dt ∼= WM + WV , (18)

ãäå tA � âðåìÿ ãîðåíèÿ äóãè. Âûðàæåíèÿ äëÿ EM , EH ,WM ,WV äàíû â ðàáîòå [15].
Ñîîòíîøåíèå (18) äàåò âîçìîæíîñòü ñðàâíèòü êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (18), íå

ðåøàÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, è îöåíèòü òàêèì îáðàçîì, êàêàÿ ñèëà îòâåòñòâåííà â
îñíîâíîì çà ìåõàíèçì ýðîçèè.

Ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíîé, åñëè çàìåíèòü âñþ îáëàñòü D1 ïîãðàíè÷íûì ñëîåì
âáëèçè ïîâåðõíîñòè èñïàðåíèÿ z = hν(r, t) . Òîãäà ïîëÿ òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòè ïðè èñïàðåíèè
ìîãóò áûòü îïèñàíû ñèñòåìîé óðàâíåíèé

C1γ1
∂T1
∂t = ∂

∂z (λ1
∂T1
∂z ) + ρ1j

2
r , ∂Vr

∂r + Vr
r + ∂Vz

∂z = 0 ,
∂Vr
∂t = ν ∂2Vr

∂z2 , ∂Vz
∂t = − 1

γ1

∂F
∂z + ν ∂2Vr

∂z2 + µ0

λ1
jrHϕ ,

(19)

ðåøåíèå êîòîðîé ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè.
Äèíàìèêà èçîòåðìû ïëàâëåíèÿ ìåäíîãî êàòîäà â ðåçóëüòàòå íàãðåâà òåïëîâûì ïîòîêîì

äóãè QA è äæîóëåâûìè èñòî÷íèêàìè ñ ïëîòíîñòüþ òîêà j ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 8 äëÿ ïàðà-
ìåòðîâ:

QA = Q0 exp(−αir
2) , Q0 = 2.2 · 107W/m2 , αi = 3.18 · 104m−2,

j = j0 exp(−αjr
2) , j0 = 1.9 · 106A/m2 , αj = 1.3 · 102m−2.

Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèòü âåëè÷èíó ýðîçèè â ôîðìå æèäêèõ êàïåëü, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
êîòîðûõ áîëüøå ýíåðãèè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.

Òåðìîêàïèëÿðíûé ìåõàíèçì ýðîçèè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ îáúÿñíèòü èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ
êàïåëüíîé ýðîçèè êàê ñëåäñòâèå äâèæåíèÿ æèäêîãî ìåòàëëà îò öåíòðà ïÿòíà ê åãî ïåðèôåðèè
ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî è ãàçîêèíåòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íûì, îñîáåííî äëÿ òàêèõ òóãîïëàâêèõ ìåòàëëîâ êàê âîëüôðàì, ìîëèáäåí, öèðêîíèé è ò.ä. Â
ýòîì ñëó÷àå ýðîçèîííûé ìåõàíèçì ìîæíî îáúÿñíèòü äåéñòâèåì òåðìîêàïèëëÿðíîãî ýôôåêòà
Ìàðàíãîíè, êîòîðûé âûçûâàåò èíòåíñèâíîå êîíâåêòèâíîå òå÷åíèå â óçêîì ïîâåðõíîñòíîì ñëîå
æèäêîãî ðàñïëàâà çà ñ÷åò òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ æèäêîãî ìå-
òàëëà. ×òîáû ó÷åñòü ýòîò ýôôåêò, íåîáõîäèìî ñêîððåêòèðîâàòü ïðåäñòàâëåííóþ âûøå ìîäåëü
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Ðèñ. 8: Dynamics of melting isotherms of convective heat transfer during arcing. I = 100 A 1− t =
0.2 m sec , 2 − t = 0.4 m sec , 3 − t = 0.6 m sec , 4 − t = 0.8 m sec .

êîíâåêòèâíîãî òåïëî- è ìàññîîáìåíà ïóòåì çàìåíû óñëîâèÿ (14) ñïåöèàëüíûì ãðàíè÷íûì óñëî-
âèåì, îïèñûâàþùèì òåðìîêàïèëëÿðíûå ñèëû, êîòîðûå âûçûâàþò ðàäèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà
ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ìåòàëëà:

µ
∂Vr

∂z
= − dσ

dT1

∂T1

∂r
, z = hν(r, t), (20)

ãäå µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, σ � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Êðîìå ýòîãî,
â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (17) è (18) äîëæíû áûòü äîáàâëåíû ñëàãàåìûå Eσ è Wσ , îòâåò-
ñòâåííûå çà òåðìîêàïèëëÿðíûé ýôôåêò.

Â ýòîì ñëó÷àå àíàëîã òåðìîêàïèëëÿðíîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà Re = W10h0γ1/µ , W10 =∣∣∣ dσ
dT1

∣∣∣ Tm−T0
αµ , ÷èñëà Ïðàíäòëÿ Pr = σµ

λ1
è ÷èñëà Ìàðàíãîìè Ma = Re · Pr èãðàþò êëþ÷åâóþ

ðîëü.
Èçîòåðìû ïëàâëåíèÿ äëÿ âîëüôðàìà ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è âûøå, íî ñ ó÷åòîì òåðìî-

êàïèëëÿðíîé êîíâåêöèè, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 9.

Ðèñ. 9: Èçîòåðìû ïëàâëåíèÿ òåðìîêàïèëëÿðíîé êîíâåêöèè. I = 100 A , Ma = 2 · 103 .
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Â ðàáîòå [15] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïëîòíîñòè òîêà j = 6.45 · 107A/m2 è òåïëîâîì ïîòîêå Q0 =
3.2·108W/m2 ÷èñëî Ìàðàíãîíè äëÿ âîëüôðàìà ðàâíî Ma = 1.13·102 , âñëåäñòâèå ÷åãî ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ òåðìîêàïèëëÿðíîé êîíâåêöèè Vr íà ïîâåðõíîñòè ðàñïëàâà äîñòèãàåò 13 m/ sec , ÷òî
äîñòàòî÷íî äëÿ âûáðîñà æèäêîãî ìåòàëëà èç ðàñïëàâà òîëüêî òåðìîêàïèëëÿðíûìè ñèëàìè áåç
ó÷åòà ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîãî è ãàçîêèíåòè÷åñêîãî äàâëåíèé.

Ýðîçèÿ â òâåðäîé ôàçå. Â ðÿäå ñëó÷àåâ íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîäîâ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ
î÷àãè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè è ìèêðîòðåùèíû. Ýòî ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà êîýôôèöèåíò
ñîñðåäîòî÷åííîñòè òåïëîâîãî èñòî÷íèêà äóãîâîãî ðàçðÿäà äîñòàòî÷íî âåëèê (αi ≥ 107m−2 ), à
äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà ìàëà. Ïðè ýòîì âáëèçè êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè çà âåñüìà ìàëûå âðå-
ìåíà âîçíèêàþò î÷åíü áîëüøèå ãðàäèåíòû òåìïåðàòóðû (òåïëîâîé óäàð), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ â òåëå ýëåêòðîäà òåðìîóïðóãîé âîëíû è íàïðÿæåíèé, ïðåâûøàþùèõ
ïðåäåë ïðî÷íîñòè êîíòàêòíîãî ìàòåðèàëà è âûçûâàþùèõ âûáðîñ ÷àñòèö, îòêîëîòûõ îò ïîâåðõ-
íîñòè ýëåêòðîäà [16�17].

Ïðèðîäà òåïëîâûõ íàïðÿæåíèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïëîòíîñòè òîêà â êîíòàêòíîé çîíå.
Ïðè ïëîòíîñòè òîêà ïîðÿäêà 108A/m2 è âûøå ðîñò òåìïåðàòóðû îáóñëîâëåí äåéñòâèåì äæîó-
ëåâûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà â çîíå ñòÿãèâàíèÿ ëèíèé òîêà, â òî âðåìÿ êàê ïðè ïëîòíîñòè 107A/m2

è íèæå ïðåâàëèðóåò ïîâåðõíîñòíûé äóãîâîé ïîòîê òåïëà. Òåìïåðàòóðíîå ïîëå, ñîçäàþùåå òåð-
ìîóïðóãèå íàïðÿæåíèÿ âñëåäñòâèå äæîóëåâîãî íàãðåâà, ìîæåò áûòü îïèñàíî óðàâíåíèåì òåï-
ëîïðîâîäíîñòè

cγ
∂T

∂t
= div(λ∇T ) + ρ · j2, r > 0, z > 0. (21)

Ïëîòíîñòü òîêà â èìïóëüñíîì ðåæèìå îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â âèäå [11]:

j(r, z, t) =
δt

4πfr

(
η − 1

η

)
, (22)

ãäå δ � ñêîðîñòü ðîñòà òîêà, f = f(t) � ðàäèóñ äóãîâîãî ïÿòíà, óâåëè÷èâàþùåãîñÿ âî âðåìåíè,
è

η =
[
z2 + (r − f)2

z2 + (r + f)2

]1/4

.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì â âèäå òåïëîâîãî ïîòîêà P0t , ïîñòóïàþùåãî
â ýëåêòðîä èç äóãè, õîðîøî èçâåñòíî [11]. Èñïîëüçóÿ ýòî ðåøåíèå è òåðìîóïðóãèé ïîòåíöèàë,
ìîæíî íàéòè êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî òåðìîóïðóãèå íàïðÿæåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé ìîäåëè, ñóùåñòâåííû ëèøü ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ íàðàñòàíèÿ òîêà
( β ≥ 107A/ sec äëÿ âîëüôðàìà è β ≥ 109A/ sec äëÿ ìåäè). Ìàêñèìóì íàïðÿæåíèé â ýòîì
ñëó÷àå âîçíèêàåò íà êðàþ êîíòàêòíîãî ïÿòíà ( z = 0 , r = f(t) ), ãäå ïëîòíîñòü òîêà è òåïëîâûõ
èñòî÷íèêîâ òàêæå ìàêñèìàëüíû, â òî âðåìÿ êàê â öåíòðå ïÿòíà íàïðÿæåíèÿ çíà÷èòåëüíî íèæå,
÷òî âèäíî èç óðàâíåíèÿ (22).

Â ñëó÷àå ïðåîáëàäàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé
íîñèò îáðàòíûé õàðàêòåð: èõ ìàêñèìóì íàõîäèòñÿ â öåíòðå ïÿòíà. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îïèñàíèÿ
òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â ýëåêòðîäå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ñôåðè÷åñêàÿ ìîäåëü Õîëüìà, áîëåå
ïðîñòàÿ è óäîáíàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ öèëèíäðè÷åñêîé. Îíà ñîñòîèò â çàìåíå ïëîñêîãî êðóãîâî-
ãî êîíòàêòíîãî ïÿòíà ðàäèóñà f ïîëóñôåðîé èäåàëüíîé ïðîâîäèìîñòè ñ ðàäèóñîì b = f

√
2 ,

÷òî îáåñïå÷èâàåò àäåêâàòíîñòü òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé â îáåèõ ìîäåëÿõ. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà
êîíòàêòíîé ïîëóñôåðå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

−λ
∂T (b, t)

∂r
= P0t. (23)
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Ãëàâíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿþòñÿ
âûðàæåíèÿìè:

σrr − 2Eα0

1− µ

1
r3

∫ r

b
x2T (x, t)dx, σϕϕ = σψψ =

Eα0

1− µ

[
1
r3

∫ r

b
x2T (x, t)dx− T (r, t)

]
. (24)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21) ïðè óñëîâèè (23) äàåòñÿ ôîðìóëîé:

T (r, t) = bP0tβ
λα [erf(α− β)− 2(α + β) · ierfc(α− β)]+

4β2 exp{−(α− β)2[Ω(α− β)− Ω(α− β + 1
2β )]}, (25)

ãäå
β =

b

2a
√

t
, α =

r

2a
√

t
, Ω(z) = exp(z2) · erfc z.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (25) â (24), ìîæíî íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Åñëè σy �
ïðåäåë ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà ýëåêòðîäà, òî ïðîñòåéøåå óñëîâèå, èñêëþ÷àþùåå ðàñòðåñêèâàíèå,
èìååò âèä |σrr − σϕϕ| < σy , ò.å.

Eα0

1− µ

P0t0b

λ

∣∣∣∣
4β√

π
− 1− 4β2[1− Ω(1/2β)]

∣∣∣∣ < σy, (26)

ãäå t0 � âðåìÿ äåéñòâèÿ èìïóëüñà.
Ïðèâåäåì ïðèìåð ðàñ÷åòà òåðìîóïðóãèõ íàïðÿæåíèé íà âîëüôðàìîâîì ýëåêòðîäå ïðè óñëî-

âèÿõ, îïèñàííûõ â ýêñïåðèìåíòå ðàáîòû [17]. Äëÿ ýòèõ äàííûõ

I = δt0 = 1000 A, t0 = 2 · 10−6 sec, πf2 = 5 · 10−4m,

òîãäà b = 2.55·10−4m , Ω(1/2β) = 0.94 , è, ñëåäîâàòåëüíî, |σϕϕ| = 2.2·109kg/m2 , ÷òî ïðåâûøàåò
ïðåäåë ïðî÷íîñòè âîëüôðàìà σy = 1.3 · 109kg/m2 . Ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìàÿ ýðîçèÿ â
âèäå îòêîëîòûõ îò ïîâåðõíîñòè òâåðäûõ ÷àñòèö ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü íåðàâåíñòâà (26).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî σy ≤ |σrr − σϕϕ| , ìîæíî âû÷èñëèòü õàðàêòåðíûé ðàçìåð îáëàñòè
l0 , ïîäâåðæåííîé âîçäåéñòâèþ òåðìîóïðóãîé âîëíû äî çàòóõàíèÿ è ïðèâîäÿùåé ê âûáðîñó
ìàòåðèàëà ýëåêòðîäà â òâåðäîé ôàçå.

Ðèñ. 10: Çàâèñèìîñòü òåíçîðà íàïðÿæåíèé |σrr − σϕϕ| îò α− β .

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 10 íåðàâåíñòâî σy ≤ |σrr − σϕϕ| âûïîëíåíî, åñëèα − β ≤ 0.65 , ò.å.
r − b ≤ 1.3a

√
t , è ðàçðóøåíèå ýëåêòðîäà â òâåðäîé ôàçå ïðîèñõîäèò íà ãëóáèíó

l0 = 1.3a
√

t0 = 1.67 · 10−5m.
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Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (26) ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì äëÿ ðàñ÷åòà òåðìè÷åñêèõ
íàïðÿæåíèé â ýëåêòðè÷åñêèõ êîíòàêòàõ, ðàáîòàþùèõ â èìïóëüñíîì ðåæèìå.

Öèòèðîâàííàÿ ëèòåðàòóðà

1. Ãëàãîëåâ À.È., Çóáêîâ À.È., Ïàíîâ Þ.À. // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ. Ìåõàíèêà æèäêîñòè
è ãàçà. 1967. � 3. Ñ. 97�102.

2. Ragnar Holm // Electric Contacts, 4-th Edition, Springer Verlag, 1981, pp. 316-337.
3. B. Bolanowski // Proc. 6-th Int. Conf. of Switching Arc Phenomena, Lodz, Poland, 1985, pp.

279-285.
4. P. Andanson and A. Lefort // J. Appl. Phys. D. 17. 1984. P. 2377�2386.
5. J. Swingler and J.W. McBride // Proc. 41-th IEEE Holm Conf. On Electrical Contacts,

Chicago, USA. 1996. P. 105�114.
6. J. Boddy and T. Utsumi // J. Appl. Phys. 1971. V. 42, No. 9. P. 3369�3373.
7. E.W. Gray // IEEE Trans. Plasma. Sci. V. 1973. PS-1, No. 1. P. 30�33.
8. H. Sone and T. Takagi // IEEE Trans. CHMT. V. 13. 1990. P. 13�19.
9. Z.K. Chen and K. Sawa // J. Appl. Phys. 1994. V. 76. P. 3326�3331.

10. N. Ben Jemaa, L. Nedelec, S. Benhenda // Proc. 18-th Int. Conf. on Electrical Contacts,
Chicago, USA. 1996. P. 70�74.

11. S.N. Kharin //Proc. 43rd IEEE Holm Conf. On Electrical Contacts, Philadelphia, USA. 1997.
P. 289�305.

12. 11. S.N.Kharin // IEEE Transactions on CPMT. Part A. 1996. V. 19, No 3. P. 313�319.
13. B. Bolanowski // Int. Symposium On Electrical Discharges in Gases, Pasim, Poland. 1987. P.

115�121.
14. J.P. Chabrerie et al. // Proc. 13-th Int. Conf. on Electrical Contacts, Lausanne, Switzerland.

1986. P. 96�102.
15. J. Ambier // Proc. 15-th Int. Conf. of Electrical Contacts, Montreal, Canada. 1990. P. 117�125.
16. S.N.Kharin // Proc. 15-th Int. Conf. of Electrical Contacts, Montreal, Canada. 1990. P. 37�43.
17. Á.Í. Çîëîòûõ è äð. // Â ñá. �Ýëåêòðè÷åñêèå êîíòàêòû�, Ìîñêâà, �Ýíåðãèÿ�, 1967. C. 32�51.
18. Â.È. Ðàõîâñêèé Êîììóòàöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â âàêóóìå. Ì., 1970.
19. S.N.Kharin // Proc. 16-th Int. Conf. on Electrical Contacts, Loughborough, England. 1992. P.

205�209.
20. S.N.Kharin // Invited Paper, Proceedings of the International Conference on Electrical Contacts,

Electromechanical Components and Their Applications, Nagoya, Japan. 1999. P. 133�140.
21. Â.Ï. Åëàãèí, Þ.Ì. Äîëèíñêèé Òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà óñëîâèÿ ïåðåõîäà êîðîòêîé âàêóóì-

íîé äóãè â äèôôóçèîííóþ ôîðìó. Äåï. Â ÓêðÍÈÈÍÒÈ. 1987. Õàðüêîâ. C. 1�15.
22. Ì.Ô. Æóêîâ è äð. Òåðìîõèìè÷åñêèå êàòîäû, Èíñòèòóò òåïëîôèçèêè, ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, Íîâî-

ñèáèðñê, 1985.
23. N. Ben Jemaa, L. Morin, L. Lehfaoui, L. Nedelec // Proc. of the International Conference

on Electrical Contacts, Electromechanical Components and Their Applications, Nagoya, Japan. 1999. P.
173�179.

24. Ñ.Í. Õàðèí // Ñá. �Ìåòîäû è ñðåäñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà�.
Àëìà-Àòà, Èçä. ÊàçÃÓ. 1985. C. 38�47.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 31.01.2011ã.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2010. Òîì 10. � 4 (38)



Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. Àëìàòû. 2010. Òîì 10. � 4 (38) . C. 70�79

ÓÄÊ 517.956.226

ÎÖÅÍÊÈ ÑÏÅÊÒÐÀ ÏÎËÓÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄÈÐÈÕËÅ ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ ÂÛÐÎÆÄÀÞÙÈÕÑß

ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ì. Á. Ìóðàòáåêîâ, Ì. Ì. Ìóðàòáåêîâ, À. Á. Øûðàêáàåâ

Òàðàçñêèé èíîâàöèîííî-ãóìàíèòàðíûé óíèâåðñèòåò
Åâðàçèéñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Ë.Í.Ãóìèëåâà

484041 Òàðàç Êîéãåëüäû, 190 musahan_m@mail.ru
010008 Àñòàíà Ìóíàéòïàñîâà, 5 madimm@list.ru

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå îöåíêè ñîáñòâåííûõ è ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ïîëóïåðèîäè÷åñêîé
çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îäíîãî êëàññà âûðîæäàþùèõñÿ ýë-
ëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å Äèðèõëå. Äîñòàòî÷íî
ïîëíûé îáçîð ëèòåðàòóðû, ïîñâÿùåííîé ðàññìàòðèâàåìûì íàìè âîïðîñàì, ìîæíî íàéòè â [1�
8].

Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ñëåäóåò äåòàëüíî èçó÷àòü ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñëó÷àÿ:
1) Îöåíêè ñïåêòðà, êîãäà ðàññìàòðèâàåìûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì.
2) Îöåíêè ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë (s�÷èñåë) íåñàìîñîïðÿæåííîãî âûðîæäàþùåãîñÿ ýëëèïòè÷åñêîãî
îïåðàòîðà.
3) Îöåíêè s�÷èñåë âûðîæäàþùåãîñÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ñ ïðîèçâîëüíûì ñòåïåííûì
âûðîæäåíèåì íà ëèíèè âûðîæäåíèÿ.
4) â ïóíêòå 4 èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøåé è ìëàäøåé ïðîèçâîäíûõ
îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ëèíèè âûðîæäåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ÷àñòè÷íî àíîíñèðîâàíû â [11].

1. Îöåíêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îäíîãî êëàññà ñàìîñîïðÿæåííûõ âûðîæäàþùèõñÿ
ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-
òîð

Lu = −k(y)uxx − uyy + c(y)u, (1)
ãäå Ω={(x,y): � π < x< π ,0<y<1}.

Keywords: Elliptic equation, Dirihlet problem, singular numbers, bilateral estimates
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 35J25, 35J70
c Ì. Á. Ìóðàòáåêîâ, Ì. Ì. Ìóðàòáåêîâ, À. Á. Øûðàêáàåâ, 2010.
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Îïåðàòîð (1) çàäàäèì íà C∞
0,π(Ω) , ãäå C∞

0,π(Ω) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñêîëü óãîäíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ íà ìíîæåñòâå Ω è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

u(−π, y) = u(π, y), ux(−π, y) = ux(π, y) , (2)

u(x, 0) = u(x, 1) = 0. (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
i) k(y) > 0, c(y) > δ > 0 � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà [0,1];
ii) lim

|t|→∞
sup

y∈[0,1]

t2

[K∗
t (y)]2

< C, ãäå C > 0 � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî è K∗
t (y) � ôóíê-

öèÿ, îïðåäåëåííàÿ [9] ðàâåíñòâîì:

K∗
t (y) = inf

d>0





d−1 : d−1 >
y+ d

2∫

y− d
2

Kt(τ)dτ





, (4)

ãäå Kt(τ) = t2k(τ) + c(τ), τ ∈ [0, 1], �∞< t<∞ .
Ðàíåå òàêîãî âèäà ôóíêöèè âïåðâûå ââåäåíû Ì.Îòåëáàåâûì [9] ïðè èññëåäîâàíèè ñïåê-

òðàëüíûõ ñâîéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ.
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i) . Òîãäà:

à) Îïåðàòîð L ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è ñóùåñòâåííî ñàìîñîïðÿæåí â L2(Ω) ;
á) äëÿ âñåõ u ∈ D(L) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖uxx‖2 + ‖uyy‖2 + ‖u‖2 6 C‖Lu‖2 , C � ïîñòîÿííîå
÷èñëî.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ i) − ii). Òîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk

îïåðàòîðà L èìåþò ìåñòà íåðàâåíñòâà
C1k 6 λk 6 C2k, k = 1, 2, ..., ãäå C1 è C2 � ïîñòîÿííûå ÷èñëà, 0<C1 6 C2 .

Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû è íåðàâåíñòâà. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé ðàâåí-
ñòâîì

ltu = −u′′(y) + (t2k(y) + c(y))u (−∞ < t < ∞)

íà ìíîæåñòâå C∞
0 [0, 1], ãäå C∞

0 [0, 1] � ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñêîëü óãîäíî ðàç äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ u(0) = u(1) = 0.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííûé îïåðàòîð äîïóñêàåò çàìûêàíèå.
Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.
Ëåììà 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i) . Òîãäà:

à) äëÿ âñåõ u ∈ D(lt) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖ltu‖2 > δ‖u‖2 ;
á) îïåðàòîð lt ñóùåñòâåííî ñàìîñîïðÿæåí.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i) . Òîãäà äëÿ ëþáîãî u ∈ D(lt) ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

< ltu, u >=

1∫

0

[∣∣u′∣∣2 + (t2k(y) + c(y))|u|2
]
dy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî u ∈ C∞
0,π[0, 1] èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì:

< ltu, u >=

1∫

0

[−u′′ + (t2k(y) + c(y)u)
]
udy =

1∫

0

[∣∣u′∣∣2 + (t2k(y) + c(y))|u|2
]
dy.
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñïðàâåäëèâî äëÿ
âñåõ u ∈ D(L) . Ëåììà 1.2 äîêàçàíà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäóò ïîëåçíû â äàëüíåéøåì. Ïóñòü dy = [K∗
t (y)]−1, òîãäà

∆d(y)(y) åñòü ïðîìåæóòîê
(
y − d(y)

2 , y + d(y)
2

)
, ∆(k) = ∆d(yk)(yk) = (yk − d(yk)

2 , yk + d(yk)
2 ).

Èç ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè K∗
t (y) ÿñíî, ÷òî îíà ïîëîæèòåëüíàÿ. Íî,

êðîìå ýòîãî, ôóíêöèÿ K∗
t (y) íåïðåðûâíàÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíî â

ðàáîòå [9, ñòð. 62] è ïîýòîìó çäåñü îíî îïóñêàåòñÿ.
Ëåììà 1.3. Äëÿ èíòåðâàëà (0,1) ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ïîêðûòèå

{
∆(k)

}

íåïåðåñåêàþùèìèñÿ èíòåðâàëàìè ∆(k), ñîäåðæàùèìèñÿ â (0,1) ñ òî÷íîñòüþ äî ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà.

Ëåììà 1.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ i) − ii). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C0 > 0
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ C∞

0 (∆d(y)(y)), ãäå ∆d(y)(y) ⊂ (0, 1), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∫

∆d(y)

[∣∣u′∣∣ + (t2k(τ) + c(τ))|u|2
]
dτ > C−1

0 (
∫

∆d(y)

[∣∣u′∣∣2 + d−2(y)|u|2
]
)dτ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 1.3�1.4 èñïîëüçîâàíû âûêëàäêè è ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå
â ðàáîòå [9, ñòð. 64].

Ëåììà 1.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ i)− ii). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ltu‖2 > t2‖u‖2, −∞ < t < ∞. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììàì 1.2�1.4 èìååì, ÷òî

< ltu, u >>
1∫

0

[∣∣u′∣∣2 + (t2k(y) + c(y))|u|2
]
dy >

∑

{k}
(

∫

∆dk
(yk)

∣∣u′∣∣2 + d−2
k (yk|u|2dy),

ãäå ïîñòîÿííóþ C0 èç ëåììû 1.4, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðèíÿëè çà åäèíèöó â êàæäîì èíòåðâàëå
∆dk

(yk). Îòñþäà

< ltu, u >>
∑

{k}
(d−2

k (yk)
∫

∆dk(yk)

|u|2dy) > inf
y∈(0,1)

[K∗
t (y)]2

∑ ∫

∆d(yk)

|u|2dy =

= inf
y∈(0,1)

[K∗
t (y)]2

1∫

0

|u|2dy = inf
y∈(0,1)

[K∗
t (y)]2‖u‖2

2.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ ii) , ïîëó÷àåì, ÷òî

‖ltu‖2 > t2‖u‖2, −∞ < t < ∞.

Ëåììà 1.5 äîêàçàíà.
Ëåììà 1.6. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i) . Òîãäà äëÿ ëþáîãî u ∈ D(L) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Lu‖2 > C‖u‖2,

ãäå C > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî, íåçàâèñÿùåå îò u(x , y) .
Ëåììà 1.7. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i) . Òîãäà:

à) L ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð, ò.å. < Lu,v >=< u,Lv > , u, v ∈ D(L) ;
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á) L ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Èçâåñòíî, ÷òî ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð L áóäåò ñóùå-

ñòâåííî ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) ‖Lu‖2 > C‖u‖2, C >0,
u ∈ D(L); 2) L D(L) ïëîòíî â L2(Ω). Ïåðâîå óñëîâèå ñëåäóåò èç ëåììû 1.6.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî LD(L) ïëîòíî â L2(Ω). Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî îïåðàòîð
L èìååò íåïðåðûâíûé îáðàòíûé îïåðàòîð L−1. Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî
ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(3) äëÿ óðàâíåíèÿ Lu = f ïðè âñåõ f ∈ L2(Ω).

Çäåñü ïîä ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) ïîíèìàåì ôóíêöèþ u ∈ L2(Ω), åñëè ñóùåñòâó-
åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un}∞n=1 ∈ C∞

0,π(Ω) òàêàÿ, ÷òî ‖un − u‖2 → 0, ‖Lun − f‖2 → 0 ïðè
n →∞.

Òåïåðü, ïîñëå òàêîãî ðàçúÿñíåíèÿ âîïðîñà, ìû â äàëüíåéøåì äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(3) äëÿ óðàâíåíèÿ Lu = f .

Èç ëåììû 1.2 ïîëó÷àåì, ÷òî

uk =
k∑

n=−k

l−1
n fneinx (6)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2)�(3) äëÿ óðàâíåíèÿ

Luk = fk, (7)

ãäå fk
L2−→ f, fk =

k∑
n=−k

fneinx, lnu = −u′′ + (n2k(y) + c(y))u (= 0,±1,±2, ...) .

Â ñèëó ëåììû 1.6 èìååì, ÷òî
‖uk‖2 6 ‖fk‖2, (8)

ãäå C >0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî. Òàê êàê fk
L2−→ f, òî èç (8) ñëåäóåò, ÷òî

‖uk − um‖2 6 ‖fk − fm‖2 → 0, k,m →∞.

Îòñþäà, â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà L2(Ω) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ u ∈ L2(Ω) òàêàÿ, ÷òî

uk → u ∈ L2(Ω) k →∞. (9)

Èç (7) è (9) ñëåäóåò, ÷òî

‖uk − u‖2 → 0, ‖Luk − f‖2 → 0 k →∞.

Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà äàþò, ÷òî u ∈ L2(Ω) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2)�(3)
ïðè ëþáîì f ∈ L2, à èç (6) èìååì

u = L−1f =
∞∑

n=−∞
l−1
n fneinx. (10)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî LD(L) ïëîòíî â L2(Ω). Îòñþäà èç ëåìì 1.6�1.7 ñëåäóåò, ÷òî
îïåðàòîð L � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé è ñóùåñòâåííî ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Ïóíêò
à) òåîðåìû 1.1 äîêàçàí. Äîêàæåì ïóíêò á) òåîðåìû 1.1.

Ïîëüçóÿñü îöåíêîé (5) èç ðàâåíñòâà (10) èìååì, ÷òî

‖D2
xuk‖2

2 =

∥∥∥∥∥
k∑

n=−k

n2uneinx

∥∥∥∥∥

2

2

=
k∑

n=−k

n4‖un‖2
2 ≤

k∑

n=−k

‖lnun‖2
2 ≤ ‖fk‖2

2,
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ãäå D2
xuk = ∂2uk

∂x2 , fk
L2→f, fk =

k∑
n=−k

fn · einx .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
‖uxx‖2

2 6 ‖f(x, y)‖2
2. (11)

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî ‖k(y)uxx‖ 6 C‖f(x, y)‖2, ãäå C = max
y∈[0,1]

k(y).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ëåììó 1.6, ïîëó÷àåì ‖c(y)u‖ 6 C0‖f(x, y)‖2, ãäå C0 = max
y∈[0,1]

c(y).

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

‖−uyy‖2 = ‖Lu + k(y)uxx − c(y)u‖2 6 ‖Lu‖2 + ‖k(y)uxx‖2 + ‖c(y)u‖2 6 C‖f‖2,

ãäå C = max
{

1, C, C0

}
.

Îòñþäà è èç (11) ïîëó÷àåì, ÷òî

‖uxx‖2 + ‖uyy‖2 + ‖u‖2 6 C‖f‖2,

ãäå C > 0 � íå çàâèñèò îò u(x, y) è f(x, y) . Òåîðåìà 1.1 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. Èç òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðà-

òîðà L ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì W 2
2 (Ω).

Äëÿ ïîïåðå÷íèêîâ ïî Êîëìîãîðîâó åäèíè÷íîãî øàðà ïðîñòðàíñòâà W 2
2 (Ω) èìååò ìåñòî

ñëåäóþùàÿ äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà [12]

C−1λ−1 6 N(λ) 6 Cλ−1,

ãäå N(λ) � êîëè÷åñòâî ïîïåðå÷íèêîâ dk åäèíè÷íîãî øàðà â W 2
2 (Ω) áîëüøèõ λ>0, C � ïî-

ñòîÿííîå ÷èñëî. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è èç ñâîéñòâ N(λ) èìååì:

C−1 1
k

6 dk 6 C
1
k
, (12)

ãäå C > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.
Äàëåå, ó÷èòûâàÿ ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà L è ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà λk(L−1) =

dk [10, ñòð. 51], èç íåðàâåíñòâà (12) íàõîäèì

C−1k 6 λk 6 C k, k = 1, 2, ...,

ãäå C > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî. Òåîðåìà 1.2 äîêàçàíà.

2. Îöåíêè s-÷èñåë (ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë) íåñàìîñîïðÿæåííîãî âûðîæäàþùåãîñÿ
ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-
òîð

Lu = −k (y) uxx − uyy + a(y)ux + c (y) u, (1)
ãäå Ω={( x , y) : � π < x< π , 0< y <1}. Îïåðàòîð (1) çàäàäèì íà C∞

0,π(Ω) . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî îïåðàòîð äîïóñêàåò çàìûêàíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
i) k(y) > 0, a(y) > δ0 > 0, c(y) > δ > 0 � êóñî÷íî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà [0,1];
ii) lim

|t|→∞
sup

y∈[0,1]

t2

[K∗
t (y)]2

< C, ãäå C >0 � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî è K∗
t (y) � ôóíêöèÿ,

îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (4), ãäå Kt(τ) = t2k(τ) + |t|a(τ) + (τ), τ ∈ [0, 1], �∞<t<∞.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë (s�÷èñåë).
Ïóñòü A � ëèíåéíûé âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð è ïóñòü |A| =

√
A∗A . Ñîáñòâåííûå

÷èñëà îïåðàòîðà |A| íàçûâàþòñÿ s -÷èñëàìè îïåðàòîðà .
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Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà îïåðàòîð L íåïðåðûâíî îáðàòèì â
L2(Ω) .

Òåîðåìà 2.2.Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ i)−ii). Òîãäà äëÿ s− ÷èñåë îïåðàòîðà L−1 èìåþò
ìåñòà íåðàâåíñòâà

C−1k−1 6 sk 6 Ck−1, k = 1, 2, ....,

ãäå C � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.
Ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè è ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçîâàíû â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîëó÷à-

åì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2.1�2.2.

3. Îöåíêè s-÷èñåë ïîëóïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îäíîãî êëàññà âû-
ðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì ñòåïåííûì âûðîæäåíè-
åì. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

Lu = −k (y) uxx − uyy + a(y)ux + c (y) u, (1)

ïåðâîíà÷àëüíî îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå C∞
0,π(Ω̄) .

×åðåç C ([0, 1], L2 (−π, π)) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå ïîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà
íåïðåðûâíûõ íà ïðîìåæóòêå [0, 1] ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â L2 (−π, π) îòíîñèòåëüíî íîðìû

‖u‖C([0,1],L2) = sup
y∈[0,1]




π∫

−π

|u (x, y)|2dx




1/2

. (2)

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i) : k(y) > 0 , |a(y)| > δ0 > 0, c (y) > δ > 0 �
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå [0, 1]. Òîãäà:
à) îïåðàòîð L íåïðåðûâíî îáðàòèì â L2(Ω) ;
á) äëÿ âñåõ u ∈ D (L) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u‖C([0,1],L2) + ‖u‖2,1,Ω 6 C0‖f‖2, (3)

ãäå C0 > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî, ‖ · ‖2,1,Ω � íîðìà â W 1
2 (Ω).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

C−1 1
k

6 sk1 6 C
1

k
1
2

, k = 1, 2, 3, ..., (4)

ãäå C >0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî, sk− ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà L−1 .
Ëåììà 3.1. Äëÿ âñåõ u ∈ D (L) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖Lu‖2 > C‖u‖2 , (5)

ãäå C > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà ëåììà äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàêæå êàê ëåììà 2.2.
×åðåç ln îáîçíà÷èì çàìûêàíèå â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2 (0, 1) îïåðàòîðà

lnu (y) = −u′′ + (n2k(y) + ina(y) + c (y))u (n = 0, +1,±2, ...) ,

îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå C∞
0 [0, 1] .

Ëåììà 3.2. Äëÿ âñåõ ôóíêöèé u ∈ D (ln) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

‖lnu‖L2(0,1) > 1

(∥∥u′
∥∥

L2(0,1)
+ ‖u‖L2(0,1)

)
, (6)
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‖lnu‖L2(0,1) > 2‖u‖C[0,1], (7)

ãäå C1 > 0 è C2 > 0 � ïîñòîÿííûå ÷èñëà, íåçàâèñÿùèå îò u(y) è n .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (lnu, u) , u ∈ C∞

0 [0, 1] . Èíòåãðèðóÿ
ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì, ÷òî

|(lnu, u)| =
∣∣∣∣∣∣

1∫

0

(lnu) udy

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

[∣∣u′∣∣2 + (n2k(y) + ina(y) + c (y))|u|2
]
dy

∣∣∣∣∣∣
.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè ñ � ε > 0 � è óñëîâèå i), èìååì ‖lnu‖2
L2(0,1) > 1‖u‖2

W 1
2 (0,1) ,

ãäå C1 > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íåçàâèñÿùàÿ îò u(y) è n .
Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà îñòàåòñÿ âåðíîé äëÿ âñåõ u ∈ D (ln) , â ñèëó íåïðåðûâíîñòè íîðìû.
Äàëåå, èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà W 1

2 (0, 1) â C[0, 1] îãðàíè÷åí. Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî ‖lnu‖L2(0,1) > 2‖u‖C[0,1], ãäå C2 > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî. Îöåíêà (7) äîêàçàíà.

Íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 3.3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i) . Òîãäà:

à) îïåðàòîð ln íåïðåðûâíî îáðàòèì â L2(0, 1);
á) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥∥l−1
n

∥∥
L2(0,1)→L2(0,1)

6 1
|n|δ0

, n = ±1, ±2, .... (8)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Â ñàìîì äåëå, ïóíêò à) òåîðåìû 3.1 íåïîñðåäñòâåííî ñëå-
äóåò èç òåîðåìû 2.1. Äàëåå, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî

uk(x, y) =
k∑

n=−k

l−1
n fn · einx

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîëóïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Luk = fk(x, y), ãäå

fk(x, y) =
k∑

n=−k

fn(y)einx , ‖fk(x, y)− f‖2 → 0 ïðè k → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó îöåíîê

(6)�(8) èìååì, ÷òî

‖uk(x, y)− um(x, y)‖C([0,1],L2) + ‖uk(x, y)− um(x, y)‖2,1,Ω 6 C‖fk(x, y)− fm(x, y)‖2 → 0,

ïðè k,m → ∞. Îòñþäà ‖u‖C([0,1],L2) + ‖u‖2,1,Ω 6 C‖f‖2, ãäå C >0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.
Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà.

Ââåäåì ìíîæåñòâà:
M = {u ∈ L2 (Ω) : ‖Lu‖2 + ‖u‖2 6 1} ;

M̃C =

{
u ∈ C([0, 1], L2 (−π, π)) :

(
‖ux‖2

2 + ‖uy‖2
2 + ‖u‖2

2

) 1/2 6 C

}
;

˜̃MC−1 =

{
u ∈ L2 (Ω) ;

(
‖uxx‖2

2 + ‖uyy‖2
2 + ‖ux‖2

2 + ‖uy‖2
2 + ‖u‖2

2

) 1/2 6 C−1

}
,

ãäå C >0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.
Ëåììà 3.4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ ˜̃M−1

C ⊆ M ⊆ M̃C ,
ãäå C >0 � ïîñòîÿííàÿ, íåçàâèñÿùàÿ îò u(x, y).
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Ëåììà 3.5. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

−1 ˜̃
dk 6 dk 6 Cd̃k, k = 1, 2, ..., (9)

−1 ˜̃
dk 6 sk+1 6 Cd̃k, k = 1, 2, ..., (10)

ãäå C > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî èç ëåììû 3.4, d̃k, dk,
˜̃
dk − k− ïîïåðå÷íèêè ïî Êîëìîãîðîâó

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ M̃C , M, ˜̃MC−1 .
Ýòè ëåììû 3.4�3.5 äîêàçûâàþòñÿ òî÷íî òàê æå êàê ëåììû 4�5 ðàáîòû [8].
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. Äëÿ ôóíêöèé Ñ (λ) =

∑
d̃k>λ

1, ˜̃N (λ) =
∑

˜̃
dk>λ

1 ñïðàâåäëè-

âû îöåíêè [12]:
C−1λ−2 6 Ñ (λ) 6 Cλ−2, C−1λ−1 6 ˜̃N (λ) 6 Cλ−1.

Îòñþäà è ó÷èòûâàÿ (10), èìååì:

C−1 1
k

6 sk 6 C
1

k
1
2

, k = 1, 2, 3, ... .

Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà.

4. Îöåíêè s-÷èñåë êîãäà êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøåé è ìëàäøåé ïðîèçâîäíûõ
îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ëèíèè âûðîæäåíèÿ. Íà C∞

0,π(Ω) ðàññìîòðèì âûðîæäàþùèéñÿ
ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Lu = −k (y) uxx − uyy + a(y)ux + c (y) u, (1)

ãäå Ω = {(x, y) : −− π < x < π, 0 < y < 1} .
Îïåðàòîð L äîïóñêàåò çàìûêàíèå â L2(Ω) è çàìûêàíèå òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç L .
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû k(y), a(y), c(y) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
i) k(y) > 0, a(y) > 0, c(y) > δ > 0 � êóñî÷íî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå [0,1] è

k(0) = 0, a(0) = 0 .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(λ) êîëè÷åñòâî sk(L−1), áîëüøèõ λ > 0, ò.å. N(λ) =

∑
sk>λ

1.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà îïåðàòîð L íåïðåðûâíî îáðàòèì â
L2(Ω) .

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

C1

∞∑
n=−∞

λ−1/2 mes(y ∈ (0, 1) : Q∗
n(y) 6 C1λ

−1/2) 6 N(λ) 6

6 C2

∞∑
n=−∞

λ−1 mes(y ∈ (0, 1) : K∗
n(y) 6 C2λ

−1),

ãäå C1 >0 è C2 >0 � ïîñòîÿííûå ÷èñëà,

Q∗
n(y) = inf

d>0





1
d

: d−3 >
y+ d

2∫

y− d
2

∣∣k(x)n2 + ina(x) + c(x)
∣∣2dx





,

K∗
n(y) = inf

d>0





1
d

: d−1 >
y+ d

2∫

y− d
2

∣∣k(x)n2 + |n|a(x) + c(x)
∣∣dx





, n = 0,±1,±2, ... .
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Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

lnu = −u′′ + (k (y) n2 + ina(y) + c (y))u, (n = 0,±1,±2, ...),

îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u ∈ C∞
0 [0, 1], u(0) = u(1) = 0.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ïðåäûäóùèõ òåîðåì 2.1, 3.1 è ëåìì 2.1, 2.3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
ïðåäëîæåíèÿ.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé îáðàòíûé îïå-
ðàòîð l−1

n , îïðåäåëåííûé â L2(Ω) , ãäå l−1
n � îáðàòíûé îïåðàòîð ê çàìêíóòîìó îïåðàòîðó

ln.
Ëåììà 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé îáðàòíûé îïå-

ðàòîð L−1, îïðåäåëåííûé â L2(Ω) , ãäå L−1 � îáðàòíûé îïåðàòîð ê çàìêíóòîìó îïåðàòîðó
L.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà äëÿ ëþáîãî u ∈ D(ln) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

C · ‖lnu‖2 >
(

1∫
0

[
|u′|2 + (n2k(y) + |n|a(y) + c(y))|u|2

]
dy

)
, C > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

M =
{

u ∈ L2(0, 1) : ‖lnu‖2
2 + ‖u‖2

2 6 1
}

;

M̃ =



u ∈ L2(0, 1) :

1∫

0

[∣∣u′∣∣2 + (n2k(y) + |n|a(y) + c(y))|u|2
]
dx 6



 ;

˜̃MC−1 =



u ∈ L2(0, 1) :

1∫

0

[∣∣−u′′
∣∣2 + (n2k(y)|u|)2 + (|n|a(y)|u|)2 + (c(y)|u|)2

]
dy 6 −1



,

ãäå C > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì äîêàçàòåëüñòâ èç ðàáîòû

[8].
Ëåììà 4.4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:

˜̃MC−1 ⊆ M ⊆ M̃C , ãäå C > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.
Ëåììà 4.5. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

C−1 ˜̃
dk 6 sk+1(l−1

n ) 6 Cd̃k, k = 1, 2, ...,

ñ ïîñòîÿííîé C > 0, ãäå sk+1 � ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà îïåðàòîðà l−1
n , dk, d̃k,

˜̃
dk � ïîïåðå÷íèêè

ìíîæåñòâ M, M̃, ˜̃M ñîîòâåòñòâåííî.
Ëåììà 4.6. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà âåðíà îöåíêà

˜̃N(Cλ) 6 N(λ) 6 Ñ(C−1λ),

ãäå N(λ) =
∑

sk+1(l
−1
n )>λ

1, Ñ(λ) =
∑

d̃k>λ

1, ˜̃N(λ) =
∑

˜̃
dk>λ

1, C > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.

Ëåììà 4.7. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

C1λ
−1/2 mes(y ∈ (0, 1) : Q∗

n(y) 6 C1λ
−1/2 ) 6 N(λ) 6 C2λ

−1 mes(y ∈ (0, 1) : K∗
n(y) 6 C2λ

−1),
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ãäå C1 > 0, C2 > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.
Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç L2

2, k(y), a(y), c(y) è L1
2, k(y), a(y), c(y) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà, ïîëó-

÷åííûå ïîïîëíåíèåì C∞
0 [0, 1] îòíîñèòåëüíî íîðì

∣∣∣u, L2
2, k(y), a(y), c(y)

∣∣∣ =




1∫

0

[∣∣u′′∣∣2 +
∣∣n2k(y) + ina(y) + c(y)

∣∣2|u|2
]
dy




1/2

,

∣∣∣u, L1
2, k(y), a(y), c(y)

∣∣∣ =




1∫

0

[∣∣u′∣∣2 +
∣∣n2k(y) + |n|a(y) + c(y)

∣∣|u|2
]
dy




1/2

.

ßñíî, ÷òî ˜̃M ⊂ L2
2, k(y), a(y), c(y), M̃ ⊂ L1

2, k(y), a(y), c(y).

Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.7 ñëåäóåò èç ëåìì 4.5 è 4.6 è èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [5].
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1. Èç ëåììû 4.2 ëåãêî ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2. Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî

L−1f =
∞∑

n=−∞
l−1
n fn(y) · einx, f(x, y) ∈ L2(Ω). (2)

Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî åñëè s � ñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà L−1, òî s � ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿð-
íûì ÷èñëîì îäíîãî èç îïåðàòîðîâ l−1

n (n = 0,±1,±2, ...) è, íàîáîðîò, åñëè s � ñèíãóëÿðíîå
÷èñëî îäíîãî èç îïåðàòîðîâ l−1

n , òî s � ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé îïåðàòîðà L−1. Îòñþäà
è èç ëåììû 4.7 ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.
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ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÍÅÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÛÕ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ. I.

È. Í. Ïàíêðàòîâà

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎèÍ ÐÊ
050010 Àëìàòû Ïóøêèíà, 125 irina.pankratova@math.kz

Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ëó÷åé ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îò-
íîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ìíîæåñòâîì â Rn. Óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà èíâàðèàíòíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå ñèñòåì ëó÷åé.

Ââåäåíèå. Ïóñòü Rn � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
R (n ≥ 1). Ïðè n > 1 ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F ïðîñòðàíñòâà Rn â ñåáÿ ñëåäóþùåãî âèäà
[1]:

F : Rn → Rn, Fy = Φ(y)Ay, (1)

ãäå Φ(y) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, A � ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà. Ïóñòü ‖ · ‖ � âåêòîðíàÿ íîðìà â Rn

è X � ìíîæåñòâî âèäà:

X = {y ∈ Rn | y ≥ 0, ‖y‖ ≤ a, }, a ∈ R, a > 0, (2)

òàêîå, ÷òî F : X → X. Îòîáðàæåíèå F ïîðîæäàåò íà X äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (ÄÑ) {Fm, X, Z+};
X � ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ÄÑ, Zp � ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Çàôèêñèðóåì
â Rn íåêîòîðûé áàçèñ ∆ = {ε1, . . . , εn}. Âåêòîð y = (ξ1, . . . , ξn)′ ∈ Rn � íåîòðèöàòåëüíûé
(ïîëîæèòåëüíûé), åñëè â áàçèñå ∆ ξi ≥ 0; (ξi > 0) äëÿ âñåõ i = 1, n (ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàïèñü
y ≥ 0 (y > 0)). Ìàòðèöó A = (aij)n

1 íàçîâåì íåîòðèöàòåëüíîé (ïîëîæèòåëüíîé) ([2], ñ. 332) è
çàïèøåì A ≥ 0 (A > 0), åñëè aij ≥ 0 (aij > 0) äëÿ âñåõ i, j = 1, n. Ïóñòü ‖A‖ � íîðìà ìàòðèöû
A, ñîãëàñîâàííàÿ ñ âåêòîðíîé íîðìîé ïðîñòðàíñòâà Rn.

Óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè ìíîæåñòâà X îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F , ò.å. âûïîëíåíèå âêëþ-
÷åíèÿ FX ⊆ X, ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî íå
âûçûâàåò çàòðóäíåíèé.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî X áûëî èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îòîáðàæå-
íèÿ F , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé: Φ(y) ≥ 0 íåïðåðûâíà íà X; A ≥ 0;
‖A‖ ≤ aC̃−1, ãäå C̃ = max

y∈X
Φ(y)‖y‖.

Keywords: Dynamical system, nonnegative matrix, invariant set, typical property
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 74J05
c È. Í. Ïàíêðàòîâà, 2010.



Èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. I. 81

Èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÄÑ {Fm, X,Z+} ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè îïðå-
äåëåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ñèñòåìû, ñîäåðæàùèõ âñå åå íåòðèâèàëüíûå ω- ïðåäåëüíûå
ìíîæåñòâà. Ýòè èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ ëó÷åé, öèê-
ëè÷åñêè ïåðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ F è íàçâàíû öèêëàìè îòðåç-
êîâ ëó÷åé êîíå÷íîãî ïåðèîäà (ñì., íàïðèìåð, [1]). Î÷åâèäíî, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà ÄÑ
{Fm,X, Z+} ðàñïîëîæåíû â èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, çàäàííî-
ãî ìàòðèöåé A ≥ 0. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ îïåðàòîðà A
â âèäå ñèñòåì ëó÷åé, âêëþ÷àÿ ïîäïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì îáú-
åäèíåíèåì ñèñòåì ëó÷åé, èçó÷åíèå èõ ñâîéñòâ è îïðåäåëåíèå óñëîâèé èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì X ñèñòåìû {Fm, X,Z+}. Â ÷àñòè I ñòàòüè îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
ñèñòåìà èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ëó÷åé ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A ìíîæå-
ñòâîì, è óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå ñèñòåì ëó÷åé ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â Rn.

1. Öèêëû ëó÷åé êîíå÷íîãî ïåðèîäà. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî K ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ êëèíîì,
åñëè èç x, y ∈ K ñëåäóåò x + y ∈ K è αx ∈ K (α ≥ 0, α ∈ R). Êëèí K íàçûâàåòñÿ êîíóñîì, åñëè
K ∩ −K = {0}. Ïðèìåðîì êëèíà, íåñîâïàäàþùåãî ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

con y = {αy | y ∈ Rn, α ≥ 0} (α ∈ R, y 6= 0), (3)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïîëóïðÿìîé èëè ëó÷îì (êîíóñ ðàçìåðíîñòè 1). Ïðèìåðîì êîíóñà ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûé ãèïåðîêòàíò, îïðåäåëÿåìûé îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî áàçèñà ∆ êàê ìíîæå-
ñòâî

K+ = {y ∈ Rn | y ≥ 0}. (4)
Ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ K+ ïîðîæäàåò â Rn îòíîøåíèå ïîðÿäêà (≥): x ≥ y (y ≤ x) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà x − y ∈ K+. Ïðîñòðàíñòâî Rn ñ âûáðàííûì êîíóñîì K+ ÿâëÿåòñÿ
óïîðÿäî÷åííûì ïðîñòðàíñòâîì. Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â Rn åñòü Hom(Rn, Rn), ãäå
Hom(Rn, Rn) � ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ (íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé) èç Rn â Rn ([3],
ñ. 88). Ìíîæåñòâî Hom(Rn, Rn) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Îáîçíà÷èì ýòî ïðî-
ñòðàíñòâî ÷åðåç M(Rn). Îòîáðàæåíèå F : Rn → Rn íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè Fx ≥ Fy
ïðè x ≥ y (x, y ∈ Rn). Äëÿ ìîíîòîííîñòè ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Ax ≥ 0 (x ∈ Rn, x ≥ 0). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî êîíóñ K+ èíâàðèàíòåí
îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A ([4], ñ. 355): AK+ ⊆ K+. Ìíîæåñòâî ìîíîòîííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç K(Rn). Îíî ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì â M(Rn) è ïîðîæäàåò â M(Rn) ïîðÿäîê ≥,
ò.å. ïðîñòðàíñòâî M(Rn) òàêæå óïîðÿäî÷åíî. Â ïðîñòðàíñòâå Rn ñ âûäåëåííûì êîíóñîì K+

ìîíîòîííîñòü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà M(Rn),
ðàâíîñèëüíà åãî íåîòðèöàòåëüíîñòè, ò.å. A ≥ 0. Îïåðàòîð A ∈ K(Rn), åñëè è òîëüêî åñëè
åãî ìàòðèöà A ≥ 0 ([4], ñ. 17). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå F âèäà (1) ñ ìàòðèöåé A ≥ 0
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì, ò.å. F ≥ 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K = {K1, . . . , Kp } (òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå) îáúåäèíåíèå (K = ∪ Ki)
êëèíüåâ (êîíóñîâ) Ki, i = 1, p. Ìíîæåñòâî K åñòü óïîðÿäî÷åííàÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì A
ñèñòåìà êëèíüåâ (êîíóñîâ), åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Ki ñëåäóåò Ay ∈ Ki+1, i = 1, p− 1. Ñëåäóþùèå
òåîðåìû îïðåäåëÿþò îäèí èç âèäîâ ìíîæåñòâ â Rn, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà
A ∈ M(Rn), çàäàííîãî ìàòðèöåé A.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Rn (y 6= 0) ñóùåñòâóþò r > 0 è p ∈ N òàêèå, ÷òî

Apy = ry. (5)

Òîãäà óïîðÿäî÷åííûå ñèñòåìû ëó÷åé

K = {con y, con Ay, . . . , con Ap−1y} (6)
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è −K (ïðè −K 6= K) ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A.
Åñëè p � íàèìåíüøåå ÷èñëî â (5) è p > 1, òî â ñèñòåìàõ K è −K âñå ëó÷è ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðû y, Ay, . . ., Ap−1y â îáùåì ñëó÷àå íå ïðåäïîëàãàþòñÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Îäíàêî, Ajy 6= 0 äëÿ ëþáîãî j = 1, p− 1, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
ïîëàãàÿ Ajy = 0 ïðè íåêîòîðîì 1 ≤ j ≤ p− 1, èìååì Amy = 0 äëÿ âñåõ m ≥ j, â òîì ÷èñëå, ïðè
m = p, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó (5). Ðàâåíñòâî (5) îçíà÷àåò, ÷òî

Apy ∈ con y; Ap(βy) ∈ con y (β ≥ 0, β ∈ R).

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî
con Apy ≡ con y. (7)

Îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (5) óìíîæèì ñëåâà íà ìàòðèöó Am, m ∈ N . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Ap(Amy) = r(Amy), (8)

ò.å. âåêòîð Amy ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû Ap, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ r. Â ÷àñòíîñòè, âåêòîðû Ajy, j = 0, p− 1, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðè-
öû Ap, ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèþ r. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé x ∈ K, x 6= 0. Òîãäà x ∈ con Ajy
ïðè íåêîòîðîì j, 0 ≤ j ≤ p − 1, è åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå x = αAjy (α > 0, α ∈ R). Åñëè
0 ≤ j < p− 1, òî Ax ∈ con αAj+1y ≡ con Aj+1y è A(βx) ∈ con Aj+1y; ïðè j = p− 1 ñîãëàñíî (7)
Ax ∈ con y è A(βx) ∈ con y äëÿ ëþáîãî β ≥ 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

AK = K. (9)

Ñîãëàñíî (8) ëó÷ con Ajy èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Ap:

Ap(con Ajy) = con Ajy, j = 0, p− 1. (10)

Ïóñòü p � íàèìåíüøåå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì äëÿ âûáðàííîãî y èìååò ìåñòî (5). Äîêàæåì, ÷òî
â ñèñòåìå (6) âñå ëó÷è ðàçëè÷íû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïðè íåêîòîðûõ i, j (i > j),
0 ≤ i, j ≤ p−1, con Ajy = con Aiy. Òîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî α > 0 òàêîå, ÷òî Ajy = αAiy. Ïîëîæèì
s = p−i. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà (ñëåâà) íà ìàòðèöó As, ñ ó÷åòîì (5) ïîëó÷èì
As+jy = αry, ò.å. y ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû At, t = s+j < p, ñîîòâåòñòâóþùèì
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ αr > 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî p � íàèìåíüøåå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì
äëÿ y ñóùåñòâóåò r > 0 è èìååò ìåñòî (5). Ðàâåíñòâà (5) è (9) ñîõðàíÿòñÿ, åñëè îáå ÷àñòè ýòèõ
ðàâåíñòâ óìíîæèòü íà −1, îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû ëó÷åé −K.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Rn (y 6= 0) ñóùåñòâóþò r > 0 è p ∈ N òàêèå, ÷òî

Apy = −ry. (11)

Òîãäà óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà ëó÷åé

K = {con y, con Ay, . . . , con A2p−1y} (12)

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A. Åñëè p � íàèìåíüøåå ÷èñ-
ëî, ïðè êîòîðîì âûïîëíåíî (11), òî â ñèñòåìå K âñå ëó÷è ðàçëè÷íû.

Òåîðåìà 3 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2. Âûäåëèì â Rn èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî
îïåðàòîðà A ìíîæåñòâî � öèêë ëó÷åé êîíå÷íîãî ïåðèîäà, ââåäÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ëó÷ con y (y ∈ Rn, y 6= 0) íàçîâåì ïåðèîäè÷åñêèì ïåðèîäà p ≥ 1 îòíîñè-
òåëüíî îïåðàòîðà A, åñëè

Ap(con y) = con y (13)
è ïðè p > 1

con y ∩ con Ajy = {0}, j = 1, p− 1. (14)
Óïîðÿäî÷åííóþ ñèñòåìó ëó÷åé K = {con y, con Ay, . . . , con Ap−1y} íàçîâåì öèêëîì ëó÷åé
(îïåðàòîðà A) ïåðèîäà p.

Âåêòîð y ëó÷à con y ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì âåêòîðîì öèêëà ëó÷åé K. Òàê êàê αy òàêæå
ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì âåêòîðîì öèêëà ëó÷åé K, α > 0, α ∈ R, ìîæíî ïîëàãàòü ‖y‖ = 1. Èç
óñëîâèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîä åñòü íàèìåíüøåå èç âñåõ p, ïðè êîòîðîì âûïîëíåíî (13). Îïðå-
äåëèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîèçâîëüíàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà ëó÷åé âèäà (6) îïåðàòîðà
A ∈ M(Rn), ãäå y 6= 0, ÿâëÿåòñÿ öèêëîì ëó÷åé ïåðèîäà p. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà ëó÷åé K âèäà (6) áûëà öèêëîì ëó÷åé
îïåðàòîðà A ïåðèîäà p ≥ 1, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû p áûëî íàèìåíüøèì ÷èñëîì,
ïðè êîòîðîì äëÿ îáðàçóþùåãî âåêòîðà y ñèñòåìû K ñóùåñòâóåò r > 0 è âûïîëíåíî (5).
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà ëó÷åé K âèäà (6) åñòü öèêë
ëó÷åé ïåðèîäà p ≥ 1. Â (13) ëó÷ Ap(con y) çàïèøåì â âèäå con Apy, ïðè ýòîì (13) ïðèìåò âèä

con Apy = con y.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî r > 0, ïðè êîòîðîì âûïîëíåíî (5). Óñëîâèå
(14) ïðè p 6= 1 îçíà÷àåò, ÷òî âñå ëó÷è öèêëà ëó÷åé K ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ i, j (i > j), 0 ≤ i, j ≤ p− 1, ëó÷è con Aiy, con Ajy ïåðåñåêàþòñÿ, òî
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

con Aiy = con Ajy.

Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â îïåðàòîðíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ai(con y) = Aj(con y).

Äåéñòâèå îïåðàòîðà As, ãäå s = p − i, íà îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðèâîäèò ñ ó÷åòîì
(13) ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó

con y = Aj+s(con y),

ãäå j + s < p; ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ëó÷ con y ïåðèîäè÷åñêèé ïåðèîäà p. Òàêèì îáðàçîì,
öèêë ëó÷åé K ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì, ïðè ýòîì ÷èñëî p
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì, ïðè êîòîðîì âûïîëíåíî (5).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ âåêòîðà y 6= 0 óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû ëó÷åé K âèäà (6) èìååò
ìåñòî (5) è ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì. Òîãäà ñèñòåìà (6) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2
è K � èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî. Èç (5) ñëåäóåò âûïîëíåíèå (13). Òàê êàê âñå ëó÷è ñèñòåìû (6)
ðàçëè÷íû, òî èìååò ìåñòî (14), ò.å. K � öèêë ëó÷åé ïåðèîäà p. ¤

Âåêòîðû Ajy ( y 6= 0), j = 0, p− 1, öèêëà ëó÷åé K âèäà (6) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåê-
òîðàìè ìàòðèöû Ap, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ r > 0. Ïîýòîìó âûïîëíåíèå
óñëîâèé (13). (14) îïðåäåëåíèÿ 1 äëÿ öèêëà ëó÷åé K ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

A(con Ajy) = con Aj+1y, con Apy = con y, j = 0, p− 1 (y 6= 0), (15)
è ïðè p > 1

con Aiy ∩ con Ajy = {0} i 6= j; i, j = 0, p− 1. (16)
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ öèêë ëó÷åé îïåðàòîðà A ∈ M(Rn) îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-

äóþùåé òåîðåìîé, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé îñíîâàíî íà âûïîëíåíèè óñëîâèé (15), (16).
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü y1, . . . , yp � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ âåêòîðîâ â Rn. Äëÿ òîãî,
÷òîáû óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà ëó÷åé K = {con y1, . . . , con yp} áûëà öèêëîì ëó÷åé îïåðàòîðà
A ïåðèîäà p ≥ 1, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé:

A(con yj) = con yj+1, Acon yp = con y1, j = 1, p− 1, (17)

è ïðè p > 1
con yi ∩ con yj = {0}, i 6= j; i, j ∈ {1, . . . , p}. (18)

2. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùèå öèêëû ëó÷åé. Ïóñòü äëÿ íåíóëå-
âûõ âåêòîðîâ y, y1, y2 ∈ Rn ïðè íåêîòîðûõ p ∈ N è r > 0 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (5). Òîãäà
äëÿ âåêòîðîâ αy (α ∈ R), y1 + y2 ðàâåíñòâî (5) òàêæå èìååò ìåñòî. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû,
óäîâëåòâîðÿþùèå (5), îáðàçóþò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn ðàçìåðíîñòè ≤ n. Ðàññìîò-
ðèì ìíîæåñòâà â Rn (âêëþ÷àÿ ïîäïðîñòðàíñòâà), êîòîðûå ñîäåðæàò öèêëû ëó÷åé îïåðàòîðà
A ∈ M(Rn) êîíå÷íîãî ïåðèîäà è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé (òåîðåòèêî- ìíîæåñòâåííîå) îáúåäèíå-
íèå öèêëîâ ëó÷åé. Òàê êàê öèêëû ëó÷åé ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A
ìíîæåñòâàìè, òî èõ îáúåäèíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ker A èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A ïîäïðîñòðàíñòâî

Ker A = {y ∈ Rn | Ay = 0} (19)

� ÿäðî îïåðàòîðà A. Îáðàçóþùèå âåêòîðû öèêëîâ ëó÷åé K âèäà (6) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó
(5) ïðè íåêîòîðîì r (> 0). Ïîýòîìó âûäåëèì â Rn ïîäïðîñòðàíñòâà âèäà Ker (Ap− rE). Îïðå-
äåëèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîäïðîñòðàíñòâî Ker (Ap− rE) ñîäåðæèò öèêëû ëó÷åé îïåðàòîðà
A ≥ 0 êîíå÷íîãî ïåðèîäà. Ïóñòü r ∈ R. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà r ïðåäñòàâèìî â âèäå:

r = µp (µ ∈ R) (20)

(èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà µ, ïðè êîòîðîì èìååò ìåñòî (5)). Îáîçíà÷èì

P(ρ) = ρp − µp, P1(ρ) = ρ− µ, P2(ρ) =
p∑

i=1

µp−iρi−1

� ñêàëÿðíûå ïîëèíîìû îò ρ, µ ∈ R, p ∈ N . Ïîëîæèì

P(A) = Ap − µpE, (21)

P1(A) = A− µE, (22)

P2(A) = µp−iE + µp−2A + . . . + µAp−2 + Ap−1, (23)

ãäå E � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E ≥ 0. Ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà A ∈ M(Rn) Ker P(A) 6= {0}. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàçëîæå-
íèå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ker P(A) = Ker P1(A) + Ker P2(A) (24)

è, åñëè â (21) µ 6= 0, òî ñóììà (24) ïðÿìàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè p = 1

P(A) = P1(A)
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è ïðè p > 1 ïîëèíîì P(A) ðàçëîæ�èì íà ìíîæèòåëè:

P(A) = P1(A)P2(A). (25)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàçäåëèòü ïîëèíîì P(ρ) íà îäèí èç ïîëèíîìîâ Pi(ρ), i = 1, 2. Èç (25)
ñëåäóåò ðàçëîæåíèå (24), ïðè÷åì

Ker P(A) = Ker P1(A) (p = 1). (26)

Ïóñòü µ 6= 0. Òîãäà ïðè p > 1 ïîëèíîìû P1(ρ), P2(ρ) âçàèìíî ïðîñòû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
p = 2 ïîëèíîì P2(ρ) = ρ + µ èìååò ïåðâóþ ñòåïåíü è íàöåëî íå äåëèòñÿ íà P1(ρ) (è íàîáîðîò,
P1(ρ) íàöåëî íå äåëèòñÿ íà P2(ρ)). Ïðè p > 2

P2(ρ) = P1(ρ)P3(ρ) + pµp−1,

ãäå
P3(ρ) = ρp−2 + 2µρp−3 + . . . + jµj−1ρp−(j+1) + . . . + (p− 1)µp−2.

Ïîýòîìó ñóììà â (24) ïðÿìàÿ è Ker P1(A) ∩ Ker P2(A) = {0}. Âåêòîð y ∈ Ker P(A) ïðåäñòàâ�èì
â âèäå

y = x + z (x ∈ Ker P1(A), z ∈ Ker P2(A)), (27)
è ïðåäñòàâëåíèå (27) åäèíñòâåííî. ¤

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâ Ker P(A) (èõ äîêàçàòåëüñòâî íå ñîñòàâëÿåò òðóäà).

Ñâîéñòâî 1. Ïóñòü A ∈ M(Rn). Äëÿ òîãî, ÷òîáû Ker P(A) 6= {0} íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû Ker P1(A) 6= {0}.
Ñâîéñòâî 2. Äëÿ îïåðàòîðà A ∈ K(Rn) ïðè µ > 0

Ker P2(A) ∩ K+ = {0}. (28)

Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â Rn äåëèò ïðîñòðàíñòâî Rn íà òðè íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâà: ñàìó ãèïåðïëîñêîñòü è äâà îòêðûòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî îïåðàòîðà A ∈ M(Rn) â îáùåì ñëó÷àå dimKer P1(A) ≥ 1, ãäå dimL � ðàçìåðíîñòü
ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊆ Rn. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé dim Ker P1(A) = 1. Òîãäà

dim Ker P2(A) = dim Ker P(A)− 1.

Çíà÷èò, Ker P2(A) ðàçäåëÿåò Ker P(A) 6= {0} íà äâà îòêðûòûõ ïîëóïîäïðîñòðàíñòâà. Äëÿ
îïåðàòîðà A ∈ K(Rn) ïðè µ > 0 ýòè ïîëóïîäïðîñòðàíñòâà âèäà

{y ∈ Ker P(A) | P2(A)y = ỹ 6= 0} ∪ {0} (29)

îáîçíà÷èì ÷åðåç Se± P2(A) (îò ñëîâà semi - ïîëó). Èç y ∈ Se+ P2(A) (y 6= 0) ñëåäóåò, ÷òî
−y ∈ Se− P2(A), ò.å.

Se− P2(A) = −Se+ P2(A), (30)
è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Se+ P2(A) ∩ Se− P2(A) = {0}, (31)
Se± P2(A) ∩Ker P2(A) = {0}, (32)

èç êîòîðûõ ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà Ker P(A):

Ker P(A) = Se+ P2(A) ∪ Se− P2(A) ∪Ker P2(A). (33)
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Åñëè
Ker P(A) ∩ K+ 6= {0},

òî ñîãëàñíî ëåììå 2 êîíóñ K+ ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ Se± P2(A). Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü â
ýòîì ñëó÷àå, ÷òî Se+ P2(A)∩K+ 6= {0} (ñîîòâåòñòâåííî Se− P2(A)∩K+ = {0} è Se− P2(A) ∩
−K+ 6= {0}).
Ëåììà 1. Ïðè µ > 0 ìíîæåñòâà â (33) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A ∈ K(Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâà Ker P(A), Ker P2(A) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A,
êàê ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ Ap, P2(A), ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèÿì µp è P2(µ) = pµp−1. Äîêàæåì èíâàðèàíòíîñòü Se± P2(A). Ïóñòü y ∈ Se+ P2(A) (y 6= 0).
Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ (27)

Ay = Ax + Az = µx + Az.

Òàê êàê x = PKer P1(A)y, òî x 6= 0 (èíà÷å â (27) y ∈ Ker P2(A)) è x ∈ Ker+ P1(A), ãäå ÷åðåç
Ker+ P1(A) îáîçíà÷åíà ÷àñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Ker P1(A) òàêàÿ, ÷òî Ker+ P1(A) ⊆ Se+ P2(A).
Èç x ∈ Ker+ P1(A) è z ∈ Ker P2(A) ñëåäóåò, ÷òî Ax ∈ Ker+ P1(A) è Az ∈ Ker P2(A), îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî Ay ∈ Se+ P2(A), ò.å. ASe+ P2(A) ⊆ Se+ P2(A). Èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà
Se− P2(A) ñëåäóåò èç (30). ¤

Îáîçíà÷èì
Ker− P1(A) = −Ker+ P1(A) ⊆ Se− P2(A).

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ Se± P2(A), Ker P2(A) â âèäå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü A ∈ K(Rn) è P(A), P1(A), P2(A) � ïîëèíîìû âèäà (21), (22), (23) ñîîò-
âåòñòâåííî ñ µ > 0. Äëÿ ìíîæåñòâ â ïðåäñòàâëåíèè (33) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ:

P2(A)y ∈ Ker+ P1(A) \ {0} (y ∈ Se+ P2(A), y 6= 0), (34)

P2(A)y ∈ Ker− P1(A) \ {0} (y ∈ Se− P2(A), y 6= 0), (35)

P2(A)y = 0 (y ∈ Ker P2(A)). (36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî y ∈ Ker P(A) îáîçíà÷èì

x̃ = P2(A)y. (37)

Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ (27) P2(A)y = P2(A)x + P2(A)z = P2(A)x. Âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà P2(A), ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ pµp−1, ïîýòîìó

x̃ = P2(A)y = αx (α = pµp−1 > 0). (38)

Çíà÷èò, x̃ ∈ Ker P1(A). Ïðè x = 0 (y ∈ Ker P2(A)) x̃ = 0; ïðè x 6= 0 x̃ ðàñïîëîæåí â îäíîì èç
ìíîæåñòâ Ker± P1(A), â êîòîðîì ðàñïîëîæåí âåêòîð x. ¤

Ïóñòü y ∈ Ker P(A) 6= {0} (y 6= 0), ãäå A ∈ K(Rn), P(A) � ïîëèíîì âèäà (21) ñ µ > 0.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ïåðèîä ëó÷à con y ìåíüøå p (ïðè p > 1), åñëè p íå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì
÷èñëîì, ïðè êîòîðîì âûïîëíåíî (5); òî÷íåå, ïåðèîä â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà p.
Ïîýòîìó â ïîäïðîñòðàíñòâå Ker P(A) â îáùåì ñëó÷àå âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå öèêëîâ ëó÷åé
îäíîãî è áîëåå, ÷åì îäèí, ïåðèîäîâ ≤ p. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðåäè èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
Ker P(A) îïåðàòîðà A ≥ 0 âûäåëèòü ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ñîäåðæàò öèêëû ëó÷åé, âñå
èëè õîòÿ áû ïî÷òè âñå (ïî ìåðå ïîäïðîñòðàíñòâà Ker P(A)) èìåþùèå îäèí è òîò æå ïåðè-
îä, ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, çàäàííîãî íåðàçëîæèìîé ìàòðèöåé
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A ≥ 0 èíäåêñà èìïðèìèòèâíîñòè n ([2], ñ. 334). Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè íåðàçëîæèìàÿ ìàò-
ðèöà A ≥ 0 âñåãäà èìååò ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ > 0, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò
ñîáñòâåííûé âåêòîð e > 0 (ìîæíî ïîëàãàòü ‖e‖ = 1); äðóãèõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ìàòðèöà A íå èìååò. Åñëè A èìååò h ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ λ, òî ýòè
÷èñëà âñå ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé è ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ ([2], c. 334)

ρh − λh = 0, 1 ≤ h ≤ n, (39)

ò.å. ýòè ÷èñëà èìåþò âèä
λj = λεj−1, j = 1, h, (40)

ãäå ε = exp(2πi/h), i =
√−1. Ïðè h = n âñå n ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A ðàçëè÷íû ìåæäó

ñîáîé è A ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê ïðèâîäèìà ê "öèêëè÷åñêîìó"âèäó ([2], ñ. 335)



0 a1 0 . . . 0
0 0 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . an−1

an 0 0 . . . 0




. (41)

Òåîðåìà 8. Ïóñòü A ≥ 0 � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà èíäåêñà èìïðèìèòèâíîñòè n è P2(A) =
λn−iE + λn−2A + . . . + λAn−2 + An−1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî y ∈ Rn

P2(A)y ∈ con e \ {0} (y ∈ Se+ P2(A), y 6= 0), (42)

P2(A)y ∈ −con e \ {0} (y ∈ Se− P2(A), y 6= 0), (43)

P2(A)y = 0 (y ∈ Ker P2(A)) (44)

è äëÿ ïî÷òè âñåõ (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû) y ∈ Rn ñèñòåìà ëó÷åé

K = {con y, con Ay, . . . , con An−1y} (45)

åñòü öèêë ëó÷åé ïåðèîäà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìàòðèöû A çíà÷åíèå λ > 0 åäèíñòâåííî. Èç ðàâåíñòâà An = λnE, ãäå
λn =

∏n
1 aj , ñëåäóåò, ÷òî P(A) = An−λnE = 0, ò.å. P(ρ) = ρn−λn � àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí

îïåðàòîðà A. Ñîãëàñíî ðàçëîæåíèþ (25) P1(A) = A − λE, P2(A) = λn−iE + λn−2A + . . . +
λAn−2 + An−1. Äëÿ ëþáîãî y ∈ Rn P(A)y = 0, ñëåäîâàòåëüíî, â (33)

Ker P(A) = Rn. (46)

Ââèäó åäèíñòâåííîñòè ñîáñòâåííîãî âåêòîðà e, ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèþ λ, (ïîëîæèì ‖e‖ =
1) ïîäïðîñòðàíñòâî Ker P1(A) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì. Ïîëàãàÿ â (38) p = n äëÿ ëþáîãî y ∈ Rn

èìååì P2(A)y = nλn−1x. Ñîãëàñíî (34) - (36), åñëè y ∈ Se+ P2(A) (y 6= 0), òî P2(A)y ∈
con e \ {0}; åñëè y ∈ Se− P2(A) (y 6= 0), òî P2(A)y ∈ −con e \ {0}, è äëÿ y ∈ Ker P2(A)
P2(A)y = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ej ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A ≥ 0, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λj âèäà (40), j = 1, n, ãäå e1 ≡ e (λ1 = λ). Ïóñòü y ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.
Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå:

y =
n∑

1

αjej (47)
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(ò.ê. ïàðå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóåò ïàðà êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A, òî ïðåäñòàâëåíèå (47) âåùåñòâåííîãî âåêòîðà
y âñåãäà âîçìîæíî). Ñîãëàñíî (47) âåêòîð Amy çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Amy = λm
n∑

1

αj exp(2πi(j − 1)m/n)ej , m ∈ N. (48)

Åñëè â ïðåäñòàâëåíèè (47) âñå αj 6= 0 (j = 1, n), òî äëÿ ëþáîãî 1 ≤ m ≤ n− 1 èç (48) ñëåäóåò,
÷òî Amy 6= λmy, ò.ê. ìíîæåñòâî {exp(2πim/n), m ∈ Z+} ñîäåðæèò n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, êîòî-
ðûå îäíîâðåìåííî ðàâíû åäèíèöå òîëüêî ïðè m, êðàòíûõ n. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ëó÷åé
(45) ñ îáðàçóþùèì âåêòîðîì y ÿâëÿåòñÿ öèêëîì ëó÷åé ïåðèîäà n. Åñëè â ïðåäñòàâëåíèè (47)
αji = 0 äëÿ íåêîòîðûõ j1, . . . , jq, q < n, òî y ïðèíàäëåæèò îäíîìó èëè íåñêîëüêèì (èíâàðèàíò-
íûì) ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâàì ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
λj , j 6= ji, i = 1, q, ðàçìåðíîñòè < n. Òîãäà âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë p < n, äëÿ êîòîðûõ
â (48) Apy = λpy, ò.å. ñèñòåìà ëó÷åé (6) ñ îáðàçóþùèì âåêòîðîì y èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ
ÿâëÿåòñÿ öèêëîì ëó÷åé ïåðèîäà p < n. Ïîäïðîñòðàíñòâî Ker P2(A) èìååò ðàçìåðíîñòü n − 1,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íóëåâîé ìåðû â ïðîñòðàíñòâå Rn. Äëÿ ëþáîãî z ∈ Ker P2(A) ñî-
ãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ (27) z =

∑n
2 αjej è öèêë ëó÷åé ñ îáðàçóþùèì âåêòîðîì z èìååò ïåðèîä

n èëè < n. Åñëè â ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðà z ∈ Ker P2(A) âñå αj 6= 0 (j = 2, n), òî ìíîæå-
ñòâî {exp(2πim/n), m ∈ N} ñíîâà ñîäåðæèò n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ðàâíû
åäèíèöå òîëüêî ïðè m, êðàòíûõ n. Çíà÷èò, ñèñòåìà ëó÷åé (45) ñ îáðàçóþùèì âåêòîðîì z äëÿ ïî-
÷òè âñåõ (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû îòíîñèòåëüíî ìåðû ìíîæåñòâà Ker P2(A))
z ∈ Ker P2(A) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì ëó÷åé ïåðèîäà n. Êðîìå òîãî, ïîäïðîñòðàíñòâî Ker P1(A)
ñîäåðæèò öèêëû ëó÷åé ïåðèîäà 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì âòîðóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. ¤

Çàêëþ÷åíèå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ñòàòüå, ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì. Â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn âûäåëåíû èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ìíîæåñòâà, ñîñòî-
ÿùèå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ëó÷åé � öèêëû ëó÷åé êîíå÷íîãî ïåðèîäà. Îïðå-
äåëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà èç êîíå÷íîãî ÷èñëà p ≥ 1 ëó÷åé ÿâëÿåòñÿ öèêëîì ëó-
÷åé ïåðèîäà p. Îïðåäåëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ
òåîðåòèêî- ìíîæåñòâåííûì îáúåäèíåíèåì öèêëîâ ëó÷åé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà, çàäàííîãî íåðàçëîæèìîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöåé èíäåêñà èìïðèìèòèâíîñòè n, äëÿ
ïî÷òè âñåõ (ïî ìåðå) y ∈ Rn öèêëû ëó÷åé ñ îáðàçóþùèìè âåêòîðàìè y èìåþò ïåðèîä n.

Öèòèðîâàííàÿ ëèòåðàòóðà

1. Ïàíêðàòîâà È.Í. // Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. 2009. Ò. 50, �1. Ñ. 132�145.
2. Ãàíòìàõåð Ô.Ð. Òåîðèÿ ìàòðèö. Ì., 1988.
3. Ãëàçìàí È.Ì., Ëþáè÷ Þ.È. Êîíå÷íîìåðíûé ëèíåéíûé àíàëèç â çàäà÷àõ. Ì., 1969.
4. Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Ëèôøèö Å.À., Ñîáîëåâ À.Â. Ïîçèòèâíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû:

ìåòîä ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ì., 1985.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 26.01.2011ã.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2010. Òîì 10. � 4 (38)



Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. Àëìàòû. 2010. Òîì 10. � 4 (38) . C. 89�93

ÓÄÊ 531.36:534.1

Î ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÂÈÆÅÍÈßÕ Â
ÔÎÒÎÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÉ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å

ÒÐÅÕ ÒÅË
À. Ò. Òóðåøáàåâ
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôîòîãðàâèòàöèîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à òðåõ òåë ñ äâóìÿ èçëó÷àþùèìè ìàññà-
ìè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ýêñöåíòðèñèòåòå e îðáèòû îñíîâíûõ òåë â îêðåñò-
íîñòè êîìïëàíàðíûõ òî÷åê ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïå-
ðèîäó âðàùåíèÿ îñíîâíûõ òåë äðóã îòíîñèòåëüíîãî äðóãà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êðóãîâîì âàðèàíòå
çàäà÷è, ïðè ðàâíûõ ìàññàõ îñíîâíûõ òåë, â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò âîçíèêàþò ïðîñòðàí-
ñòâåííûå ïðÿìîëèíåéíûå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ.

Êàê èçâåñòíî, îãðàíè÷åííàÿ ôîòîãðàâèòàöèîííàÿ çàäà÷à òðåõ òåë, òàêæå êàê è êëàññè÷å-
ñêàÿ çàäà÷à, äðóãèõ èíòåãðàëîâ, êðîìå èíòåãðàëà ßêîáè, íå èìååò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ýòîé
ïðè÷èíå, èññëåäîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé âáëèçè òî÷íûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ôîòîãðàâèòàöèîííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòóàëüíûõ ïðî-
áëåì ñîâðåìåííîé íåáåñíîé ìåõàíèêè. Ïðèëîæåíèÿ ôîòîãðàâèòàöèîííîé çàäà÷è òðåõ òåë áîëåå
óáåäèòåëüíû è ìíîãî÷èñëåííû, ÷åì êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à. Îñîáåííî ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ
ìèêðîìåòåîðèòíûõ ÷àñòèö è ÷àñòèö ãàçîïûëåâûõ îáëàêîâ â ãðàâèòàöèîííî-ðåïóëüñèâíîì ïîëå
äâîéíûõ çâåçäíûõ ñèñòåì è êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ ñ ñîëíå÷íûì ïàðóñîì ôîòîãðàâèòàöèîííàÿ
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé èõ àäåêâàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ.

1. Ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû âáëèçè êîìïëàíàðíûõ òî÷åê ëèáðàöèè â
ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷å òðåõ òåë. Â ýëëèïòè÷åñêîì âàðèàíòå çàäà÷è (êîãäà îðáèòû çâåçäíîé
ïàðû ýëëèïòè÷åñêèå) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû âî âðàùàþùåéñÿ âìåñòå ñî çâåçäàìè ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â áàðèöåíòðå ñèñòåìû è îñÿìè Ox è Oy, ðàñïîëîæåí-
íûìè â îðáèòàëüíîé ïëîñêîñòè çâåçäíîé ïàðû, èìåþò âèä [1�2] (òî÷êà îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ
ïî èñòèííîé àíîìàëèè ν îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ çâåçäíîé ïàðû, âûïîëíÿþùóþ ðîëü âðåìåíè):

ẍ− 2ẏ =
∂W

∂x
, ÿ + 2ẋ =

∂W

∂y
, z̈ =

∂W

∂z
, (1.1)

ãäå x, y, z � áåçðàçìåðíûå, îòíåñåííûå ê ðàññòîÿíèþ r = p
(1+e cos ν)−1 ìåæäó çâåçäàìè (p è e �

ôîêàëüíûé ïàðàìåòð è ýêñöåíòðèñèòåò îòíîñèòåëüíîãî îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ çâåçäíîé ïàðû)
Keywords: Periodic movements, a particle, points libration, a photogravitational circular problem of three bodies,

a �eld of a double star, ýêñöåíòðèñèòåò orbits, spatial and rectilinear movements
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 70F15
c À. Ò. Òóðåøáàåâ, 2010.
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ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû ÷àñòèöû (êîîðäèíàòû Íåõâèëà), à W � ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû,
ðàâíàÿ

W = (1 + e cos ν)−1[(x2 + y2 − z2 e cos ν)/2 + Q1(1− µ)/R1 + Q2µ/R2,

R1 = [(x + µ)2 + y2 + z2]1/2, R2 = [(x− 1 + µ)2 + y2 + z2]1/2. (1.2)

Çäåñü µ è 1 − µ � áåçðàçìåðíûå ìàññû çâåçä, îòíåñåííûå ê èõ îáùåé ìàññå, à Q1 è Q2 �
êîýôôèöèåíòû ðåäóêöèè èõ ìàññû, ïðåäñòàâëÿþùèå îòíîøåíèÿ ðàçíîñòè ãðàâèòàöèîííîé è
ðåïóëüñèâíîé ñèë ê ãðàâèòàöèîííîé ñèëå. Â ðÿäå ðàáîò [1�3, 4] îòìå÷àëîñü, ÷òî â îòëè÷èå îò
òðåóãîëüíûõ è êîëëèíåàðíûõ òî÷åê ëèáðàöèè, ñóùåñòâóþùèõ êàê â êðóãîâîé, òàê è â ýëëèï-
òè÷åñêîé çàäà÷å òðåõ òåë, êîìïëàíàðíûå òî÷êè ëèáðàöèè ñóùåñòâóþò ëèøü â êðóãîâîé çàäà÷å.
Îäíàêî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ýêñöåíòðèñèòåòå e îðáèò îñíîâíûõ òåë â îêðåñòíîñòè êîìïëàíàð-
íûõ òî÷åê ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèÿ ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèîäó âðàùåíèÿ
îñíîâíûõ òåë îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà.

Ñ÷èòàÿ ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû å äîñòàòî÷íî ìàëûì, ðàçëîæèì ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1.1)
â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì e è âîçìóùåíèé

ξ = x− x∗, η = y − y∗, ζ = z − z∗,

ãäå x∗, y∗, z∗ � ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû êîìïëàíàðíûõ òî÷åê ëèáðàöèè ïðè e = 0. Òîãäà
ó÷èòûâàÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ x∗ è z∗ óäîâëåòâîðÿþò ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.1), ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ:

ξ̈ − 2η̇ = c∗xxξ + c∗δση + c∗δzζ + e c∗ex + . . . ,

η̈ + 2ξ̇ = c∗xyξ + c∗yyη + c∗yzζ + e c∗ey + . . . , (1.3)

ζ̈ = c∗xzξ + c∗yzη + c∗zzζ + e c∗ez + . . . .

Çäåñü òî÷êîé îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî èñòèííîé àíîìàëèè ν, à êîýôôèöèåíòû ñ∗xx, ..., ñ∗ez åñòü
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà îò ñèëîâîé ôóíêöèè W, óìíîæåííûå íà (1 + e cos ν)−1

è âçÿòûå ïðè x = x∗, z = z∗, y = 0 (â âûðàæåíèÿõ c∗ex, c∗ey è c∗ez, êðîìå òîãî, ïîëîæåíî e = 0) è
ðàâíûå

c∗xy = c∗yz = 0, c∗yy = (1 + e cos ν)−1,

c∗xx = (1 + e cos ν)−1{1 + 3x∗[(
x∗ − x1

R1
)2 − (

x∗ − x2

R2
)2]},

c∗xz = (1 + cos ν)−1{3x∗z∗[
x∗ − x1

R2
1

− x∗ − x2

R2
2

]}, (1.4)

c∗zz = (1 + cos ν)−1{1 + 3x∗[(
z∗

R1
)2 − (

z∗

R2
)2]− e cos ν},

c∗ex = c∗ey = 0, c∗ez = −z∗cos ν.

Âûïèøåì àíàëîãè÷íî êîýôôèöèåíòû äëÿ êðóãîâîé çàäà÷è, âû÷èñëåííûå ïðè e = 0 êàê âòîðûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ñèëîâîé ôóíêöèè W :

c∗xy = c∗yz = 0, c∗yy = 1,

c∗xx = 1 + 3x∗[(
x∗ − x1

R1
)2 − (

x∗ − x2

R2
)2],

c∗xy = 3x∗z∗(
x∗ − x1

R2
1

− x∗ − x2

R2
2

), (1.5)
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c∗zz = 3x∗[(
z∗

R1
)2 − (

z∗

R2
)2].

Ñðàâíèâàÿ (1.4) ñ (1.5), âèäèì, ÷òî ñïðàâåäëèâà çàïèñü â âèäå:

c∗xx = cxx + eϕxx(x∗, z∗, cos ν), c∗xz = cxz + eϕxz(x∗, z∗, cos ν),

c∗zz = czz + eϕzz(x∗, z∗, cos ν), c∗yy = cyy + eϕyy(cos ν), (1.6)

ãäå ϕxx, ..., ϕyy ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà e, a cxx, ..., cyy

äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (1.5).
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (1.3) òåïåðü ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå:

ξ̈ − 2η̇ = ñxxξ + cxzζ + Ξ∗ + eF1(ξ, η, ζ, cos ν),

η̈ + 2ξ̇ = cyyη + H∗ + e F2(ξ, η, ζ, cos ν), (1.7)

ζ̈ = cxzξ + czzη + Z∗ + eF3(ξ, η, ζ, cos ν), .

Çäåñü Ξ∗, H∗ è Z∗ � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ ξ, η, ζ, ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõ ïî
ñòåïåíÿì ýòèõ ïåðåìåííûõ íà÷èíàþòñÿ ÷ëåíàìè íå íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà, à F1, F2, F3 � 2π-
ïåðèîäè÷åñêèå ïî ν è àíàëèòè÷åñêèå îòíîñèòåëüíî e, ξ, η, ζ ôóíêöèè. Îáëàñòüþ àíàëèòè÷íîñòè
ôóíêöèé Ξ∗, H∗, Z∗, F1, F2, F3 îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ξ, η, ζ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ îêðåñò-
íîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ÷àñòèöû âáëèçè èññëåäóåìûõ
ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â ïðàâûõ ÷àñòÿõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.6) ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðóþ ãðóïïó ÷ëåíîâ (eF1, ȧF2, ȧF3), êîòîðûå
ïðè e << 1 ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè ÷ëåíàìè. Ïðè e = 0 ïîëó÷åí-
íûå âûøå óðàâíåíèÿ îáðàùàþòñÿ â óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ êîìïëàíàðíûõ òî÷åê
ëèáðàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåì ñ ìàëûì ïà-
ðàìåòðîì [5] ñèñòåìà (1.6) áóäåò èìåòü 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, àíàëèòè÷åñêîå ïî ìàëîìó
ïàðàìåòðó e è îáðàùàþùååñÿ ïðè e = 0 â òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ξ = η = ζ = 0, åñëè åå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé âèäà ±im (m = 0, 1, 2, ...). Ýòî ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü
êàê:

ξ =
∞∑

k=1

ek ξk(ν), η =
∞∑

k=1

ek ηk(ν), ζ =
∞∑

k=1

ek ζk(ν), (1.8)

ãäå ξk, ηk, ζk è ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè èñòèííîé àíîìàëèè ν.
2. Ïðîñòðàíñòâåííûå ïðÿìîëèíåéíûå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ.Â óðàâíåíèÿõ (1.1)

ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé ðàâíûõ ìàññ µ = 1− µ = 0, 5, áóäåì èñêàòü èõ ÷àñòíîå ðåøåíèå êàê:

x = ẋ = y = ẏ = 0, z 6= 0.

Ïðè ýòîì äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.1) óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî. Òîãäà óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ èçó÷àåìîé ÷àñòèöû ïðèìåò âèä:

z̈ =
∂W

∂z
= −∂

∏
∂z

= − 4(q1 + q2)z√
(1 + 4z2)3

, (2.1)

ãäå W = −∏
= q1+q2√

1+4z2
� ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ µ = 0, 5.

Èç (2.1) âèäíî, ÷òî z = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, à ñàìî óðàâíåíèå
èìååò î÷åâèäíûé ïåðâûé èíòåãðàë:

1
2
(ż)2 +

∏
(z) = h, (2.2)
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ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé èíòåãðàë ýíåðãèè, èç êîòîðîãî ìû íàõîäèì

ż = ±
√

2(p−Ï). (2.3)

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ Ï(z) â òî÷êå z = 0 ïðè q1 + q2 > 0 èìååò èçîëèðîâàííûé ìèíèìóì.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (íà÷àëà êîîðäèíàò) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòûå êðèâûå. Òàêèì îá-
ðàçîì, äâèæåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò ÷àñòèöû, ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Ñëåäîâàòåëüíî, è
âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè áóäóò ïåðèîäè-
÷åñêèìè.

Èç (2.3) îïðåäåëèì ïåðèîä

τ =
∫ α

0

√
1 + 4z2

√
2[q1 + q2 + h

√
1 + 4z2]

dz, (2.4)

ãäå α êîðåíü óðàâíåíèÿ q1 + q2 + h
√

1 + 4z2 = 0 îòíîñèòåëüíî z.
Èòàê, ïîëó÷åííîå íàìè ðåøåíèå èìååò ìåñòî ïðè óñëîâèè x = y = 0. Îäíàêî òåîðåìà

Ëÿïóíîâà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé â îêðåñòíîñòè íà÷àëà
êîîðäèíàò, êîãäà x 6= 0 è y 6= 0. Äëÿ ýòîãî íàäî áûòü óâåðåííûì â ñóùåñòâîâàíèè ãîëîìîðôíîãî
ïåðâîãî èíòåãðàëà è â îòñóòñòâèè ó ñèñòåìû êîðíåé âèäà ±2mi, ãäå m = 0, 1, 2, ... . Òàêèì
èíòåãðàëîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

H = T −W =
1
2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− δW + ... = h. (2.5)

Òåïåðü ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x∗ =
y∗ = z∗ = 0. Äëÿ ýòîãî â ñèñòåìå (1.1) ïîëàãàÿ (ïðè e = 0)

ξ = δ − δ∗, η = σ − σ∗, ζ = z − z∗,

èìååì:
ẍ− 2ẏ = (

∂2W

∂x2
)0x + (

∂2W

∂x∂y
)0y + (

∂2W

∂x∂z
)0z + ...,

ÿ + 2ẋ = (
∂2W

∂y∂x
)0x + (

∂2W

∂y2
)0y + (

∂2W

∂y∂z
)0z + ..., (2.6)

z̈ = (
∂2W

∂z∂x
)0x + (

∂2W

∂z∂y
)0y + (

∂2W

∂z2
)0z + ...,

ãäå èíäåêñ ”0” îçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè x = y = z = 0. Âû÷èñëèì âòîðûå ïðîèçâîäíûå
(âñå ñìåøàííûå ðàâíû íóëþ):

(
∂2W

∂x2
)0x = −c1 = 1 + 8(q1 + q2),

(
∂2W

∂y2
)0x = −c2 = 1− 4(q1 + q2), (2.7)

(
∂2W

∂z2
)0x = −c3 = −4(q1 + q2),

çäåñü c,c2, c3 � êîýôôèöèåíòû óñòîé÷èâîñòè.
Òîãäà óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû â âàðèàöèÿõ èìååò âèä:

ẍ− 2ẏ − (1 + 8(q1 + q2))x = 0,
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ÿ + 2ẋ− (1− 4(q1 + q2))y = 0, (2.8)

z̈ + 4(q1 + q2)z = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ðàâíî

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣

λ2 − (1 + 8(q1 + q2)) −2λ 0
2λ λ2 − (1− 4(q1 + q2)) 0
0 0 λ2 − 4(q1 + q2)

∣∣∣∣∣∣
= 0, (2.9)

èëè
λ4 + 2(1− 2á)λ2 + 1 + 4á− 32á2 = 0,

λ2 + 4á = 0,

ãäå á = q1 + q2, q1, q2 ∈ (−∞, 1].
Êàê âèäèì èç (2.9), ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ q1 è q2 ñèñòåìà ìîæåò äî-

ïóñêàòü ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ ïðîñòûõ êîðíåé. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ òåîðåìû Ëÿïóíîâà [6],
ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ïî t, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ïàðà-
ìåòðà (íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ, íàïðèìåð, âåëè÷èíû x) ðåøåíèé âûïîëíåíû.
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ÓÄÊ: 517.956 2010 MSC: 35R12
Aldashev S.A. Ill-posedness of a mixed problem for one class of multi-dimensional

hyperbolic-parabolic equations // Mathematical journal. 2010. Vol. 10. � 4 (38). P. 4 � 12.
In the paper a mixed problem for one class of multi-dimensional hyperbolic-parabolic equations

is studied. We show that the homogeneous problem has in�nitely many solutions, while the non-
homogeneous problem is solvable non-uniquely.
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ê°ï åêåíäiãi äºëåëäåíãåí. Áið òåêòi åñåïòi ñàíñûç ê°ï øåøiìi áàð åêåíäiãi, áið òåêòi åìåñ åñåï
áið ©àòàðëû åìåñ øåøiìäiëiãi ê°ðñåòiëãåí.
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Beibitbaeva A.E., Tleubergenov M.I. On the inverse stochastic problem with indirect

control // Mathematical journal. 2010. Vol. 10. � 4 (38). P. 13 � 18.
Two inverse problems in the class of stochastic di�erential Ito's equations by given properties of

motion, dependent from partial variables, and with the control by �rst derivative (problem 1) and
with the control by second derivative (problem 2) are considered. The set of regulator's equations,
which ensures the su�cient conditions of existence of given integral manifold is de�ned in these
problems.
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©àñèåòòåði áîéûíøà àéíûìàëû á°ëiãiíå òºóåëäi Èòî òèïòåñ ñòîõàñòèêàëû© äèôôåðåíöèàëäû
òåäåóëåð êëàñûíäà ©àëïûíà êåëòiðó åñåái ©àðàñòûðûëàäû. Á´ë åñåïòåðäå áåðiëãåí èíòåãðàëäû
ê°ïáåéíåíi áàð áîëóûíû æåòêiëiêòi øàðòòàðûí ©àìòàìàñûç åòåòií ðåãóëÿòîð òåäåóëåðiíi
áàñ©àðó æèûíû àíû©òàëàäû.
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Beketaeva A.O. A spatial supersonic air �ow with Jet cross injection // Mathematical

journal. 2010. Vol. 10. � 4 (38). P. 19 � 27.
The interaction problem of the supersonic free �ow with a jet cross injection through a round

hole on a wall is numerically simulated. The governing equations are the system of Navier-Stokes
equations in 3D case. The turbulent dynamic viscosity coe�cient was determined by Baldwin-Lomax
model. Comparison of results of numerical experiments of �at and spatial problems perpendicular
Jet injection in a supersonic stream is made. Additional features of a three-dimensional �ow of a
round stream are revealed, reduction of intensity of jumps of consolidation and pressure distribution
by a wall as a result of a lateral over�owing of a running stream in particular is shown.
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çåðòòåëãåí. Æûëäàìäû¡û äûáûñ æûëäàìäû¡ûíàí æî¡àðû à¡ûñ©à ê°ëäåíå æiáåðiëãåí à¡ûí-
øàíû æàçû©òû© æºíå êåiñòiê åñåïòåðiíi àëûí¡àí øåøiìäåði ñàëûñòûðûë¡àí. �ø °ëøåìäi
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In the work the necessary and su�cient condition ensuring the embedding of the function classes
Epθ(λ), de�ned by means of Price multiplication system, in Lorentz space Lpτ [0, 1] by weak metric
parameter is considered provided that 1 < p < +∞, 1 < τ < θ < +∞.
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Kabdrakhova S.S. Criterion of correct solvability semiperiodical boundary value

problem for linear hyperbolic equation // Mathematical journal. 2010. Vol. 10. � 4 (38).
P. 47 � 51.

Necessary and su�cient conditions of correct solvability of semiperiodical boundary value
problem for linear hyperbolic equation with two independent variables are received.
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turbulent multicomponent �ow of gas with solid particles in the channel // Mathematical
journal. 2010. Vol. 10. � 4 (38). P. 52 � 57.

By the numerical model of the plane subsonic turbulent �ow of a mixture (multicomponent gas
- solid particles) at the presence of dynamic and thermal interactions is calculated of an production
of volatile gases from particles. The in�uences of the relation of the temperature of the mixture and
the temperature of the secondary air on the production of volatile gases are studied.
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Äèíàìèêàëû© æºíå æûëóëû© °çàðà ºñåðëåðìåí áåðiëãåí àýðî©îñïàíû (ê°ïêîìïîíåíòòi
ãàç-©àòòû ò³éiðøiêòåð) åêi °ëøåìäi æûëäàìäû¡û äûáûñ æûëäàìäû¡ûíàí ò°ìåí òóðáóëåíòòi
à¡ûííû ñàíäû© ìîäåëiíi ê°ìåãiìåí ©àòòû ò³éiðøiêòåðäåí ´øïàëû ãàçäàðäû á°ëiíiï øû¡ó
åñåïòåði æ³ðãiçiëäi. Ãàç æºíå äèñïåðñòiê ò³éiðøiêòåðäi àðàñûíäà¡û òóðáóëåíòòi à¡ûíäàðäû
°çàðà ºñåðëåði çåðòòåëäi. �ðëåíåòií àýðî©îñïàíû æºíå ©îñûìøà àóàíû òåìïåðàòóðàëàðû
©àòûíàñûíû ´øïàëû ãàçäàð á°ëiíóiíå ºñåði çåðòòåëäi.
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In the work mathematical models describing each of four mechanisms of erosion and methods of

solution of corresponding boundary value problems for partial equations in domains with unknown
mobile boundaries are presented. Temperature �elds and erosive performances are de�ned as
functions of conditions of switching and properties of contact material. Results of calculations are
compared with experimental data.
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In the work bilateral estimations for eigenvalue and singular numbers of a semiperiodic problem
of Dirihlet for the degenerating the elliptic equations are obtained.
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journal. 2010. Vol. 10. � 4 (38). P. 80 � 88.
Conditions under which the system of a �nite number of rays is an invariant set with respect to

linear operator in Rn are established. Properties of invariant space which is a set-theoretic union of
systems of rays are stated.
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is established that for small eccåntricity of main bodies orbits in a vicinity coplanar points can exist
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other. It is proved that in a circular type of the problem, for equal weights of main bodies, there are
spatial rectilinear periodic movements in a vicinity of the beginning of co-ordinates.
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(Ðîññèÿ) è Zentralblatt Math. (Ãåðìàíèÿ).

Â "Ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå" ïóáëèêóþòñÿ ñòàòüè îáúåìîì äî 12 æóðíàëüíûõ ñòðàíèö,
êðàòêèå ñîîáùåíèÿ îáúåìîì äî 4 ñòðàíèö. Ñòàòüè îáúåìîì áîëåå 12 ñòðàíèö ïóáëèêóþòñÿ ïî
ñïåöèàëüíîìó ðåøåíèþ ðåäêîëëåãèè æóðíàëà. Ïðèíèìàþòñÿ ñòàòüè, íàïèñàííûå íà ðóññêîì è
àíãëèéñêîì ÿçûêàõ.

Òðåáîâàíèÿ ê îôîðìëåíèþ ñòàòåé
1. Ðóêîïèñü ñòàòüè äîëæíà áûòü ïîäãîòîâëåíà â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå LATEX-2å è ïðåäñòàâëåíà
â âèäå äâóõ òâåðäûõ êîïèé, à òàêæå â âèäå .tex è .pdf - ôàéëîâ íà ëþáîì ýëåêòðîííîì íîñèòåëå
èëè ïðèñëàíà ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå zhurnal@math.kz, matzhurnal@gmail.com. Ñòàòüÿ äîëæíà
áûòü ïîäïèñàíà âñåìè àâòîðàìè.

Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè è ñòèëåâûå ôàéëû ìîæíî íàéòè íà ñàéòå Èíñòèòóòà ìàòå-
ìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ http://www.math.kz â ðàçäåëå "Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë".
2. Â ëåâîì âåðõíåì óãëó íåîáõîäèìî óêàçàòü èíäåêñ ÓÄÊ, äàëåå çàãëàâèå ñòàòüè, èíèöèàëû
è ôàìèëèè àâòîðîâ â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå, îðãàíèçàöèþ, îò êîòîðîé íàïðàâëåíà ñòàòüÿ, åå
àäðåñ, à òàêæå ýëåêòðîííûå àäðåñà àâòîðîâ.

Íà îòäåëüíîì ëèñòå ïðèëàãàþòñÿ íàçâàíèå ñòàòüè, ôàìèëèè è èíèöèàëû àâòîðîâ, êëþ÷å-
âûå ñëîâà, ðåôåðàò íà ðóññêîì, àíãëèéñêîì è êàçàõñêîì (äëÿ àâòîðîâ èç Êàçàõñòàíà) ÿçûêàõ
è èíäåêñ Mathematics Subject Classi�cation 2010. Íà îòäåëüíîì ëèñòå òàêæå ïðåäñòàâëÿþòñÿ
ñâåäåíèÿ îá àâòîðàõ, ìåñòî ðàáîòû, ïî÷òîâûé àäðåñ ñ èíäåêñîì ïî÷òîâîãî îòäåëåíèÿ, íîìåð
òåëåôîíà ñ óêàçàíèåì êîäà ãîðîäà, àäðåñ ýëåêòðîííîé ïî÷òû.
3. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòàâëÿåòñÿ â ïîðÿäêå öèòèðîâàíèÿ. Ññûëêè íà íåîïóáëèêîâàííûå
ðàáîòû, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ, íå äîïóñêàþòñÿ. Ñïèñîê ëèòå-
ðàòóðû ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå.

Öèòèðîâàííàÿ ëèòåðàòóðà
[1]. Ìûíáàåâ Ê.Ò., Îòåëáàåâ Ì.Î. Âåñîâûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è ñïåêòð äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ì., "Íàóêà", 1988. (äëÿ ìîíîãðàôèé)
[2]. Æåíñûêáàåâ À.À.Ìîíîñïëàéíû ìèíèìàëüíîé íîðìû è íàèëó÷øèå êâàäðàòóðíûå ôîð-

ìóëû, Óñïåõè ìàòåì.íàóê. 1981, Ò. 36, âûï. (èëè �) 4, Ñ. 107 � 159.
Ðåäàêöèÿ îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî íà îòêëîíåíèå ñòàòüè, åñëè åå ñîäåðæàíèå è îôîðìëåíèå

íå îòâå÷àþò òðåáîâàíèÿì æóðíàëà.
Àäðåñ ðåäàêöèè "Ìàòåìàòè÷åñêîãî æóðíàëà"

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ, óë. Ïóøêèíà, 125, Àëìàòû, 050010,
òåë.: 8 (727) 2 72 46 32, 8 (727) 2 72 43 93, ôàêñ: 8(727) 2 72 70 24,
e-mail: zhurnal@math.kz, matzhurnal@gmail.com, web-site: http://www.math.kz
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