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ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ

Л. А. Алексеева

Институт математики МОН РК
480100 Алматы, Пушкина ул., 125, alexeeva@math.kz

В пространстве обобщенных функций строятся обобщенные решения нестационарных кра-
евых задач для уравнений Максвелла. На их основе получены интегральные представления
векторов магнитной и электрической напряженностей через поверхностные электрические и
магнитные токи. Построены сингулярные интегральные уравнения для решения двух краевых
задач. Рассмотрены ударные электромагнитные волны со скачком электрической и магнитной
напряженностей на фронтах, получены условия на фронтах. Показано, что скачок напряжен-
ностей касателен к фронту волну, т.е. ударные электромагнитные волны являются попереч-
ными. Для классических постановок нестационарных краевых задач доказана единственность
решений в том числе и для ударных волн.

Нестационарные электромагнитные процессы часто сопровождаются возникновением удар-
ных электромагнитных волн, для которых характерно нарушение непрерывности поля на вол-
новых фронтах, что препятствует при их изучении использованию классического аппарата
математической физики либо накладывает повышенные требования на гладкость электромаг-
нитных полей, а это существенно ограничивает класс решаемых задач. Введение понятия обоб-
щенного решения уравнений Максвелла и использование методов теории обобщенных функций
дают возможность справиться с этими трудностями. При решении краевых задач эти методы
позволяют строить интегральные представления их решений и разрешающие граничные инте-
гральные уравнения (ГИУ) и для разрывных решений. Ранее это было показано для упругих
ударных волн в работе [1], а для решений волновых уравнений в [2, 3]. Для стационарных
краевых задач электродинамики (для монохроматических полей) этот подход был развит в [4].
Заметим, что в этом случае поля гладкие, т.к. тип уравнений — эллиптический, поэтому метод
ГИУ для таких задач на основе традиционных методов математической физики ранее был раз-
вит и в других работах (см. [5, 6]). Здесь строятся обобщенные решения для нестационарных
краевых задач электродинамики.

1. Обобщенные решения уравнений Максвелла. Условия на фронтах. Рассмотрим
систему уравнений Максвелла для однородной изотропной среды:

−ε ∂tE + rotH = jE , μ ∂tH + rotE = jH . (1)
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Здесь электрические и магнитные проницаемости ε, μ постоянны, E, H — напряженности
электрического и магнитного поля, jE(x, t), jH(x, t) — плотности электрических и магнитных
токов, x = (x1, x2, x3 ). Согласно полной системе уравнений Максвелла

ε div E = ρE , −μdiv H = ρH , (2)

ρE , ρH — объемные плотности электрических и магнитных зарядов и ρH = 0, jH = 0. Далее
последние два условия снимаем.

При заданных токах уравнения (1) достаточны для определения электромагнитного поля
(E,H). В этом случае равенства (2) служат для определения заряда.

Как известно, система (1) гиперболического типа. Следовательно, могут существовать ха-
рактеристические поверхности F , на которых решения и их производные терпят скачки. В
пространстве R3 им соответствуют подвижные волновые фронты Ft, распространяющиеся со
скоростью c = (εμ)−1/2, на которых электромагнитное поле терпит скачки [7].

Введем пространство обобщенных вектор-функций D′
6(R

4) = {f̂(x, t) = (f̂1, . . . , f̂6)} —
непрерывных линейных функционалов, определенных на пространстве бесконечно дифферен-
цируемых финитных функцийD6(R4) = {ϕ(x, t) = (ϕ1, . . . , ϕ6)}; f̂k ∈ D′(R4), ϕk(x, t) ∈ D(R4)
(c.85, [8]):

(f̂ , ϕ) =
6∑

k=1

(fk, ϕk).

Обозначим M(∂x, ∂t) — дифференциальный оператор системы (1):

M =
( −ε∂tI Φ

Φ μ∂tI

)
, Φ =

⎛
⎝ 0 −∂3 ∂2

∂3 0 −∂1

−∂2 ∂1 0

⎞
⎠ , I =

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ ;

u =
(
E
H

)
, J =

(
jE

jH

)
.

Опр е д е л е н и е. Назовем решение системы (1) обобщенным решением на D′
6(R

4), если

(M(∂x, ∂t)û, ϕ) ≡ (Mikûk, ϕi) = −(ûk,Mikϕi) = (jk, ϕk), ∀ ϕ(x, t) ∈ D6(R4).

( По повторяющимся индексам всюду в произведении проводится суммирование от 1 до 3.)
Пространство обобщенных функций позволяет расширить класс решений уравнений Макс-

велла и естественным образом ввести в рассмотрение разрывные функции, описывающие удар-
ные электромагнитные волны. В частности, верна следующая

Те о р ем а 1. Для того чтобы решение уравнений (1), непрерывное и дифференцируемое
всюду, за исключением волновых фронтов Ft, было его обобщенным решением, необходимо и
достаточно, чтобы выполнялись следующие условия на скачки

[E]Ft
= (μ/ε)1/2 [H]Ft

×m, [H]Ft
= (ε/μ)1/2m× [E]Ft , ‖m‖ = 1. (3)

Здесь знак "×"обозначает векторное произведение. Из этой теоремы легко получить ряд след-
ствий.

Сл е д с т в и е 1. На фронтах ударных электромагнитных волн

([E]Ft
,m) = 0, ([H]Ft

,m) = 0. (4)

Т.е. ударные электромагнитные волны являются поперечными.



Сл е д с т в и е 2. Если [E]Ft
= 0, [H]Ft

= 0 и наоборот.
Т.е., если электрическое поле непрерывно, то магнитное тоже непрерывно и наоборот.

2. Постановка начально-краевых задач. Рассматривается электромагнитное поле
(E,H) в ограниченной области S− ⊂ R3, порождаемое нестационарными электрическими и
магнитными токами с заданной плотностью: jE(x, t) = {j1, j2, j3}, jH(x, t) = (j4, j5, j6). Пред-
полагается, что граничная поверхность S замкнутая, из класса поверхностей Ляпунова, n —
единичный вектор внешней нормали к S. На граничной поверхности заданы поверхностные
токи:
магнитные (первая краевая задача)

[n(x), E(x)] = jHS (x, t), x ∈ S, (5)

или электрические (вторая краевая задача)

[n(x), H(x)] = jES (x, t), x ∈ S. (6)

В начальный момент времени поле известно:

E(x, 0) = E0(x), H(x, 0) = H0(x), x ∈ S− + S. (7)

Здесь и далее скалярное и векторное произведение обозначается соответственно (a, b), [a, b],
или покомпонентно — [a, b]l = elmkambk, где eijk — кососимметричный единичный псевдотензор
Леви-Чивита.

З ам е ч а н и е. Часто, вместо этих граничных условий задают касательные составляющие
поля E или H на S. Легко видеть, что эти условия эквивалентны.

Если выполнены следующие условия согласования:
(первая краевая задача)

[n(x), E0(x)] = jHS (x, 0), x ∈ S, (8)

(вторая краевая задача)
[n(x), H0(x)] = jES (x, 0), x ∈ S, (9)

и действующие токи непрерывны, то решение задачи, очевидно, будет непрерывным. Если
условия согласования не выполнены или токи разрывны, то в среде возникают ударные волны.

3. Постановка задач в пространстве обобщенных функций. Рассмотрим уравне-
ния Максвелла на D′

6(R
4). Решения (1) из этого пространства будем называть обобщенными

решениями. Сформулируем исходную краевую задачу в пространстве D′
6(R

4).
Введем характеристическую функцию множества

h−S (x) =

⎧⎨
⎩

1, x ∈ S−

0, x ∈ S+

0, 5, x ∈ S
. (10)

Если f ∈ C1(S−)
⋂
C(S + S−), то f,j h−S — регулярная обобщенная функция и

∂j(f(x)h−S (x)) = f,j (x)h−S (x) − njf(x)δS(x), (11)

где δS(x) — сингулярная обобщенная функция — простой слой на S (c.98, [8]), f,j — обычная
производная от f по xj .

Обозначим R4
+ = R3 × [0,∞), D′

6(R
4
+) = {f ∈ D′

6(R
4) : f = 0, t < 0}, D = S × [0,∞),D− =

S− × [0,∞), δD(x, t) = δS(x)θ(t) — простой слой на D , h−
D
(x, t) = h−S (x)θ(t), θ(t) — функция

Хевисайда.



Пусть (E,H) — классическое решение краевой задачи. Доопределим его на всем простран-
стве, а именно, введем функции Ê = Eh−D, Ĥ = Hh−D. Аналогично строим продолжение на R

4

для токов ĵ, и будем их рассматривать как обобщенные функции на D′
6(R

4).
Используя (1), (3) и (11), получим

M(∂x, ∂t)
(
Ê

Ĥ

)
= ĵ(x, t) +

(
[n, [H]]
[n, [E]]

)
δD(x, t) +

( −εE0

μH0

)
h−S (x)δ(t). (12)

Здесь в векторном произведении стоят скачки на поверхности S:

[E] = 0 − E−(x, t) = −E(x, t), [H] = −H(x, t), x ∈ S. (13)

Сравнивая вторые слагаемые в правой части с (1), видим, что они описывают поверхностные
токи, а начальные условия работают как импульсные объемные токи.

Уравнения для зарядов в D′
6(R

4), с учетом (4), преобразуются к виду

ρ̂E = εdivÊ = ρEh−D + ε(n, [E])δD + ε(m, [E]Ft)δD = ρEh−D + ε(n, [E])δD.

Аналогично,
ρ̂H = −μdivĤ = ρHh−D − μ(n, [H])δD, (14)

где первые слагаемые справа соответствуют объемным зарядам, а вторые — описывают по-
верхностные электрические и магнитные заряды.

Взяв дивергенцию в (12) с учетом (14), получим

−ρ̂E ,t = −∂t(ρEh−D + ε(n, [E])δD) = h−Ddivj
E + (n, [jE ])δD + div[n, [H]δD]−

−ρE0 h−S δ(t) + ε(E0, n)δ(t)δS ,

−ρ̂H ,t = −∂t(ρHh−D − μ(n, [H])δD) = h−Ddivj
H + (n, [jH ])δD + div[n, [E]δD])−

−ρH0 h−S δ(t) − μ(H0, n)δ(t)δS .

Сворачивая обе части равенств с θ(t)δ(x), пользуясь правилами дифференцирования свертки,
получим закон сохранения заряда.

Те о р ем а 2. (закон сохранения заряда)

ρ̂E = ρE0 h
−
D − (h−Ddivj

E + (n, [jE ])δD + div[n, [H]δD]) ∗
t
θ(t) + ε([E0], n)δD,

ρ̂H = ρH0 h
−
D − (h−Ddivj

H + (n, [jH ])δD + div[n, [E]δD]) ∗
t
θ(t) − μ([H0], n)δD.

Здесь t под знаком свертки показывает, что свертка берется только по этой переменной. Срав-
нивая эти формулы с (14), получим

Сл е д с т в и е. (закон сохранения поверхностных зарядов)

ε(n, [E])δD = −((n, [jE ])δD + div[n, [H]δD]) ∗
t
θ(t) + ε([E0], n)δD, (15)

−μ(n, [H])δD = −((n, [jH ])δD + div[n, [E]δD]) ∗
t
θ(t) − μ([H0], n)δD. (16)

З ам е ч а н и е. Формулы этого параграфа верны и тогда, когда S — поверхность с краем.
В этом случае

[E] = (E+ − E−)θ(t), [H] = (H+ −H−)θ(t), h−S (x) ≡ 1.

Построим обобщенные решения уравнения (12).



4. Обобщенное решение краевых задач. Обобщенное решение (12) строится с помо-
щью тензора Грина U(x, t), который является фундаментальным решением уравнения Макс-
велла

M(∂x, ∂t)U = I6 δ(x)δ(t) (17)

и имеет вид [7]:

U =
( −ε−1G1 G0

G0 μ−1G1

)
ψ, G1 = −εμI3∂t −∇2θ(t) ∗

t
,

{G0}nm = enml∂l, ∇2 = {∂n∂m}, n, m, l = 1, 2, 3.

Здесь Im — единичная матрица порядка m ×m, ψ(R, t) — простой слой на конусе ct = ‖x‖ —
является фундаментальным решением волнового уравнения [8]:

(Δ − c−2∂t∂t)ψ = δ(x)δ(t), ψ = −(4πR)−1δ(t−R/c), (18)

и действует по правилу

(ψ,ϕ) = (4π)−1

∫
R3

‖x‖−1 ϕ(x, ‖x‖ /c)dV (x), ∀ϕ ∈ D(R4).

Используя свойство тензора Грина, решение (12), с учетом (13), можно представить в виде
свертки (

Ê

Ĥ

)
= U ∗ ĵ − U ∗

(
[n·, H]
[n,E]

)
δD + U ∗

x

( −εE0

μH0

)
h−S (19)

(здесь знак "∗
x
"указывает неполную свертку только по x). Легко видеть, что при известных

плотностях поверхностных токов на S эти формулы полностью определяют решение краевой
задачи.

Свойства волновой функции ψ. Далее, для того чтобы записать эти свертки в интегральном
виде, воспользуемся формулами, которые нетрудно доказать, пользуясь определением обобщен-
ных функций и их сверток. Так для регулярных f —

ψ ∗ f = −(4π)−1θ(t)
∫

r<ct

r−1f(y, t− r/c)dV (y), r = ‖x− y‖ , (20)

для простого слоя с плотностью α(x, t), равной нулю при t<0,

ψ ∗ α(x, t)δS(x) = −(4π)−1θ(t)
∫

St(x)

r−1α(y, t− r/c)dS(y), St(x) = {y ∈ S : r < ct}. (21)

Как следует из (18), при построении тензора Грина участвует первообразная по времени

χ = ψ ∗
t
θ(t) = −(4πR)−1θ(t−R/c), ∂tχ = ψ. (22)

Градиент χ определяется выражением

∇χ =
x

4πR2

(
θ(t−R/c)

R
+ c−1δ(t−R/c)

)
. (23)

Для регулярных f —

χ ∗ f = −(4π)−1θ(t)

t∫
0

dτ

∫

S−
τ (x)

r−1f(y, t− τ)dV (y), S−
t (x) = {y ∈ S− : r < ct}, (24)



χ ∗ α(x, t)δS(x) = −(4π)−1θ(t)

t∫
0

dτ

∫
Sτ (x)

r−1α(y, t− τ)dS(y). (25)

Формулы для неполных сверток имеют вид

ψ ∗
x
β(x)δS(x) = −(4π)−1θ(t)∂t

∫
St(x)

r−1β(y)dS(y) = −(4πt)−1θ(t)
∫

{y∈S:r=ct}
β(y)dl(y),

χ ∗
x
β(x)δS(x) = −(4π)−1θ(t)

∫
St(x)

r−1β(y)dS(y).

В случае достаточной гладкости f при дифференцировании сверток можно, пользуясь ее
свойством, воспользоваться формулой

∂iψ ∗ f = (4π)−1

∫
r<ct

r−1f,i (y, t− r/c)dV (y) (26)

(здесь под знаком интеграла стоит производная функции f,i (x, t) в указанной точке).
Чтобы избежать громоздких формул при интегральной записи сверток в (19), рассмотрим

далее последовательно две краевые задачи, что не ограничивает общности в силу линейности
исходной.

5. Обобщенное решение задачи Коши. В этом случае граница S отсутствует, заданы
только токи и начальные условия (8). Ее обобщенное решение дает следующая

Те о р ем а 3. Если (E0, H0) ∈ D′
6(R

3) , (ĵE , ĵH) ∈ D′
6(R

4
+), то

Ê = μ∂t(ĵE ∗ ψ) + ε−1∇(ψ ∗ ρ̂E) − [∇, ψ ∗ ĵH ] − c−2(E0 ∗
x
ψ),t−μ

[
∇, [H0 ∗

x
ψ]
]
,

Ĥ(x) = −ε∂t(ĵH ∗ ψ) − μ−1∇(ψ ∗ ρ̂H) − [∇, ψ ∗ ĵE ] − c−2(H0 ∗
x
ψ),t +ε

[
∇, [E0 ∗

x
ψ]
]
,

ρ̂E = ρE0 θ(t) − div(ĵE ∗
t
θ(t)), ρ̂H = ρH0 θ(t) − div(ĵH ∗

t
θ(t)),

ρE0 = εdivE0, ρH0 = −μdivH0.

Док а з а т е л ь с т в о следует непосредственно из теоремы 2 и формул (19) в отсутствии
границы S с учетом вида U(x, t), если покомпонентно взять все свертки и воспользоваться
правилами ее дифференцирования. Все свертки существуют в силу полу ограниченности по
t носителей входящих в них функций и ограниченности по x при фиксированном t носителя
волновой функции.

Для записи сверток в интегральном виде важно знать свойства гладкости начального поля
(заряда) и токов. Если начальный заряд и токи только непрерывны или кусочно-непрерывны,
и выполняются условия на фронтах (3), то формулы теоремы эквивалентны следующим инте-
гральным равенствам:

4πE = −μ∂t
∫

r<ct

r−1jE(y, t− r/c)dV (y) + [∇,
∫

r<ct

r−1jH(y, t− r/c)dV (y)]−

−ε−1∇
∫

r<ct

r−1ρE(y, t− r/c)dV (y) + c−2∂t

∫
r=ct

r−1E0(y)dS(y) + μ[∇,
∫

r=ct

r−1H0(y)dS(y)],



4πH = ε∂t

∫
r<ct

r−1jH(y, t− r/c)dV (y) + [∇,
∫

r<ct

r−1jE(y, t− r/c)dV (y)]+

+μ−1∇
∫

r<ct

r−1ρH(y, t− r/c)dV (y) + c−2∂t

∫
r=ct

r−1H0(y)dS(y) − ε[∇,
∫

r=ct

r−1E0(y)dS(y)].

Здесь заряды определяются формулами:

ρk = ρk0(x)θ(t) − div

t∫
0

jk(x, t− τ)dτ, k = E,H.

При достаточной гладкости функций, описывающих токи и заряды, можно воспользоваться
формулой (26).

В случае нарушения условий гладкости начальных условий, следует учесть, что при диффе-
ренцировании сверток в формулах теоремы 5.1 появятся простые слои на поверхностях разрыва
функций и их производных, где не выполняются условия (3).

6. Интегральное представление решений. Граничные интегральные уравнения.
Рассмотрим краевую задачу в ограниченной области с нулевыми токами и начальными усло-
виями:

jE = 0, jH = 0; E(x, 0) = 0, H(x, 0) = 0, x ∈ S− + S. (27)

Предположим, что поверхностные токи непрерывны на S и дифференцируемы по времени.

Те о р ем а 4. Обобщенное решение краевой задачи представимо в виде

Ê =
[
∇χ ∗

[
n, Ė

]
δD

]
− μψ ∗ [n, Ḣ]δD −∇χ ∗ (n, Ė)δD,

Ĥ =
[
∇χ ∗

[
n, Ḣ

]
δD

]
+ εψ ∗ [n, Ė]δD −∇χ ∗ (n, Ḣ)δD,

ρ̂E = div([n,H]δD) ∗ θ(t) = −ε(E, n)δD.

Здесь [f̂ ∗ ĝ]i = eijkfj ∗ gk, точка над функцией означает производную по t.

Док а з а т е л ь с т в о . Из (27) и (1) следует, что

ρ̂H = div([n,E]δD) ∗ θ(t) = μ(n,H)δD (28)

Представление для зарядов получим из теоремы 2. В силу (27)–(28), используя вид U , имеем

Ê = [∇ψ ∗ [n,E] δD] − μ∂tψ ∗ [n,H]δD − ε−1∇2χ ∗ [n,H]δD, (29)

Ĥ = [∇ψ ∗ [n,H]δD] + ε∂tψ ∗ [n,E] δD + μ−1∇2χ ∗ [n,E] δD, (30)

Последние слагаемые можно преобразовать:

∇2χ ∗ [n,H]δD = ∇χ ∗ div([n,H]δD) = −∇χ ∗ (ε∂t(n,E)δD),

∇2χ ∗ [n,E]δD = ∇χ ∗ div([n,E]δD) = ∇χ ∗ (μ∂t(n,H)δD).

Подставляя в (29), дифференцируя по времени и приводя подобные члены, получим

Ê = [∇ψ ∗ [n,E] δD] − μψ ∗ [n, Ḣ]δD −∇ψ ∗ (n,E)δD,

Ĥ = [∇ψ ∗ [n,H] δD] + εψ ∗ [n, Ė]δD −∇ψ ∗ (n,H)δD.



Поскольку

[∇ψ ∗ [n,H] δD] = [∇χ̇ ∗ [n,H]] δD =
[
∇χ ∗

[
n, Ḣ

]]
δD + [∇χ ∗ [n,H0] δD] ,

−∇ψ ∗ (n,H)δD = −∇χ̇ ∗ (n,H)δD = −∇χ ∗ (n, Ḣ)δD −∇χ ∗ (n,H0)δD,

последние слагаемые в этих равенствах равны нулю в силу (27). Отсюда следуют формулы
теоремы.

При известных поверхностных токах, теорема 4 позволяет определять поле внутри области.
Интегральные представления обобщенных решений и граничные интегральные уравнения для
определения неизвестных поверхностных токов дает следующая

Те о р ем а 5. Классическое решение краевых задач представимо в виде

4πh−DE = μθ(t)
∫

St(x)

r−1[n(y), Ḣ(y, t− r/c)]dS(y)−

−c−1θ(t)
∫

St(x)

r−2
([

(x− y), [n(y), Ė(y, t− r/c)]
]
− (x− y)

(
n(y), Ė(y, t− τ)

))
dS(y)−

−θ(t)v.p.
∫

St(x)

r−3 ([(x− y), [n(y), E(y, t− r/c)]] − (x− y) (n(y), E(y, t− r/c)))dS(y),

4πh−DH = −εθ(t)
∫

St(x)

r−1[n(y), Ė(y, t− r/c)]dS(y)−

−c−1θ(t)
∫

St(x)

r−2
([

(x− y), [n(y), Ḣ(y, t− r/c)]
]
− (x− y)

(
n(y), Ḣ(y, t− τ)

))
dS(y)−

−θ(t)v.p.
∫

St(x)

r−3 ([(x− y), [n(y), H(y, t− r/c)]] − (x− y) (n(y), H(y, t− r/c)))dS(y).

Док а з а т е л ь с т в о . Если воспользоваться формулами (20)–(26), получим следующие
интегральные представления сверток теоремы 4.

−μψ ∗ [n, Ḣ]δD = μ(4π)−1θ(t)
∫

St(x)

r−1[n(y), Ḣ(y, t− r/c)]dS(y),

[
∇χ ∗

[
n, Ė

]
δD

]
=
[

x

4πR2

(
θ(t−R/c)

R
+ c−1δ(t−R/c)

)
∗
[
n, Ė

]
δS(x)θ(t)

]
=

= (4π)−1θ(t)

t∫
0

dτ

∫
Sτ (x)

[
(x− y),

[
n(y), Ė(y, t− τ)

]]
r−3dS(y)−

−(4πc)−1θ(t)
∫

St(x)

r−2
[
(x− y), [n(y), Ė(y, t− r/c)]

]
dS(y),

−∇χ ∗ (n, Ė)δD = −(4π)−1θ(t)

t∫
0

dτ

∫
Sτ (x)

(x− y)r−3
(
n(y), Ė(y, t− τ)

)
dS(y)+



+(4πc)−1θ(t)
∫

St(x)

r−2(x− y)
(
n(y), Ė(y, t− τ)

)
dS(y).

В двойных интегралах этих сверток поменяем порядок интегрирования и проинтегрируем по
t. Так, например, первый интеграл, с учетом условий (27), преобразуется к виду

θ(t)
∫

St(x)

r−3dS(y)

t∫
r/c

([
(x− y),

[
n(y), Ė(y, t− τ)

]]
− (x− y)

(
n(y), Ė(y, t− τ)

))
dτ =

= −θ(t)
∫

St(x)

r−3 ([(x− y), [n(y), E(y, t− r/c)]] − (x− y) (n(y), E(y, t− r/c)))dS(y) =

= −θ(t)
∫

St(x)

r−3 ([(x− y), [n(y), E(y, t− r/c)]] − (x− y) (n(y), E(y, t− r/c)))dS(y).

В результате получим указанные формулы.
Заметим, что если x /∈ S, то все подынтегральные функции не имеют особенностей и инте-

гралы существуют. При x ∈ S первые два интеграла имеют слабую интегрируемую особенность
порядка r−1. Последние интегралы имеют сильные неинтегрируемые особенности при y = x по-
рядка r−2. Покажем, что формулы справедливы и на границе, если интегралы брать в смысле
главного значения и учесть определение h−S (x).

Введем обозначения S+ = R3 − (S− +S), Oε(x) = {y : ‖x− y‖ < ε}, Γε(x) = {y : ‖x− y‖ =
ε}], Sε(x) = S − Oε(x). Cоответственно знаку вводятся S±

ε (x) = S± ∩ O±
ε (x), O±

ε = Oε(x) ∩
S±, Γ±

ε = Γε(x) ∩ S±.
Ясно, что формулы теоремы верны для внутренних точек области, ограниченной любой

поверхностью, вложенной в S− + S .
Пусть x∗ ∈ S. Запишем эти формулы для области S−

ε (x∗). Они будут иметь аналогичный
вид

4πh−
Sε+Γ−

ε
(x)E(x, t) = O(ε) + μ

∫

S−
ε (x∗)

θ(ct− r)r−1[n(y), Ḣ(y, t− r/c)]dS(y)−

−c−1

∫

S−
ε (x∗)

θ(ct− r)r−2
([

(x− y), [n(y), Ė(y, t− r/c)]
]
− (x− y)

(
n(y), Ė(y, t− τ)

))
dS(y)−

−
∫

S−
ε (x∗)

θ(ct− r)r−3 ([(x− y), [n(y), E(y, t− r/c)]] − (x− y) (n(y), E(y, t− r/c)))dS(y)+

+
∫

Γ−
ε (x∗)

θ(t− r/c)r−3 ([(x− y), [n(y), E(x, t− r/c)]] − (x− y) (n(y), E(x, t− r/c)))dS(y)

Здесь через O(ε) обозначены первые два интеграла по Γ−
ε (x∗).

Пусть x = x∗, t > 0, тогда левая часть этих формул обратится в ноль, так как x∗ /∈ S−
ε (x∗).

А теперь сделаем предельный переход при ε→ 0.
Первые два интеграла стремятся к интегралам по S, в силу слабой особенности подын-

тегральных функций. Третий интеграл — к интегралу в смысле главного значения, который
существует в силу антисимметричности (x∗ − y)/r и порядка особенности r−2.

Рассмотрим подробнее последний интеграл, который обозначим I4. Выберем ε < ct. Тогда

I4 = ε−3

∫

Γ−
ε (x∗)

([(x∗ − y), [n(y), E(x∗, t− ε/c)]] − (x∗ − y) (n(y), E(x∗, t− ε/c)))dS(y)



Перейдем к сферической системе координат с центром в точке x∗, и вертикальной осью n(x∗).
Нa Γ−

ε (x∗) ‖x∗ − y‖ = ε, n(y) = (x∗ − y)/ε, dS(y) = ε2ds(e), ‖e‖ = 1, ds(e) — дифференциал
площади единичной сферы.

Рассмотрим

lim
ε→0

I4 = lim
ε→0

∫

(εe+x∗)∈Γ−
ε (x∗)

([e, [e, E(x∗, t− ε/c)]] − e (e, E(x∗, t− ε/c)))ds(e) =

=
∫

(e,n(x∗))<0

([e, [e, E(x∗, t)]] − e (e, E(x∗, t)))ds(e) = −2πE(x∗, t).

Перенося 2πE(x∗, t) в левую часть, получим доказываемое утверждение. Доказательство вто-
рой формулы теоремы аналогично. Теорема доказана.

З ам е ч а н и е. Ударные волны возникают, если не выполнены условия согласования:
(первая краевая задача)

jHS (x, 0) = 0, x ∈ S; (31)

(вторая краевая задача)
jES (x, 0) = 0, x ∈ S. (32)

Нетрудно видеть, что в случае ударных волн формулы и их доказательства сохраняются
для точек границы, не попадающих на фронт волны, т.к. для таких точек условия гладкости
позволяют сделать указанный предельный переход. Для точек на фронте волны значения на-
пряженностей не определены, можно говорить только о предельных значениях с разных сторон
фронта.

Заключение. Формулы теоремы 5 на границе дают ГИУ для решения поставленных кра-
евых задач. Для этого следует подставить в интегральное представление решений известные
значения поверхностных токов. В случае первой краевой задачи вначале решаются ГИУ для E.
После определения E вычисляются поверхностные магнитные токи, после чего можно найти
H на поверхности, а затем поле в области. Для второй краевой задачи — наоборот. Заметим,
что тип уравнений резко отличается от подобных для стационарных задач. Полученные ГИУ
в запаздывающих потенциалах неклассического типа, содержат, помимо граничных значений
напряженностей (поверхностных токов), также и их производные по времени. Ясно, что для
известных токов, они также известны. Однако наличие такой производной для неизвестных
токов усложняет алгоритм численного решения ГИУ. Требуется вводить интерполяцию про-
изводных по времени от искомых функций при пошаговом по времени решении ГИУ. Это
следует делать, используя значения функций и их производных на предыдущих временных
шагах, начиная с нулевого момента времени, где скорость начальных функций задана началь-
ными условиями. Кроме того, область интегрирования зависит от времени и лишь при больших
временах (t > L/c, L-диаметр области) совпадает с S. Переменность по времени области инте-
грирования позволяет строить хорошо обусловленные околодиагональные матрицы разрешаю-
щей системы линейных алгебраических уравнений — дискретного аналога ГИУ при численном
решении задач. Для этого можно передвигать начальный момент времени, что позволяет для
любой фиксированной точки границы вводить в зону интегрирования ограниченное число то-
чек контура. Это упрощает вид системы и повышает устойчивость численных процедур при
численном решении краевых задач.
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ОГРАНИЧЕННЫЕ НА ПОЛОСЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

А. Т. Асанова

Институт математики МОН РК
480100 Алматы, Пушкина ул., 125, anar@math.kz

Методом параметризации установлены достаточные условия существования единственного
ограниченного решения на полосе системы гиперболических уравнений в терминах блочно-
ленточных двусторонних матриц, составляемых по исходным данным.

Метод параметризации (м.п.) исследования полупериодических краевых задач для гипер-
болических уравнений с двумя независимыми переменными был предложен в [1, 2]. В [3] этим
методом получены достаточные условия существования и единственности ограниченного на
полосе решения гиперболического уравнения. Применение метода параметризации к гипербо-
лическим уравнениям позволяет свести исходную задачу к многохарактеристической краевой
задаче с функциональными параметрами, а соответствующий алгоритм нахождения решения
задачи состоит из двух этапов: 1. Нахождение введенных функциональных параметров. 2. На-
хождение решений задач Гурса на малых областях. Функциональные параметры определяются
из задачи Коши, а решения задач Гурса на малых областях — из эквивалентных систем инте-
гральных уравнений.

В настоящей статье метод параметризации применяется к следующей задаче для системы
гиперболических уравнений:

∂2u

∂x∂y
= A(x, y)

∂u

∂x
+ C(x, y)u+ f(x, y), (x, y) ∈ (0, ω) × (−∞,∞), (1)

u(0, y) = ψ(y), y ∈ R = (−∞,∞), (2)∣∣∣∣∂u(x, y)∂x

∣∣∣∣ ≤ K, K − const, (x, y) ∈ (0, ω) ×R, (3)

где (n × n) – матрицы A(x, y), C(x, y), n — вектор—функция f(x, y) непрерывны и ограниче-
ны на в [0, ω] ×R, n– вектор–функция ψ(y) непрерывно дифференцируема и ограничена на R
вместе со своей производной. Пусть C̃(J,Rn) — множество непрерывных и ограниченных на
J (J ⊂ R1 или J ⊂ R2) функций u : J → Rn. Функция u(x, y) ∈ C̃([0, ω] × R,Rn), имеющая

частные производные
∂u(x, y)
∂x

∈ C̃([0, ω] ×R,Rn),
∂u(x, y)
∂y

∈ C̃([0, ω] ×R,Rn),

Keywords: System of hyperbolic equation, bounded solution
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у

∂2u(x, y)
∂x∂y

∈ C̃((0, ω) ×R,Rn) называется классическим решением задачи (1)–(3), если она удо-

влетворяет уравнению (1) при всех (x, y) ∈ Ω и выполнены условия (2), (3).
Задача заключается в нахождении классического решения уравнения (1) удовлетворяющего

условиям (2), (3).
Введем следующие пространства: M — пространство ограниченных двусторонне-бесконеч-

ных последовательностей непрерывных на [0, ω] функций qr(x) c нормой
||q(x)||M = ||(. . . , qr(x), qr+1(x), . . . )|| = max

x
sup
r

||qr(x)||, r ∈ Z,

M(h) — пространство ограниченных двусторонне-бесконечных последовательностей непре-
рывных и ограниченных на [0, ω] × [(r − 1)h, rh) функций ur(x, y) с нормой

||u(x, y)||M(h) = ||(. . . , ur(x, y), ur+1(x, y), . . . )|| = max
x

sup
r

sup
y∈[(r−1)h,rh)

||ur(x, y)||, r ∈ Z.

Возьмем шаг h > 0 и произведем разбиение: R = ∪∞
r=−∞[(r− 1)h, rh). Через ur(x, y) обозна-

чим сужение функции u(x, y) на [0, ω]× [(r− 1)h, rh). Тогда задача (1)–(3) будет эквивалентна
существованию решения u(x, y) = (. . . , ur(x, y), ur+1(x, y), . . . ) ∈M(h) задачи

∂2ur
∂x∂y

= A(x, y)
∂ur
∂x

+ C(x, y)ur + f(x, y), (4)

(x, y) ∈ (0, ω) × [(r − 1)h, rh),

ur(0, y) = ψ(y), y ∈ [(r − 1)h, rh), r ∈ Z (5)

lim
y→rh−0

∂ur(x, y)
∂x

=
∂ur+1(x, rh)

∂x
, x ∈ (0, ω], r ∈ Z, (6)

где (6) — условия склеивания производных по x решения во внутренних линиях разбиения. Так
как эти линии являются характеристиками систем гиперболических уравнений (1), то из скле-
ивания производных по x и условия lim

y→rh−0
ur(0, y) = ψ(rh) = ur+1(0, rh), следует склеивание

вдоль этих линий значений решения и его производных по y. Отсюда вследствие непрерыв-

ности коэффициентов A(x, y), C(x, y), правой части f(x, y) вытекает непрерывность
∂2u

∂x∂y
и

функция u(x, y), получаемая склеиванием систем функций ur(x, y), удовлетворяет уравнению
(1) при всех (x, y) ∈ (0, ω) ×R.

Через qr(x) обозначим значения функции ur(x, y) при y = (r − 1)h и в каждой области
(x, y) ∈ (0, ω)× [(r−1)h, rh) сделаем замену ũr(x, y) = ur(x, y)−qr(x). Получим эквивалентную
многохарактеристическую краевую задачу с неизвестными функциями qr(x):

∂2ũr
∂x∂y

= A(x, y)
∂ũr
∂x

+ C(x, y)ũr + f(x, y) +A(x, y)q′r(x) + C(x, y)qr(x), (7)

(x, y) ∈ (0, ω) × [(r − 1)h, rh),

ũr(x, (r − 1)h) = 0, x ∈ [0, ω], r ∈ Z, (8)

ũr(0, y) + qr(0) = ψ(y), y ∈ [(r − 1)h, rh), r ∈ Z, (9)

q′r(x) + lim
y→rh−0

∂ũr(x, y)
∂x

− q′r+1(x) = 0, x ∈ (0, ω], r ∈ Z. (10)

Если функция u(x, y) является классическим решением задачи (1)–(3), то пара (q(x), ũ(x, y)),
где q(x) = ( . . . , ur(x, (r − 1)h), ur+1(x, rh), . . . ), ũ(x, y) = ( . . . , ur(x, y) − ur(x, (r − 1)h ),
ur+1(x, y)−ur+1(x, rh), . . . ), принадлежитM×M(h) и будет решением (7)–(10), и наоборот, если
пара (q∗(x), ũ∗(x, y)) ∈M ×M(h) — решение задачи (7)–(10), то функция u∗(x, y), полученная



путем склеивания систем функций (q∗r (x) + ũ∗r(x, y)), r ∈ Z, принадлежит C̃([0, ω] × R,Rn) и
будет классическим решением задачи (1)–(3).

При фиксированных qr(x), q′r(x) ∈ C̃([0, ω], Rn) функции {ũr(x, y)} являются решениями
задачи Гурса на [0, ω] × [(r − 1)h, rh) c условиями (8) и

ũr(0, y) = ψ(y) − ψ((r − 1)h), y ∈ [(r − 1)h, rh). (11)

Введя обозначения ṽr(x, y) =
∂ũr(x, y)

∂x
, w̃r(x, y) =

∂ũr(x, y)
∂y

из (8), (11) получим ṽr(x, (r−1)h) =

0, w̃r(0, y) = ψ̇(y), и задачу Гурса сведем к системе трех интегральных уравнений

w̃r(x, y) = ψ̇(y) +

x∫
0

[
A(ξ, y)ṽr(ξ, y) + C(ξ, y)ũr(ξ, y) + f(ξ, y) +A(ξ, y)q′r(ξ) + C(ξ, y)qr(ξ)

]
dξ,

ṽr(x, y) =

y∫
(r−1)h

[
A(x, η)ṽr(x, η) + C(x, η)ũr(x, η) + f(x, η) +A(x, η)q′r(x) + C(x, η)qr(x)

]
dη, (12)

ũr(x, y) = ψ(y) − ψ((r − 1)h)+

+

y∫
(r−1)h

dη

x∫
0

[
A(ξ, η)ṽr(ξ, η) + C(ξ, η)ũr(ξ, η) + f(ξ, η) +A(ξ, η)q′r(ξ) + C(ξ, η)qr(ξ)

]
dξ. (13)

Переходя в правой части (12) к пределу при y → rh − 0, находим lim
y→rh−0

ṽr(x, y), r ∈ Z,

x ∈ [0, ω] подставляя их в (10), для неизвестных функций qri(x), r ∈ Z, i = 1, n, получаем
двусторонне-бесконечную систему обыкновенных дифференциальных уравнений первого по-
рядка, не разрешенных относительно производных:

[I +Dr(h, x)]q′r(x) − q′r+1(x) = −Er(h, x)qr(x) − Fr(h, x) −Gr(h, x, ũr, ṽr), r ∈ Z, (14)

где I — единичная матрица, Dr(h, x) =
rh∫

(r−1)h

A(x, η)dη, Er(h, x) =
rh∫

(r−1)h

C(x, η)dη,

Fr(h, x) =
rh∫

(r−1)h

f(x, η)dη, Gr(h, x, ũr, ṽr) =
rh∫

(r−1)h

[
A(x, η)ṽr(x, η) + C(x, η)ũr(x, η)

]
dη.

Из условий (8) и (11) вытекает, что вектор-функции qr(x) удовлетворяют начальным усло-
виям:

qr(0) = ψ((r − 1)h), r ∈ Z. (15)

Двусторонне-бесконечную матрицу, соответствующую левой части системы (14), обозначим
через Q(h, x). В каждой блочной строке матрицы Q(h, x) ненулевыми являются лишь I +
Dr(h, x) и −I. Поэтому при любом h > 0 матрица Q(h, x) переводит элементы M снова в M и

||Q(h, x)|| ≤ 2 + α(x)h, где α(x) = sup
y

||A(x, y)||.

Здесь и далее под нормой матриц понимается норма, согласованная с нормой исходного про-
странства. Систему дифференциальных уравнений (14) запишем в виде

Q(h, x)q′(x) = −E(h, x)q(x) − F (h, x) −G(h, x, ũ, ṽ), q′(x), q(x) ∈M, (16)

где E(h, x) ∈M,F (h, x) ∈M,G(h, x, ũ, ṽ) ∈M для любых h > 0.



у

Т е о р е м а 1. Пусть при некоторых h > 0 матрица Q(h, x) : M → M обратима при
всех x ∈ [0, ω] и выполняется неравенство

||[Q(h, x)]−1|| ≤ γ

h
, (17)

где γ — const и не зависит от h. Тогда задача (1)–(3) имеет единственное классическое
решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Рассмотрим интегральные уравнения (12), (13),
уравнение (16) с начальным условием (15). При предположениях относительно данных задачи
имеют место неравенства

||E(h, x)|| ≤ h sup
y∈R

||C(x, y)||, ||F (h, x)|| ≤ h sup
y∈R

||f(x, y)||,

||G(h, x, ũ, ṽ)|| ≤ h sup
r∈Z

sup
y∈[(r−1)h,rh)

[
||A(x, y)|| · ||ṽr(x, y)|| + ||C(x, y)|| · ||ũr(x, y)||

]
≤

≤ hb0(x) sup
r∈Z

sup
y∈[(r−1)h,rh)

[
||ṽr(x, y)|| + ||ũr(x, y)||

]
, (18)

где b0(x) = max{sup
y∈R

||A(x, y)||, sup
y∈R

||C(x, y)||}.
В силу условия (17) при фиксированных ũr(x, y), ṽr(x, y), r ∈ Z, система функций q(x) является
решением задачи Коши

dq

dx
= −[Q(h, x)]−1

{
E(h, x)q + F (h, x) +G(h, x, ũ, ṽ)

}
, x ∈ (0, ω], q ∈M, (19a)

qr(0) = ψ((r − 1)h), r ∈ Z. (19b)

Задача Коши (19) имеет единственное решение и для него справедливы оценки

||q(x)|| ≤ exp
[γ
h

x∫
0

||E(h, ξ)||dξ
]
·
{

sup
r∈Z

||ψ((r−1)h)||+ γ

h

x∫
0

[
||F (h, ξ)||+||G(h, ξ, ũ, ṽ)||

]
dξ

}
, (20a)

||q′(x)|| ≤ γ

h

{
||E(h, x)||exp

[γ
h

x∫
0

||E(h, ξ)||dξ
]
sup
r∈Z

||ψ((r − 1)h)||+

+||E(h, x)||exp
[γ
h

x∫
0

||E(h, ξ)||dξ
]γ
h

x∫
0

||F (h, ξ)||dξ + ||F (h, x)||+

+||E(h, x)||exp
[γ
h

x∫
0

||E(h, ξ)||dξ
]γ
h

x∫
0

(
||G(h, ξ, ũ, ṽ)||dξ + ||G(h, ξ, ũ, ṽ)||

}
. (20b)

Для любого r (r ∈ Z) при фиксированных qr(x), q′r(x) система интегральных уравнений (12) –
(13) имеет единственное решение ũr(x, y), ṽr(x, y) и справедливы оценки

sup
y∈[(r−1)h,rh)

[
||ṽr(x, y)|| + ||ũr(x, y)||

]
≤ b1(x)

{
sup

y∈[(r−1)h,rh)
||ψ(y) − ψ((r − 1)h)||+

+h

x∫
0

(
1 + α(ξ)heα(ξ)h

)[
sup

y∈[(r−1)h,rh)
||f(ξ, y)|| + b0(ξ)(||q′r(ξ)|| + ||qr(ξ)||)

]
dξ

}
+



+heα(x)h
[
b0(x)(||q′r(x)|| + ||qr(x)||) + sup

y∈[(r−1)h,rh)
||f(x, y)||

]
, (21)

где b1(x) = (1 + h sup
y∈R

||C(x, y)||eα(x)h)exp
[
h
x∫
0

(
1 + α(ξ)heα(ξ)h

)
sup
y∈R

||C(ξ, y)||dξ
]
.

Используем метод последовательных приближений. Нулевое приближение по функциональ-
ному параметру q(0)′(x) = (. . . , q(0)′r (x), q(0)′r+1(x), . . . ), q(0)(x) = (. . . , q(0)r (x), q(0)r+1(x), . . . ) опре-
делим решая задачу Коши (15) для уравнения (16), предполагая в правой части ũr(x, y) =
ψ(y) − ψ((r − 1)h), ṽr(x, y) = 0. Из системы интегральных уравнений (12)-(13), где qr(x) =
q
(0)
r (x), q′r(x) = q

(0)′
r (x), определим функции ũ(0)

r (x, y), ṽ
(0)
r (x, y), r ∈ Z. В силу оценки (17)

задача Коши (16), (15) имеет единственное решение q(0)(x) ∈ M, q(0)′(x) ∈ M. Тогда с помо-
щью свойств интегральных уравнений нетрудно установить, что ũ(0)(x, y), ṽ(0)(x, y) ∈ M(h).
В правой части системы (16) предполагая, что ũr(x, y) = ũ

(0)
r (x, y), ṽr(x, y) = ṽ

(0)
r (x, y), и

решая задачу Коши находим q(1)′(x), q(1)r (x) ∈ M . Из систем (12)–(13), где qr(x) = q
(1)
r (x),

q′r(x) = q
(1)′
r (x), определим функции ũ

(1)
r (x, y), ṽ(1)

r (x, y), r ∈ Z. Продолжая этот процесс,
найдем (q(k)(x), ũ(k)(x, y)) ∈M ×M(h), (q(k)′(x), ṽ(k)(x, y)) ∈M ×M(h), k = 1, 2, . . . .

Из систем интегральных уравнений (12)–(13) для последовательных разностей ũ(k)
r (x, y) −

ũ
(k−1)
r (x, y), ṽ(k)

r (x, y) − ṽ
(k−1)
r (x, y), r ∈ Z, получаем оценку

sup
y∈[(r−1)h,rh)

[
||ṽ(k)

r (x, y) − ṽ(k−1)
r (x, y)|| + ||ũ(k)

r (x, y) − ũ(k−1)
r (x, y)||

]
≤ h

[
eα(x)hb0(x)+

+b1(x)

x∫
0

(α(ξ)heα(ξ)h + 1)b0(ξ)dξ
]

max
x∈[0,ω]

(||q(k)′r (x) − q(k−1)′
r (x)|| + ||q(k)r (x) − q(k−1)

r (x)||), (22)

Для систем разности q(k+1)′
r (x)− q

(k)′
r (x), q(k+1)

r (x)− q
(k)
r (x), r ∈ Z, k = 0, 1, 2, . . . , с учетом

неравенств (17), (20), (21) справедливы оценки

||q(k+1)′
r (x)−q(k)′r (x)||+ ||q(k+1)

r (x)−q(k)r (x)|| ≤ h

[
(
γ

h
||E(h, x)||+1)x

γ

h
exp
[γ
h

x∫
0

||E(h, ξ)||dξ
]
+1
]
×

× max
x∈[0,ω]

{
b0(x) sup

y∈[(r−1)h,rh)

[
||ṽ(k)

r (x, y) − ṽ(k−1)
r (x, y)|| + ||ũ(k)

r (x, y) − ũ(k−1)
r (x, y)||

]}
.

Подставив сюда (22) имеем

||q(k+1)′
r (x) − q(k)′r (x)|| + ||q(k+1)

r (x) − q(k)r (x)|| ≤

≤ h2

[
(
γ

h
||E(h, x)|| + 1)x

γ

h
exp
[γ
h

x∫
0

||E(h, ξ)||dξ
]

+ 1
]

max
x∈[0,ω]

{
b0(x)

[
eα(x)hb0(x)+

+b1(x)

x∫
0

(α(ξ)heα(ξ)h + 1)b0(ξ)dξ
]}

max
x∈[0,ω]

(||q(k)′r (x) − q(k−1)′
r (x)|| + ||q(k)r (x) − q(k−1)

r (x)||).

Тогда
max
x∈[0,ω]

(||q(k+1)′
r (x) − q(k)′r (x)|| + ||q(k+1)

r (x) − q(k)r (x)||) ≤

≤ λ(h) max
x∈[0,ω]

(||q(k)′r (x) − q(k−1)′
r (x)|| + ||q(k)r (x) − q(k−1)

r (x)||), (23)

где λ(h) = h · max
x∈[0,ω]

[
xγ(γ sup

y∈R
||C(x, y)|| + 1) · exp

{
γ

x∫
0

sup
y∈R

||C(ξ, y)||dξ
}

+ h
]
×



у

× max
x∈[0,ω]

{
b0(x)

[
b0(x)eα(x)h + b1(x)

x∫
0

(α(ξ)heα(ξ)h + 1)b0(ξ)dξ
]}
.

Тогда выбирая h таким образом, чтобы λ(h) < 1, получаем равномерную сходимость при k →
∞ последовательностей q(k+1)

r (x) → q∗r (x) ∈ C̃([0, ω], Rn), q(k+1)′
r (x) → q∗′r (x) ∈ C̃([0, ω], Rn).

Отсюда следует равномерная относительно (x, y) ∈ [0, ω]× [(r− 1)h, rh) сходимость при k → ∞
последовательностей ũ(k)

r (x, y) → ũ∗r(x, y) ∈ C([0, ω] × [(r − 1)h, rh), Rn), ṽ(k)
r (x, y) → ṽ∗r (x, y) ∈

C([0, ω] × [(r − 1)h, rh), Rn). Очевидно, что функция u∗(x, y), получаемая склеиванием систем
функций {q∗r (x) + ũ∗r(x, y)} принадлежит C̃([0, ω] × R,Rn) и является классическим решением
задачи (1)–(3).

Докажем единственность решения (1)–(3). Пусть существует два классических решения
u∗(x, y) и u∗∗(x, y). Тогда соответствующие им системы пар (q∗r (x)+ũ∗r(x, y)), (q∗∗r (x)+ũ∗∗r (x, y)),
r ∈ Z будут решениями многохарактеристической краевой задачи (7)–(10) и из оценок (23) для
разностей получаем

max
x∈[0,ω]

(||q∗′r (x) − q∗∗′r (x)|| + ||q∗r (x) − q∗∗r (x)||) ≤ λ(h) max
x∈[0,ω]

(||q∗′r (x) − q∗∗′r (x)|| + ||q∗r (x) − q∗∗r (x)||),

откуда с учетом, что λ(h) < 1 получим

||q∗′r (x) − q∗∗′r (x)|| = 0, ||q∗r (x) − q∗∗r (x)|| = 0.

Отсюда следует, что q∗r (x) = q∗∗r (x), ũ∗r(x, y) = ũ∗∗r (x, y), т.е. u∗(x, y) = u∗∗(x, y) при (x, y) ∈
[0, ω] ×R. Теорема 1 доказана.

Теорема 1 сводит существование и единственность ограниченного решения задачи (1)–(3)
к ограниченной обратимости матрицы Q(h, x) : M → M при некотором h и к выполнению
оценки (17). Матрица Q(h, x), хотя и является двусторонне- бесконечной, имеет специальную
ленточную структуру, что позволяет получить условия разрешимости задачи (1)–(3) в терми-
нах матрицы A(x, y).

Следующее утверждение устанавливает коэффициентные условия существования, един-
ственности ограниченного на полосе решения задачи (1)–(3).

Т е о р е м а 2. Пусть в матрице A(x, y) = (aij(x, y)), i, j = 1, 2, . . . , n имеет место диа-
гональное преобладание по строкам

|aii(x, y)| ≥
∑
j �=i

|aij(x, y)| + θi(x, y), (24)

где θi(x, y) ≥ θ > 0 непрерывны на [0, ω] × R, i = 1, 2, . . . , n. Тогда задача (1)–(3) имеет
единственное классическое решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. По условию при фиксированном i : aii(x, y) ≥ θ >
0 или aii(x, y) ≤ −θ < 0 для всех (x, y) ∈ [0, ω] ×R. В каждой строке блочно - ленточной мат-
рицы Q(h, x) отличны от нуля лишь n+ 1 элементов. В i-ой строке r-го блока преобладающим

элементом будет −1, если aii(x, y) < 0 и 1 +
rh∫

(r−1)h

aii(x, η)dη, если aii(x, y) > 0. Действительно,

если aii(x, y) > 0, то при r ∈ Z и h > 0

1 +

rh∫
(r−1)h

aii(x, η)dη ≥
∑
j �=i

rh∫
(r−1)h

|aij(x, η)|dη + 1 +

rh∫
(r−1)h

θi(x, η)dη ≥

≥
∑
j �=i

∣∣∣∣
rh∫

(r−1)h

aij(x, η)dη
∣∣∣∣+ 1 + θh,



а если aii(x, y) < 0, то при r ∈ Z и h ∈ (0, 1/ max
x∈[0,ω]

α(x))

1 ≥
∑
j �−i

rh∫
(r−1)h

aij(x, η)dη + 1 −
rh∫

(r−1)h

|aii(x, η)|dη +

rh∫
(r−1)h

θi(x, η)dη ≥

≥
∑
j �=i

∣∣∣∣
rh∫

(r−1)h

aij(x, η)dη
∣∣∣∣+
∣∣∣∣1 +

rh∫
(r−1)h

aii(x, η)dη
∣∣∣∣+ θh.

Тогда существует двусторонне - бесконечная матрица перестановок P ∗ (||P ∗|| = ||[P ∗]−1|| =
1), выводящая преобладающие элементы Q(h, x) в диагональ и в матрице P ∗Q(h, x) имеет
место диагональное преобладание с константой θh. По лемме Адамара [4] матрица P ∗Q(h, x)
обратима и ||[P ∗Q(h, x)]−1|| ≤ 1

θh . Отсюда следует, что

||[Q(h, x)]−1|| = ||[(P ∗)−1P ∗Q(h, x)]−1|| ≤ ||[P ∗Q(h, x)]−1|| · ||P ∗|| ≤ 1
θh
,

т.е. оценка (17) выполняется с константой γ = 1/θ для всех h ∈ max
x∈[0,ω]

α(x)). Из теоремы 1 сле-

дует существование единственного классического решения задачи (1)–(3). Теорема 2 доказана.
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УДК 517.956

О РАЗРЕШИМОСТИ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ
НАГРУЖЕННЫХ УРАВНЕНИЙ

М. Т. Дженалиев, М. И. Рамазанов

Институт математики МОН РК, КарГУ МОН РК
480100 Алматы, Пушкина ул., 125, dzhenali@math.kz

480074 Караганды, Университетская ул., 28

Граничные задачи для нагруженных дифференциальных уравнений возникают и находят
широкое применение во многих приложениях (см., например, [1 – 6] и др.). Известно, что на-
грузка уравнения существенно влияет на корректность задачи и вследствие этого они не всегда
оказываются поставленными корректно. В данной работе рассматриваются вопросы коррект-
ной постановки задач для нагруженных линейных дифференциально-операторных уравнений
высокого порядка с периодическими граничными условиями, а также задача Коши для нагру-
женного нелинейного дифференциально-операторного уравнения первого порядка.

1. Постановки задач и основные результаты

Пусть Ω — n-мерный куб с ребрами длины 2π; P∞ — линейное многообразие гладких пе-
риодических по всем переменным комплекснозначных функций, H ≡ H(Ω) — гильбертово
пространство интегрируемых в квадрате на Ω функций, в котором множество P∞ плотно.
Полиному

A(s) =
∑
|α|≤l

aαs
α, sα = sα1

1 . . . sαn
n , |α| = α1 + · · · + αn,

с постоянными комплексными коэффициентами поставим в соответствие дифференциальную
операцию A(−iD), где Dα = Dα1

1 . . . Dαn
n , Dj ≡ ∂/∂xj , i =

√−1, таким образом, что
A(−iD) exp{is · x} = A(s) exp{is · x}, s · x = s1x1 + · · · + snxn.
Оператор A : H → H зададим как замыкание в H операции A(−iD), определенной перво-

начально на функциях из P∞. Следуя [7, c. 103 – 104], оператор A назовем Π-оператором.
Обозначим через S множество n-мерных целочисленных векторов {s1, . . . , sn}, sk =

= 0,±1,±2, . . . Совокупность экспонент {exp{is ·x}, s ∈ S} образует, очевидно, ортогональный
базис в H и является одновременно набором собственных элементов для оператора A, а каждое
из чисел A(s), s ∈ S, — соответствующим собственным значением.

Задача 1. Исследовать вопросы разрешимости краевой задачи:

Lu ≡ (DN
t +A)u(t) +

m∑
k=1

N∑
j=1

αjkD
N−j
t u(tk) = f(t) на (0, 2π),

Dj
tu(0) = Dj

tu(2π), j = 0, 1, . . . , N − 1,

(1.1)

Keywords: Loaded equation, periodic boundary condition, Cauchy problem, a priori estimate
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где Dt = ∂/∂t, αjk,∈ C, k = 1,m, — (комплексные) постоянные, 0 < t1 < · · · < tm < 2π.

О п р е д е л е н и е 1.1. Для задачи (1.1) функцию u(t) ∈ L2(0, 2π;H) назовем сильным ре-
шением, если существует последовательность {un(t)} ⊂ {CN ((0, 2π);P∞)∩CN−1([0, 2π];P∞),
Dj
tu(0) = Dj

tu(2π), j = 0, 1, . . . , N − 1}, для которой имеют место соотношения: Lun(t) →
f(t), un(t) → u(t) в L2(0, 2π;H).

Основные результаты работы по задаче 1 формулируются в виде следующих утверждений.

Т е о р е м а 1.1. Задача (1.1) при любом f ∈ L2(0, 2π;H) однозначно сильно разрешима
в пространстве L2(0, 2π;H) тогда и только тогда, когда

m∑
k=1

αNk +A(s) �= 0 ∀s ∈ S, −A(s) �= (iq)N ∀s ∈ S \ S0, (1.2)

где q = ±1,±2, . . . , S0 = {s|s ∈ S, A(s) = 0}.
Т е о р е м а 1.2. Если N = 3, то задача (1.1) при любом f ∈ L2(0, 2π;H) однозначно

сильно разрешима в пространстве L2(0, 2π;H) тогда и только тогда, когда выполнены усло-
вия

m∑
k=1

α3k +A(s) �= 0 ∀s ∈ S, A(s) �= iq3 ∀s ∈ S \ S0, q = 1, 2, . . . (1.3)

З а м е ч а н и е 1.1. Утверждения теорем 1.1 и 1.2 показывают, что, во-первых, условия
корректности задачи (1.1) не зависят от точек нагружения {tk}mk=1, во-вторых, корректность
задачи (1.1) не зависит также от коэффициентов αjk, j = 1, N − 1, k = 1,m.

Переходим к формулировке второй задачи. Пусть заданы рефлексивное банахово и гиль-
бертово пространства {V, ‖·‖}. {H, |·|, (·, ·)} соответственно, и имеют место следующие плотные
и непрерывные вложения V ⊂ H ≡ H ′ ⊂ V ′. Пусть γ обозначает норму оператора вложения
V ⊂ H.

Задача 2. Найти условия разрешимости в пространстве V задачи Коши для нагруженного
нелинейного дифференциально-операторного уравнения [1, 2, 3, 11]:

L(t)u ≡ u′(t) +A(t)u(t) +
m∑
k=1

Aku(tk) = f(t) на (0, 1), (1.4)

с начальным условием
u(0) = ϕ, (1.5)

где u′(t) = du(t)/dt, A(t) : V → V ′− заданный нелинейный и Ak : H → H, k = 1, . . . ,m,−
заданные линейные операторы, точки tk, k = 1, . . . ,m, из интервала [0, 1] заданы и фиксиро-
ваны, а также t1 < t2 < · · · < tm. Полагаем, что функция f(t) : (0, 1) → V ′ и элемент ϕ ∈ H
заданы.
Пусть выполнены следующие условия:

П р е д п о л о ж е н и е 1.1. а). Функция t → < A(t)u, v > измерима для любых фиксиро-
ванных u, v ∈ V ; б). функция λ → < A(t)(u + λv), w > непрерывна в нуле для почти всех
t ∈ (0, 1) и для любых фиксированных u, v, w ∈ V ; в). оператор A(t) : V → V ′ является мо-
нотонным для почти всех t ∈ (0, 1); г). существуют такие положительные числа α, β, θ, p
(p ≥ 2), что

{
< A(t)v, v > ≥ α‖v‖p − θ, ‖A(t)v‖V ′ ≤ β(1 + ‖v‖p−1),
|Akv| ≤ √

a0k · |v|, k = 1, . . . ,m,
(1.6)

имеет место для любых v ∈ V равномерно относительно t ∈ (0, 1).



у у

Мы будем говорить, что оператор L удовлетворяет условию Λ(ε1, a) обозначаемое как L ∈
Λ(ε1, a) тогда и только тогда, когда имеют место следующие неравенства

a0k

ε1
≤ δ1...δk−1(1 − δk)χk, 0 < δk < 1, (1.7)

где χk =

{
a · exp (−atk)/(1 − exp (−atk)), a �= 0,
1/tk, a = 0,

k = 1, . . . ,m.

Основным результатом по задаче 2 является следующая

Т е о р е м а 1.3. Пусть выполнено Предположение 1.1 и L ∈ Λ(ε1,mε1 − η(1 − δ0)), η =
2αγ−1. Тогда задача (1.4)–(1.5) разрешима для любых f ∈ Lq(0, 1;V ′), ϕ ∈ H (1/p+ 1/q = 1).

2. Доказательство теоремы 1.1

Используем метод Фурье, т. е. решение и правую часть уравнения (1.1) представим в виде

u =
∑
s∈S

us(t) exp{is · x}, f =
∑
s∈S

fs(t) exp{is · x}. (2.1)

В задаче (1.1) для коэффициентов разложений (2.1) будем иметь

DN
t us(t) +

m∑
k=1

N∑
j=1

αjkus(tk) = fs(t) на (0, 2π), us(0) = us(2π), если s ∈ S0; (2.2)

DN
t us(t)+A(s)us(t)+

m∑
k=1

N∑
j=1

αjkus(tk) = fs(t) на (0, 2π), us(0) = us(2π), если s ∈ S \S0.

(2.3)

О п р е д е л е н и е 2.1. Будем говорить, что задачи (2.2), (2.3) регулярно разрешимы,
если для fs ∈ C((0, 2π)) эти задачи разрешимы в классе CN ((0, 2π)) ∩ CN−1([0, 2π]).

Сформулируем аналог леммы из [7, c. 118].

Ле м м а 2.1. Утверждение теоремы 1.1 будет иметь место тогда и только тогда,
когда каждая из задач (2.2), (2.3) однозначно регулярно разрешима и выполнены оценки

‖us(t)‖L2(0,2π) ≤ C‖fs(t)‖L2(0,2π) для ∀s ∈ S, (2.4)

где постоянная C не зависит от s.

Для задач (2.2), (2.3) справедливы следующие леммы.

Ле м м а 2.2. Задачи (2.2) при любом fs ∈ C((0, 2π)) однозначно регулярно разрешимы и

верны оценки (2.4) тогда и только тогда, когда
m∑
k=1

αNk �= 0.

Ле м м а 2.3. Задачи (2.3) при любом fs ∈ C((0, 2π)) однозначно регулярно разрешимы и
справедливы оценки (2.4) тогда и только тогда, когда

m∑
k=1

αNk +A(s) �= 0, −A(s) �= (iq)N ∀s ∈ S \ S0, q = ±1,±2, . . . (2.5)



Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2.2. Для случая s ∈ S0 из (2.2) мы получаем

DN−p
t us(t) =

N−1∑
j=N−p

tj−N+p

(j −N + p)!
Dj
tus(0) +

t∫
0

(t− τ)p−1

(p− 1)!
fs(τ)dτ − tp

p!
Ms, p = 1, . . . , N ; (2.6)

где Ms =
m∑
k=1

N∑
j=1

αjkD
N−j
t us(tk). Мы получаем из (2.6) для p = 1, t = 2π :

Ms =
1
2π

2π∫
0

fs(t)dt. (2.7)

Используя (2.7), из (2.6) для p = 2, t = 2π мы находим DN−1
t us(0) и т.д. В (2.6) для p = N мы

должны найти только us(0). Для этого, сперва фиксируя t = tk, k = 1, . . . ,m, в (2.6) для всех
p = 1, . . . , N, и далее умножая соответственно полученные формулы на αpk, мы сложим их по
k от 1 до m. Таким образом, отсюда мы находим искомое значение us(0), тогда и только тогда,
когда выполнено условие

m∑
k=1

αNk �= 0. (2.8)

Таким образом, для всех s ∈ S0 граничная задача (2.2) имеет единственное решение us(t),
тогда и только тогда, когда выполнено условие (2.8).

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2.3. Случай s ∈ S \ S0. Из (2.3) мы получаем

N∏
j=1

(D1
t − λjs)us(t) = fs(t) −Ms, t ∈ (0, 2π), Dj

tus(0) = Dj
tus(2π), j = 0, 1, . . . , N − 1; (2.9)

где λjs являются корнями характеристического уравнения λN +A(s) = 0. Из (2.9) мы имеем

us(t) = F0s(t) −Ms[A(s)]−1; Dj
tus(t) = Dj

tF0s(t), j = 1, . . . , N − 1; (2.10)

где (мы принимаем tN+1 = t)

F0s(tj+1) =

2π∫
0

· · ·
2π∫
0︸ ︷︷ ︸

N

fs(t1)
N∏
j=1

Gjs(tj+1, tj)dtj ; Ms =
m∑
k=1

N∑
j=1

αjkD
N−j
t us(tk);

[A(s)]−1 =

2π∫
0

· · ·
2π∫
0︸ ︷︷ ︸

N

N∏
j=1

Gjs(tj+1, tj)dtj ; Gjs(t, τ) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

exp{λjs(t− τ)}
1 − exp{λjs · 2π} , 0 ≤ τ ≤ t;

exp{λjs(2π + t− τ)}
1 − exp{λjs · 2π} , t ≤ τ ≤ 2π.

Заметим, что равенства (2.10) справедливы тогда и только тогда, когда

−A(s) �= (iq)N , ∀q = ±1,±2, . . . , i =
√−1. (2.11)

Далее, фиксируя t = tk в (2.10), умножая соответствующие формулы на αN−j,k и складывая
их по k от 1 до m и по j от 0 до N − 1, мы получаем

ΔsMs[A(s)]−1 =
m∑
k=1

N−1∑
j=0

αN−j,kD
j
tF0s(tk),



у у

где Δs ≡ A(s) +
m∑
k=1

αNk. Следовательно, мы определим однозначно Ms, если и только если
выполнено условие

Δs �= 0 ∀s ∈ S \ S0. (2.12)

Таким образом, используя (2.10), мы получим решения (2.9)

us(t) = F0s(t) − [Δs]−1
m∑
k=1

N∑
j=1

αjkD
N−j
t F0s(tk). (2.13)

Заметим, что условия (2.8), (2.11) и (2.12) совпадают с условиями (1.2) теоремы 1.1 .
Согласно вышеустановленных результатов для решений граничных задач (2.2)–(2.3) оценки

(2.4) имеют место.
Для завершения доказательства теоремы 1.1 необходимо показать замыкаемость операто-

ра граничной задачи (1.1) в пространстве L2(0, 2π;H). Для этого мы используем следующее
утверждение [10].

П р е д л о ж е н и е 2.1. Оператор T+E замкнут, если T замкнут и E ограничен в D(E),
D(T ) ⊂ D(E). Здесь D(X) — область определения оператора X.

3. Доказательство теоремы 1.3

Мы используем метод Галеркина. Пусть {wj} является базисом в V. Мы ищем приближенное
решение uN (t) =

∑N
i=1 g

N
i (t)wi, используя решения задачи Коши для нагруженной нелинейной

системы обыкновенных дифференциальных уравнений

(uNt (t), wj) + (A(t)uN (t) +
m∑
k=1

Aku
N (tk) − f, wj) = 0, 0 ≤ j ≤ N, (3.1)

uN (0) = ϑN ≡
N∑
i=1

ϕNi wi, lim
N→∞

ϑN → ϕ. (3.2)

Соотношения (3.1), (3.2) перепишем в виде следующей задачи Коши относительно gNi (t) :

Lj(t, g(t), g′(t)) = fj(t) −
N∑
k=1

lkjg(tk), gNj (0) = ϕNj , 1 ≤ j ≤ N. (3.3)

Для задачи (3.3) имеет место следующее утверждение.

Ле м м а 3.1. Если L ∈ Λ(ε1,mε1 −η(1− δ0)), тогда задача (3.3) разрешима на интервале
(0, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3.1. Умножая уравнение (3.3) на gNj (t) и суммируя по
j, мы получим

d

dt
|uN (t)|2 + 2α‖uN (t)‖p ≤ < f(t) −

m∑
k=1

Aku
N (tk), 2uN (t) > +2θ.

Далее, используя неравенство Юнга для любого δ0 ∈ (0, 1)

< f(t), uN (t) > ≤ αδ0‖uN (t)‖p + ‖f(t)‖qV ′q
−1ε−q, εp = αpδ0,



и следующее неравенство (ε1 > 0)

2
m∑
k=1

< Aku
N (tk), uN (t) > ≤ 1

ε1

m∑
k=1

a0k|uN (tk)|2 +mε1|uN (t)|2,

будем иметь

d

dt
|uN (t)|2 + 2α(1 − δ0)‖uN (t)‖p ≤ 1

ε1

m∑
k=1

a0k|uN (tk)|2+

mε1|uN (t)|2 +K(t),

(3.4)

где K(t) = ‖f(t)‖qV ′q−1ε−q + 2θ. Полагая, что y(t) = max{1, |uN (t)|2}, из (3.4) и (3.2) получаем

dy(t)
dt

≤ a · y(t) +
m∑
k=1

aky(tk) + b(t), t ∈ (0, 1), (3.5)

y(0) ≤ b0, (3.6)

где a = mε1 − η(1 − δ0), ak = a0k/ε1, b(t) = η(1 − δ0) +K(t), b0 = |ϕ|2 + 1.
Применяя лемму 1 из [8], мы получим следующие оценки

|y(tk)| ≤ C[|ϕ| + ‖f(t)‖Lq(0,1;V ′)], k = 1, . . . ,m,

используя которые можем установить следующую оценку равномерно относительно N

‖uN (t)‖L∞(0,1;H)∩Lp(0,1;V ) ≤ const. (3.7)

Эта оценка зависит от величин ‖f(t)‖Lq(0,1;V ′), |ϕ|, m, δk, tk, (0 ≤ k ≤ m, t0 = 0), γ, α, p, θ.
Оценка (3.7) эквивалентна утверждению о том, что любое решение g(t) = {gNi (t), . . . , gNN (t)} :
(0, 1) → RN задачи Коши (3.1)–(3.2) принадлежит сфере B с конечным радиусом

‖g(t)‖C([0,1];RN ) < K. (3.8)

Завершение доказательства леммы 3.1 основано на оценке (3.8) и использовании теоремы Лере-
Шаудера [12].
Действительно, в шаре B пространства C([0, 1];RN ), задаваемого формулой (3.8), рассмот-

рим семейство операторов Gλ : B → RN , 0 ≤ λ ≤ 1, определенных следующим образом:

Gλg0 = −λ
m∑
k=1

ckg(tk) + g0,

где ck = {(Akwi, wj)}Ni,j=1 = {lk1, . . . , lkN}− матрица, g : (0, 1) → RN− решение задачи Коши

Lj(t, g(t), g′(t)) = fj(t) − g0j , 1 ≤ j ≤ N, g(0) = ϕN . (3.9)

Здесь g0 = {{g01, . . . , g0N}. Локальное решение задачи (3.9), существующее по теореме Каратео-
дори, продолжимо на интервал (0, 1) в силу оценки (3.8). Поэтому операторы Gλ определены.
Не уменьшая общности, можно считать, что K ≥ |g0|. Тогда уравнение G0g0 = g0 в шаре B

имеет единственное решение g0, и преобразование g0 → g0 −G0g0 взаимно однозначно.
Очевидно, семейство Gλ равностепенно непрерывно по λ в B̄, и для неподвижных точек

оператора Gλ справедлива оценка (3.8).
Для завершения доказательства леммы 3.1 достаточно показать, что каждый оператор Gλ

непрерывен на шаре B̄. Имеем

Gλg01 −Gλg02 = −λ
m∑
k=1

ck

[
g(1)(tk) − g(2)(tk)

]
+ g01 − g02.
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Обозначим u = uN1 − uN2 , u
N
p =

N∑
i=1

g
(p)
i wi, −Lj(t, g(p)(t), g(p)′(t)) + fj(t) = g

(p)
0j (p = 1, 2). Тогда

(ut, wj)+ < A(t)uN1 −A(t)uN2 , wj > +
m∑
k=1

(Aku(tk), wj) = 0.

В силу монотонности оператора A(t) из последнего равенства следует справедливость неравен-
ства

d|u|2
dt

≤
m∑
k=1

√
a0k · |u(tk)| · |u| ≤ mε1|u|2 +

m∑
k=1

aok
ε1

|u(tk)|2, ε1 > 0.

Откуда, следуя схеме получения оценки (3.8), получим непрерывность оператора Gλ. Лемма
3.1 доказана.

Далее, измеримость функции t →< A(t)uN (t), w > имеет место согласно Предположения
1.1 [12] об операторе A(t). Отображение t → A(t)uN (t) : R → V ′ является также измеримым
согласно сепарабельности V. Таким образом, согласно условия (1.6) и оценки (3.7) мы имеем
следующую оценку

‖A(t)uN (t)‖Lq(0,1;V ′) ≤ const (3.10)

равномерно относительно N.
Далее для образа Фурье ûN (τ) (продолжения ūN (t) из (0, 1) в R нулем [13]) мы получаем

равномерно по N следующую оценку
∫
R
|τ |2σûN (τ)|2dτ ≤ C(σ), σ ∈ (0, 1/4), (3.11)

которая показывает, что дробная производная Dσ
t u

N (t) ограничена.
Оценки (3.7), (3.10), (3.11) показывают существование таких подпоследовательностей uN (t)

(сохранено прежнее обозначение индекса), что

(а) uN (t) → u(t) слабо в Lp(0, 1;V ), ∗-слабо в L∞(0, 1;H);

(б)
m∑
k=1

Aku
N (tk) → ξ, uN (T ) → ξT , u

N (0) → ξ0, слабо в H;

(в) A(t)uN (t) → U(t) слабо в Lq(0, 1;H);

(г) uN (t) → u(t) сильно в L2(0, 1;H).

Далее мы устанавливаем следующее соотношение (где знак ¯ обозначает продолжение из (0, 1)
в R нулем)

d

dt
ū(t) + Ū(t) + ξ = f̄(t) + ξ0δ(t) − ξT δ(t− T ), (3.12)

и соответственно в (0, 1)

d

dt
u(t) + U(t) + ξ = f(t) на (0, 1) (3.13)

u(0) = ϕ. (3.14)

Cледуя [14, 15], проводится доказательство следующего соотношения:

A(t)u(t) = U(t) в Lq(0, 1;V ′).



Из свойства монотонности оператора A

XN =

1∫
0

< AuN −Av, uN − v > dt ≥ 0 ∀v ∈ Lp(0, 1;V ), (3.15)

слабой сходимости (б), т.е. lim inf |uN (T )|2 ≥ |u(T )|2, а также равенств (3.1) и (3.13), получим
1∫

0

< U −Av, u− v > dt ≥ 0. (3.16)

Согласно Предположения 1.1, полагая v = u − λw, λ > 0, w ∈ Lp(0, 1;V ) и произвольным, из
(3.16) следует, что

1∫
0

< U −Au,w > dt ≥ 0 ∀w, т.е. U = Au.

Отсюда и из уравнения (3.13) следует
∑m

k=1Aku(tk) = ξ в H. Это совместно с (3.13)–(3.14)
завершает доказательство теоремы 1.3 .

4. Примеры

Пусть Q = {x, t| 0 < x, t < 2π. (1). Для граничной задачи:

(D3
t −D2

x)u+M1u = f на Q; (4.1)
Dj
xu(0, t) = Dj

xu(2π, t), j = 0, 1; Dj
tu(x, o) = Dj

tu(x, 2π) j = 0, 1, 2; (4.2)

где M1u ≡
m∑
k=1

3∑
j=1

αjkD
N−j
t u(x, tk), следующее утверждение имеет место (в силу −s2 �= iq3 ∀s,

q = ±1,±2, . . . ):

С л е д с т в и е 4.1. Задача (4.1)–(4.2) для ∀f ∈ L2(Q) допускает единственное сильное
решение u ∈ L2(Q), если и только если

sh

⎛
⎝π

[
m∑
k=1

α3k

]1/2
⎞
⎠ �= 0. (4.3)

(2). Для граничной задачи:

D3
t u+D2

xu+M1u = f на Q; (4.4)

(4.2) следующее утверждение имеет место (в силу s2 �= iq3 ∀s, q = ±1,±2, . . . ):

С л е д с т в и е 4.2. Задача (4.4), (4.2) для ∀f ∈ L2(Q) допускает единственное сильное
решение u ∈ L2(Q), если и только если выполнено условие

sin

⎛
⎝π

[
m∑
k=1

α3k

]1/2
⎞
⎠ �= 0.
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(3). Для граничной задачи:

D4
t u−D2

xu+M2u = f на Q; (4.5)
Dj
xu(0, t) = Dj

xu(2π, t), j = 0, 1; Dj
tu(x, o) = Dj

tu(x, 2π) j = 0, 1, 2, 3; (4.6)

где M2u ≡
m∑
k=1

4∑
j=1

αjkD
N−j
t u(x, tk), следующее утверждение имеет место (в силу s2 + q4 �=

0 ∀s, q = ±1,±2, . . . ):

С л е д с т в и е 4.3. Задача (4.5)–(4.6) для ∀f ∈ L2(Q) допускает единственное сильное
решение u ∈ L2(Q), если и только если выполнено условие (4.3).
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УДК 517.948

ИТЕРАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ С ДЕМПФИРУЮЩИМИ
МНОЖИТЕЛЯМИ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ

Д. С. Джумабаев

Институт математики МОН РК
480100 Алматы, Пушкина ул., 125, anar@math.kz

Получены достаточные условия сходимости итерационных процессов с различными демп-
фирующими множителями при одинаковых начальных приближениях к одному и тому же
решению неограниченного замкнутого операторного уравнения. Результаты применяются к
нелинейным двухточечным краевым задачам для обыкновенных дифференциальных уравне-
ний.

Краевые задачи, встречающиеся в приложениях, в основном являются нелинейными. Лишь
при дополнительных предположениях о малости некоторых величин мы получаем линейную
задачу. Естественно, что явления, связанные с нелинейностью описываемого процесса, невоз-
можно объяснить на основе анализа линейных задач. Поэтому вопросы существования, един-
ственности решения и построения конструктивных методов исследования нелинейных крае-
вых задач остается актуальной проблемой качественной теории дифференциальных уравне-
ний. Применение различных методов к исследованию краевых задач приводит к утверждени-
ям, сформулированным в различных терминах. Библиографию и подробный анализ работ по
основным группам методов исследования и решения краевых задач для обыкновенных диф-
ференциальных уравнений можно найти в монографии А.М.Самойленко, Н.И.Ронто [1].

Итерационные методы являются основным методом решения нелинейных задач и нахо-
дят широкое применение в различных вопросах нелинейного анализа. Наряду с достаточными
условиями существования итерационные методы дают способы нахождения решений или их
приближений. В монографии Дж. Ортега, В. Рейнболдта [2] содержится подробный анализ
методов решения нелинейных уравнений со многими неизвестными и исследуются вопросы
построения, сходимости различных итерационных процессов. Там же содержатся ссылки на
большое количество работ, посвященных итерационным методам.

В работах Л.В.Канторовича [3, 4] установлены достаточные условия сходимости основно-
го и модифицированного метода Ньютона для функциональных уравнений. Эти результаты
были применены к нелинейным интегральным уравнениям, краевым задачам для нелинейных
дифференциальных уравнений, задачам конформного отображения и др. При этом рассматри-
ваемая задача в соответствующих пространствах записывалась в виде функционального урав-
нения с ограниченным оператором и при линеаризации использовалась производная Фреше.
Однако, как было отмечено в [4, с.713], при применении метода к краевым задачам возникают

Keywords: Iterative process, damping multiplier, two-point boundary value problem, ordinary differential equation
2000 Mathematical Subject Classification: 34A45, 65L20
c© Д. С. Джумабаев, 2001.
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трудности, связанные с оценкой нормы оператора, обратного к производной Фреше. В то же
время для многих краевых задач можно избежать эту трудность, сведя их к уравнениям с
неограниченным оператором. Одним из первых работ, посвященных итерационным процессам
для функциональных уравнений с неограниченным оператором, по-видимому, является ста-
тья М.Н.Яковлева [5], где для уравнения, содержащего неограниченный линейный оператор,
получены достаточные условия сходимости модифицированного метода Ньютона.

В статьях [6, 7] введено определение линеаризатора, обобщающее производную Фреше на
негладкие неограниченные операторы и с его помощью построены итерационные процессы
для функциональных уравнений с замкнутым неограниченным оператором. Предложен спо-
соб доказательства сходимости итерационных процессов, учитывающий специфику неограни-
ченных операторов и последовательно уменьшающий значения исходного оператора. Для этих
уравнений установлены достаточные условия сходимости итерационных методов и в том числе
модификации метода Ньютона-Канторовича. Сходимость итерационных методов к сильному
решению функционального уравнения с неограниченным (вообще говоря, незамкнутым) опера-
тором и их применение к краевым задачам для полулинейных дифференциальных уравнений
с частными производными первого порядка рассмотрены в [8]. Скорость сходимости итераци-
онных процессов для неограниченных операторных уравнений и их условия применимости к
нахождению решений краевых задач для полулинейных параболических уравнений установ-
лены в [9]. В статье [10] на основе итерационных процессов для функциональных уравнений
с неограниченным оператором получены достаточные условия существования, изолированно-
сти решений сингулярных краевых задач для нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений. Там же установлены свойства решений сингулярных краевых задач и построена ре-
гулярная двухточечная краевая задача, позволяющая с любой точностью определить решение
исходной сингулярной задачи.

В настоящей работе рассматривается уравнение

A(x) ≡ Hx+ F (x) = 0. (1)

где H : X → Y —линейный замкнутый оператор,F : X → Y в S(x0, ρ) = {x ∈ X : ||x−x0||1 < ρ}
имеет производную Фреше F ′(x); X, Y — банаховы пространства с нормами || · ||1, || · ||2. Через
D(A) и R(A) обозначаются области определения и значения оператора A.

О п р е д е л е н и е 1. [6]. Линейный оператор C : X → Y называется линеаризатором
оператора A в точке x ∈ D(A), если D(A) ⊆ D(C) и существуют числа ε ≥ 0, δ > 0, что

||A(x̃) −A(x) − C(x− x̃)||2 ≤ ε||x̃− x||1

для всех x̃ ∈ D(A), удовлетворяющих неравенству ||x− x̃||1 < δ.

Числа ε и δ, называемые константами линеаризатора, показывают соответственно точность
и радиус окрестности аппроксимации исходного оператора линейным оператором C в точке x.
В нашем случае линейный оператор [H + F ′(x)] : X → Y является линеаризатором оператора
A в точке x ∈ D(A) = D(H) ∩ S(x0, ρ). Через L(X,Y ) обозначим пространство линейных
ограниченных операторов из X в Y с индуцированной нормой.

Т е о р е м а 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) x0 ∈ D(H) и для всех x ∈ U0 = {x ∈ D(A) : ||A(x)||2 ≤ ||A(x0)||2} линеаризатор

H + F ′(x) ограниченно обратим

||[H + F ′(x)]−1||L(Y,X) ≤ γ,

2) производная Фреше F ′(x) равномерно непрерывна в S(x0, ρ),
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3) γ · ||A(x0)||2 < ρ.
Тогда существует число α0 ≥ 1, что для ∀α ≥ α0 последовательность элементов {x(n+1)} ⊂
U0, определяемая по итерационному процессу : x(0) = x0,

x(n+1) = x(n) − 1
α

[H + F ′(x(n))]−1 · [Hx(n) + F (x(n)], (2)

n = 0, 1, 2, . . . , сходится к x∗ ∈ S(x0, ρ) — изолированному решению уравнения (1) и справед-
лива оценка

||x∗ − x0||1 ≤ γ · ||A(x0)||2. (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Из условия 3) следует существование чисел ε0 > 0,
ε > 0, удовлетворяющих неравенствам

ε0γ < 1, γ · ||A(x0)||2 · 1
1 − ε0γ

+ ε < ρ.

По условию 2) найдется δ0 ∈ (0, ρ/2), что ||F ′(x)−F ′(x̃)||L(X,Y ) < ε0, если только ||x− x̃||1 < δ0,
x, x̃ ∈ S(x0, ρ). Поэтому применяя теорему о среднем в интегральной форме имеем

||A(x)−A(x̃)− [H+F ′(x)](x− x̃||2 =
∣∣∣∣
∣∣∣∣

1∫
0

{F ′[x+ t(x− x̃]−F ′(x)}dt(x− x̃)
∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

< ε0 · ||x− x̃||1. (4)

Так как x0 ∈ D(H), [H + F ′(x0)]−1[Hx0 + F (x0)] ∈ D(H), а D(H) — линейное многообразие,
то x(1) ∈ D(H). Из (2) и выбора числа α следует, что

||x(1) − x0||1 ≤ γ

α
||A(x0)||2 ≤ δ0 <

ρ

2
< ρ,

т.е. x(1) ∈ D(A) = D(H) ∩ S(x0, ρ). Тогда справедливо соотношение

A(x(1)) = A(x(1)) −A(x0) − [H + F ′(x0)](x(1) − x0) + (1 − 1
α

)A(x0). (5)

Из (5) в силу неравенства (4) вытекает

||A(x(1))||2 ≤ β0 · ||A(x0)||2,

где β0 = 1− 1
α(1−ε0γ) < 1. Аналогично устанавливается принадлежность x(n+1) при n = 0, 1, . . .

области D(A) и оценки

||x(n+1) − x(n)||1 ≤ γ

α
· ||A(x(n))||2, ||A(x(n+1))||2 ≤ β0 · ||A(x(n))||2.

Отсюда и из принципа выбора чисел ε0, ε следует, что все x(n+1) n = 0, 1, . . . принадлежат
U0 и имеет место предельные соотношения lim

n→∞x(n) = x∗, x∗ ∈ S(x0, ρ), lim
n→∞ ||A(x(n))||2 = 0.

Учитывая замкнутость оператора A в области D(A) получим: x∗ ∈ D(A), A(x∗) = 0, т.е. x∗

является решением уравнения (1). Покажем существование δ∗ > 0 при котором в S(x∗, δ∗) ⊂
S(x0, ρ) уравнение (1) не имеет решения отличного от x∗. Так как x∗ — внутренняя точка
S(x0, ρ), то найдется δ1 > 0, при котором S(x∗, δ1) ⊂ S(x0, ρ). Возьмем δ∗ = min(δ0, δ1) и
допустим, что в S(x∗, δ∗) существует решение x̃. Из равенств x∗ = x∗ − [H + F ′(x∗)]−1A(x∗),
x̃ = x̃− [H + F ′(x∗)]−1A(x̃) следует

x∗ − x̃ = x∗ − x̃− [H + F ′(x∗)]−1[A(x∗) −A(x̃)] =

= −[H + F ′(x∗)]−1 ·
{
A(x∗) −A(x̃) − [H + F ′(x∗)]−1[x∗ − x̃]

}
.
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Поэтому в силу (4) имеем ||x∗ − x̃||1 ≤ ε0γ · ||x∗ − x̃||1, где ε0γ < 1, т.е. x̃ = x∗.
Одновременно с итерационным процессом (2) рассмотрим

x̃(n+1) = x̃(n) − 1
α+ a

[H + F ′(x̃(n))]−1 · [Hx̃(n) + F (x̃(n)],

где x̃(0) = x0, n = 1, 2, . . . , a > 0 — некоторое число.
Несложно установить, что если ||x(n) − x̃(n)||1 < δ0, то

||x(n+1) − x̃(n+1)||1 ≤ β0 · ||x(n) − x̃(n)||1 +
(
γε0 +

a

α

) γ

α+ a
· ||A(x̃(n))||2 ≤

≤ βn0 · ||x(1) − x̃(1)||1 + n · βn1 · (γε0 +
a

α
)
γ||A(x0)||2
α+ a

, (6)

где β0 = 1 − 1
α(1 − ε0γ) < β1 = 1 − 1

α+a(1 − ε0γ) < 1. Известно, что lim
n→∞nβn1 = 0 и для ∀ν1 > 0,

∃N1, что для всех n ≥ N1 справедливо неравенство βn1 · n ≤ ν1. При выбранном N1, легко
устанавливается оценка

||x(n) − x̃(n)||1 ≤ N1 ·M · ν(a), n = 1, 2, . . . , N1,

где lim
a→0

ν(a) = 0. Выбрав ν1 > 0 и a0 ∈ (0, 1], удовлетворяющими неравенству

N1 ·M · ν(a0) +
(
γε0 +

a

α

)
ν1 · γ||A(x0)||2

α+ a
< δ0

получим, что ||x(n+1)−x̃(n+1)||1 < δ0 для всех n = 1, 2, 3, . . . . Переходя к пределу в (6) установим
равенство x∗ = lim

n→∞x(n+1) = lim
n→∞ x̃(n+1) = x̃.

Продвигаясь с шагом a ∈ (0, 1] получим, что все итерационные процессы (2) при α ≥ α0 ≥ 1
с одним и тем же начальным приближением x(0) = x0 сходятся к одному и тому же предельному
элементу x∗ ∈ S(x0, ρ). Причем для ∀ε > 0 справедлива оценка

||x∗ − x0||1 ≤ 1
1 − εγ

||A(x0)||2. (7)

Переходя к пределу при ε → 0 в правой части неравенства (7) установим оценку (3). Теорема
1 доказана.

З а м е ч а н и е 1. Известно, что демпфирующие множители в итерационных процессах
являются основным средством получения нелокальных условий сходимости. Доказанная тео-
рема выделяет условия, при которых итерационные процессы с различными демпфирующими
множителями и с одним и тем же начальным приближением сходятся к одному предель-
ному элементу (решению уравнения (1)).

Доказанную теорему 1 применяем к исследованию нелинейной двухточечной краевой зада-
чи

dx

dt
= f(t, x), t ∈ (0, T ), x ∈ Rn, (8)

g[x(0), x(T )] = 0, (9)

где f : [0, T ] ×Rn → Rn, g : R2n → Rn непрерывны.
Введем следующие обозначения:
C([0, T ], Rn) — пространство непрерывных на [0, T ] функций x : [0, T ] → Rn с нормой

||x(t)||1 = max
t∈[0,T ]

max
i=1,n

|xi(t)|, S(x0(t), ρ) = {x(t) ∈ C([0, T ], Rn) : ||x(t) − x0(t)||1 < ρ},
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x0(t) ∈ C([0, T ], Rn), G([0, T ], x0(t), ρ) = {(t, x) : t ∈ [0, T ], ||x− x0(t)|| < ρ},

G0(ρ) = {(y, v) : ||y − x0(0)|| < ρ, ||v − x0(T )|| < ρ}, H =
[
In

d
dt

On×n

]
, F (x) =

[ −f(t, x(t))
g[x(0), x(T )]

]
,

где In — единичная матрица размерности n, On×n — n× n – матрица с нулевыми элементами.
Тогда в паре пространств X = C([0, T ], Rn), Y = X+̇Rn задача (8), (9) эквивалентна

функциональному уравнению (1). Задача (8), (9) рассматривается при следующих предполо-
жениях

Условие А. Функции f(t, x), g(y, v) соответственно в G([0, T ], x0(t), ρ), G0(ρ) имеют равно-
мерно непрерывные частные производные f ′x(t, x), g′y(y, v), g′v(y, v) и

||f ′x(t, x)|| ≤ L1, ||g′y(y, v)|| ≤ L2, ||g′v(y, v)|| ≤ L3,

где x0(t) — непрерывная на [0, T ] и непрерывно дифференцируемая на (0, T ) функция, Li —
const, i = 1, 2, 3.

С помощью операторов J0 : C([0, T ], Rn) → Rn, JT : C([0, T ], Rn) → Rn определяемых
равенствами: J0x(t) = x(0), JTx(t) = x(T ) построим Cx̂ — линеаризатор оператора A(x)
в точке x̂(t) ∈ S(x0(t), ρ). Он имеет следующий вид

Cx̂ =
[
In

d
dt

On×n

]
+
[ −f ′x(t, x̂(t))
g′y[x̂(0), x̂(T )]J0 + g′v[x̂(0), x̂(T )]JT

]
.

Разрешимость линейного уравнения

Cx̂x = y, x ∈ X, (10)

где y =
[
f̃(t)
d

]
∈ Y эквивалентна разрешимости линейной двухточечной краевой задачи

dx

dt
= f ′x(t, x̂(t))x+ f̃(t), t ∈ (0, T ), (11)

g′y[x̂(0), x̂(T )]x(0) + g′v[x̂(0), x̂(T )]x(T ) = d. (12)

Линейная краевая задача (11), (12) называется корректно разрешимой с константой γ, если
для любых f̃(t) ∈ C([0, T ], Rn), d ∈ Rn задача (11), (12) имеет единственное решение x(t) и
справедливо неравенство

max
t∈[0,T ]

||x(t)|| ≤ γmax( max
t∈[0,T ]

||f̃(t)||, ||d||),

где γ — const, не зависящая от f̃(t), d.
Очевидно, что если задача (11), (12) корректно разрешима с константой γ, то

||C−1
x̂ ||L(Y,X) ≤ γ.

Поэтому применяя теорему 1 получим следующее утверждение

Т е о р е м а 2. Пусть выполнено условие А и для любого x̂(t) ∈ S(x0(t), ρ) линейная двух-
точечная краевая задача (11), (12) корректно разрешима с константой γ, удовлетворяющей
неравенству

γmax{ max
t∈[0,T ]

||ẋ0(t) − f(t, x0(t)||, ||g[x0(0), x0(T )]||} < ρ.

Тогда нелинейная краевая задача (8), (9) в S(x0(t), ρ) имеет изолированное решение x∗(t) и
существует число α ≥ 1, что последовательность непрерывно дифференцируемых на (0, T ) и
непрерывных на [0, T ] функций

xm+1(t) = xm(t) + Δxm(t), m = 0, 1, 2, . . . ,
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где Δxm(t) — решение линеаризованной двухточечной краевой задачи

dx

dt
= f ′x(t, xm(t))x− 1

α
[ẋm(t) − f(t, xm(t))], (13)

g′y[xm(0), xm(T )]x(0) + g′v[xm(0), xm(T )]x(T ) = − 1
α
g[xm(0), xm(T )] (14)

по норме C([0, T ], Rn) сходится к x∗(t).

В теореме 2 одним из основных требований является корректная разрешимость соответству-
ющих линеаризованных двухточечных краевых задач (13), (14). Для установления корректной
разрешимости линейных задач (11), (12) и оценки ее константы можно использовать метод
параметризации (м.п.) [11]. Этот метод также относится к итерационным методам и одно-
временно с коэффициентными условиями корректной разрешимости задачи позволяет найти
приближенное решение линейных двухточечных краевых задач. В то же время м.п. можно
также непосредственно применить к нелинейным двухточечным краевым задачам (8), (9).

Возьмем шаг h > 0, который ровно N(N = 1, 2, . . . ) раз укладывается на отрезке [0, T ], и по

нему произведем разбиение [O, T ) =
N⋃
r=1

[(r − 1)h, rh). Сужение функции x(t) на r-й интервал

[(r − 1)h, rh) обозначим через xr(t), т.е. xr(t) — вектор-функция размерности n, определенная
и совпадающая с x(t) на [(r − 1)h, rh). При этом задача (8), (9) сведется к эквивалентной
многоточечной краевой задаче

dxr
dt

= f(t, xr), t ∈ [(r − 1)h, rh), r = 1, 2, . . . , N, (15)

g[x1(0), lim
t→T−0

xN (t)] = 0, (16)

lim
t→sh−0

xs(t) = xs+1(sh), s = 1, 2, . . . , N − 1, (17)

где (17) — условия склеивания решения во внутренних точках разбиения. Если x(t) — решение
краевой задачи (8), (9), то система его сужений (xr(t)), r = 1, 2, . . . , N , является решением мно-
готочечной краевой задачи (15)–(17). И наоборот, если система функций (x̃r(t)), r = 1, 2, . . . , N ,
— решение задачи (15)–(17), то функция x̃(t), получаемая склеиванием этих функций, будет
решением исходной краевой задачи.

Через λr обозначим значение функции xr(t) в точке t = (r − 1)h и на каждом интервале
[(r − 1)h, rh) произведя замену ur(t) = xr(t) − λr получим краевую задачу с параметром

dur
dt

= f(t, ur + λr), ur[(r − 1)h] = 0, r = 1, 2, . . . , N, (18)

g[λ1, λN + lim
t→T−0

uN (t)] = 0, (19)

λs + lim
t→sh−0

us(t) = λs+1, s = 1, 2, . . . , N − 1. (20)

Если система функций (xr(t)), r = 1, 2, . . . , N — решение задачи (15)–(17), то система пар
(λr = xr[(r− 1)h], ur(t) = xr(t)− xr[(r− 1)h]), r = 1, 2, . . . , N будет решением краевой задачи с
параметром (18)–(20), и наоборот : если (λr, ur(t)), r = 1, 2, . . . , N — решение задачи (18)–(20),
то (λr + ur(t)), r = 1, 2, . . . , N будет решением многоточечной краевой задачи без парамет-
ра (15)–(17). Краевая задача с параметром выгодно отличается от задачи (15)–(17) тем, что
здесь появились начальные условия ur[(r − 1)h] = 0 и дифференциальные уравнения отно-
сительно неизвестных функций ur(t) рассматриваются на интервалах длины h. Поэтому при
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фиксированных значениях параметра λr функцию ur(t) можно определить из эквивалентных
интегральных уравнений

ur(t) =

t∫
(r−1)h

f(τ, λr + ur(τ))dτ, t ∈ [(r − 1)h, rh). (21)

Вместо ur(τ) подставляя ему соответствующее выражение получим, что

ur(t) =

t∫
(r−1)h

f(τ1, λr +

τ1∫
(r−1)h

f(τ2, λr + ur(τ2))dτ2)dτ1.

Повторяя этот процесс ν (ν = 1, 2, . . . ) раз для функции ur(t) установим следующее соотноше-
ние

ur(t) =

t∫
(r−1)h

f(τ1, λr +

τ1∫
(r−1)h

f(τ2, λr + · · · +
τν−1∫

(r−1)h

f(τν , λr + ur(τν))dτν) . . . )dτ2)dτ1. (22)

Переходя в правой части (22) к пределу при t→ rh− 0, находим

lim
t→rh−0

ur(t), r = 1, 2, . . . , N.

Подставляя их в (19), (20) и умножая обе части (19) на h > 0, получаем систему уравнений
относительно введенных параметров λr, r = 1, 2, . . . , N :

hg[λ1, λN +

T∫
(N−1)h

f(τ1, λN +

τ1∫
(N−1)h

f(τ2, λN + · · ·+

+

τν−1∫
(N−1)h

f(τν , λN + uN (τν))dτν) . . . )dτ2)dτ1] = 0, (23)

λs +

sh∫
(s−1)h

f(τ1, λs +

τ1∫
(s−1)h

f(τ2, λs + · · · +
τν−1∫

(s−1)h

f(τν , λs + us(τν))dτν) . . . )dτ2)dτ1]−

−λs+1 = 0, s = 1, 2, . . . , N − 1. (24)

Заметим, что каждое уравнение системы (23), (24) содержит только двух неизвестных: λ1, λN
и λs, λs+1. Поэтому для непрерывно дифференцируемых функций g, f при линеаризации (23),
(24) получим блочно-ленточную матрицу размерности nN ×nN . Систему уравнений (23), (24)
запишем в виде одного операторного уравнения

Qν,h(λ, u) = 0. (25)

Таким образом, для нахождения пар (λr, ur(t)), r = 1, 2, . . . , N имеем замкнутую систему урав-
нений (21), (25). Осуществляя обратный переход от задачи с параметром (18)–(20) к задаче без
параметра (15)–(17) и склеивая систему функций (λr+ur(t)), r = 1, 2, . . . , N получим решение
исходной задачи (8), (9).

Решение многоточечной краевой задачи с параметром (18)–(20) — систему пар (λr, ur(t)),
r = 1, 2, . . . , N — найдем по следующему алгоритму
Шаг 0. Начальное приближение по параметру λ(0) определяем из уравнения

Qν,h(λ, 0) = 0. (26)
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На отрезках [(r − 1)h, rh), решая задачу Коши (18) при λr = λ
(0)
r , находим u

(0)
r (t).

Шаг 1. Подставляя найденные u(0)
r (t) в (23), (24) из уравнения

Qν,h(λ, u(0)) = 0 (27)

определяем λ(1). На отрезках [(r − 1)h, rh), решая задачу Коши (18) при λr = λ
(1)
r , находим

u
(1)
r (t). И т.д.
Продолжая процесс, на k-м шаге получаем систему пар (λ(k)

r , u
(k)
r (t)) r = 1, 2, . . . , N .

Каждый шаг алгоритма содержит два этапа:
1) Решение уравнения (25) относительно λ при фиксированном ur(t), r = 1, 2, . . . , N .
2) Решение задачи Коши (18) на отрезках длины h > 0 при фиксированных значениях пара-
метра λ.

Возьмем непрерывную на [0, T ] и непрерывно дифференцируемую на (0, T ) функцию x0(t).
Сужение функции x0(t) на точки разбиения интервала [0, T ) при выбранном шаге h > 0 (Nh =
T ) обозначим через x0

h, т.е. x
0
h ∈ RnN и x0

hr = x0[(r − 1)h], r = 1, 2, . . . , N.
Введем следующие обозначения:

||λr|| = max
i=1,n

|λr,i|, S(x0
h, ρ1,h) = {λ ∈ RnN : ||λr − x0

hr|| < ρ1,h, r = 1, N},

Sh(0, ρ2,h) = {(ur(t)), r = 1, N : sup
t∈[(r−1)h,rh)

||ur(t)|| < ρ2,h},

Достаточные условия существования решения краевой задачи (1), (2), осуществимости и
сходимости предложенного алгоритма, а также оценку разности между точным и приближен-
ным (получаемым через k шагов) решениями устанавливает

Т е о р е м а 3. Пусть имеет место условие А и при некоторых h > 0 : Nh = T, ν (ν =
1, 2, . . . ) матрица Якоби ∂Qν,h(λ, u)∂λ обратима для всех (λ, u) ∈ S(x0

h, ρ1,h) × Sh(0, ρ2,h).
Тогда при выполнении неравенств
1) ||[∂Qν,h(λ, u)/∂λ]−1|| ≤ γν(h), γν(h) − const,

2) qν(h) = γν(h) max(1, L3h)[eL1h − 1 − L1h− · · · − 1
ν!(L1h)ν ] < 1,

3) 1
1−qν(h)γν(h) max(1, L3h)

(L1h)ν

ν! eL1h
[
L1hγν(h)||Qν,h(x0

h, 0)||+hmax
r=1,n

sup
t∈[(r−1)h,rh)

||f(t, x0
h,r)||

]
+

+γν(h)||Qν,h(x0
h, 0)|| < ρ1,h,

4) eL1h−1
1−qν(h)γν(h) max(1, L3h)

(L1h)ν

ν! eL1h
[
L1hγν(h)||Qν,h(x0

h, 0)||+hmax
r=1,n

sup
t∈[(r−1)h,rh)

||f(t, x0
h,r)||

]
+

+eL1h
[
L1hγν(h)||Qν,h(x0

h, 0)|| + hmax
r=1,n

sup
t∈[(r−1)h,rh)

||f(t, x0
h,r)||

]
< ρ2,h,

5) ρ1,h + ρ2,h ≤ ρ
нелинейная двухточечная краевая задача (8), (9) в шаре S(x0(t), ρ) имеет изолированное ре-
шение x∗(t) и справедлива оценка

||x∗(t) − x(k)(t)||1 ≤ γν(h) max(1, L3h)
(L1h)ν

ν!
eL1h

[qν(h)]k

1 − qν(h)
eL1h×

×[L1hγν(h)||Qν,h(x0
h, 0)|| + hmax

r=1,n
sup

t∈[(r−1)h,rh)
||f(t, x0

h,r)||
]
, (28)

где x(k)(t) — кусочно-непрерывно дифференцируемая функция на [0, T ], для которой функция
λ

(k)
r + u

(k)
r (t) является сужением на [(r − 1)h, rh), r = 1, N.
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. При выполнении условия А матрица Якоби
∂Qν,h(λ, u)/∂λ является производной Фреше оператора Qν,h(λ, 0) и она равномерно непрерывна
в шаре S(x0

h, ρ̃1,h), где ρ̃1,h < ρ1,h. Поэтому согласно Теореме 1 уравнение (26) в S(x0
h, ρ̃1,h) имеет

изолированное решение λ(0) и справедлива оценка

||λ(0) − x0
h|| ≤ γν(h)||Qν,h(x0

h, 0)|| ≤

≤ γν(h) max
{
h

∣∣∣∣
∣∣∣∣g[x0(0), x0(T − h) +

T∫
T−h

f(τ1, x0(T − h) + . . .+

τν−1∫
T−h

f(τν , x0(T − h))dτν) . . .)dτ1]
∣∣∣∣
∣∣∣∣,

max
s=1,N−1

∣∣∣∣
∣∣∣∣x0[(s− 1)h] − x0(sh) +

sh∫
(s−1)h

f(τ1, x0[(s− 1)h] + . . .+

+

τν−1∫
(s−1)h

f(τν , x0[(s− 1)h])dτν) . . .)dτ1]
∣∣∣∣
∣∣∣∣
}
. (29)

Решая интегральные уравнения (21) при λr = λ
(0)
r найдем функции u(0)

r (t), r = 1, N , опре-
деленные на интервалах [(r − 1)h, rh). Причем

||u(0)
r (t)|| ≤

∣∣∣∣
∣∣∣∣

t∫
(r−1)h

f(τ, u(0)
r (τ) + λ(0)

r )dτ −
t∫

(r−1)h

f(τ, λ(0)
r )dτ

∣∣∣∣
∣∣∣∣+

+
∣∣∣∣
∣∣∣∣

t∫
(r−1)h

f(τ, λ(0)
r )dτ

∣∣∣∣
∣∣∣∣ ≤ L1

t∫
(r−1)h

||u(0)
r (τ)||dτ +

∣∣∣∣
∣∣∣∣

t∫
(r−1)h

f(τ, λ(0)
r )dτ

∣∣∣∣
∣∣∣∣

и применяя лемму Гронуолла-Беллмана имеем

||u(0)
r (t)|| ≤ eL1h

∣∣∣∣
∣∣∣∣

t∫
(r−1)h

f(τ, λ(0)
r )dτ

∣∣∣∣
∣∣∣∣. (30)

Вновь используя итерационный процесс теоремы 1 найдем λ(1) — решение уравнения (27)
и установим оценку

||λ(1) − λ(0)|| ≤ γν(h)||Qν,h(λ(0), u(0))|| = γν(h)||Qν,h(λ(0), u(0)) −Qν,h(λ(0), 0)|| ≤

≤ γν(h) max(1, L3h)
(L1h)ν

ν!
max
r

sup
t∈[(r−1)h,rh)

||u(0)
r (t)||. (31)

Решая уравнения (21) при λr = λ
(0)
r , r = 1, N получим u

(1)
r (t) и оценки

||u(1)
r (t) − u(0)

r (t)|| ≤ (eL1[t−(r−1)h] − 1)||λ(1)
r − λ(0)

r ||. (32)

Аналогично (31), (32) устанавливаются неравенства

||λ(k+1) − λ(k)|| ≤ γν(h)||Qν,h(λ(k), u(k)) −Qν,h(λ(k), u(k−1))|| ≤ γν(h) max(1, L3h)×

× max
r=1,N

||
rh∫

(r−1)h

f(τ1, λ(k)
r +

τ1∫
(r−1)h

f(τ2, λ(k)
r + . . .+

τν−1∫
(r−1)h

f(τν , λ(1)
r + u(k)

r (τν))dτν) . . . )dτ1−
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−
rh∫

(r−1)h

f(τ1, λ(k)
r +

τ1∫
(r−1)h

f(τ2, λ(k)
r + ...+

τν−1∫
(r−1)h

f(τν , λ(1)
r + u(k−1)

r (τν))dτν) . . . )dτ1|| ≤ γν(h)×

×max(1, L3h) max
r=1,N

rh∫
(r−1)h

L1

τ1∫
(r−1)h

L1 . . .

τν−1∫
(r−1)h

L1||u(k)
r (τν) − u(k−1)

r (τν)||dτν . . . dτ1, (33)

||u(k)
r (t) − u(k−1)

r (t)|| ≤ (eL1[t−(r−1)h] − 1)||λ(1)
r − λ(0)

r ||. (34)

Подставляя (34) в правую часть неравенства (33) и вычисляя повторные интегралы получим
основное неравенство

||λ(k+1) − λ(k)|| ≤ qν(h)||λ(k) − λ(k−1)||. (35)

В силу условия qν(h) < 1 и неравенств (31), (32), (34), (35) следует сходимость предложенного
алгоритма и оценка (28).

Докажем изолированность решения x∗(t) ∈ S(x0(t), ρ). Возьмем число ε > 0, удовлетворя-
ющим неравенствам

εγν(h) < 1, qν(h) < 1 − εγν(h) (36)

и по нему в силу равномерной непрерывности ∂Qν,h(λ, u)/∂λ в S(x0
h, ρ1,h) × Sh(0, ρ2,h) найдем

δ > 0, при котором
||∂Qν,h(λ, u)/∂λ− ∂Qν,h(λ∗, u∗)/∂λ|| < ε

для всех (λ, u) ∈ S(λ∗, δ) × Sh(u∗, δ), где λ∗r = x∗[(r − 1)h], u∗r(t) = x∗(t) − λ∗r , r = 1, N и
Sh(u∗, δ) = {(ur(t)), r = 1, N : sup

t∈[(r−1)h,rh)
||ur(t) − u∗r(t)|| < δ}.

Пусть x̃(t) ∈ S(x∗, δ) ⊆ S(x0(t), ρ) решение задачи (8),(9). Тогда система пар λ̃r, ũr(t)),
λ̃r = x̃[(r− 1)h], ũr(t) = x̃r(t)− λ̃r, r = 1, N будет решением краевой задачи с параметром (18),
(19). При нашем выборе чисел ε > 0, δ > 0 аналогично неравенствам (34), (35) устанавливаются
оценки

||ũr(t) − u∗r(t)|| ≤ (eL1[t−(r−1)h] − 1)||λ̃r − λ∗r ||,

||λ̃− λ∗|| ≤ 1
1 − εγν(h)

qν(h)||λ̃− λ∗||.

Отсюда в силу неравенства (36) следует, что λr = λ∗r, ũr(t) − u∗r(t), r = 1, N .
Теорема 3 доказана.
Теорема 3 устанавливает достаточные условия применимости м.п. к нелинейной двухточеч-

ной краевой задаче (8), (9).
Алгоритм м.п. зависит от двух параметров:

1) шага разбиения — h > 0,
2) количества внутренних суперпозиций — ν.
Выбор этих параметров зависит от конкретных видов правой части дифференциального урав-
нения (8) и граничных условий (9).

Суть м.п. заключается в том, что интервал, где рассматривается дифференциальное урав-
нение разбивается на части с шагом h > 0 и исходная задача сводится к эквивалентной многото-
чечной краевой задаче с параметром. При этом дифференциальные уравнения с параметрами
отдельно рассматриваются на интервалах длины h > 0, а склеивание решений, определен-
ных на этих интервалах и выполнение краевых условий обеспечиваются с помощью введенных
параметров.

Теорема 3 без доказательства была анонсирована в [12].
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ПРОИЗВОДНЫЕ ЧЕБЫШЕВСКИХ СИСТЕМ И
ИНТЕРПОЛЯЦИЯ

А. А. Женсыкбаев

Институт математики МОН РК
480100 Алматы, Пушкина ул., 125, azh@math.kz

Найдены необходимые и достаточные условия того, что производные чебышевской системы
являлись чебышевскими системами соответствующего типа. Получены условия разрешимости
интерполяционной задачи биргоффова типа.

1. Определения. Приведем определения различных систем функций и их свойства, ко-
торые нам потребуются в дальнейшем. Систематическое изложение теории чебышевских си-
стем можно найти, например, в монографиях С.Карлина и В.Стаддена [1], М. Г.Крейна и
А.А.Нудельмана [2], Л.Л.Шумейкера [3].

Пусть Um = {u1(t), . . . , um(t)} — некоторая система функций, заданных на множестве M ⊂
R. Запись Um ⊂ M означает, что ui ∈ M (i = 1 : m), a

U (s)
m = {u(s)

1 (t), . . . , u(s)
m (t)}.

Опр е д е л е н и е 1. Система Um непрерывных на M функций называется чебышевской
или T -системой размерности m, если для любых t1 < · · · < tm (ti ∈M)

Um(t1, . . . , tm) :=

∣∣∣∣∣∣
u1(t1) . . . u1(tm)
. . . . . . . . . . .

um(t1) . . . um(tm)

∣∣∣∣∣∣ > 0.

Опр е д е л е н и е 2. Система Um ⊂ Cn−1(M) называется обобщенной чебышевской или
ET -системой порядка n размерности m (1 ≤ n ≤ m), если для любых t1 < · · · < tm (ti ∈M) и
натуральных чисел m1, . . . ,mk (mi ≤ n,

∑k
i=1mi = m)

Um

(
t1, . . . , tk
m1, . . . , mk

)
:=

∣∣∣∣∣∣∣
u1(t1) . . . u

(m1−1)
1 (t1) . . . u1(tk) . . . u

(mk−1)
1 (tk)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

um(t1) . . . u
(m1−1)
m (t1) . . . um(tk) . . . u

(mk−1)
m (tk)

∣∣∣∣∣∣∣
> 0.

Если n = m, то Um называют просто ET -системой размерности m (при n = 1 мы получаем
определение T -системы).

Keywords: Weak Chebyshev system, interpolation
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Опр е д е л е н и е 3. Система Um ограниченных и линейно независимых на M функций
называется слабой чебышевской или WT -системой размерности m, если для любых t1 < · · · <
tm (ti ∈M)

Um(t1, . . . , tm) ≥ 0.

Опр е д е л е н и е 4. Система Um называется полной чебышевской, или системой Мар-
кова, или CT -системой (ECT -, WCT -системой) размерности m, если для всех k = 1 : m
функции {u1, . . . , uk} образуют T -систему (ET -, WT -систему) на M .

Опр е д е л е н и е 5. Конечномерное линейное пространство непрерывных наM функций
называется чебышевским или T -пространством, если оно содержит базис, являющийся на
M T -системой той же размерности.

Аналогичным образом определяются CT -, ET -, WT -пространства.

2. Свойства систем. Мы приведем сводку необходимых нам свойств введенных систем
функций, а за доказательством отсылаем к упомянутым монографиям [1–3].

Из приведенных определений следует, что ET -система порядка k является ET -системой
порядка k − 1 (k > 1), а T -система является WT -системой.

Любая WT -система всегда может быть преобразована в WCT -систему [3, §2.6].

Предл ожени е 1. Для любой WT -системы Um на M найдется система
Vm ⊂ spanUm, являющаяся WCT -системой на M , и spanVm = spanUm (spanG — линей-
ная оболочка системы G).

Для T -систем это, вообще говоря, неверно. Примером тому является T -система {sin t, cos t}
на полуинтервале [0, π). Она не может быть преобразована в CT -систему на [0, π). Однако на
интервале это сделать можно [3, §2.5].

Предл ожени е 2. Для любой T -системы Um на (a, b) найдется система Vm ⊂
spanUm, являющаяся CT -системой на (a, b), и spanVm = spanUm.

Возникает вопрос: нельзя ли ввести понятие EWT -системы порядка k по аналогии с опре-
делением 2? Следующее утверждение показывает, что для заданных на отрезке функций это
делать нецелесообразно [1, с.18].

Предл ожени е 3. Если система Um функций из Cn−1[a, b] является слабой чебышев-
ской на [a, b], то для любых a ≤ t1 < · · · < tk ≤ b и натуральных m1, . . . ,mk (mi ≤ n, i = 1 :
k;
∑k

i=1mi = m)

Um

(
t1, . . . , tk
m1, . . . , mk

)
≥ 0.

На [0, 1] ECT -системы имеют следующее аналитическое представление [1, §11.1].

Предл ожени е 4. ECT -система Um = {u1, . . . , um} на [0, 1], удовлетворяющая усло-
виям

u
(j)
i (0) = 0 i = 2 : m, j = 0 : i− 1, (1)

представима в виде

u1(t) = w1(t),

u2(t) = w1(t)
∫ t
0 w2(x1)dx1,



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

um(t) = w1(t)
∫ t
0 w2(x1)dx1 . . .

∫ xm−2

0 wm(xm−1)dxm−1 . . . dx1,

где wi ∈ Cm−i (i = 1 : m) строго положительны на [0, 1].
Обратно, совокупность функций вида (2) образует ECT -систему на [0, 1] при любых стро-

го положительных на [0, 1] wi ∈ Cm−i (i = 1 : m).

3. Аппроксимация WT -систем. Пусть функция f задана на множестве M ⊂ R. Если
M �= R, то доопределим ее на R, положив f(t) = 0, t ∈ R \M .

Преобразованием Гаусса функции f называется свертка

Gε(f, x) =
1√
πε

∫ +∞

−∞
f(t)e−(x−t)2/εdt.

Естественно, мы рассматриваем те функции f , для которых эта свертка существует при всех
x ∈ R. Если, например, f локально интегрируема и |f(t)| ≤ cts при |t| ≥ a для некоторых c, s,
a, то Gε(f, x) является аналитической функцией и в каждой точке x непрерывности f

lim
ε→+0

Gε(f, x) = f(x).

Если же f имеет локально интегрируемую производную и |f ′(t)| ≤ cts при |t| ≥ a, то

G′
ε(f, x) = Gε(f ′, x). (3)

С помощью преобразования Гаусса можно аппроксимировать WT -системы ET -системами
аналитических функций (см., например, [1, §3.4; 2, §2.3]).

Предл ожени е 5. Если Um = {u1(t), . . . , um(t)} есть WT -система на множестве
M ⊂ R, то преобразование Гаусса

Gε(Um) = {Gε(u1), . . . , Gε(um)}

является ET -системой на R и в каждой точке t непрерывности

lim
ε→+0

Gε(Um, t) = Um(t).

Если Um непрерывна на [a, b], то Gε(Um) сходится равномерно к Um на любом отрезке [c, d] ⊂
(a, b).

В связи с аппроксимацией WT -систем нам потребуется простая

Лемма 1. Пусть Um = {u1(t), . . . , um(t)} — совокупность линейно независимых наM ⊂
R функций и последовательности {uin} (i = 1 : m) сходятся поточечно на M :

lim
n→∞uin(t) = ui(t) t ∈M, i = 1 : m.

Если последовательность {vn},

vn(t) =
m∑
i=1

ainuin(t),



равномерно ограничена на M ,

sup (|vn(t)| | t ∈M) ≤ K <∞, n = 1, 2, . . . ,

то коэффициенты ain ограничены в совокупности:

|ain| ≤ A <∞, i = 1 : m, n = 1, 2, . . . ,

и, следовательно, из {vn} можно выделить подпоследовательность, сходящуюся к элементу
из spanUm. Эта сходимость будет равномерной на M , если {uin} ⇒ ui (i = 1 : m) на M .

Док а з а т е л ь с т в о . Допустим противное: хотя бы одна из последовательностей ain не
ограничена. Тогда

lim
n→∞ an = +∞, an = max (|a1n|; . . . ; |amn|).

Не уменьшая общности рассуждений, предположим, что an �= 0 (n = 1, 2, . . . ) и an → +∞
при n → ∞. Последовательности {bin = ain/an} ограничены: |bin| ≤ 1. Поэтому из них можно
выделить сходящиеся подпоследовательности, причем так, что одна из них сходится к ±1.
Пусть для простоты

lim
n→∞ bin = bi, i = 1 : m; ∃ i : |bi| = 1.

В силу линейной независимости Um найдется точка t0 ∈M , в которой

m∑
i=1

biui(t0) �= 0.

Но тогда

lim
n→∞ vn(t0) = lim

n→∞ an

m∑
i=1

binuin(t0) = ∞,

что противоречит ограниченности последовательности {vn(t0)}. Лемма 1 доказана.

4. Интерполяционные свойства ET -пространств. Из определения 2 следует, что в
ET -пространствах порядка n (n ≥ 1) разрешима задача эрмитовой интерполяции.

Предл ожени е 6. Для любых точек

0 ≤ t1 < · · · < tk ≤ 1

натуральных чисел m1, . . . ,mk (mi ≤ n, i = 1 : k;
∑k

i=1mi = m) в ET -пространстве из Cn−1

порядка n размерности m существует единственный элемент u, интерполирующий числа
yij:

u(j)(ti) = yij , i = 1 : k, j = 0 : mi − 1. (4)

Очевидно и обратное утверждение: если для любых точек 0 ≤ t1 < · · · < tk ≤ 1 и натураль-
ных чисел m1, . . . ,mk (mi ≤ n, i = 1 : k;

∑k
i=1mi = m) и любых yij в линейном m-мерном

пространстве X ⊂ Cn−1 найдется элемент u, удовлетворяющий требованиям (4), то X есть
ET -пространство порядка n размерности m.

Из предложения 1 следует, что если Um ⊂ Cn−1 есть ET -система порядка n размерности
m, то

z(u, [0, 1]) < m ∀u ∈ spanUm, (5)

где z(f,M) — количество нулей функции f на множестве M с учетом их кратности.



Рассмотрим теперь интерполяционную задачу Эрмита-Биркгоффа. Пусть X — линейное
m-мерное подпространство функций из Cn−1, A и B — заданные множества из Zn,

Zr = {0, . . . , r − 1}, Z0 = ∅,
|A|+ |B| ≤ m (они могут быть и пусты), где |M | — количество элементов множества M (|M | =
0 ⇔M = ∅). При |A| + |B| < m зададим точки

0 = t0 < t1 < · · · < tk < tk+1 = 1

и натуральные числа m1, . . . ,mk (mi ≤ n, i = 1 : k),

mk
1 :=

k∑
i=1

mi = m− |A| − |B|.

Требуется указать условия, при которых в X существует элемент x, интерполирующий любые
наперед заданные значения yij :

x(j)(ti) = yij , i = 0 : k + 1, j ∈ Ji, (6)

где J0 = A, Jk+1 = B, Ji = Zmi (i = 1 : k) (при A = ∅ или B = ∅, или |A| + |B| = m
соответствующие требования в (6) снимаются).

Решение этой задачи очевидно: если Um = {u1, . . . , um} — базис в X, то задача (6) разре-
шима в X тогда и только тогда, когда отличен от нуля определитель

Δ = Um

(
0, t1, . . . , tk, 1
A, m1, . . . , mk, B

)
(7)

системы уравнений (6) относительно коэффициентов ci, где

x(t) =
m∑
i=1

ciui(t).

Ниже мы укажем одно достаточное условие разрешимости задачи (6). Для этого докажем
сначала разрешимость соответствующей интерполяционной задачи для алгебраических поли-
номов πm−1 степени не выше m− 1.

Те о р ем а 1. Для того чтобы в πm−1 существовал многочлен, интерполирующий лю-
бые наперед заданные значения yij, необходимо и достаточно выполнение условий Полиа:

mk
1 + |A ∩ Zj | + |B ∩ Zj | =: zj ≥ j, j = 1 : m. (8)

Если условия (8) выполняются, то интерполяционный полином в πm−1 единствен.

Док а з а т е л ь с т в о . Достаточность. Пусть выполняются условия (8). Тогда определи-
тель Δ системы уравнений

P (j)(ti) = yij , i = 0 : k + 1, j ∈ Ji, P (t) =
m−1∑
s=0

cst
s (9)

относительно коэффициентов cs, отличен от нуля.
Действительно, если Δ = 0 и c̄0, . . . , c̄m−1 — ненулевое решение соответствующей однород-

ной системы уравнений, то многочлен

P̄ (t) =
n∑
s=0

c̄st
s �≡ 0, n = max (j : c̄j �= 0),



имеет на (0, 1) по меньшей мере mk
1 нулей с учетом кратности и P̄

(a)(0) = P̄ (b)(1) = 0 (a ∈ A,
b ∈ B). Применяя к P̄ теорему Ролля, с учетом (8) заключаем, что производная P̄ (n)(t) ≡ n!c̄n
должна обращаться в нуль в некоторой точке ξ ∈ (0, 1). Полученное противоречие и показывает,
что Δ �= 0.

Таким образом, при выполнении условий (8) во множестве πm−1 существует единственный
многочлен, удовлетворяющий интерполяционным требованиям (6).

Необходимость. Пусть интерполяционная задача (6) разрешима для всех yij . Тогда соот-
ветствующая (9) однородная система уравнений (yij = 0) должна иметь лишь тривиальное
решение P (t) ≡ 0.

Допустив, что условия (8) не выполняются, во множестве πm−1 найдем многочлен P̄ �≡ 0,
удовлетворяющий (9) при всех yij = 0.

Пусть n̄ — минимальное число, для которого нарушается соотношение (8). Так как (8) верно
для n = mk

1, то n̄ > mk
1 и для n̄− 1 условия (8) выполняются. Поэтому

n̄ > zn̄ ≥ zn̄−1 ≥ n̄− 1,

и, следовательно, zn̄ = zn̄−1 = n̄−1 и n̄−1 /∈ A∪B. Многочлен P̄ ∈ πn̄−1 однозначно определим
из условий

P̄ (j)(ti) = 0 i = 1 : k, j = 0 : mi − 1 : P̄ (n̄−1)(0) = 1,

P̄ (a)(0) = 0, a ∈ A ∩ Zn̄; P̄ (b)(1) = 0, b ∈ B ∩ Zn̄.

Существование многочлена P̄ в πn̄−1 следует из достаточности доказываемой теоремы: интер-
поляционные требования для P̄ удовлетворяют условиям (8), где вместо m взято n̄. Так как
n̄ − 1 /∈ A ∪ B, то P̄ (j)(ti) = 0 (i = 0 : k + 1, j ∈ Ji) и P̄ �≡ 0. Полученное противоречие и
доказывает необходимость выполнения условий (8). Теорема 1 доказана.

З ам е ч а н и е 1. Условия (8) эквивалентны следующим требованиям:

m− 1 /∈ A ∩B, zj > j, j ∈ Zm−3 \ (A ∪B).

З ам е ч а н и е 2. Условия (8) выполняются, если, в частности,

A = Za, B = Zb (a, b ≥ 0) или mk
1 ≥ m− 1.

Опр е д е л е н и е 6. WT -система Um ⊂ Cs (ET -система порядка n, n > s) называ-
ется WTs-системой (ETs,-системой порядка n) размерности m, если spanU

(s)
m есть WT -

пространство (ET -пространство порядка n− s) размерности m− s.

Ясно, что ETs-система порядка n (n ≥ 1) является WTs-системой. Покажем сначала, что
WTs-пространство содержит множество многочленов πs−1.

Лемма 2. Если Um есть WTs-система, то πs−1 ⊂ spanUm.

Док а з а т е л ь с т в о . По предложению 5 преобразования Гаусса Gε(Um) системы Um =
{u1, . . . , um} есть ET -система, a spanGε(U (s)

m ) есть ET -пространство размерности m− s.
Зафиксируем произвольно точки 0 < t1 < · · · < tm < 1. Согласно предложению 6, в Gε(Um)

существует единственный элемент

vjε(t) =
m∑
i=1

cij(ε)uiε(t), ui(t) = Gε(ui),

интерполирующий функцию tj в точках ti :

vjε(ti) = tji , i = 1 : m, 0 ≤ j < s.



Если hjε(t) = tj − vjε(t) �≡ 0, то zm(hjε) ≥ m. По теореме Ролля zm−s(h
(s)
jε ) ≥ m − s, а в силу

(3) h(s)
jε ∈ spanGε(U

(s)
m ). Поэтому согласно (5) zm−s(h

(s)
jε ) < m − s. Полученное противоречие

доказывает, что hjε(t) ≡ 0.
Итак, vjε(t) ≡ tj (j = 0 : s - 1). Положим ε = 1/n,

cjn =
m∑
i=1

|cij(ε)|, dijn = cij/cjn, vjn = vjε/cjn.

Согласно лемме 1 с учетом предложения 5 из {vjn} можно выделить сходящуюся подпоследо-
вательность. Пусть для простоты

lim
n→∞ vjn(t) = vj(t), lim

n→∞ dijn = dij .

Ясно, что
∑m

i=1 |dij | �= 0. Поэтому и в силу линейной независимости системы Um

vj(t) =
m∑
i=1

dijui(t) �≡ 0.

C другой стороны,
vj(t) = tj/ lim

n→∞ cjn.

Следовательно, tj ∈ spanUm (j = 0 : s− 1). Лемма 2 доказана.
Теперь мы можем установить следующее достаточное условие разрешимости задачи (6).

Те о р ем а 2. Пусть даны ETs-система Um порядка n размерности m на [0, 1] (1 ≤ n ≤
m, 0 ≤ s ≤ n), целые числа s1, s2 ∈ [s, n] и множества A0, B0 ⊂ Zs (они могут быть и пусты)

A = A0 ∪ (Zs1 \ Zs), B = B0 ∪ (Zs2 \ Zs).

Для того чтобы в spanUm существовал элемент x, удовлетворяющий требованиям (6)
при любых наперед заданных yij, необходимо и достаточно выполнение условий Полиа:

k∑
i=1

mj + |A0 ∩ Zj | + |B0 ∩ Zj | ≥ j, j = 1 : s. (10)

Док а з а т е л ь с т в о . Пусть выполняются условия (8). Покажем, что определитель (7)
системы уравнений (6) отличен от нуля. Положим противное: Δ = 0. Тогда задача (6) с нулевой
правой частью имеет ненулевое решение u0(t) �≡ 0, u0 ∈ spanUm. Если u

(s)
0 (t) ≡ 0, то u0 ∈ πs−1,

и с учетом (8) по теореме 1 заключаем, что u0 ≡ 0. Если же u(s)
0 �≡ 0, то по теореме Ролля

находим, что z(u(s)
0 , [0, 1]) ≥ m− s. А так как u(s)

0 ∈ spanU
(s)
m и spanUm есть ET -пространство

порядка n− s размерности m− s, то из (5) следует, что z(u(s)
0 , [0, 1]) < m− s. Таким образом,

Δ �= 0.
Необходимость выполнения условий (10) вытекает из леммы 2 и необходимости условий

(8) в теореме 1: при нарушении хотя бы одного из требований (10) в πs−1 ⊂ spanUm най-
дется нетривиальный многочлен u, удовлетворяющий системе уравнений (7) с нулевой правой
частью. Теорема 2 доказана.

Сл е д с т в и е 1. Если в условиях теоремы 2 u(a)(0) = u(b)(1) = 0 (a ∈ A, b ∈ B), u ∈
spanUm, то

z(u, [0, 1]) < m− |A| − |B|. (11)



5. Критерии ET - и WT -пространств. Доказательство следующих двух утверждений
можно найти, например, в [3, гл. 2].

Предл ожени е 7. Линейное m-мерное пространство X ⊂ Cn−1 (X ⊂ C̃n−1) являет-
ся ET -пространством порядка n размерности m, 1 ≤ n ≤ m, тогда и только тогда, когда

z(u, [0, 1]) < m ∀u ∈ X. (12)

Предл ожени е 8. Линейное m-мерное пространство X ограниченных на M функций
является WT -пространством тогда и только тогда, когда

σ(u,M) < m (σ(u) < m) ∀u ∈ X, (13)

где σ(f,G) — количество перемен знака f на G:

σ(f,G) = sup (n | ∃ t1 < · · · < tn+1 ∈ G : f(ti)f(ti+1) < 0, i = 1 : n),

σ(f,G) = 0, если f не меняет знак на G.

Из предложения 4 очевидно вытекает критерий для ECT -пространств.

Предл ожени е 9. Линейное m-мерное пространство X функций из Cm−1 является
ECT -пространством размерности m тогда и только тогда, когда в X найдется совокуп-
ность функций Um = {u1, . . . , um}, представимых в виде (2).

Действительно, если X является ECT -пространством, то в нем найдется базис {v1, . . . , vm},
образующий ECT -систему. Совокупность функций

u1(t) = v1(t), uk(t) = vk(t) −
k−1∑
i=1

cikvi(t), k = 2 : m, (14)

где cik однозначно определяются из требований (1), образует ECT -систему, удовлетворяющую
условиям предложения 4 и, следовательно, имеющую представление (2). То, что коэффициенты
cik однозначно определяются из уравнений (14), следует из положительности определителя,
соответствующего системе уравнений (14), ибо функции {v1, . . . , vk−1} образуют ET -систему
размерности k − 1.

Опр е д е л е н и е 7. Совокупность Um = {u1, . . . , um} заданных на M функций называ-
ется ECTs-системой (WCTs-системой), если {u1, . . . , uk} есть ETs-система (WTs-система)
размерности k для всех k = s+ 1 : m.

Те о р ем а 3. Для того чтобыm-мерное линейное пространство X ⊂ Cm−1 было ECTs-
пространством (0 < s < m), необходимо и достаточно существование в X базиса Em =
{e1, . . . , em}, являющегося ECT -системой с ej(t) = tj−1 (j = 1 : s).

Док а з а т е л ь с т в о . Достаточность. Пусть Em = {e1, . . . , em} — базис в X, являю-
щийся ECT -системой размерности m с ej(t) = tj−1 (j = 1 : s). По аналогии с (14) его
легко преобразовать в ECT -систему Um = {u1, . . . , um}, удовлетворяющую условиям (1), и
uj(t) = tj−1 (j = 1 : s). Согласно предложению 4 элементы ui имеют представление (2). А так
как uj(t) = tj−1 (j = 1 : s), то wi(t) ≡ const (i = 1 : s). Поэтому

u
(s)
s+1(t) = cws+1(t),

u
(s)
s+2(t) = cws+1(t)

∫ t
0 ws+2(x1)dx1,



. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

u
(s)
m (t) = cws+1(t)

∫ t
0 ws+2(x1)dx1 . . .

∫ xm−2

0 wm(xm−1)dxm−1 . . . dxs+1,

По второму утверждению предложения 4 производные {u(s)
s+1, . . . , u

(s)
m } образуют ECT -систему

размерности m− s. Следовательно, X есть ECTs-пространство.
Необходимость. Пусть X есть ECTs-пространство размерности m. По лемме 8 πs−1 ⊂ X,

ибо X является и WCTs-пространством.
Через {v1, . . . , vm−s} обозначим ECT -систему в пространстве производных X(s) = {x(s) :

x ∈ X}. Тогда функции

uj(t) = tj−1, ui(t) =
1
s!

∫ 1

0
vi−s(y)(t− y)s−1

+ dy, i = s+ 1 : m, j = 1 : s, (15)

лежат в X и линейно независимы. Покажем, что {u(k)
k+1, . . . , u

k
m} является ECT -системой раз-

мерности m− k (k = 0 : s).
Действительно, предположим противное: найдется такое j, что Ukj = {u(k)

k+1, . . . , u
(k)
k+j} не

является ET -системой размерности j. Ясно, что k + j > s, ибо

u
(k)
k+i = ti−1(k + i− 1)!/(i− 1)! (i = 1 : s− k).

В силу предложения 7 в spanUkj найдется элемент v такой, что zj(v, [0, 1]) ≥ j. По теореме
Ролля

zj−s+k(vs−k) ≥ j − s+ k.

С другой стороны, v(s−k) ∈ span {v1, . . . , vj−s+k}, и по предложению 7

zj−s+k(vs−k) < j − s+ k.

Полученное противоречие показывает, что Ukj является ET -системой при любых k = 0 : s и
j = 1 : m− k. Теорема 3 доказана.

Сл е д с т в и е 2. Если Um = {u1, . . . , um} есть ECT -система на [0, 1] размерности m и
uj(t) = tj−1 (j = 1 : s; s ≤ m), то производные U (k)

m−k = {u(k)
k+1, . . . , u

(k)
m } образуют ECT -

систему размерности m− k (k = 1 : s).

Док а з а т е л ь с т в о . Пусть s фиксировано. При m = s следствие 2 очевидно. Пусть оно
верно для m = s+ n. Докажем его справедливость при m = s+ n+ 1.

Функции {u1, . . . , um−1} удовлетворяют условиям следствия, так как Um есть ECT -система.
Согласно предположению индукции производные {u(k)

k+1,. . . , u
(k)
m−1} образуют ECT -систему раз-

мерности m − 1 − k (k = 1 : s). С другой стороны, в силу теоремы 3 spanU (k)
m−k есть ECT -

пространство размерности m − k. Поэтому либо U (k)
m−k, либо Ū

(k)
m−k = {u(k)

k+1, . . . , u
(k)
m−1,−u(k)

m }
является ECT -системой. В соответствии с определением 6 нам достаточно показать, что хотя
бы для одного набора точек t1 < · · · < tl и чисел m1, . . . ,ml

∑l
i=1mi = m − k) определитель

U
(k)
m−k

(
t1, . . . , tl
m1, . . . , ml

)
положителен.

Зафиксировав точку t, возьмем l = 1, t1 = t, m1 = m− k и покажем, что U (k)
m−k

(
t1
m1

)
> 0.

Учитывая, что u(i)
j ≡ 0 (i = j : m− 1, j = 1 : s), находим

U
(k)
m−k

(
t1
m1

)
= k!(k + 1)! . . . (s− 1)!Δ, 1 ≤ k < s,



U
(s)
m−s

(
t1
m1

)
= Δ, Um

(
t1
m1

)
= 1!2! . . . (s− 1)!Δ,

где

Δ =

∣∣∣∣∣∣∣
u

(s)
s+1(t) . . . u

(m−1)
s+1 (t)

. . . . . . . . . . . . .

u
(s)
m (t) . . . u(m−1)

m (t)

∣∣∣∣∣∣∣
.

Определитель Um
(

t1
m1

)
положителен, ибо Um есть ECT -система. Поэтому Δ > 0 и, следо-

вательно, U (k)
m−k

(
t1
m1

)
> 0. Следствие 2 доказано.

Те о р ем а 4. Для того чтобы линейное m-мерное пространство X ⊂ Cs было WTs-
пространством (0 < s < m), необходимо и достаточно существование в X базиса Em =
{e1, . . . , em}, являющегося WCT -системой на [0, 1] с ej(t) = tj−1 (j = 1 : s).

При этом E
(k)
m−k = {e(k)k+1, . . . , e

(k)
m } есть WCT -система размерности m− k (k = 1 : s).

Док а з а т е л ь с т в о . Необходимость устанавливается точно так же, как в доказатель-
стве теоремы 3. Докажем остальные утверждения.

Пусть Em есть WCT -система с ej(t) = tj−1 (j = 1 : s). Положим

u1(t) ≡ 1,

ui(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, t < 0,
ei(1), t > 1,
ei(t) − ei(0), 0 ≤ t ≤ 1, i = 2 : m.

Легко видеть, что Um = {u1, . . . , um} естьWCT -система размерностиm на всей действительной
прямой, Um ⊂ C(−∞,+∞). Поэтому преобразование Гаусса этой системы Gε(Um) по предложе-
нию 5 есть ECT -система и Gε(u1) ≡ 1. Согласно теореме 3 spanG′

ε(Um) есть ET -пространство
размерности m− 1, а в силу следствия 2 совокупность производных G′

ε = {G′
ε(u2), . . . , G′

ε(um)}
является ECT -системой на [0, 1].

Покажем, что E′
m−1 являетсяWCT -системой на [0, 1]. Предположим противное: существует

k такое, что {e′2, . . . , e′k} не является WT -системой. Тогда U ′
k−1 = {u′2, . . . , u′k} не является

WT -системой на [0, 1] и по предложению 11 найдется элемент u′ ∈ spanU ′
k−1, который имеет

перемен знака на [0, 1] больше k − 1. Тогда σ(Gε(u′)) ≥ k для достаточно малых ε > 0. Но с
другой стороны, Gε(u′) = G′

ε(u) ∈ spanG′
ε, и по предложению 10 σ(Gε(u′)) < k. Полученное

противоречие доказывает, что E′
m−1 есть WCT -система на [0, 1].

Итак, для s = 1 теорема 4 доказана. При s > 1 мы применим теорему 4 (для s = 1)
последовательно к X ′, . . . , X(s−1), замечая каждый раз, что пространство X(k) содержит базис
{ 1
k!e

(k)
k+1, e

(k)
k+2, . . . , e

(k)
m }, являющийся WCT -системой размерности m − k и e(k)k+1/k! ≡ 1 (k = 1 :

s− 1). Теорема 4 доказана.
Теорема 4 при s = 1 другим методом получена в [4]. В связи с предложением 1 и теоремой 4

заметим, что не всякую WT -систему Um можно преобразовать в WCT -систему Vm так, чтобы
первый элемент системы Vm совпадал с наперед заданным неотрицательным элементом из
spanUm [2, с.72]. Примером тому служат функции (cм. [5])

u1(t) = (1 − t2)t, u2(t) = (1 − t)(2t− 1), u3(t) = 1,

образующие WCT -систему размерности 3 на [0, 1]. Но ни при каком u ∈ span{u1, u2, u3}
функции {u3, u} не образуют WT -систему размерности 2 на [0, 1], ибо σ(u1 − u3/9) = 2,
σ(u2 − u3/9) = 2.
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ТОЧНЫЕ ОЦЕНКИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ
ВОЛЬТЕРРОВСКОГО ТИПА

Р. Ойнаров
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Строятся расширяющиеся классы Pm, Qm, m ≥ 0 неотрицательных функций K(·, ·). Когда
ядра интегральных операторов

Kf(x) =

x∫
0

K(x, s)f(s)ds, Kf(s) =

∞∫
s

K(x, s)f(x)dx

принадлежат классам Pm, Qm, даются необходимые и достаточные условия ограниченности
оператора K из Lp(0,∞) в Lq(0,∞), 1 < p ≤ q < ∞. Классы Pm, Qm включают в себя ядра
многих известных операторов. Так, например, ядро оператора весового интегрирования при-
надлежит классу P0 ≡ Q0, а ядра операторов дробного интегрирования принадлежит P1 ∩Q1.

1. Постановка задачи. Основной целью работы является получение оценок

‖Kf‖q,µ ≤ c‖f‖p, f ∈ Lp(I) (1)

для широкого класса интегральных операторов вида

Kf(x) =

x∫
0

K(x, s)f(s)ds, x > 0, (2)

Kg(s) =

∞∫
s

K(x, s)g(x)dx, s > 0 (3)

с неотрицательным ядром K(·, ·).
Здесь и далее 1 < p, q <∞, I = (0,+∞), μ — борелевская мера на I, Lp,µ(I) — пространство

функций g : I → R с конечной нормой

‖g‖p,µ =

⎛
⎝

∞∫
0

|g(x)|pdμ(x)

⎞
⎠

1
p

,

Keywords: Volterra type integral operator, operator of fractional integration, dual inequality, Sharp estimate
2000 Mathematical Subject Classification: 47B38, 47G10
c© Р. Ойнаров, 2001.



причем ‖g‖p,µ ≡ ‖g‖p и Lp,µ(I) ≡ Lp(I) при dμ(x) = dx.
В последние четверть века ведутся интенсивные исследования оценок вида (1) для инте-

гральных операторов вольтерровского типа в связи с результатами полученными Томаселли,
Таленти, Брэдли, Макенхауптом, Кокилашвили, Мазьей, Розиным и др. (см. обзор [1]) для
оператора интегрирования с весом.

В работах [2–5] В.Д.Степанов установил точные оценки вида

‖Kϕ‖q,µ ≤ c‖vϕ‖p (4)

для оператора дробного интегрирования Римана - Лиувилля. Эти оценки дали новые импульсы
для исследования аналогичных оценок для операторов вида (2), (3) (см. [6–11]).

Заметим, что оценки (1) и (4) эквивалентны. Полагая в (4) vϕ = f , имеем оценку (1), где
ядра операторов (2) и (3) соответственно имеют вид K(x, s)v−1(s), K(x, s)v−1(x).

В работах [9], [11], [12] нами рассмотрены операторы вида (2), (3) с ядром K(·, ·) ≡ K1(·, ·) ≥
0, удовлетворяющим условию: существует постоянная d1 такая, что

1
d1

(K1(x, t) +K1(t, s)) ≤ K1(x, s) ≤ d1(K1(x, t) +K1(t, s)) (5)

при x ≥ t ≥ s ≥ 0.
Этому условию удовлетворяют ядра всех известных операторов дробного интегрирования.

В частности, и для этого класса операторов были установлены точные оценки вида (4), обобща-
ющие результаты работ [6], [7], [8]. Класс интегральных операторов с ядром, удовлетворяющим
условию (5), позже стал объектом исследования многих работ [13], [14], [15].

В работах [16], [17] в связи с теоремами вложения весовых пространств и с исследованием
спектральных свойств сингулярных дифференциальных операторов полярного типа были ис-
следованы оценки вида (4) для оператора кратного интегрирования с весами, ядро которого,
вообще говоря, не удовлетворяет условию (5). Поэтому, чтобы охватить широкий класс ин-
тегральных операторов вольтерровского типа, встречающихся в различных задачах анализа,
в частности, операторы типа кратного интегрирования с весами, в работе [18] были введены
расширяющиеся классы H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hn ⊂ . . . положительных ядер, где класс H1 ха-
рактеризуется условием (5), и для операторов (2), (3) с ядрами из класса Hn, n ≥ 1 даны
необходимые и достаточные условия справедливости неравенства (4) при 1 < p ≤ q < ∞ с
точной по порядку оценкой наименьшей постоянной в (4). Исследования операторов с ядрами
из класса Hn продолжены в работах [19], [20].

Из принадлежности ядра K(·, ·) операторов (2), (3) к классам Hn, n ≥ 1 вытекает, что
функция K(·, ·), вообще говоря, не убывает по первому аргументу и не возрастает по второму
аргументу, что ограничивает широту охвата исследования операторов вида (2), (3).

Здесь классы Hn расширены в двух направлениях, в зависимости от того, какой из опера-
торов (2) или (3) рассматривается. В случае (2) полностью снимается условие невозрастания
ядра K(·, ·) по второму аргументу, и не обязательно условие неубывания по первому аргументу.
Аналогичные ослабления условий на ядра идут и в случае оператора (3). Кроме того, резуль-
таты оценки (1) выражены в терминах ядра, не отражая принадлежность ядра к классам Hn,
как было в работе [18].

2. Необходимые понятия и обозначения. Для каждого n ≥ 0 определим классы Pn,
Qn ядер операторов вида (2), (3) соответственно, и договоримся писать K(·, ·) ≡ Kn(·, ·), если
K(·, ·) ∈ Pn или K(·, ·) ∈ Qn.

Сначала определим индуктивным образом классы Pn, n ≥ 0. Обозначим через K(x, s)
неотрицательную функцию, определенную при всех x ≥ s ≥ 0 и неубывающую по первому
аргументу.

К классу P 0 отнесем все ядра вида K0(x, s) ≡ v(s) ≥ 0, 0 ≤ s < ∞. Пусть определены
классы P i, i = 0, 1, . . . ,m − 1, m ≥ 1. По определению, ядро K(·, ·) = Km(·, ·) принадлежит



классу Pm тогда и только тогда, если существуют функции Ki(·, ·) ∈ P i i = 0, 1, . . . ,m − 1 и
число dm > 0 такие, что:

Km(x, s) ≤ dm(
m−1∑
i=0

Km,i(x, t)Ki(t, s) +Km(t, s))

при x ≥ t ≥ s ≥ 0, где

Km,i(x, t) = inf
0≤s≤t

Km(x, s)
Ki(t, s)

, i = 0, 1, . . . ,m− 1. (6)

В (6) и далее принимаем, что 0
0 = ∞, ∞ · 0 = 0. Из (6) следует, что функции Km,i(x, t),

i = 0, 1, . . . ,m− 1, m = 1, 2, . . . не убывают по первому аргументу и не возрастают по второму
аргументу и справедливы неравенства:

Km(x, s) ≥ Km,i(x, t)Ki(t, s), x ≥ t ≥ s ≥ 0 , i = 0, 1, . . . ,m, m = 0, 1, . . . , (7)

где для удобства принято Km,m(·, ·) ≡ 1, m = 0, 1, . . . .
В дальнейшем нам нужно следующее неравенство:
Пусть m > j > i ≥ 0. Тогда

Km,i(x, t) ≥ Km,j(x, τ)Kj,i(τ, t), x ≥ τ ≥ t ≥ 0 . (8)

Действительно, в силу (7), для x ≥ τ ≥ t ≥ 0 имеем:

Km,j(x, t) = inf
0≤s≤t

Km(x, s)
Kj(t, s)

≥ Km,i(x, τ) inf
0≤s≤t

Ki(τ, s)
Kj(t, s)

= Km,i(x, τ)Ki,j(τ, t) .

Таким образом, каждый класс Pm, m ≥ 0 ядер Km(·, ·) характеризуются наличием оценки
вида

Km(x, s) ≤ dm

m∑
i=0

Km,i(x, t)Ki(t, s) (9)

для всех x, t, s : x ≥ t ≥ s ≥ 0, где Km,i(·, ·) i = 0, 1, . . . ,m определены по формуле (6).
Теперь определим классы Pm, m ≥ 0. Ядро Km(·, ·) принадлежит классу Pm тогда и только

тогда, когда существует определенная в I функция u(·) ≥ 0, функция Km(·, ·) ∈ Pm, число
cm > 0 и имеет место соотношение:

c−1
m u(x)Km(x, s) ≤ Km(x, s) ≤ cm u(x)Km(x, s) (10)

для x ≥ s ≥ 0.
Как и выше для определения классов Qm, m ≥ 0 сначала определим классы Q

m
, m ≥ 0.

Неотрицательную функцию K(·, ·), определенную при всех x ≥ s ≥ 0 и не возрастающую по
второму аргументу, обозначим через K(·, ·). По определению, ядро K(·, ·) ≡ K0(·, ·) принадле-
жит классу Q

0
когда и только тогда, когда оно имеет вид K0(x, s) ≡ u(x) ≥ 0, 0 ≤ x < ∞.

Пусть определены классы Q
i
, i = 0, 1, . . . ,m − 1, m ≥ 1. Ядро K(·, ·) ≡ Km(·, ·) принадлежит

классу Q
m
тогда и только тогда, когда существуют функции Ki(·, ·) ∈ Qi, i = 0, 1, . . . ,m− 1 и

число dm > 0 такие, что:

Km(x, s) ≤ dm

m∑
i=0

Ki(x, t)Ki,m(t, s), x ≥ t ≥ s ≥ 0 ,

где Km,m(t, s) ≡ 1, Ki,m(t, s) = inf
t≤x<∞

Km(x,s)
Ki(x,t) , i = 0, 1, . . . ,m− 1.



Функции Ki,m(t, s), i = 0, 1, . . . ,m − 1, m = 0, 1, . . . не убывают по первому аргументу и
не возрастают по второму аргументу и для m > i > j ≥ 0 и t ≥ τ ≥ s ≥ 0 удовлетворяют
неравенству

Kj,m(t, s) ≥ Kj,i(t, τ)Ki,m(τ, s).

Определим классы Qm, m ≥ 0. Ядро K(·, ·) ≡ Km(·, ·) принадлежит классу Qm тогда и
только тогда, когда существуют определенная в I функция v(·) ≥ 0, функция Km(·, ·) ∈ Q

m
и

число cm > 0 такие, что:

c−1
m Km(x, s)v(s) ≤ Km(x, s) ≤ cmKm(x, s)v(s)

при x ≥ s ≥ 0.
Из определения классов Pm и Qm, m ≥ 0 вытекает, что P0 = Q0 и K(·, ·) = K0(·, ·) ∈ P0

тогда и только тогда, когда

c−1
0 u(x)v(x) ≤ K0(x, s) ≤ c0 u(x)v(x)

для всех x ≥ s ≥ 0. Следовательно, условие II из работы [11] характеризует принадлежность
ядра классу P0. Легко можно показать, что ядра, удовлетворяющие условию III из [11] при-
надлежат P1 ∩Q1. Кроме того, Hm класс ядер из работы [18] содержится в Pm ∩Qm.

Положим

A+(z, μ) ≡ A+(z, μ,K) =

⎛
⎜⎝

∞∫
z

⎛
⎝

z∫
0

Kp′(x, s)ds

⎞
⎠

q
p′

dμ(x)

⎞
⎟⎠

1
q

,

A−(z, μ) ≡ A−(z, μ,K) =

⎛
⎜⎜⎝

z∫
0

⎛
⎝

∞∫
z

Kq(x, s)dμ(x)

⎞
⎠

p′
q

ds

⎞
⎟⎟⎠

1
p′

,

B+(z, μ) ≡ B+(z, μ,K) =

⎛
⎜⎝

z∫
0

⎛
⎝

∞∫
z

Kp′(x, s)dx

⎞
⎠

q
p′

dμ(s)

⎞
⎟⎠

1
q

,

B−(z, μ) ≡ B−(z, μ,K) =

⎛
⎜⎜⎝

∞∫
z

⎛
⎝

z∫
0

Kq(x, s)dμ(s)

⎞
⎠

p′
q

dx

⎞
⎟⎟⎠

1
p′

,

где 1
p + 1

p′ = 1. В случае, когда μ — мера Лебега, полагаем A+(z, μ) ≡ A+(z), A−(z, μ) ≡ A−(z),
B+(z, μ) ≡ B+(z) и B−(z, μ) ≡ B−(z).

Напомним, что всюду в работе полагается 0
0 = ∞, ∞ · 0 = 0. Далее, соотношение A �

B означает A ≤ cB, где константа c > 0 может зависеть от параметров суммирования и,
возможно, константы эквивалентности в неравенствах типа (5). Мы пишем A ≈ B вместо
A� B � A. χ(a,b)(·) — характеристическая функция интервала (a, b).

3. Основные результаты.

Т е о р е м а 1. Пусть 1 < p ≤ q < ∞ и ядро оператора (2) принадлежит классу Pm,
m ≥ 0. Тогда следующие три утверждения эквивалентны:

1) для оператора (2) справедлива оценка (1);

2) A+(μ) = sup
z>0

A+(z, μ) <∞ ; (11)



3) A−(μ) = sup
z>0

A−(z, μ) <∞ . (12)

При этом, для наименьшей константы c в (1) имеет место соотношение A+(μ) ≈ A−(μ) ≈ c.

Т е о р е м а 2. Пусть 1 < p ≤ q < ∞ и ядро оператора (3) принадлежит классу Qm,
m ≥ 0. Тогда следующие три утверждения эквивалентны:

1) для оператора (3) справедлива оценка (1);

2) B+(μ) = sup
z>0

B+(z, μ) <∞ ;

3) B−(μ) = sup
z>0

B−(z, μ) <∞ .

При этом, для наименьшей константы c в (1) имеет место соотношение B+(μ) ≈ B−(μ) ≈ c.

Дуальное неравенство к неравенству (1) относительно формы
∞∫
0

f(x)g(x)dμ(x) будет:

‖K∗
µg‖p′ ≤ c ‖g‖q′,µ, g ∈ Lq′,µ(I), (13)

где дуальный оператор K∗
µ к операторам (2), (3) соответственно имеет вид:

K∗
µg(s) =

∞∫
s

K(x, s)g(x)dμ(x) , (14)

K∗
µg(x) =

x∫
0

K(x, s)g(s)dμ(s) . (15)

Действительно, имеем:

c = sup
f∈Lp(I),f �=0

‖Kf‖q,µ

‖f‖p
= sup

f∈Lp(I),f �=0
sup

g∈Lq′,µ(I),g �=0

∞∫
0

g(x)Kf(x)dμ(x)

‖g‖q′,µ ‖f‖p
=

= sup
g∈Lq′,µ(I),g �=0

sup
f∈Lp(I),f �=0

∞∫
0

f(s)K∗
µg(s)ds

‖f‖p ‖g‖q′,µ
= sup

g∈Lq′,µ(I)

‖K∗g‖p′

‖g‖q′,µ
, (16)

что показывает эквивалентность неравенств (13) и (1). Так как в силу (16) неравенства (1) и
(13) выполняются одновременно или нет, то из теоремы 1 и 2 имеем:

Т е о р е м а 3. Пусть 1 < q′ ≤ p′ < ∞ и ядро оператора (14) принадлежит классу Pm,
m ≥ 0. Тогда утверждения 2), 3) теоремы 1 и утверждение

1′) для оператора (14) справедлива оценка (13)
эквивалентны.

Т е о р е м а 4. Пусть 1 < q′ ≤ p′ < ∞ и ядро оператора (15) принадлежит классу Qm,
m ≥ 0. Тогда утверждения 2), 3) теоремы 2 и утверждение

1′) для оператора (15) справедлива оценка (13)
эквивалентны.

В случае, когда μ — мера Лебега, сравнивая условия и утверждения теоремы 3 при q′ = p,
p′ = q с условиями и утверждениями теоремы 1 и 2 соответственно, имеем:



С л е д с т в и е 1. Пусть 1 < p ≤ q < ∞ и ядро оператора (2) принадлежит классу Qm,
m ≥ 0. Тогда утверждения :

1) оператор (2) ограничен из Lp(I) в Lq(I) ;

2) A+ = sup
z>0

A+(z) <∞ ;

3) A− = sup
z>0

A−(z) <∞ .

эквивалентны, причем норма оператора (2) ‖K‖p→q ≈ A+ ≈ A−.

С л е д с т в и е 2. Пусть 1 < p ≤ q < ∞ и ядро оператора (3) принадлежит классу Pm,
m ≥ 0. Тогда утверждения :

1) оператор (3) ограничен из Lp(I) в Lq(I) ;

2) B+ = sup
z>0

B+(z) <∞ ;

3) B− = sup
z>0

B−(z) <∞ .

эквивалентны, причем норма оператора (3) ‖K‖p→q ≈ B+ ≈ B−.

4. Доказательство основных результатов. Теорема 2 доказывается также как теорема
1. Поэтому мы докажем только теорему 1. Сначала докажем слабую форму теоремы 1.

Т е о р е м а 1′. Пусть 1 < p ≤ q < ∞ и ядро оператора (2) принадлежит классу Pm,
m ≥ 0. Тогда оценка (1) для оператора (2) справедлива тогда и только тогда, когда:

Am ≡ Am(μ) = max
0≤i≤m

sup
z>0

Am,i(z, μ) <∞ , (17)

при этом Am ≈ c, где c — наименьшая константа в (1).
Здесь

Am,i(z, μ) =

⎛
⎝

∞∫
z

K
q
m,i(x, z)dμ(x)

⎞
⎠

1
q
⎛
⎝

z∫
0

K
p′
i (z, s)ds

⎞
⎠

1
p′

,

функции Km,i(·, ·), Ki(·, ·) i = 0, 1, . . . ,m из оценки (9).
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1′. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть ядро оператора (2)

принадлежит классу Pm, m ≥ 0 и имеет место оценка (1). Полагая в (1) f(·) = χ(0,z)(·), z > 0,
получим:

z
1
p c ≥ ‖Kχ(0,z)‖q,µ ≥

⎛
⎝

∞∫
z

⎛
⎝

z∫
0

Km(x, s)ds

⎞
⎠

q

dμ(x)

⎞
⎠

1
q

≥ (7) ≥

≥
⎛
⎝

∞∫
z

K
q
m,i(x, z)dμ(x)

⎞
⎠

1
q
⎛
⎝

z∫
0

Ki(z, s)ds

⎞
⎠ , i = 0, 1, . . . ,m .

Откуда вытекает, что Km,i(·, z) ∈ Lq,µ(z,+∞), i = 0, 1, . . . ,m для z > 0. Так как неравенства
(1) и (13) выполняются одновременно, то в (13), полагая g(·) = χ(z,∞)(·)Kq−1

m,i (·, z), 0 ≤ i ≤ m,
имеем:

⎛
⎝

∞∫
z

K
q
m,i(x, z)dμ(x)

⎞
⎠

1
q′

c ≥ ‖K∗
µg‖p′ ≥

⎛
⎜⎝

z∫
0

⎛
⎝

∞∫
z

Km(x, s)Kq−1
m,i (x, z)dμ(x)

⎞
⎠

p′

ds

⎞
⎟⎠

1
p′

≥



≥ (7) ≥
⎛
⎝

z∫
0

K
p′
i (z, s)ds

⎞
⎠

1
p′
⎛
⎝

∞∫
z

K
q
m,i(x, z)dμ(x)

⎞
⎠ .

Откуда
∞ > c ≥ Am. (18)

Необходимость доказана.
Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть ядро оператора (2) принадлежит классу Pm, m ≥ 0 и имеет

место (17). Пусть m = 0. По определению P 0 ядро оператора (2) имеет вид K0(x, s) ≡ v(s) ≥ 0.
Тогда оператор (2) — оператор (K0) интегрирования с весом v, а условие (17) дает оценку (см.
обзор [2]):

‖K0f‖q,µ � A0‖f‖p, f ∈ Lp(I).

Пусть из условия (17) при m = 0, 1, . . . , n− 1, n ≥ 1 вытекает оценка:

‖Kmf‖q,µ � Am‖f‖p, f ∈ Lp(I), (19)

где Km оператор (2) с ядром Km(·, ·) ∈ Pm.
Покажем, что из (17) приm = n следует справедливость оценки (19) и приm = n. Положим:

F (x) =

x∫
0

Kn(x, s)f(s)ds, x > 0,

где f произвольная неотрицательная функция из Lp(I), обращающаяся в нуль в некоторой пра-
вой окрестности нуля. Функция F (·) не убывает и обращается в нуль в некоторой окрестности
нуля. Пусть d ≡ dn, где dn из (9) при m = n. Для любого целого j ∈ Z определим:

xj = sup{x : F (x) ≤ (d+ 1)j , x ∈ I},
yj = inf{x : F (x) ≥ (d+ 1)j+1, x ∈ I},

причем считаем yj = +∞, если {x : F (x) ≥ (d+ 1)j+1, x ∈ I} = .
Из определения точек xj , yj и из монотонности функции F (·) следует, что при каждом

j ∈ Z
xj ≤ yj ≤ xj+1, (20)

F (x) < (d+ 1)j+1 при x < yj . (21)

Пусть Ij = [xj , yj+1). В силу (20):
I ⊂

⋃
j

Ij , (22)

причем это покрытие не более чем трехкратное.
Используя неравенства F (yj) ≥ (d+1)j+1, F (xj−1) ≤ (d+1)j−1 и неравенство (9) при x = yi,

t = xj−1 имеем:

(d+ 1)j−1 = (d+ 1)j − d(d+ 1)j−1 < F (yj) − dF (xj−1) ≤

≤
yj∫

xj−1

Kn(yj , s)f(s)ds+ d
n−1∑
i=0

Kn,i(yj , xj−1)Kif(xj−1). (23)

На основании (21), (22) и (23) получим:

∞∫
0

(Knf(x))qdμ(x) ≤
∑

j

∫
Ij+1

F q(x)dμ(x) �
∑

j

(d+ 1)q(j−1)μ(Ij+1) �



�
∑

j

μ(Ij+1)

⎛
⎜⎝

yj∫
xj−1

Kn(yj , s)f(s)ds

⎞
⎟⎠

q

+

+d
n−1∑
i=0

∑
j

K
q
n,i(yj , xj−1)μ(Ij+1)(Kif(xj−1))q = In + d

n−1∑
i=0

Ii. (24)

Применяя неравенство Гельдера и учитывая кратность покрытия (22), а также неравенства
(20), q ≥ p имеем:

In ≤
∑

j

μ(Ij+1)

⎛
⎜⎝

yj∫
xj−1

K
p′
n (yj , s)ds

⎞
⎟⎠

q
p′
⎛
⎜⎝
∫

Ij−1

|f |pds

⎞
⎟⎠

q
p

≤

≤ sup
y∈I

Aq
n,n(y)

⎛
⎜⎝∑

j

∫
Ij−1

|f |pds

⎞
⎟⎠

q
p

� (An)q‖f‖q
p. (25)

Выражение для Im, m = 0, 1, . . . , n− 1 перепишем в виде:

Im =

∞∫
0

⎛
⎝

t∫
0

Km(t, s)f(s)ds

⎞
⎠

q

dμi(t) = ‖Kmf‖q
q,µi

,

где dμm =
∑
j
μ(Ij+1)K

q
n,m(yj , xj−1)δ(t− xj−1)dt, δ(·) — дельта функция Дирака.

По нашему допущению для оператора Km, m = 0, 1, . . . , n−1 имеет место оценка вида (19),
следовательно:

Im � Aq
m(μm)‖f‖q

p, m = 0, 1, . . . , n− 1, (26)

где

Am(μm) = max
0≤j≤m

sup
z>0

⎛
⎝

∞∫
z

K
q
m,j(x, z)dμm(x)

⎞
⎠

1
q
⎛
⎝

z∫
0

K
p′
j (z, s)ds

⎞
⎠

1
p′

.

Далее, поскольку:
∞∫

z

K
q
m,j(x, z)dμm(x) =

∑
xj−1≥z

μ(Ij+1)K
q
n,m(yj , xj−1)K

q
m,j(xj−1, z) ≤ (8) ≤

≤
∑

xj−1≥z

∫
Ij+1

dμ(x)Kq
n,j(yj , z) ≤

∞∫
z

Kn,j(x, z)dμ(x),

то Am,j(z, μm) ≤ An,j(z, μ) для m = 0, 1, . . . , n− 1.
Тогда из (26) следует:

Im � Aq
n‖f‖q

p, m = 0, 1, . . . , n− 1. (27)

Из (24), (25) и (27) заключаем, что неравенство (19) имеет место и при m = n для функ-
ции из Lp(I), обращающихся в нуль в некоторой окрестности нуля. Но совокупность таких
функций плотна в Lp(I), поэтому неравенство (19) при m = n выполнено для всех f ∈ Lp(I).
Следовательно, для любого m ≥ 0 из (17) следует справедливость неравенства (1) с оценкой
c � Am для наименьшей константы c в (1). Эта оценка вместе с (18) дает c ≈ Am. Теорема 1′

доказана.
Теперь для доказательства теоремы 1 нам нужна



Л е м м а 1. Пусть ядро оператора (2) принадлежит классу Pm, m ≥ 0. Тогда для z > 0:

A+(z, μ,Km) ≈ max
0≤i≤m

Am,i(z, μ) ≈ A−(z, μ,Kn) ,

где константа эквивалентности не зависит от z > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1. В силу (7) A+(z, μ,Km) ≥ Am,i(z, μ) при i = 0, 1, . . . ,
m, следовательно:

A+(z, μ,Km) ≥ max
0≤i≤m

Am,i(z, μ). (28)

Применяя (9), имеем:

A+(z, μ,Km) �
m∑

i=0

Am,i(z) ≤ (m+ 1) max
0≤i≤m

Am,i(z, μ).

Откуда и из (28) следует: A+(z, μ,Km) ≈ max
0≤i≤m

Am,i(z, μ). Точно также доказывается соотно-

шение A−(z, μ,Km) ≈ max
0≤i≤n

Am,i(z, μ). Лемма 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть ядро Km(·, ·) оператора (2) принадлежит
классу Pm, m ≥ 0. Тогда по определению класса Pm существуют функции u(·) ≥ 0, Km(·, ·) ∈
Pm и число cm > 0 и имеет место соотношение (10). Тогда

‖Kmf‖q,µ ≈ ‖Kmf‖q,µu , (29)

где dμu ≡ uqdμ, Km и Km оператор (2), когда его ядро K(·, ·) соответственно равно Km(·, ·),
Km(·, ·).

Из (29) вытекает, что оценка (1) эквивалентна оценке:

‖Kmf‖q,µu ≤ c‖f‖p, f ∈ Lp(I), (30)

где c ≈ c и c, c — наименьшие константы в (1), (30) соответственно.
На основании теоремы 1′ выполнение оценки (30) эквивалентно условию Am(μu) < ∞,

причем c ≈ Am(μu). В силу леммы 1 имеем:

Am(μu) ≈ sup
z>0

A+(z, μu,Km), Am(μu) ≈ sup
z>0

A−(z, μu,Km). (31)

На основании (10):

A+(z, μu,Km) =

⎛
⎜⎝

∞∫
z

⎛
⎝

z∫
0

K
p′
m(x, s)ds

⎞
⎠

q
p′

uq(x)dμ(x)

⎞
⎟⎠

1
q

≈

≈

⎛
⎜⎝

∞∫
z

⎛
⎝

z∫
0

Kp′
m(x, s)ds

⎞
⎠

q
p′

dμ(x)

⎞
⎟⎠

1
q

= A+(z, μ,Km). (32)

Точно также устанавливаем:

A−(z, μu,Km) ≈ A−(z, μ,Km). (33)

Из (31), (32) и (33) и из эквивалентности неравенств (1) и (30), констант c и c имеем, что
выполнение неравенства (1) и условий (11), (12) эквивалентны, и имеет место соотношение
A+ ≈ A− ≈ c. Теорема 1 доказана.



Покажем справедливость утверждения cледствия 1.
Пусть Km(·, ·) ∈ Qm. Положим B+

p,q(z) ≡ B+(z), B−
p,q(z) ≡ B−(z), A+

p,q(z) ≡ A+(z), A−
p,q(z) ≡

A−(z), указывая зависимость от параметров суммирования. Рассмотрим оператор (3) с ядром
Km(·, ·). На основании теоремы 2 оператор (3) ограничен из Lq′(I) в Lp′(I) тогда и только
тогда, когда выполнено одно из условий:

B+
q′,p′ ≡ sup

z>0
B+

q′,p′(z) <∞, B−
q′,p′ ≡ sup

z>0
B−

q′,p′(z) <∞, (34)

причем ‖K+‖q′→p′ ≈ B+
q′,p′ ≈ B−

q′,p′ .
Но сопряженный к оператору (3) совпадает с оператором (2) с ядром Km(·, ·) ∈ Qm, m ≥ 0,

поэтому ограниченность оператора (2) из Lp(I) в Lq(I) и каждый из условий (34) эквивалент-
ны. Так как B+

q′,p′(z) ≡ A−
p,q(z), B

−
q′,p′(z) ≡ A+

p,q(z), то ограниченность оператора (2) с ядром
Km(·, ·) ∈ Qm, m ≥ 0 эквивалентно каждому из условий A+ < ∞, A+ < ∞ и при этом
‖K‖p→q ≈ A+ ≈ A−. Следствие 1 доказано.

Утверждение cледствия 2 доказывается аналогично.
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ОБ АЛГОРИТМИЧЕСКОМ МОДЕЛИРОВАНИИ
СЛОЖНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

И. Т. Пак, Н. Г. Макаренко, Л. М. Каримова, С. А. Ким

Институт математики МОН РК
480100 Алматы, Пушкина ул., 125, park@math.kz, makarenko@math.kz

В статье рассматриваются методы алгоритмического моделирования сложных природных
систем на примере динамики уровня Каспийского моря. Этот водоем демонстрирует уникаль-
ные динамические сценарии на разных масштабах времени. Этапы регрессии перемежают-
ся трансгрессией, следуя динамике детерминированного хаоса. Мы восстанавливаем диффео-
морфную копию аттрактора универсальной гладкой модели по временным рядам уровня на
разных масштабах времени. Оценки динамических характеристик, полученных по реконструк-
ции (размерность аттрактора, Ляпуновские показатели) используются для схемы многомерно-
го локального авторегрессионного прогноза. Прогноз реализован на искусственной нейронной
сети. Мы тестируем этот подход для инструментального временного ряда уровня Каспия.

Введение. Известны два термина, описывающие различные по modus operandi подходы
к построению математических моделей. Математическим моделированием называют ана-
литическое или численное описание процесса или системы. В этом случае модель - система
дифференциальных или разностных уравнений, допускающих единственное аналитическое или
численное решение. Симуляцией (simulation) называют модели, представленные в виде ком-
пьютерной программы. Такой программой является, например, искусственная нейронная сеть
(ИНС), которая позволяет извлекать явные знания из таблиц данных [1].

Аналитическая модель не предполагает описание процесса в наблюдаемых переменных, и
решение обычно дается в переменных, не допускающих проверку in vivo. Дополнительные труд-
ности, которые возникают при интерпретации решений, связаны с двумя обстоятельствами. Во-
первых, такая модель дает возможные, а не практически реальные варианты динамического
сценария; для поиска последнего рекомендуется обращаться к эксперименту. Во-вторых, редук-
ция исходной (обычно нелинейной и многомерной) системы уравнения к варианту, пригодному
для интегрирования, приводит к варианту, который уже не в состоянии salvare apparentices. С
другой стороны, численные решения обычно оставляют слишком много вопросов, связанных с
устойчивостью и точностью выбранного алгоритма. В качестве паллиативы для сложных си-
стем обычно ограничиваются моделью-метафорой (toy model), которая по построению, должна
отследить наиболее существенные детали реального динамического сценария [2]. Конечно, та-
кая модель не изоморфна реальности, но незаменима и полезна для моделирования нелинейных
процессов. Наиболее известными примером служит модель "кучи песка", предложенная Баком
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о Тонгом для описания метастабильной устойчивости в явлении самоорганизации критично-
сти [3]. К сожалению, для ряда практически интересных проблем, вообще не существует кор-
ректных математических моделей. Хорошими примерами для нашего региона могут служить
прогностические задачи сейсмологии и метеорологии, динамика колебаний уровня Каспия, ди-
агностика структурированных радиационных полей ядерных полигонов, деградация Арала и
т.д.

В этой ситуации хорошей стратегией является реконструкция модели непосредственно из
наблюдательных данных. Этот подход, который активно развивается последние двадцать лет,
называют алгоритмическим моделированием [1, 5–7]. В его основе лежит предположение о
том, что временной ряд или измеренный сигнал является непрерывной нелинейной проекци-
ей фазовой траектории неизвестной нам диссипативной динамической системы, обладающей
компактным низкоразмерным аттрактором. Такое предположение позволяет реконструировать
диффеоморфную копию аттрактора непосредственно из наблюдаемых данных в евклидовом
пространстве подходящей размерности. Разумеется, такая копия сохраняет лишь наиболее уни-
версальные (грубые) свойства оригинала, с точностью до предположения о типичности или
превалентности [5, 6]. Такими свойствами являются обычно топологические и масштабные
(скейлинговые) характеристики реальной динамики: размерность (емкость) аттрактора, ля-
пуновские показатели, топологическая и динамическая энтропии. Реконструкция геометрии
из временных рядов представляет собой вложение временного ряда в Rn, поэтому сам метод
иногда называют эмбедологией. Необходимая для этого процедура (алгоритм Такенса) кон-
структивна в том смысле, что позволяет по реконструкции оценить одновременно упомянутые
выше динамические характеристики. Многомерная реконструкция позволяет не только диа-
гностировать нелинейную динамику, но реализовать схему нелинейного авторегрессионного
прогноза, основанную на поведении локальной окрестности фазовой точки. Для оптимальной
аппроксимации предиктора — нелинейной непрерывной вектор-функции удобно использовать
распределенную динамическую систему с ассоциативной памятью — искусственную нейронную
сеть [1, 28]. В данной статье мы применяем приемы алгоритмического моделирования вместе с
симуляцией для исследования динамики уровня Каспийского моря. Такой комплексный подход
не использовался ранее.

Наблюдательные данные. Каспийское море представляет собой крупнейший внутрима-
териковый водоем. Его эволюция в геологическом масштабе времени представляла собой мно-
гократную смену трансгрессивных и регрессивных фаз [8–10]. В начале палеогена Каспий был
открытым морем, связанным с Мировым океаном. В олиголцене, он вместе с Черным морем
отделился от Средиземного, а затем и от Черного моря. Это было связано с крупномасштаб-
ным поднятием хребтов Малой Азии и Кавказа. Однако, временами образовавшееся бессточное
озеро сообщалось с упомянутыми морями. Уровень древнего Каспия порой достигал 125 м в
абсолютных отметках. Эта стадия сменилась глубокой трансгрессией (в поздеапшеронское вре-
мя), когда Каспий впервые принял очертания, близкие к современным. В четвертичное время
эти колебания продолжались. Максимальные фазы трансгрессии, имевшие место 480, 280, 170
и 60 тыс. лет назад, перемежались глубокими минимумами (500, 340 и 90 тыс. лет назад).
Эпохи чрезвычайно низких уровней (до −60 м.) в 27–18 и 11–9 тысячелетиях были перелом-
ными в истории моря. За последние 10 тыс. лет максимальные уровни Каспия по видимому не
превосходили отметки −21 м, а размах колебаний сократился до 10 м и менее. Разумеется, эти
данные носят весьма условный характер. Наиболее достоверные сведения об уровне начинают-
ся с начала нашей эры. Почти наверное, в начале первого века амплитуда колебаний достигала
12 м, вблизи средней отметки −28 м. В период с X по XVI век амплитуда уменьшилась до 7
м, что было связано, по-видимому, с прекращением стока Амударьи. В XV–XVI веках уровень
находился на отметке −26 м, а затем стал резко повышаться, достигнув в 1804 году отметки
−22.7 м. Начавшееся затем падение, к периоду инструментальных наблюдений, достигло от-
метки −25.8 м. Относительно стабильный уровень в 30-х годах нашего столетия начал резко



понижаться, продолжая падать до 1957 года (−29.4 м). После очередной стабилизации, снова
началось падение, достигшее в 1977 году самой низкой за последние 700 лет цифры −29.1 м.
С 1978 года уровень стремительно повышается и достиг в 1995 году отметки −26.7 м. Заме-
тим, что это самый продолжительный подъем уровня после 1820 года [11], который в условиях
стационарного климата, продолжается уже 18 лет (рисунок 1).
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Рис. 1: Инструментальный период. Ежемесячные значения уровня Каспия.

К началу 1996 г. была достигнута отметка −26.6 м., а площадь моря увеличилась на 40000
кв.км. Эта ситуация, осложненная ветровыми нагонами, породила массу проблем. Экономика
Рын-песков [12] оказалась в полной зависимости от ближайшего эпизода динамического сце-
нария моря. На первый взгляд, проблема моделирования динамики бессточного водоема не
представляет особых трудностей. Однако, простые схемы вероятностного прогноза [13–15], ос-
нованные на балансовой арифметике стока и испарения не привели к успеху: корреляционные
связи слагаемых баланса слишком упрощены, а испарение, вообще не удается описать кор-
ректным образом [16–19]. Альтернативный подход к проблеме Каспия может быть основан на
алгоритмическом моделировании и нейросетевых технологиях.

Фракталы, аттракторы и эмбедология.
ПустьK — компактное метрическое пространство с метрикой d (x, y) ; тогда множество всех

непустых замкнутых подмножеств Ai ⊂ K образует компактное метрическое пространство H
с метрикой Хаусдорфа h:

∀A,B ∈ K,h(A,B) = max
{

sup sup
x∈A

inf
y∈B

d(x, y), sup
x∈B

inf
y∈A

d(x, y)
}
. (1)

Пусть wn : K → K, n ∈ {1, 2, . . . N} липшиц-непрерывные сжимающие (гиперболические)
отображения. Для A ∈ H : wn(A ≡ {wn(x) : x ∈ A}) определим систему W итеративных
функций (IFS): H → H:

W (A) =
⋃
n

wn(A). (2)

Очевидно, что последовательность итераций вида

W ◦m(A),W ◦m(A) = W (W ◦(m−1)(A)) (3)



сходится в H(h) к аттрактору или фракталу [20]:

G = W (G) : G = lim
m→∞W ◦m(A);G ⊂ H. (4)

Пусть, например:

K ≡ [0, 1]; IFS = {w1, w2};w1 = (1/3)x;w2 = (1/3)x+ (2/3);W =
⋃
i=1,2

wi. (5)

Тогда аттрактор
G = lim

m→∞W ◦m (6)

— канторово множество.
Одним из тривиальных, но полезных приложений IFS является фрактальная интерполяция

функций [21]. В этом случае, аттрактором является график, к которому IFS итерируют экспе-
риментальные точки R2. Точнее, пусть {(xi, yi) ∈ I × R : i = 0, 1, . . . , N}, где I = [x0, xN ] ⊂ R
есть замкнутый интервал, содержащий аргументы экспериментальных точек. Предположим,
что непрерывные функции:

f : I → R; f (xi) = yi, i = 0, 1, 2, . . . , N, (7)

интерполируют наши данные. Если ограничится классом функций, графики которых

Gr = {(x, f(x)) : x ∈ I} (8)

являются аттракторами некоторых IFS, то интерполяция сводится к нахождению набора непре-
рывных отображений wn : K → K таких, что G — их единственный аттрактор, для компакт-
ного множества K ⊂ I × R. Эти функции называются фрактальными интерполирующими
функциями [21].

Для диссипативной динамической системы роль IFS выполняют динамические уравнения.
Точнее, диффеоморфизм f : M → M в фазовом пространстве M , имеет аттрактор Λ, как
предельное множество траекторий Clos = {f i(x)}i≥0, где f i+1(x) = f(f i(x)) для множества
начальных точек B с положительной лебеговой мерой [22]. Для любого множества S ⊂ M и
точки x ∈ B определим меру μ(x, S) как:

μ (x, S) = lim
M→∞

(M)−1
∑M

i=1
χ
(
f i (x) |S ), (9)

где χ
(
f i (x) |S ) — индикаторная функция S. Предел, определяющий μ(x, S) существует, по

меньшей мере, для диффеоморфизмов, удовлетворяющих аксиоме A [30] и тогда μ(S) (не за-
висящая от x) называется натуральной мерой аттрактора Λ.

Пусть такая мера существует, и траектории f t порождают наблюдаемую (временной ряд)
x = {xi}Ni=0, как липшиц-непрерывную функцию фазовых координат. Предположим, что ем-
кость c(Λ) аттрактора конечна, и начальная точка y0 = (x0, x1, . . . , xn−1) ∈ B — типичная точка
для меры μ(x, S). Теорема Такенса [5] утверждает, что предельное множество полутраекторий
дискретной динамической системы в Rn:

(x0, x1, . . . , xn−1) → (x1, x2, . . . , xn) → . . . , (10)

при n ≥ 2c(Λ) является вложением Λ в Rn, с точностью до предположения о типичности. Алго-
ритм построения вложения (отображение сдвига) дает универсальную динамическую систему,
продуцирующую ограниченную (т.е. возрастающую медленнее экспоненты) наблюдаемую как
значение первой координаты вектора в пространстве вложения Rn [5–6]. Отображение сдвига
называют часто отображением запаздывающих координат. Для оценки неизвестной емкости



аттрактора используют корреляционный интеграл [23] — статистику числа ε-близких пар век-
торов Xm

j :

Cm (ε) = lim
N→∞

∑
j

∑
k

θ (
∣∣Xm

j −Xm
k

∣∣− ε ) , (11)

где θ(s) — функция Хевисайда, а |∗| — подходящая векторная норма. Асимптотика Cm (ε) ∝
εν , при ε → 0 позволяет определить корреляционную размерность наблюдаемой ν ≤ c(Ω) как
наклон прямолинейного участка графика корреляционного интеграла, построенного в двойной
логарифмической шкале. Поскольку этот наклон различен для разных m, размерность опре-
деляют по минимальному m, для которого эта зависимость достигает насыщения [23]. Для
гауссовского шума насыщение отсутствует и ν = m.

Для "коротких"зашумленных рядов используют модифицированный корреляционный ин-
теграл с Гауссовским ядром. При этом, в оценке близких пар участвуют все точки, с весами,
распределенными по нормальному закону. Такой прием кроме корреляционной размерности
позволяет одновременно оценить динамическую энтропию и уровень шума.

Фрактальная аппроксимация и эмбедология в применении к Каспию. Мы ис-
пользовали фрактальную аппроксимацию для 100-летних палеоданных уровня с 13900 г. A.C.,
чтобы получить эквидистантный ряд с 10-летним разрешением (рисунок 2).
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Рис. 2: График фрактальной аппроксимации 100-летнего ряда уровня. Квадраты-реальные
значения, линия-аппроксимация со скейлинговым показателем в диапазоне [−0.5, 0.5].

Разумеется, полученная аппроксимация содержит значительные метрические искажения,
но они не столь существенны для топологической реконструкции аттрактора. На рисунках 3–4
приведены 3D реконструкции аттракторов с помощью алгоритма Такенса по временным рядам
палеоданных [8]. Рисунки показывают, что на двух разных масштабах времени динамика уров-
ня бистабильна: фазовые портреты демонстрируют спонтанные переходы между состояниями
высокого и низкого уровня вдоль диагонали 3D реконструкции. Тот же эффект для наиболее
короткого (инструментального) периода наблюдается на рисунке 1.
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Рис. 3: 3D реконструкция фазового портрета временного ряда вариаций уровня на масштабах
времени около 250 лет. Сглаженная выборка 10-летних данных.

На рисунке 5 приведены наклоны стандартных корреляционных интегралов для инструмен-
тального периода. Наблюдается хорошее плато вблизи ln ε ≈ −3. Корреляционная размерность
ν = 2.9; целая часть может быть объяснена существованием полугодовой и годовой моды, а
дробная часть указывает на возможное присутствие детерминированного хаоса. Используя
Гауссовское ядро, мы оценили размерность того же ряда, после сглаживания фильтром Уитте-
кера и нашли ν = 1.6 + 0.06 и K = 0.013 для динамической энтропии. Эта оценка согласуется
с предыдущей ν = 2.9, поскольку после фильтрации исчезла сезонная мода. Оценки корре-
ляционной размерности и положительная K энтропия не противоречат гипотезе о сценарии
Динамического Хаоса [30] в колебаниях уровня Каспия.

Нейропрогноз. В простейшем случае линейного прогноза [24], предсказание x̂(n) отсчета
x(n) временного ряда x(t = nΔt), n = 0, 1, 2, . . . , N на один шаг является линейной функцией
предшествующих значений:

x̂ (n) = a1x (n− 1) + . . . . . .+ akx (n− k) . (12)

Порядок авторегрессии оценивают обычно пользуясь критерием Акайке. Веса ai вычисля-
ются так, чтобы ошибки предсказания

w (n) = x (n) − x̂ (n) ; n = 1, 2, . . . , N − k, (13)

были независимыми случайными переменными. Если ввести оператор сдвига отсчета на один
шаг назад: T 2 ≡ T (Tx (n)) = x (n− 1), то получим:

(
1 − a1T − . . . . . .− akT

k
)
x (n) ≡ Sk [T ]x (n) = w (n) . (14)

Таким образом, линейное предсказание эквивалентно действию авторегрессионного (AR)
фильтра, на вход которого подается белый шум. Предсказание на p шагов достигается итери-
рованием AR-фильтра. Среднеквадратическая ошибка предсказания, при p → ∞, стремится
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Рис. 4: 3D реконструкция динамики уровня данных, полученных после фрактальной аппрок-
симации 100-летних значений (13900г.А.С. - 1900г.A.D.).

к постоянной (дисперсии σ2
x ), для стационарного временного ряда и резко возрастает с p для

нестационарной модели.
В случае локального многомерного прогноза предполагается, что сигнал продуцируется ав-

тономной линейной динамической системой, которая описывается системой k уравнений, с ре-
шением:

�q (t) = exp [At] �q (0) , (15)

где A — матрица коэффициентов, а −→q (0) — вектор начальных значений. Для дискретного
случая t = nΔt и:

�q (nΔt) = exp [AΔt] exp [A (n− 1) Δt] �q (0) = exp [AΔt] �q ((n− 1) Δt) . (16)

Теперь очевидно, что исходное решение удовлетворяет разностному уравнению первого по-
рядка nΔt = n :

�q (n) = B�q (n− 1) , B = lim (exp [AΔt]) ≡
∑∞

m=0

(AΔt)m

m!
. (17)

Исключая из этой системы k − 1 переменную, получим, например, для qj(n):
(
1 − cj1T − cj2T

2 − · · · − cjkT
k
)
qj (n) = 0. (18)

Таким образом, детерминированная система эквивалентна действию линейного, безэн-
тропийного инвариантного относительно сдвига фильтра.

Нелинейный локальный AR-прогноз сводится к поиску наилучшей аппроксимации непре-
рывной нелинейной функции:

x̂(n) = Φ(x(n− 1), x(n− 2), . . . , x(n−m)). (19)
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Рис. 5: Слопы корреляционного интеграла для массива месячных значений (1908 точек). Ряд
стандартизован. τ = 3, σ = 1, 5. Размерности погружения m = 5 − 9.

Здесьm— размерность вложения временного ряда в Rm, а аргументом Φ является вектор фазо-
вой точки реконструкции. Существует несколько подходов для поиска такой аппроксимации.
В данной работе для этого используется искусственная нейронная сеть[1, 25–29]. Последняя
состоит из формальных нейронов, образующих слои: входной, на который подаются примеры
обучающей выборки, скрытый (один или несколько) и выходной, где результат вычисления се-
ти сравнивается с известным ответом, для оценки функции ошибки. Математически, каждый
нейрон представляет собой адаптивный сумматор с нелинейным преобразователем.Например,
если n, s ≥ 1 целые числа, выход нейронной сети с одним скрытым слоем (т.н. перцептрон)
содержащим n нейронов отображает входной вектор x ∈ Rs, в скаляр вида:

z =
n∑
k=1

akφ(wI
kx + bk), (20)

где k = 1, 2, . . . , n, wI
k ∈ Rs — веса нейронов скрытого слоя, φ — функция активации нейрона,bk

— порог и ak — вещественные числа. В качестве φ(∗) обычно выбирают логистическую функцию
φ(x) = (1 + exp(−(x)))−1 или другую сигмоидальную функцию, обеспечивающую хорошую
дискриминацию в задачах классификации. Если существует второй скрытый слой, содержащий
m нейронов, то промежуточные переменные zj ( выходные значения каждого j-го нейрона) из
первого скрытого слоя подвергаются аналогичной обработке и на выходе формируются числа
(ответы):

z =
m∑
l=1

clφ(wII
l z + dl). (21)

Полученные по всем примерам множество значений z сравнивается с известными ответами
zt и полученная ошибка используется для исправления весов. Коррекция весов происходит од-
новременно с обработкой входного сигнала при его передаче от входа к выходу, но в обратном
направлении: сначала исправляются веса n-го слоя, затем n−1 и т.д. Поэтому, описанный метод
обучения часто называют методом обратного распространения ошибки. Можно показать [27–



29], что такая схема, реализованная на многослойной сети, может равномерно аппроксимиро-
вать с произвольной точностью любую непрерывную функцию многих переменных, заданную
в компактной области.

На практике для построения локального многомерного прогноза на входные нейроны по-
следовательно подаются вектора Такенса

Xm
j ≡ (xj , xj−1, . . . , xj−m+1)

(m — размерность вложения), выходом служит известные прошлые значения временного ряда
xj+1. После обучения сети на известных примерах и тестирования на примерах с известными
ответами, но не включенными в обучение, сеть вычисляет (предсказывает) N+1 значение ряда.
Многошаговое предсказание, в простейшем варианте, сводится к итерации этого процесса. В
общем случае многошаговое предсказание получают использованием оптимального лага, не
равного единице. Горизонт прогноза T определяется максимальным Ляпуновским показателем
λm : T ∝ λ−1

m . Мы использовали в этой работе базовый менеджер нейронных сетей MultiNeuron
(Красноярск, ИВМ) в режиме предиктора и сети, написанные в пакете MatLab− 5.2.
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Рис. 6: График инструментального временного ряда уровня Каспия и значений, вычисленных
нейронной сетью.

Для эксперимента был взят инструментальный временной ряд уровня Каспия. На рисун-
ке 6 приведены результаты эпигноза (прогноза в прошлое) значений, полученных нейронной
сетью, вместе с реальными отсчетами. Совпадение двух кривых очень хорошее. Полученные
результаты показывают, что сочетание методов алгоритмического моделирования с нейросете-
выми технологиями эффективны для получения практического прогноза динамики сложных
природных систем.

Дальнейший прогресс в этой задаче предполагает использование векторных нейронных се-
тей (гипернейронов). В такой сети функциями активации является множество сжимающих
отображений, наделенное вероятностной мерой. Гипернейрон позволяет получить аттрактор
множества входных векторов и реализовать векторный прогноз.
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РАВНОМЕРНАЯ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ
РАЗДЕЛЕННОСТЬ СЕМЕЙСТВА МОРФИЗМОВ

ВЕКТОРНОГО РАССЛОЕНИЯ

М. И. Рахимбердиев

Институт математики МОН РК
480100 Алматы, Пушкина ул., 125, marat@math.kz

Устанавливаются необходимые и достаточные условия равномерной экспоненциальной раз-
деленности линейного расширения динамической системы на векторном расслоении в терминах
сильной положительности автоморфизма, порождающего динамическую систему.

Пусть (E, p,B) — метризованное векторное расслоение со слоем Rn (E — пространство
расслоения, p — проекция, B — база, полное метрическое пространство), (X,χ) — автоморфизм
этого векторного расслоения (см. [1]). Считаем,что автоморфизм (X,χ) удовлетворяет следуя
им условиям:

а)X — гомеоморфизм E на E, χ — гомеоморфизм B на B, сужение X[b] на слой p−1(b)
отображения X при всяком b ∈ B есть невырожденное линейное отображение слоя p−1(b) на
слой.

б) sup
b∈B

max{‖X[b]‖ ,∥∥(X[χb])−1 ‖} < +∞.

Пусть Xm — динамическая система на E, χm — динамическая система на B, m ∈ Z. Здесь
Z — множество целых чисел. Динамическая система Xm называется линейным расширением
динамической системы χm (см. [2]).

Определим согласно [2] гомоморфизм Ξ в группу целых чисел Z в группу автоморфизмов
векторного расслоения (E, p,B). В этом случае будем говорить, что семейство (Xm, χm)m ∈ Z,
определяет гомоморфизм Ξ ∈ Hom(Z,Aut(E, p,B)).

О п р е д е л е н и е 1. Гомоморфизм Ξ ∈ Hom(Z,Aut(E, p,B)), порождаемый семейством
(Xm, χm), m ∈ Z, удовлетворяет условию равномерной экспоненциальной разделенности с
индексом k ∈ {1, . . . , n − 1}, если существуют такие вещественные числа α > 0, β > 0, что
для всякого b ∈ B пространство можно так разложить в прямую сумму подпространств
Rk и Rn−k, что для любых ξ ∈ Rn−k, η ∈ Rk, ξ �= 0, η �= 0 и любых t ∈ Z+, s ∈ Z+, t ≥ s,
имеет место неравенство

∣∣Xtξ
∣∣ |Xsξ|−1 ≥ α

∣∣Xtη
∣∣ |Xsη| exp(β(t− s)). (1)
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Это определение есть модификация условия экспоненциальной разделенности семейства
морфизмов векторного расслоения, данного в [3]. Отличие приведенного здесь определения
состоит в том, что оно включает дополнительное требование о независимости констант α, β
от выбора b ∈ B.Заметим также, что в упомянутом определении из [3] для каждого b ∈ B
подпространство Rk задается единственным образом, а Rn−k при этом может быть выбрано
как любое алгебраическое дополнение к подпространству Rkв p−1(b). Заметим, что констан-
та α зависит от выбора Rn−k, поэтому для включения условия равномерности по b требуем
существования какого-либо разложения пространства p−1(b) в прямую сумму Rk и Rn−k, то
есть Rn−k в этом случае уже не может быть любым алгебраическим дополнением к Rk . Что-
бы подчеркнуть единственность подпространства для любого b будем его обозначать (как и в
определении, данном в [3]) через Rk0(b).

Цель данной работы получить условия существования равномерной экспоненциальной раз-
деленности, аналогичные полученным в [4, 5] для случая экспоненциальной разделенности
семейства морфизмов в точке. Рассмотрим сначала случай экспоненциальной разделенности
индекса n− 1.

Для данного векторного расслоения (E, p,B) определим следующим образом расслоение
(E′, p′, B) (не векторное, в соответствии с определением на стр. 22 из [1]), которое является
подрасслоением расслоения (E, p,B).

Обозначим через конус в p−1(b). Под конусом K в мы будем понимать такое выпуклое
замкнутое множество, что если x ∈ K, то τx ∈ K для любого τ > 0 и, если x ∈ K, −x ∈ K, то
x = 0. Кроме того, будем считать, что конусы телесные(с непустой внутренностью).

Пусть E′ = ∪
b∈B

K(b), p′ = p на K(b). Такое расслоение назовем конусным.

Известное понятие положительности и сильной положительности линейного оператора рас-
пространим на автоморфизмы векторного расслоения.

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что автоморфизм (X,χ) : (E, p,B) → (E, p,B)
положителен в точке b ∈ B относительно конусного подрасслоения векторного расслоения
(E, p,B), если X[b]E′

b ⊂ E′
χb.

Если автоморфизм (X,χ) : (E, p,B) → (E, p,B) положителен в точке b ∈ B, относитель-
но некоторого конусного подрасслоения, то такой автоморфизм назовем положительным в
точке, при этом предполагая, что такое подрасслоение существует. Если же автоморфизм по-
ложителен в любой точке, то его назовем просто положительным.

О п р е д е л е н и е 3. Автоморфизм (X,χ) : (E, p,B) → (E, p,B) назовем сильно поло-
жительным, если существует такое Δ > 0, что для каждой точки любые автоморфизмы
(Y, χ) : (E, p,B) → (E, p,B), удовлетворяющие условию

‖ Y [b](X[χb])−1 − I ‖ +
∥∥X [b](Y [χb])−1 − I ‖ < Δ,

положительны в этой точке.

Т е о р е м а 1. Гомоморфизм Ξ ∈ Hom(Z,Aut(E, p,B)), порождаемый семейством
(Xm, χm), m ∈ Z, равномерно экспоненциально разделен с индексом n − 1 тогда и только
тогда, когда существует такое s ∈ N , что автоморфизм (Xs, χs) : (E, p,B) → (E, p,B)
сильно положителен.

Д о к а з а т е л ь с т в о 1. Необходимость. Пусть гомоморфизм Ξ ∈ Hom(Z,Aut(E, p,B))
удовлетворяет условию равномерной экспоненциальной разделенности с индексом n−1(n > 1).

А. Докажем, что
inf
b∈B

inf
m∈N

∠(XmR1, XmRn−1
0 (b)) > 0,



где ∠(·, ·) — угол между векторными подпространствами, определяемый как inf углов между
векторами из этих подпространств.

В силу условия б), наложенного на автоморфизм (X,χ), существует такое число a > 0, что
для любого b ∈ B имеет место неравенство

max{‖X[b]‖, (‖X[χb])−1‖} < a.

Cледовательно, для любых b ∈ B, m ∈ Z выполняется неравенство

‖Xm[b]‖ ≤ am (2)

Фиксируем любую точку b ∈ B. Для произвольных единичных векторов e1 ∈ R1, e2 ∈
Rn−1

0 (b) имеем

am ‖e1 − e2 ‖ ≥ ‖ Xm(e1 − e2) ‖ = ‖ Xme1 −Xme2 ‖ ≥ |‖Xe1 ‖ − ‖ Xe2 ‖| =

= ‖Xme1‖ || 1 − ‖Xme2‖ ‖Xme1‖−1 | ≥ a−m
∣∣∣1 − αe−βm | .

Если выбрать такое m, что αe−βm < 1/2, то получаем ‖e1 − e2‖ > 0, 5a−2m( фиксируем m,
удовлетворяющее этому неравенству, далее значение m будем уточнять).

Пусть γ — угол между векторами e1, e2. Тогда в силу выбора m и равенства 2 sin(γ/2) =
‖e1 − e2‖ получаем, что γ > 2 sin(a−m/4).отсюда и из произвольности b вытекает справедли-
вость утверждения п. A.

Б. Установим существование конусного подрасслоения расслоения (E, p,B), инвариантного
относительно автоморфизма (X,χ).

Фиксируем m ∈ N , b ∈ B и выберем в слое p−1(b) какой-либо ортонормированный базис
e1, . . . , en, а в слое p−1(χmb) — ортонормированный базис h1, . . . , hn. Пусть U — изометрическое
линейное отображение из p−1(b) в p−1(χmb), такое что hi = Uei, i− 1, . . . , n.

Обозначим: S = U−1Xm[b]. Оператор S задает отображение слоя p−1(b) в себя. Поэтому
имеем (Sx, Sy) = (S∗Sx, y) = ((Xm[b])∗Xm[b]x, y). Данное скалярное произведение в базисе

e1, . . . , en пространства p−1(b) задается равенством (ξ, η) =
n∑
i=1

ξiηi, где ξ = (ξ1, . . . , ξn), η =

(η1, . . . , η2).
Пусть x1, . . . , xn — ортонормированная система собственных векторов симметрического опе-

ратора S∗S, отвечающих собственным значениям d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn. Имеем

di = (S∗Sxi, xi) = (Sxi, Sxi) = | Xm[b]xi |2 , i = 1, . . . , n;

причем, векторы x1, . . . , xn образуют ортонормированную систему в p−1(b), а векторы Xm[b]x1,
. . . , Xm[b]xn — ортогональную в p−1(χmb).

Выберем m ∈ N так, чтобы выполнялось неравенство α exp(mβ) > 1, тогда, в силу (1),
имеем |Xmξ| > |Xmη| для любых таких, что

ξ ∈ R1, |ξ| = 1, η ∈ Rn−1
0 (b), |η| = 1.

Так как
d1 = max

x∈Rn,|x|=1
|Xm[b]x| , d2 = min

Rn−1∈Gn−1(Rn)
max

x∈Rn−1,|x|=1
|Xm[b]x| ,

то в силу условия экспоненциальной разделенности индекса n − 1 выполняется неравенство
d1 > d2.

Докажем, что существует такое δ > 0, что круговые конусы K(b), оси которых направле-
ны вдоль векторов x1(b) с углами между осью и образующими конуса, равными δ, образуют
требуемое конусное подрасслоение.



Пусть
inf
b∈B

inf
m∈N

∠(XmR1, XmRn−1
0 (b)) = γ.

В силу п. А γ > 0.
Покажем, что существует такое m ∈ N , что угол между подпространством Rn−1

0 (b) и под-
пространством L — ортогональным дополнением к вектору x1(b) меньше γ/2.

Действительно, если это не так, то представив всякий единичный вектор η ∈ Rn−1
0 (b) в виде

η = cos θx1(b) + sin θe1, где θ — угол между векторами η и x1(b), e1 — единичный вектор из
подпространства L, получаем

Xm[b]η = cos θXm[b]x1(b) + sin θXm[b]e1.

В силу ортогональности векторов в правой части равенства имеем

| Xm[b]η | ≥ cos θd1 �≥ cos(π/2 − γ/2)� d1 ≥ sin(γ/2)d1.

С другой стороны, учитывая принадлежность вектора η подпространству Rn−1
0 (b), приходим

к неравенству
| Xm[b]η | ≤ α−1 exp(−βm)d1.

В результате при m > −β−1 ln(α sin(γ/2) получаем противоречивые неравенства. Следова-
тельно, существует требуемое m, которое и выберем.

Теперь, полагая δ = π/2−γ/2, покажем, что конусы такого раствора образуют инвариантное
конусное подрасслоение, удовлетворяющее всем необходимым требованиям.

Действительно, инвариантность конуса K(b), вытекает из того, что d1 > d2, подпростран-
ство L пересекается с конусом K(b) только в нуле. Далее, значение числа m уточняем так,
чтобы оператор Xm[b] был сильно положителен относительно конуса K(b).

Этот факт доказан в теореме из [4]. Равномерность условия экспоненциальной разделен-
ности и неравенство (2) позволяет распространить все рассуждения, проведенные для данной
точки b на любую из B. И, наконец, максимальное из выбранных в процессе доказательства
число m обозначим через s. Необходимость доказана.

2. Достаточность. Пусть существует конусное подрасслоение, удовлетворяющее условию
теоремы. Тогда в соответствии с доказанным в [4] ( из леммы и теоремы в части достаточности)
имеет место экспоненциальная разделенность семейства автоморфизмов индекса n− 1 в точке
b. Так как такое утверждение справедливо для любой точки b ∈ B, то остается показать, что
константы α, β в условии экспоненциальной разделенности можно выбрать независимо от b.

Допустим, что требование равномерности по b не выполняется, тогда это означает, что
существует такая последовательность bi ∈ B, i = 1, 2, . . . , что экспоненциальная разделенность
в каждой точке выполняется с постоянными αi,βi , причем так, что при по крайней мере одно из
условий αi→0, βi→0 имеет место. =о тогда аналогично тому, как установлено при доказательстве
достаточности теоремы в [4], существуют такие αi,βi , что для данных s,Δ автоморфизм (Xs, χs)
не удовлетворяет условию сильной положительности в некоторой точке b. Теорема доказана.

Рассмотрим теперь условие экспоненциальной разделенности с произвольным индексом.
Обозначим ξ = (E, p,B). Операция внешнего умножения, непрерывная на категории вектор-
ных пространств, определяет при k ≤ n для векторного расслоения его k-ю внешнюю степень∧k ξ = (

∧k E, pk, B). Риманова метрика на ξ порождает риманову метрику на
∧k ξ. Отображе-

ние
∧kX :

∧k E → ∧k E определяется с помощью послойного отображения (
∧kX)[b] =

∧kX[b]
слоя p−1

k (b) на слой p−1
k (χb).

В [5] доказано, что гомоморфизм Ξ ∈ Hom(N,Aut(E, p,B)), порождаемый семейством
(Xm, χm), экспоненциально разделен с индексом k ∈ {1, . . . , n − 1} в точке b ∈ B тогда и
только тогда, гомоморфизм Ξn−k ∈ Hom(N,Aut(

∧n−k E, pn−k, B)), порождаемый семейством
(
∧n−kXm, χm), m ∈ N , экспоненциально разделен с индексом n − 1 в точке b ∈ B. Следова-
тельно, применив теорему 1 к автоморфизму (

∧n−kX,χ) векторного расслоения (
∧k E, pk, B)



можно получить аналог теоремы 1 для произвольного индекса экспоненциальной разделенно-
сти.

Т е о р е м а 2. Гомоморфизм Ξ ∈ Hom(Z,Aut(E, p,B)), порождаемый семейством
(Xm, χm), m ∈ N , равномерно экспоненциально разделен с индексом k ∈ {1, . . . , n− 1} тогда и
только тогда, когда существует такое s ∈ N , что автоморфизм

(
n−k∧

Xs, χs) : (
n−k∧

E, pn−k, B) → (
n−k∧

E, pn−k, B)

сильно положителен.
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СОЗДАНИЕ КОСМИЧЕСКОГО МОНИТОРИНГА И
ИНФОРМАЦИОННОЙ БАЗЫ ДАННЫХ ДЛЯ РЕШЕНИЯ

СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННЫХ И ЭКОЛОГИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

У. М. Султангазин

Институт космических исследований МОН РК
480100 Алматы, Шевченко ул., 15

Излагаются основные положения разработки космического и подспутникового мониторинга
Казахстана. Приведены примеры решения ряда задач, выполненных Институтом космических
исследованний Министевства науки и образования РК в этом направлении.

За последние десятилетия получили широкое развитие аэрокосмические измерения при-
родной среды с использованием оптических и радарных систем, установленных на платфор-
мах спутников и специальных самолетов. Весь процесс получения информации от бортовых
спутниковых систем называется дистанционным зондированием или «remote sensing».

Метод дистанционного зондирования основывается, главным образом, на регистрации с
аэрокосмических аппаратов отраженного электромагнитного излучения Земли в различных
областях спектра. При этом измерение проводится ультрафиолетовым, видимом, инфракрас-
ном, микроволновом диапазонах спектра. Именно в этих диапазонах обеспечивается прозрач-
ность атмосферы. Характеристики отраженной солнечной радиации в видимом спектре очень
чувствительные, например, к таким физико-химическим и биологическим параметрам земных
образований, как содержание хлорофилла в зеленой массе, влажность и состав почвы, соле-
ность воды и её загрязненность химическими сбросами. В то же время следует отметить, что
столь высокая чувствительность характеристик принимаемой радиации видимого диапазона
обуславливает его низкую помехоустойчивость к различным факторам в частности к таким,
как атмосферные эффекты и облачность. Видимый диапазон требует освещения Солнцем зем-
ной поверхности.

Области ближнего и теплового ИК излучений, с точки зрения радиационных характери-
стик, хорошо реагируют на температурные изменения природных образований. В частности, с
помощью ИК приборов можно обнаруживать участки растительности, пораженные болезнями,
которые, как известно, имеют более высокую температуру, выявлять выходы геотермальных
вод, глубинные разломы земной коры. Вероятно, что различные ИК радиации разных сельско-
хозяйственных культур связана с типом, происходящего в них фотосинтеза. Волны ИК диа-
пазона не свободны от поглощения аэрозолью и молекулами газа. Важнейшим достоинством
теплового ИК диапазона является возможность видения как днем, так и ночью.

Keywords: Comic and field-work monitoring, agricultural and ecological preoblem
2000 Mathematical Subject Classification: 92D40
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Микроволны в отличие от волн ИК и видимого диапазонов способны проникать сквозь
большие толщи земных покровов и льда. Более того электромагнитные волны СВЧ диапазона
очень чувствительны к геометрическим характеристикам поверхностей, т.е. к степени шеро-
ховатости, а также к содержанию влаги в почве. Например, пятна нефти на море вызывают
локальное изменение степени волнения, хорошо видимому на экране радиолокатора. Другим
примером является возможность индикации роста и созревания сельскохозяйственных куль-
тур за счет изменения геометрии. Породы деревьев можно различать, используя геометрию
листьев и кроссполяризационный метод. К существующим недостаткам средств СВЧ диапазо-
на относятся их большой вес, габариты и высокая энергопотребность.

Разнообразие видов и состояний земных образований в большинстве случаев не позволяет
их обнаруживать и исследовать на основе измерения излучения в какой-либо одной зоне спек-
тра. Поэтому развитие исследований Земли из космоса пошло по пути измерения излучения
отраженных от исследуемых объектов одновременно в нескольких узких спектральных участ-
ках. Такие методы на практике носит название многоспектральных. Важным достоинством
многоспектрального метода является реальная возможность автоматизации информации, по-
лученной от спутников в цифровой форме. Важнейшими характеристиками, формируемого
изображения является пространственная и радиометрическая разрешающие способности съе-
мочной аппаратуры. Пространственная разрешимость зависит от длины волны принимаемого
излучения, диаметра объектива (размеров антенны), высоты орбиты. Радиометрическая раз-
решающая способность определяется, прежде всего, шириной динамического диапазона, ис-
пользуемого датчика. Например, широко распространенный прибор AVHRR, применяемый на
спутнике NOAA, имеет пространственное разрешение 1 км, а радиометрическое соответствует
1024 уровням яркости.

Прогресс в области космонавтики и высокий технический уровень современных средств
приема, накопления, хранения, автоматизированной обработки и распределения космической
спектрофотометрической информации позволяет ставить и решать разнообразные задачи в це-
лях изучения, освоения и рационального использования природных ресурсов. Используя дан-
ные дистанционного зондирования, человечество расширило свои знания о глобальных изме-
нениях климата, динамике изменения растительного покрова и биологической продуктивности
океанов озоновом слое.

Современные космические системы дистанционного зондирования включают геостационар-
ные, солнечно-синхронные и полярные орбитальные спутники. Они обеспечивают глобальные
наблюдения и высокую оперативность передачи данных, которые используют для оператив-
ного и долгосрочного прогноза погоды, наблюдения за озоновым слоем, изучения состояния
сельскохозяйственных полей, изменения химического состава атмосферы, опустынивания и мо-
ниторинга за лесными массивами.

Однако, дистанционное измерение позволяет получить лишь часть необходимой информа-
ции для изучения глобальных экологических процессов. Помимо этого, в редких случаях, для
более эффективного использования дистанционных измерений необходимо непосредственные
контактные измерения на поверхности суши и океана.

Важнейшей частью исследований по космическому земледелию должны стать наземные
измерения на специально выбранных тестовых участках. Даже при наличии адекватного фи-
нансирования разработок, по созданию наблюдательных систем, польза от реализации, соот-
ветствующих международных проектов будет ограниченной, если это не будет сообществом
ученых и лиц, принимающих решения на разных уровнях.

Текущее состояние исследований по космическому земледелию характеризуется фрагмен-
тарностью, отсутствием единой методики решения, возникающих задач. Имеются отдельные
разрозненные исследования по рассматриваемой проблематике. Научная база соответствую-
щих исследований лишь только формируется.

Правильный выбор государственной политики в области сельского хозяйства, рационально-
го использования природных ресурсов и управления территориями должны, главным образом,



опереться на объективную, оперативную и систематизированную информацию и состоянии
природы, а также о динамике ее изменения в пространстве и времени под воздействием антро-
погенной нагрузки. Такую информацию можно получить в результате наземного, воздушного,
космического мониторинга. Сегодня многие страны мира занимаются развертыванием нацио-
нальных систем мониторинга. В 1992 году по заданию Министерства науки и новых технологий
Институт космических исследований разработал техническое задание системы космического и
подспутникового мониторинга территорий Казахстана.

Назначение и цель разработки:

1. Оперативный контроль экологической обстановки территории республики, регионов с по-
вышенной антропогенной нагрузкой.

2. Контроль и оповещение о чрезвычайных происшествиях и катастрофах.

3. Оценка и контроль рационального использования природных ресурсов.

Мониторинг представляет собой трехуровневую иерархическую систему. Представленная
система предусматривает реализацию следующих основных функций:

• Сбор экологических данных, т.е. проведение регулярных контактных и дистанционных
измерений параметров окружающей среды с использованием средств космического, воз-
душного и наземного базирования.

• Передача данных с использованием спутниковых, радиолинейных, проводных и оптово-
локонных каналов связи.

• Приема и первичной обработки данных различных систем наблюдения.

• Накопление и систематизация данных.

• Решение прикладных задач мониторинга.

Полная реализация (развертывание) предложенной схемы может осуществляться только лишь
в рамках государственной программы. Определенная часть этой программы реализована уже
сейчас в условиях Института космических исследований. В 1994 году введен в эксплуатацию
Центр приема и обработки космической информации при Институте космических исследова-
ний. В настоящее время в этом Центре осуществляется прем информации в оперативном режи-
ме со спутниковой серии NOAA (США), которые вращаются на орбите с высотой 850–1200 км
с наклоном в 81–830 градуса. Они обеспечивают многозональную съемку поверхности Земли с
шириной полосы обзора 3000 км и разрешением 1000 м с периодом повторения 12 часов. Пере-
дача информации с борта этих космических аппаратов (КА) на наземные пункты в пределах
их зоны радиовидимости.

На сегодняшний день реально доступными для Казахстана являются данные спутников
серии NOAA. Эти данные могут эффективно использоваться для мониторинга снежного по-
крова, засухи, анализа условий вегетации, оценки площадей посевов, оценки урожайности и
условий посевных площадей и пастбищ.

1. Технология решения сельскохозяйственных задач

В Институте космических исследований разработаны технологии мониторинга сельскохозяй-
ственных угодий Казахстана. Методы состояния растительности по данным AVHRR/NOAA
основаны на использовании нормализованного дифференциального вегетационного индекса
растительности (NDVI), который вычисляется по формуле:

V I = (Ch1 − Ch2)/(Ch2 + Ch1), (1)
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где Ch1— отраженное излучение в видимом (0,58–0,68 мкм), а Ch2— в ближнем инфракрасном
(0,725–1,1 мкм) диапазонах.

Этот индекс связан с такими параметрами как площадь листьев, интенсивность фотосинте-
за и биомасса. NDVI широко используется для картографирования растительности и является
хорошим индикатором ее состояния.

US AID в 1994–95 годах финансировал совместные работы ученых США, Израиля и Казах-
стана по адаптации технологии оценки растительной биомассы и мониторинга засух с помощью
индекса VCI для территории Казахстана.

Агроклиматические зоны увлажненности ранжируются по значениям показателя влажно-
сти — комплексного показателя, оценивающего баланс влаги в метровом слое почвы, кривая
эволюции значений NDVI за вегетационный период отражает реакцию растений на температур-
но-влажностные условия их произрастания. В климатических условиях Казахстана фактор
влажности является определяющим, поэтому значения NDVI в период максимального траво-
стояния хорошо коррелировали с величиной показателя влажности. Используя имеющуюся ба-
зу данных, можно оценивать вариации показателя влажности, построить карты десятилетнего
минимума, максимума, а также карты значений показателя влажности отдельных лет, оцен-
ка агроклиматических зон увлажненности. Средние значения NDVI за вегетационный период
связаны с продуктивной способностью почв. Использование наземной картографической ин-
формации позволяет провести нормировку и после этого рассчитывать по спутниковым данным
границы территорий, агроклиматические условия которых позволяют осуществлять земледе-
лие. Соответственно, рассчитывать средние многолетние границы, их вариации для наиболее
благоприятного или неблагоприятного года.

Спутниковая информация позволяет весьма точно фиксировать время начала бурного раз-
вития растений в весенний период. Цвет поверхности земли резко меняется. Опираясь на базу
данных, осуществляется расчет сдвига начала вегетации в каждом минимальном полигоне (8×8
км) на территории Казахстана. Эта информация может использоваться для уточнения сроков
сева. Кроме того, сдвиг начала вегетации является ранней характеристикой климатических
особенностей текущего года. Если весна ранняя и теплая — велика вероятность сильной засухи
по всей территории Республики. Если поздняя и холодная, то вероятность засухи минимальна.
На сегодняшний день одной из важнейших проблем является резкое ухудшение экологической
обстановки в Республике.

В связи со сложившейся обстановкой необходимы оперативные, периодические, прогнозные
и базовые наблюдения за качественным и количественным состоянием земельных ресурсов,
для современного выявления изменений, их оценки, предупреждения и устранения природных
и антропогенных процессов с использованием космоснимков со спутников.

Значения индекса VCI и наземные наблюдения позволили адаптировать технологию, при-
меняемую в США для оценки урожайности (биомассы) по спутниковым данным с NOAA,
для территории Казахстана. В настоящий момент стоит задача развить эту технологию для
получения более качественного прогноза. Аппаратура со спутников «Ресурс» и «Мир» с раз-
решением 10–14 метров в нескольких спектральных диапазонах, а также наземная почвенно-
геоботаническая информация были использованы для оценки площадей посевов.

2. ГИС - технология

Наряду с построением математических и статистических моделей и мониторинга все боль-
шее значение приобретают разнообразные методы распознавания образов и экспертные систе-
мы, в особенности геоинформационные технологии (ГИС-технология).

Возможности современных ГИС-технологий при решении задач экологии и управления
территориями огромные. Исследования в области экологии обычно связаны с привлечением
специалистов различного профиля, в задачу которых входит эффективный анализ сложного
комплекса процессов загрязнения. В связи с этим использование в этой области геоинфор-



мационных технологий требует применение модульного принципа, чтобы каждый специалист,
используя общую достаточно разностороннюю базу данных, имел возможность независимо
решать свою аналитическую задачу. Для экологической оценки территории по проведению
природно-охранных мероприятий требуется использовать сложный комплекс пространствен-
ных и разновременных данных.

Очень часто приходиться устанавливать пространственные и временные связи между ис-
точниками загрязнения, подземными полостями, гидрологическим режимом, условиями пере-
носа и концентрации загрязнения и т.п. Необходимые для такой оценки данные могут иметь
большой объем, возможно будут включать базовые карты, материалы космосъемок, карты
инженерной инфраструктуры, схемы расположенных источников загрязнения, точки отбора
пробы и прочее. Наряду с такими данными в работах экологической оценки огромное значение
имеет динамическое моделирование условий разгрузки подземных вод и переноса загрязнения.
Использование программного обеспечения и баз данных ГИС в принципе дает возможность
непосредственно формировать точные инженерные планы реализации природно-охранных ме-
роприятий. Кроме того, весь комплекс данных, описывающих в экологическом плане объект
или территорию, необходимо увязывать с существующими нормативными документами и ме-
тодами по контролю качества окружающей среды. В целом создание или адаптация суще-
ствующей ГИС-технологии к условиям решения, рассматриваемого в проектах экологических
проблем Казахстана, имеет целью обеспечение необходимыми современными информационно-
вычислительными средствами обработки данных, их анализ и интерпретации в рамках эколо-
гической оценки и природно-охранных мероприятий. Возможность ГИС-технологий именно в
плане решения экологической проблемы достаточно широки и включают следующие важные
моменты:

• способность воспринимать, обеспечивать быстрый доступ и эффективную обработку ог-
ромных массивов данных различного типа и формата. К таким данным могут относить-
ся цифровые аэро- или космические изображения, векторные картографические данные,
цифровая семантическая информация, табличная и текстовая информация;

• система обеспечивает объединение разнохарактерных данных, позволяет реализовать не-
обходимые связи между базами данных и средствами их анализа;

• система обеспечивает «открытость» для подключения необходимых прикладных моделей
обработки, таких как оценка гидрогеологического режима, оценка изменений окружаю-
щей среды, анализ пространственных характеристик исследуемого участка, моделирова-
ние переноса загрязнения;

• важнейшая характеристика такой системы — ее доступность для пользователей, не яв-
ляющихся узкими компьютерными специалистами. В качестве иллюстрации можно при-
вести пример ГИС для решения конкретной экологической задачи, связанной с очисткой
и оптимальными распределением водных ресурсов в бассейне реки Сыр-Дарьи с учетом
социально-экономических интересов республики в потребности Арала в водных ресурсах.

3. Прогноз динамики изменения состояния природных ресурсов
северной части Приаралья с использованием данных

дистанционного зондирования и наземного наблюдения.

Естественные кормовые угодья Казахстана занимают больше половины всей территории.
Однако сильному антропогенному и экологическому воздействию подвержены районы Север-
ного Приаралья, что в большей степени связано с общим уровнем Аральского моря. Одним из
возможных путей улучшения экологической обстановки Южного Казахстана является отделе-
ние северной части Аральского моря от основной акватории в устье реки Сыр-Дарьи. В связи



у

с этим возникает задача - прогноза влияния возможного изменения уровня Северной части
Аральского моря на состояние прилегающего региона.

В настоящем проекте предлагается осуществить решение поставленной задачи, используя
ретроспективный анализ данных дистанционного зондирования и наземные наблюдения по
исследуемому региону.

Решение поставленной задачи предлагается провести в составе следующих основных этапов:

• установление современного состояния береговой линии Северной части Аральского моря и
изучение состояния природных ресурсов прилегающего региона с использованием данных
дистанционного зондирования и наземных измерений;

• проведение ретроспективного анализа влияния динамики изменения уровня Северной ча-
сти Аральского моря на состояние природных объектов прилагающего региона;

• разработка прогнозных моделей влияния изменения уровня Северной части Аральского
моря на состояние природных объектов прилагаемого региона;

• изучение выноса соли и пыли с высохшего дна Аральского моря;

• дальность полета аэрозолей и их распределение;

• распределение водных ресурсов двух рек Сыр-Дарьи и Аму-Дарьи с учетом.

4. Каспийские проблемы

Для эффективного использования природных ресурсов Каспийского моря необходимо ,
прежде всего, комплексное изучение физико-географических и геологических условий этого
своеобразного по своей природе водоема.

Специфичность акватории Северо-восточного Каспия заключается в том, что в этой части
шельфовое мелководье занимает площадь около 25% акватории Каспия. А объем сосредото-
ченной здесь воды составляет примерно 1% от объема всего моря.

Изучение шельфовой зоны Северо-восточного Каспия методами аэрокосмического зонди-
рования и мониторинга с практической точки зрения имеет две приоритетные ценности. Во-
первых, наиболее низкие восковые уровня моря совпали по времени с началом системного
аэрокосмического изучения шельфа моря и материалы этих съемок позволяют «провести»
акваторию моря вплоть до глубины 10 метров. Во-вторых, использование космоснимков ак-
ватории Северо-восточного Каспия и примыкающих к ней территорий, на данном этапе ис-
следований является эффективным с экономической точки зрения по отношению к традици-
онным методам барометрического и геолого-геоморфорлогического картирования. Совместно
с Аэрокосмическим агентством Республики Казахстан была проведена работа по построению
батиметрической и геоморфологической крат шельфовой зоны Северо-Восточного Каспия с
использованием космоснимков со спутника «Ресурс», а также судовых данных зондирования
толщи воды.

Исходя из сказанного, целью исследования в рамках данной работы являлось изучение
батиметрии, текстурного и структурного характера дна шельфовой зоны на основе обработки
и анализа космической и наземной информации.

Цель исследований была сведена к следующим задачам:

1. Сбор, анализ и отбор наиболее представительных аэрокосмических и наземных данных
материалов.

2. Разработка технологии, алгоритмов, программ и обработки методики дешифрования
шельфовой зоны.



5. Перспектива развития методов информационной технологии и
устойчивое развитие

В ближайшем будущем космические системы дистанционного зондирования Земли дадут
информацию более глубокого понимания направления развития естественных и антропогенных
процессов, что позволяет осуществить прогноз в отношении вулканической активности Земли,
некоторых типов землетрясений и оценивать антропогенное воздействие на биосферу.

Этим целям служит, в частности, система EOS (Earth Observing Systems) — готовятся
полярно-орбитальные станции. Концепция устойчивого развития предполагает экономическую
сбалансированность и экологическую безопасность развития в глобальном масштабе. В этой
связи методы космического земледелия приобретают важное звучание, определяя возможно-
сти использования глобальных систем наблюдения Земли, географических информационных
систем и новых технологий оценки состояния природной среды и регионального развития.

Поступила в редакцию 15.08.2001г.



Математический журнал. Алматы. 2001. Том 1. № 1. C. 84 — 93

УДК 517.925.5:519.216
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Рассматривается задача построения функционала по заданному стохастическому диффе-
ренциальному уравнению Ито второго порядка. Методом моментных функций строятся функ-
ционалы, принимающие стационарное значение на решениях заданного стохастического урав-
нений лагранжевой структуры.

1. Введение. Постановка задачи. Классическая задача Гельмгольца [1] — это задача
построения по заданным обыкновенным дифференциальным уравнениям второго порядка эк-
вивалентных дифференциальных уравнений в форме Лагранжа. И уравнения, для которых
такой переход возможен, называются системами Гельмгольца.
Решение задачи Гельмгольца в том или ином классе дифференциальных уравнений позво-

ляет распространить на этот класс уравнений хорошо развитые математические методы клас-
сической механики.
Особое место по разнообразию аспектов исследования задачи Гельмгольца и полноте изло-

жения материала занимает двухтомная монография Р.М. Сантилли [2, 3], посвященная задаче
представления обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка в виде уравне-
ний Лагранжа, Гамильтона и Биркгофа. В монографии А.С. Галиуллина [4] рассматривается
обобщение гамильтоновых систем в смысле приводимости уравнений движения неконсерва-
тивных механических систем к классическим уравнениям динамики, и решается, в частности,
задача гамильтонизации уравнений систем программного движения.
Задачу Гельмгольца в классе стохастических уравнений условно можно разбить на две

взаимосвязанные подзадачи: задачу 1 — по заданному стохастическому дифференциальному
уравнению Ито второго порядка требуется построить эквивалентное ему стохастическое урав-
нение лагранжевой (гамильтоновой или биркгофиановой) структуры; и задачу 2 — построить
функционал, принимающий стационарное значение на решениях заданного уравнения лагран-
жевой структуры.
Вопросам разрешимости стохастической задачи 1 посвящены работы автора [5–12].
Пусть заданы уравнения

dẏ = Y1(y, ẏ, t)dt+ Y2(y, ẏ, t)dξ, (a)

dż = Z1(z, ż, t)dt+ Z2(z, ż, t)dξ. (b)
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О п р е д е л е н и е 1. [13, c.153]. Будем говорить, что уравнения (a) и (b) эквивалент-
ны п.н., если из y(t0) = z(t0), ẏ(t0) = ż(t0) п.н. следует y(t, t0, y0, ẏ0) = z(t, t0, z0, ż0),
ẏ(t, t0, y0, ẏ0) = ż(t, t0, z0, ż0) п.н. при всех t ≥ t0.

О п р е д е л е н и е 2. [13, c.153]. Будем говорить, что уравнения (a) и (b) d-эквивалентны
(или эквивалентны по распределению), если для (y(t0)T , ẏ(t0)

T )T и (z(t0)T , ż(t0)
T )T с оди-

наковыми начальными распределениями на R2n совпадают законы распределения процессов
(y(t)T , ẏ(t)T )T и (z(t)T , ż(t)T )T в пространстве W 2n = C([0,∞) → R2n).

О п р е д е л е н и е 3. [14, c.279]. Будем говорить, что уравнения (a) и (b) эквивалентны в
среднем, если из My(t0) = Mz(t0), Mẏ(t0) = Mż(t0) следует My(t, t0, y0, ẏ0) = Mz(t, t0, z0, ż0),
Mẏ(t, t0, y0, ẏ0) = Mż(t, t0, z0, ż0) при всех t ≥ t0.

О п р е д е л е н и е 4. [14, c.282]. Будем говорить, что уравнения (a) и (b) эквивалентны в
среднем квадратическом, если из My2(t0) = Mz2(t0), Mẏ2(t0) = Mż2(t0) следует My2(t, t0,
y0, ẏ0) = Mz2(t, t0, z0, ż0), Mẏ2(t, t0, y0, ẏ0) = Mż2(t, t0, z0, ż0) при всех t ≥ t0.

В [5] по заданным стохастическим уравнениям Ито второго порядка строятся эквивалент-
ные в смысле почти наверное (п.н.) стохастические уравнения лагранжевой структуры. Опре-
деляются условия прямого и непрямого аналитического представления лагранжиана при нали-
чии случайных возмущений. В [6] получены необходимые и достаточные условия для построе-
ния по заданному уравнению Ланжевена-Ито или Ланжевена-Стратоновича эквивалентного в
смысле п.н. уравнения лагранжевой структуры. Приводятся примеры на построение стохасти-
ческого уравнения лагранжевой структуры, иллюстрирующие тот факт, что коэффициент при
белом шуме играет существенную роль при построении функции Лагранжа по заданным сто-
хастическим дифференциальным уравнениям типа Ито второго порядка. Работа [7] посвящена
разрешению стохастической задачи Гельмгольца методом дополнительных переменных. И, в
частности, методом Шульгина стохастические уравнения Ито второго порядка приводятся к
стохастическим уравнениям лагранжевой структуры и соответственно стохастические уравне-
ния Ито первого порядка методом Лиувилля — к эквивалентным стохастическим уравнениям
канонической структуры. В работе [8] анализ разрешимости задачи Гельмгольца в отличие от
[5–7], где эквивалентность уравнений понимается в смысле определения 1 об эквивалентности
п.н., проводится в классе d-эквивалентных уравнений в смысле определения 2.
По заданным стохастическим уравнениям Ито второго порядка строятся стохастические

уравнения лагранжевой структуры с использованием методов преобразования фазового про-
странства по скоростям, абсолютно непрерывного преобразования меры и случайной замены
времени.
Если в работах [5–7] задача Гельмгольца исследуется в классе стохастических дифферен-

циальных уравнений Ито второго порядка и эквивалентность уравнений понимается в смысле
эквивалентности почти наверное (п.н.), а в [8] — в смысле эквивалентности по распределению,
то в [9] анализ разрешимости стохастической задачи Гельмгольца в отличие от работ [5–8] пони-
мается, во-первых, в смысле эквивалентности уравнений в среднем и среднем квадратическом
и, во-вторых, рассматривается линейная постановка задачи.
В работе [9] стохастическая задача Гельмгольца исследуется в смысле определений 3 и 4.

А именно, по заданным линейным стохастическим уравнениям Ито второго порядка строятся
уравнения лагранжевой структуры как в пространстве моментных функций первого порядка,
так и в пространстве моментных функций второго порядка. В рассматриваемых пространствах
получены необходимые и достаточные условия прямого и непрямого представления лагранжи-
ана.
В работе [10] решается задача представления уравнения Ито второго порядка в виде урав-

нения с заданной структурой сил. Определяются условия, при которых заданная система сто-
хастических дифференциальных уравнений Ито второго порядка представима в виде стоха-
стических уравнений Лагранжа с непотенциальными силами определенной структуры.
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Стохастическая задача Гельмгольца для систем Биркгофа рассматривается в работе [11],
где по заданному стохастическому уравнению Ланжевена-Ито в непрямом представлении стро-
ится как уравнение гамильтоновой структуры, так и уравнение биркгофиановой структуры.
Методом моментных функций определяется функционал, принимающий стационарное значе-
ние на решениях заданного стохастического уравнения Биркгофа, в форме усредненного дей-
ствия по Биркгофу. В [12] задача Гельмгольца рассматривается при дополнительном предполо-
жении, что на неголономную механическую систему помимо непотенциальных сил действуют
также случайные возмущающие силы типа белого шума. По заданной стохастической системе
строится в прямом и косвенном представлении эквивалентное почти наверное (п.н.) уравнение
лагранжевой структуры в предположении, что на исходную систему наложены неголономные
связи. Прямая задача Гельмгольца исследуется в классе как систем Чаплыгина, так и систем
Воронца. Приводится вывод необходимых и достаточных условий косвенного представления
стохастического уравнения Воронца в форме уравнения лагранжевой структуры. Полученные
в [5–12] результаты по решению задачи 1 иллюстрируются на конкретных примерах.
В данной работе исследуется задача 2 (вторая часть стохастической задачи Гельмгольца)–

задача построения функционала, принимающего стационарное значение на решениях задан-
ного стохастического уравнения лагранжевой структуры, или, что эквивалентно, задача рас-
пространения принципа Гамильтона на класс натуральных механических систем, на который
действуют случайные возмущающие силы типа белого шума.
Пусть задана механическая система, которая характеризуется функцией Лагранжа L =

L(q, q̇, t), где qν и q̇ν(ν = 1, n) — соответственно обобщенные координаты и обобщенные скоро-
сти. Предположим, что система находится под действием обобщенных случайных возмущаю-
щих сил Qν так, что уравнения движения заданной системы имеют вид

d

dt

∂L

∂q̇ν
− ∂L

∂qν
= Qν , (ν = 1, n), (1)

а случайные возмущающие силы Qν допускают представление Qν = σνj(q, q̇, t)ξ̇
j
1
2

, (j = 1,m),

где ξ̇j1
2

— белый шум в смысле Стратоновича[14].

Требуется построить функционал, принимающий стационарное значение на решениях за-
данного уравнения (1).

1. Принцип Гамильтона при наличии случайных возмущений. Для решения задачи
2 воспользуемся методом моментных функций. Применим к уравнению (1) операцию матема-
тического ожидания[14] и в силу свойства белого шума в форме Стратоновича M [σνj ξ̇

j
1
2

] =

1
2
M

[
∂σνj
∂q̇i

σij

]
приходим к уравнению относительно ML вида

d

dt

∂ML

∂q̇ν
− ∂ML

∂qν
=

1
2
M

[
∂σνj
∂q̇i

σij

]
, (ν = 1, n; i = 1, n). (2)

Рассмотрим следующие случаи:

1. Функции σνj = σνj(q, t) не зависят от обобщенных скоростей. В этом случае
∂σνj
∂q̇i

≡ 0 и,

следовательно, уравнение (2) принимает вид

d

dt

∂ML

∂q̇ν
− ∂ML

∂qν
= 0. (3)

2. Функции σν,j = σνj(q, q̇, t) зависят от обобщенных скоростей и удовлетворяют соотноше-



ниям ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∂

∂q̇k

(
∂σνj
∂q̇i

σij

)
= − ∂

∂q̇ν

(
∂σkj
∂q̇i

σij

)
,

∂

∂qν

(
∂σkj
∂q̇i

σij

)
=

∂

∂qk

(
∂σνj
∂q̇i

σij

)
− d

dt

∂

∂qk

(
∂σνj
∂q̇i

σij

)
.

(4)

Эти условия вытекают из работы Р.М.Сантилли [2, с. 194–195], где, в частности, прове-
дено исследование в классе обыкновенных дифференциальных уравнений задачи приведения
дифференциального уравнения первого порядка к уравнению в форме Лагранжа Fν(q, q̇, t) ≡
d

dt

(
∂θ

∂q̇ν

)
− ∂θ

∂qν
и получены условия типа Гельмгольца, которые применительно к функциям

Fν =
1
2
∂σνj
∂q̇i

σij эквивалентны соотношениям (4).

Условия (4) обеспечивают существование [2] функции Θ вида

Θ(q, q̇, t) =
1
2
qν

1∫
0

∂σνj(τq, τ q̇, t)
∂q̇i

σij(τq, τ q̇, t)dτ. (5)

Следовательно, в случае когда σνj = σνj(q, q̇, t) удовлетворяет условиям (4), уравнение (2)
принимает вид

d

dt

∂(ML− Θ)
∂q̇ν

− ∂(ML− Θ)
∂qν

= 0 (6)

или, положив M̃L = ML− Θ, получим

d

dt

∂M̃L

∂q̇ν
− ∂M̃L

∂qν
= 0. (7)

З а м е ч а н и е 1. Если исходное стохастическое уравнение с лагранжевой структурой
задать не в форме рассмотренного выше Ланжевена-Стратоновича (1), а в форме Ланжеве-
на-Ито

d

dt

∂L

∂q̇ν
− ∂L

∂qν
= σνj(q, q̇, t)ξ̇

j
0, (ν = 1, n, j = 1,m), (8)

где ξ̇j0 — белый шум в смысле Ито [13], то применение операции усреднения M к уравнению
(8) приводит к следующему уравнению

◦
d

dt

∂ML

∂q̇ν
− ∂ML

∂qν
= 0, (9)

где через
◦
d

dt
обозначено выражение

◦
d (·)
dt

=
d(·)
dt

+
1
2
∂2(·)
∂q̇i∂q̇k

σijσkj или, что тоже самое,

d

dt

∂ML

∂q̇ν
− ∂ML

∂qν
=

1
2

∂3L

∂q̇ν∂q̇i∂q̇k
σijσkj . (9′)

И если предположить, что функция Лагранжа представляет собой функцию второй степени

относительно обобщенных скоростей, то вследствие
∂3L

∂q̇ν∂q̇i∂q̇k
≡ 0 имеем

◦
d (·)
dt

≡ d(·)
dt
. Тогда

в этом случае уравнение (9) можно записать в виде (3).
Рассмотрим теперь вопрос — какому уравнению с лагранжевой структурой удовлетворяет

начальный момент второго порядка ΓL = ML2, если исходное уравнение относительно L задано
в виде (1).
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Раскроем выражение
d

dt

(
∂L2

∂q̇ν

)
− ∂L2

∂qν
. С учетом того, что белый шум в исходном уравне-

нии (1) задан в форме Стратоновича [14], действуем по "обычному"правилу дифференцирова-
ния сложной функции

d

dt

(
∂L2

∂q̇ν

)
− ∂L2

∂qν
= 2

{
dL

dt
· ∂L
∂q̇ν

+ L

[
d

dt

∂L

∂q̇ν
− ∂L

∂qν

]}
= 2

dL

dt
· ∂L
∂q̇ν

+ 2Lσνj ξ̇
j
1
2

.

И т.к.
dL

dt
=
∂L

∂t
+
∂L

∂qμ
q̇μ +

∂L

∂q̇μ
q̈μ, то

d

dt

(
∂L2

∂q̇ν

)
− ∂L2

∂qν
= Φν + 2Lσνj ξ̇

j
1
2

, (10)

где Φν = 2
(∂L
∂t

+
∂L

∂qμ
q̇μ +

∂L

∂q̇μ
q̈μ

) ∂L
∂q̇ν

.

Полученное уравнение перепишем в виде

d

dt

(
∂L2

∂q̇ν

)
− ∂L2

∂qν
= aνkq̈k + bν + 2Lσνj ξ̇

j
1
2

, (11)

где aνk = 2
∂L

∂q̇ν

∂L

∂q̇k
, bν = 2

∂L

∂q̇ν

(
∂L

∂t
+
∂L

∂qμ
q̇μ

)
, и рассмотрим возможность представления

aνkq̈k + bν ≡ d

dt

(
∂Θ1

∂q̇ν

)
− ∂Θ1

∂qν
.

Если предположить, что функция L такова, что для bν и aνk выполнены условия Гельмгольца
[2, c.65] ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

aνk = akν ,
∂aνi
∂q̇k

=
∂aki
∂q̇ν

,

∂bν
∂q̇k

+
∂bk
∂q̇ν

= 2{∂
∂t

+ q̇i
∂

∂qi
}aνk,

∂bν
∂qk

− ∂bk
∂qν

=
1
2
{∂
∂t

+ q̇i
∂

∂qi
}(∂bν
∂q̇k

− ∂bk
∂q̇ν

), (i, ν, k = 1, n),

(12)

то существует функция Θ1 = Θ1(q, q̇, t), которая допускает представление уравнения (11) вида

d

dt

(
∂(L2 − Θ1)

∂q̇ν

)
− ∂(L2 − Θ1)

∂qν
= ρνj ξ̇

j
1
2

, (13)

где ρνj = 2Lσνj . Далее, применим к уравнению (13) операцию математического ожидания и с

учетом того, что [14, с.192] M [ρνj ξ̇
j
1
2

] = 2M
[
L
∂(Lσνj)
∂q̇i

σij

]
получим

d

dt

(
∂(ΓL−MΘ1)

∂q̇ν

)
− ∂(ΓL−MΘ1)

∂qν
= 2M

[
L
∂(Lσνj)
∂q̇i

σij

]
. (14)

Предположим, что правая часть уравнения (14) удовлетворяет условиям Гельмгольца, ко-
торые аналогичны условиям (4) и для уравнения первого порядка

L
∂(Lσνj)
∂q̇i

σij ≡ d

dt

(
∂θ2
∂q̇ν

)
− ∂θ2
∂qν



эквивалентны условиям⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂

∂q̇k

(
L
∂(Lσνj)
∂q̇i

σij

)
= − ∂

∂q̇ν

(
L
∂(Lσkj)
∂q̇i

σij

)

∂

∂qν

(
L
∂(Lσkj)
∂q̇i

σij

)
=

∂

∂qk

(
L
∂(Lσνj)
∂q̇i

σij

)
− d

dt

∂

∂qk

(
L
∂(Lσνj)
∂q̇i

σij

)
.

(15)

Тогда существует [2]

Θ2(q, q̇, t) = −1
2
qν

1∫
0

L(τq, τ q̇, t)
∂(L(τq, τ q̇, t)σνj(τq, τ q̇, t))

∂q̇i
σij(τq, τ q̇, t)dτ,

и, следовательно, при выполнении условий (15) уравнение (14) эквивалентно уравнению

d

dt

(
∂(ΓL−MΘ1 −MΘ2)

∂q̇ν

)
− ∂(ΓL−MΘ1 −MΘ2)

∂qν
= 0, (16)

или, обозначив Γ̃L = ΓL−MΘ1 −MΘ2, имеем

d

dt

∂Γ̃L
∂q̇ν

− ∂Γ̃L
∂qν

= 0. (17)

Для вывода относительно дисперсии DL = M(L−ML)2 уравнения лагранжевой структуры
воспользуемся формулой DL = ΓL− (ML)2

d

dt

(
∂DL

∂q̇ν

)
− ∂DL

∂qν
=
d

dt

(
∂ΓL
∂q̇ν

)
− ∂ΓL
∂qν

− d

dt

(
∂(ML)2

∂q̇ν

)
+
∂(ML)2

∂qν
.

И т.к. исходя из уравнения (13) имеют место

d

dt

(
∂ΓL
∂q̇ν

)
− ∂ΓL
∂qν

= MΦν + 2M
[
L
∂(Lσνj)
∂q̇i

σij

]

и
d

dt

(
∂DL

∂q̇ν

)
− ∂DL

∂qν
= −2

dML

dt
· ∂ML

∂q̇ν
− 2M

[
L
∂(Lσνj)
∂q̇i

σij

]
,

то отсюда следует
d

dt

(
∂DL

∂q̇ν

)
− ∂DL

∂qν
= MΨν , (18)

где

MΨν = MΦν − 2
dML

dt
· ∂ML

∂q̇ν
. (19)

И если предположить, что Ψν удовлетворяют как условиям (12), так и условиям Гельмгольца⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a′νk = a′kν ,
∂a′νi
∂q̇k

=
∂a′ki
∂q̇ν

,

∂b′ν
∂q̇k

+
∂b′k
∂q̇ν

= 2{∂
∂t

+ q̇i
∂

∂qi
}a′νk,

∂b′ν
∂qk

− ∂b′k
∂qν

=
1
2
{∂
∂t

+ q̇i
∂

∂qi
}(∂b

′
ν

∂q̇k
− ∂b′k
∂q̇ν

), (i, ν, k = 1, n),

(20)

наложенным на функции φν = −2
dML

dt
· ∂ML

∂q̇ν
= M [a′νkq̈k + b′ν ] так, что имеет место представ-

ление
a′νkq̈k + b′ν ≡ d

dt

(
∂Θ3

∂q̇ν

)
− ∂Θ3

∂qν
,
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то в этом случае уравнение (18) будет эквивалентно уравнению

d

dt

∂D̃L

∂q̇ν
− ∂D̃L

∂qν
= 0, (21)

где D̃L = DL−MΘ1 −MΘ3.

З а м е ч а н и е 2. Выведем уравнения относительно ΓL и DL в случае, когда исходное
стохастическое уравнение с лагранжевой структурой задается в форме Ланжевена-Ито (8).

Предварительно заметим, что
1) из соотношений

dz1 = X1dt+ Y1d0ξ,

dz2 = X2dt+ Y2d0ξ

вытекает [14, c.182]
d(z1 · z2) = z1dz2 + z2dz1 + Y1Y2dt; (22)

2) уравнение (8), разрешенное относительно старшей производной имеет вид

q̈ν = α−1
kν

(
∂L

∂qk
− ∂2L

∂q̇k∂t
− ∂2L

∂q̇k∂qμ
q̇μ − 1

2
∂3L

∂q̇k∂q̇i∂q̇μ
σijσμj

)
+ α−1

kν σkj ξ̇
j
0, (23)

где αkν =
∂2L

∂q̇k∂q̇ν
. При этом предполагается, что матрица (αkν) не вырождена и обратная мат-

рица имеет вид (α−1
kν ) или в дифференциалах

dq̇ν = Xνdt+ Yνjd0ξ
j , (23′)

где

Xν = α−1
kν

(
∂L

∂qk
− ∂2L

∂q̇k∂t
− ∂2L

∂q̇k∂qμ
q̇μ − 1

2
∂3L

∂q̇k∂q̇i∂q̇μ
σijσμj

)
, (24)

Yνj = α−1
kν σkj ; (25)

3) дифференциалы dL и d
(
∂L

∂q̇ν

)
имеют соответственно вид

dL = A1dt+B1jd0ξ
j , (26)

d

(
∂L

∂q̇ν

)
= aνdt+ bνj , (27)

где A1 =
∂L

∂t
+
∂L

∂qμ
q̇μ +

∂L

∂q̇μ
Xμ +

1
2

∂2L

∂q̇k∂q̇μ
σkjσμj , B1j =

∂L

∂q̇μ
Yμj .

На основании (22) и (27) вычислим выражение

d

dt

(
∂L2

∂q̇ν

)
= 2

d

dt

(
L · ∂L
∂q̇ν

)
= 2

[
dL

dt
· ∂L
∂q̇ν

+ L
d

dt

(
∂L

∂q̇ν

)
+B1jbνj

]
.

Следовательно

d

dt

(
∂L2

∂q̇ν

)
− ∂L2

∂qν
= 2

(
dL

dt
· ∂L
∂q̇ν

+
∂L

∂q̇μ
α−1
lμ σljσνj

)
+ 2Lσνj ξ̇

j
0.



Далее, на основании (26)

d

dt

(
∂L2

∂q̇ν

)
− ∂L2

∂qν
= 2

[
∂L

∂q̇ν

(
A1 +B1j ξ̇

j
0

)
+
∂L

∂q̇μ
α−1
lμ σljσνj

]
+ 2Lσνj ξ̇

j
0 =

= 2
[
∂L

∂q̇ν
A1 +

∂L

∂q̇μ
α−1
lμ σljσνj

]
+
(
2
∂L

∂q̇ν
B1j + 2Lσνj

)
ξ̇j0.

Отсюда, применяя операцию математического ожидания и учитывая, что M
[
2
∂L

∂q̇ν
B1j+

+2Lσνj
]
ξ̇j0 = 0, приходим к уравнению

◦
d

dt

∂ΓL
∂q̇ν

− ∂ΓL
∂qν

= MRν , (28)

где Rν = 2
(
∂L

∂q̇ν
A1 +

∂L

∂q̇μ
α−1
lμ σljσνj

)
.

Аналогично, если вместо L использовать
◦
L= L − ML, то справедливо относительно DL

следующее уравнение
◦
d

dt

∂DL

∂q̇ν
− ∂DL

∂qν
= M

◦
Rν , (29)

где
◦
Rν= 2

(
∂

◦
L

∂q̇ν

◦
A1 +

∂
◦
L

∂q̇μ
α−1
lμ σljσνj

)
.

Таким образом, если исходное уравнение Лагранжа при наличии случайных возмущений
задается в форме Ланжевена-Стратоновича (1), то
1) усредненный лагранжиан ML удовлетворяет уравнению

d

dt

∂ML

∂q̇ν
− ∂ML

∂qν
=

1
2
M

[
∂σνj
∂q̇i

σij

]
(ν = 1, n; i = 1, n), (2)

а при дополнительном предположении (4) относительно σνj существует функция Θ(q, q̇, t),
что для M̃L = ML− Θ имеет место уравнение

d

dt

∂M̃L

∂q̇ν
− ∂M̃L

∂qν
= 0; (7)

2) начальный момент второго порядка ΓL удовлетворяет, что следует из соотношения (10),
следующему уравнению

d

dt

(
∂ΓL
∂q̇ν

)
− ∂ΓL
∂qν

= MΦν + 2M
[
L
∂(Lσνj)
∂q̇i

σij

]
, (30)

а при выполнении дополнительных условий (12) и (15) существуют функции Θ1 и Θ2, что
относительно Γ̃L = ΓL−MΘ1 −MΘ2 справедливо уравнение

d

dt

∂Γ̃L
∂q̇ν

− ∂Γ̃L
∂qν

= 0; (17)

3) дисперсия DL удовлетворяет уравнению

d

dt

(
∂DL

∂q̇ν

)
− ∂DL

∂qν
= MΦν − 2

dML

dt
· ∂ML

∂q̇ν
, (18)
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и, если выполнены условия (15) и (20), то существуют функции Θ1 и Θ3, что обобщенная
дисперсия D̃L = DL−MΘ1 −MΘ3 удовлетворяет уравнению

d

dt

∂D̃L

∂q̇ν
− ∂D̃L

∂qν
= 0. (21)

Причем условия (12) и (20) — это дополнительные ограничения на функцию L, а усло-
вия (4) и (15) — некоторые дополнительные ограничения на функции σνj . И, следовательно,
свойства (4), (12), (15) и (20) выделяют подкласс функций L и σνj , для которых существуют
усредненные кинетические обобщенные потенциалы M̃L, Γ̃L и D̃L для уравнений Лагранжа в
форме Ланжевена-Стратоновича (1).
Если же исходное уравнение Лагранжа при наличии случайных возмущений задается в

форме Ланжевена-Ито (8), то используя оператор дифференцирования Ито
◦
d (·)
dt

=
d(·)
dt

+

+
1
2
∂2(·)
∂q̇i∂q̇k

σijσkj имеем

10) усредненный лагранжиан ML удовлетворяет уравнению

◦
d

dt

∂ML

∂q̇ν
− ∂ML

∂qν
= 0, (9)

и если функция L = O(q̇2), то
◦
d (·)
dt

≡ d(·)
dt

и уравнение (9) эквивалентно уравнению (3);
20) начальный момент второго порядка ΓL удовлетворяет уравнению

◦
d

dt

∂ΓL
∂q̇ν

− ∂ΓL
∂qν

= MRν ; (28)

30) дисперсия DL удовлетворяет уравнению

◦
d

dt

∂DL

∂q̇ν
− ∂DL

∂qν
= M

◦
Rν . (29)

Теперь на основании выведенных уравнений с лагранжевой структурой относительно ML,
ΓL и DL сформулируем принцип Гамильтона при наличии случайных возмущений на языке
моментных функций.
Предварительно, по аналогии с классическим случаем, рассмотрим действие по Гамиль-

тону W =
∫ t1
t0
L(q, q̇, t)dt и введем следующие понятия: M

∫ t1
t0
Ldt — математическое ожидание

действия по Гамильтону;
∫ t1
t0

ΓLdt ≡ M
∫ t1
t0
L2dt — начальный момент второго порядка дей-

ствия по Гамильтону;
∫ t1
t0
DLdt ≡ M

∫ t1
t0

(L −ML)2dt — дисперсия действия по Гамильтону в
расширенном конфигурационном пространстве (q, t) ∈ Rn+1 и пусть в моменты t0 и t1 заданы
фиксированные гауссовы случайные величины q0ν(ω) и q1ν(ω).

П р е д л о ж е н и е 1. Для механической системы, которая допускает идеальные удер-
живающие связи между двумя состояниями (q0ν(ω) и q1ν(ω) — заданные гауссовы случайные
величины) за один и тот же промежуток времени [t0, t1] в потенциальном поле сил и при
наличии случайных возмущений типа белого шума Стратоновича (в строгом смысле), дей-
ствительный случайный процесс удовлетворяет условиям

∫ t1

t0

(δML+MΦ0
νδqν)dt = 0, (31a)



∫ t1

t0

[δΓL+ (MΦ1
ν +MΦ2

ν)δqνdt = 0, (31b)

∫ t1

t0

[δDL+ (MΦ1
ν +MΦ3

ν)δqνdt = 0. (31c)

З а м е ч а н и е 3. Предложение 1 в отличие от классического принципа Гамильтона но-
сит характер необходимых, но, вообще говоря, не достаточных условий.

П р е д л о ж е н и е 2. Если в предложении 1 предположить дополнительно, что функ-
ции L и σνj удовлетворяют условиям (4), (12), (15) и (20), то для обобщенного математи-
ческого ожидания M̃L, обобщенного начального момента второго порядка Γ̃L и обобщенной
дисперсии D̃L действия по Гамильтону имеют место соотношения

δ

∫ t1

t0

M̃Ldt = 0, δ

∫ t1

t0

Γ̃Ldt = 0, δ

∫ t1

t0

D̃Ldt = 0. (32)

Условия (31) предложения 1 выводятся вполне аналогично классическому выводу прин-
ципа Гамильтона из уравнения Лагранжах [15] из соответствующих уравнений лагранжевой
структуры (2), (10) и (18), а условия (32) предложения 2 — из уравнений (7), (16) и (21).
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ n-ГО
ПОРЯДКА НА ПЛОСКОСТИ С СИНГУЛЯРНОЙ ТОЧКОЙ

А. Б. Тунгатаров

Казахский экономический университет имени Т.Рыскулова
480035 Алматы, Жандосова ул., 55

Исследованы вопросы разрешимости обобщенной задачи Римана - Гильберта для одного
класса эллиптических систем n-го порядка (n ≥ 2) на плоскости с сингулярной точкой.

Настоящая работа посвящена исследованию вопросов разрешимости в пространстве непре-
рывных функции одного класса эллиптических систем n-го порядка (n ≥ 2) на плоскости с
сингулярной точкой и задачи Римана-Гильберта для него. Эллиптические системы 1-го поряд-
ка на плоскости с сингулярной точкой и краевые задачи для них достаточно полно исследованы
в работах И.И.Векуа [1], Л. Г.Михайлова [2], З.Д.Усманова [3], А.Б.Тунгатарова [4–6] и др.
Системы уравнений в частных производных на плоскости с сингулярной точкой 2-го поряд-
ка изучены в работах А.Б.Тунгатарова, Е.И.Беркимбаева [7, 8], а 3-го порядка в работах
А.Б.Тунгатарова , Н.М.Кисиковой [9, 10].

1. Пусть G — ограниченная область комплексной плоскости с границей Γ ∈ C1,α (0 < α <
1), содержащая внутри точку z = a. S(G) — пространство измеримых и существенно ограни-
ченных в G функций f(z)с нормой ‖f‖S(G) =vraisup

z∈G
|f(z)|; Sν(G, a) — класс функций f(z), для

которых f(z)|z − a|ν ∈ S(G), где ν — действительное число. Норма в Sν(G, a) определяется по
формуле ‖f‖Sν(G,a) = ‖|z − a|νf(z)‖S(G). Пусть n ≥ 2 — целое число. Через Dn

z,q(G) обозначим
класс функций, допускающих обобщенные производные по z [11] до n-го порядка включитель-
но, которые принадлежат пространству Lq(G), q > 2, a через Dn

z,q(G,m) обозначим класс
функций f(z), представимых в G в виде f(z) = zmf0(z), где f0(z) ∈ Dn

z,q(G).
Рассмотрим в G уравнение

∂nW

∂zn
+
n−1∑
k=1

Ak(z)
∂n−kW
∂zn−k

+An(z)W +B(z)W = F (z) , z ∈ G, (1)

где

Ak(z) ∈ Sk(G, a), (k = 1, n), B(z) ∈ Sn(G, a), F (z) ∈ Sβ(G, a), (0 < β < 1),

∂

∂z
=

∂

∂x
+ i

∂

∂y
,

∂k

∂zk
=

∂

∂z

(
∂k−1

∂zk−1

)
.

Keywords: Generalized Riemann-Hilbert’s problem, singular point elliptic system
2000 Mathematical Subject Classification: 35Q15
c© А. Б. Тунгатаров, 2001.
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Пусть

M1(a) = sup
z∈G

|z − a|β
π

∫∫
G

dGξ
|ξ − z||ξ − a|1+β ,

M2(a) = sup
z∈G

|z − a|β
π2

∫∫
G

dGξ1
|ξ1 − a||ξ1 − z|

∫∫
G

dGξ2
|ξ2 − ξ1||ξ2 − a|1+β , . . .

Mn(a) = sup
z∈G

|z − a|β
πn

∫∫
G

dGξ1
|ξ1 − a||ξ1 − z|

∫∫
G

dGξ2
|ξ2 − ξ1||ξ2 − a| . . .

. . .

∫∫
G

dGξn−1

|ξn−1 − ξn−2||ξn−1 − a|
∫∫
G

dGξn
|ξn − ξn−1||ξn − a|1+β .

Ограниченность чисел Mk(a), (k = 1, n) доказывается с помощью неравенства Адамара [11].
Предполагаем, что

M =
n∑
k=1

Mk(a)‖Ak‖Sk(G,a) +Mn(a)‖B‖Sn(G,a) < 1 . (2)

Решения уравнения (1) из класса

Sβ−n(G, a) ∩Dn
z,q(G), 2 < q <

2
β

(3)

ищем в виде
W (z) = (TnG,aU)(z) + (z − a)nΦ(z), (4)

где Φ(z) ∈ U0(G), (U0(G) — класс голоморфных в G функций),

(TG,aU)(z) = −z − a

π

∫∫
G

U(ξ)dGξ
(ξ − z)(ξ − a)

,

(T 2
G,aU)(z) =

(z − a)2

π2

∫∫
G

dGξ1
(ξ1 − a)(ξ1 − z)

∫∫
G

U(ξ2)dGξ2
(ξ2 − ξ1)(ξ2 − a)

, . . .

(TnG,aU)(z) =
(−1)n(z − a)n

πn

∫∫
G

dGξ1
(ξ1 − a)(ξ1 − z)

∫∫
G

dGξ2
(ξ2 − ξ1)(ξ2 − a)

. . .

. . .

∫∫
G

dGξn−1

(ξn−1 − ξn−2)(ξn−1 − a)

∫∫
G

U(ξn)dGξn
(ξn − ξn−1)(ξn − a)

.

Здесь U(z) — новая неизвестная функция из класса Sβ(G, a), 0 < β < 1. В силу теоремы
I.36 [11] пространство D1

z,q(G) совпадает с пространством СоболеваW 1
q (G), для которого имеет

место вложенияW 1
q (G) ⊂ Cα(G), α = 1− 2

q . Из определения следуетD
n
z,q(G) ⊂ Dk

z,q(G) если n >
k. Следует отметить, что в работах [8] и [10] соответственно доказаны, что D2

z,q(G) ⊂ C1,α(G)
и D3

z,q(G) ⊂ C2,α(G). Поэтому Dn
z,q(G) ⊂ Cα(G), α = 1 − 2

q . Используя результаты работы [11],
легко можно показать равенства

∂l

∂zl
(T kG,aU)(z) = (T k−lG,a U)(z), (l = 1, k − 1), (k = 2, n),

∂n

∂zn
(TnG,aU)(z) = U(z). (5)

Если подставим (4) в (1), то в силу (5) получим уравнение

U(z) = (Q1U)(z), (6)
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где

(Q1U)(z) = −
n−1∑
k=1

Ak(z)(T kG,aU)(z) −An(z)((TnG,aU)(z) + (z − a)nΦ(z))−

−B(z)((TnG,aU)(z) + (z − a)nΦ(z)) + F (z).

Используя определение нормы класса Sβ(G, a) и неравенство Адамара [11], получим

|(T kG,aU)(z)| ≤Mk(a)|z − a|k−β‖U‖Sβ(G,a), (k = 1, n). (7)

В силу (7) оператор Q1 переводит пространство Sβ(G, a) в себя и имеет место неравенство

‖(Q1U)(z)‖Sβ(G,a) ≤
( n∑
k=1

‖Ak‖Sk(G,a)Mk(a) +Mn(a)‖B‖Sn(G,a)

)
‖U‖Sβ(G,a)+

+‖F‖Sβ(G,a) + (‖An‖Sn(G,a) + ‖B‖Sn(G,a))‖Φ‖Sβ(G,a).

Следовательно, оператор Q1 ограничен в Sβ(G, a). Для любых U1, U2 ∈ Sβ(G, a) аналогично
доказывается оценка

‖(Q1U1)(z) − (Q1U2)(z)‖Sβ(G,a) ≤M‖U1 − U2‖Sβ(G,a).

Поэтому в силу (2) и принципа сжатых отображений существует единственное решение урав-
нения (6) из Sβ(G, a). Из (4) в силу (5) следует

∂nW

∂zn
= U(z),

∂kW

∂zk
= (Tn−kG,a U)(z), (k = 1, n− 1).

Cледовательно, в силу (7) функция W (z), определяемая по формуле (4), принадлежит классу
(3). В итоге получим теорему.

Т е о р е м а 1. Если имеет место оценка (2), то уравнение (1) разрешимо в классе (3).
Решения из (3) могут быть найдены по формуле (4), где U(z) — решение уравнения (6) из
класса Sβ(G,a), 0 < β < 1.

2. Пусть R > 0, G = {z : |z| < R}, Γ = {t : |t| = R} и
Mk = Mk(0), (k = 1, n),

Mn+1 = Mn(0) + sup
z∈G

|z|n+1

πn

∫∫
G

dGξ1
|R2 − ξ1z||ξ1|

∫∫
G

dGξ2
|ξ2||ξ2 − ξ1| . . .

. . .

∫∫
G

dGξn−1

|ξn−1||ξn−1 − ξn−2|
∫∫
G

dGξn
|ξn|1+β|ξn − ξn−1| .

В этом пункте мы ищем решение уравнения (1), удовлетворяющее на Γ условию

Re[t−mW (t)] = g(t), t ∈ Γ, (8)

где m — целое число, g(t) ∈ Cα(Γ), α = 1 − 2
q , 2 < q < 2

q . В зависимости от соотношения
между m и n приходится нам сформулировать эту задачу в различном виде.

а) Пусть m ≥ n. Тогда рассмотрим задачу.
З а д а ч а A1. Требуется найти решение уравнения (1), где

Ak(z) ∈ Sk(G, 0), (k = 1, n), B(z) ∈ Sn(G, 0), F (z) ∈ Sβ(G, 0), 0 < β < 1,
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из класса
Sβ−n(G, 0) ∩Dn

z,q(G) , 2 < q <
2
β
, (9)

удовлетворяющее граничному условию (8).
Решение задачи A1 из класса (9) будем искать в виде

W (z) = (ΠG,mU)(z) + znΦ(z),

где

(ΠG,mU)(z) = (TnG,0U)(z) − (−1)nz2m−n−1

πnR2(m−n)

∫∫
G

dGξ1
ξ1(R2 − ξ1z)

∫∫
G

dGξ2
ξ2(ξ2 − ξ1)

∫∫
G

dGξ3
ξ3(ξ3 − ξ2)

. . .

∫∫
G

dGξn−1

ξn−1(ξn−1 − ξn−2)

∫∫
G

U(ξn)dGξn
ξn(ξn − ξn−1)

,

U(z) — новая неизвестная функция из Sβ(G, 0), а Φ(z) ∈ U0(G).
Следуя [11], функцию Φ(z) представим в виде

Φ(z) = (Dm−ng)(z) + Φm(z), (11)

где

(Dng)(z) =
zn

2πi

∫
Γ

g(t)
t+ z

t− z

dt

t
,

Φm(z) =
m−n−1∑
k=0

[αk(zk −R2(k−m+n)z2(m−n)−k) + iβk(zk +R2(k−m+n)z2(m−n)−k)] + iβm−nzm−n,

если n ≥ m + 1, Φm(z) = iβ0, если n = m. Здесь αk, βk (k = 0,m− n− 1), βm−n — произ-
вольные действительные числа.

Если подставим (11) в (10), то функция W (z), определяемая по формуле (10), автомати-
ческий удовлетворяет условию (8). Подставив эту функцию W (z) в (1), получим для U(z)
уравнение

U(z) = (Q2U)(z), (12)

где

(Q2U)(z) = −
n−1∑
k=1

Ak(z)(T kG,0)(z) −An(z)((ΠG,mU))(z) + znΦ(z))−

−B(z)((ΠG,mU)(z) + znΦ(z)) + F (z).

Оператор Q2 переводит пространство Sβ(G, 0) в себя и имеет место неравенство

‖(Q2U)(z)‖Sβ(G,0) ≤Mn+2‖U‖Sβ(G,0) + (‖An‖Sn(G,0) + ‖B‖Sn(G,0))‖Φ‖Sβ(G,0) + ‖F‖Sβ(G,0) ,

где

Mn+2 =
n−1∑
k=1

Mk(0)‖Ak‖Sk(G,0) +Mn+1(‖An‖Sn(G,0) + ‖B‖Sn(G,0)) .

Для любых U1, U2 ∈ Sβ(G, 0) справедлива оценка

‖(Q2U1)(z) − (Q2U2)(z)‖Sβ(G,0) ≤Mn+2‖U1 − U2‖Sβ(G,0) .

Поэтому при Mn+2 < 1 в силу принципа сжатых отображений существует единственное реше-
ние уравнения (12) из Sβ(G, 0).Как в случае пункта 10 доказывается, что функция W (z), опре-
деляемая по формуле (10), принадлежит классу (9). Функция Φm(z) является линейной комби-
нацией с произвольными вещественными коэффициентами 2(m− n) + 1 линейно-независимых
функции. Следовательно, имеет место
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Т е о р е м а 2. При m ≥ n и Mn+2 < 1 неоднородная задача A1 всегда имеет решение, а
однородная задача (F ≡ 0, g ≡ 0) имеет ровно 2(m − n) + 1 линейно-независимых решений.
Эти решения могут быть найдены по формуле (10),(11), где U(z) — решение уравнения (12)
из Sβ(G, 0).

б) Пусть m < n. В этом случае формулу (10) мы не можем использовать сразу, так как
тогда получится задача с отрицательным индексом. Поэтому сначала введем в рассмотрение
функцию V (z) = zn−mW (z). Задача Римана-Гильберта теперь подставим в следующем виде.

З а д а ч а A2. Требуется найти решение уравнения (1), где

Ak(z) ∈ Sk(G, 0), (k = 1, n), B(z) ∈ Sn(G, 0), F (z) ∈ Sm−n+β(G, 0), 0 < β < 1

из класса
Sβ−m(G, 0) ∩Dn

z,q(G,m− n), (13)

удовлетворяющее граничному условию (8).
Функция V (z) удовлетворяет уравнению

∂nV

∂zn
+A1(z)

∂n−1V

∂zn−1 + ...+An−1(z)
∂V

∂z
+An(z)V +Bn−m(z)V = Fn−m(z), z ∈ G, (14)

где
Bk(z) = e−2iκϕB(z), Fk(z) = zkF (z), ϕ = arg z

и краевому условию
Re[t−nV (t)] = g(t), t ∈ Γ. (15)

Задача (14), (15) соответствует задаче из а) приm = n. Поэтому решение этой задачи из класса
(13) ищем в виде

V (z) = (ΠG,nU)(z) + znΦ0(z), (16)

где

(ΠG,nU)(z) = (TnG,0)(z) −
(−1)nzn+1

πn

∫∫
G

dGξ1
ξ1(R2 − ξ1z)

∫∫
G

dGξ2
ξ1(ξ2 − ξ1)

∫∫
G

dGξ3
ξ3(ξ3 − ξ2)

. . .

. . .

∫∫
G

dGξn−1

ξn−1(ξn−1 − ξn−2)

∫∫
G

U(ξn)dGξn
ξn(ξn − ξn−1)

,

Φ0(z) = (D0g)(z) + iβ0.

Функция (16) автоматически удовлетворяет условию (15). Если (16) подставим в (14), то по-
лучим уравнение

U(z) = (Q3U)(z), (17)

где

(Q3U)(z) = −
n−1∑
k=1

Ak(z)(T kG,0)(z) −An(z)((ΠG,nU))(z) + znΦ(z))−

−Bn−m(z)((ΠG,nU)(z) + znΦ(z)) + Fn−m(z).

Очевидно, что Fn−m(z) ∈ Sβ(G, 0). Оператор Q3 переводит пространство Sβ(G, 0) в себя и для
любых U1, U2 из Sβ(G, 0) справедлива оценка

‖(Q3U1(z) − (Q3U2)(z)‖Sβ(G,0) ≤Mn+2‖U1 − U2‖Sβ(G,0) .

Поэтому при Mn+2 < 1 в силу принципа сжатых отображений существует единственное ре-
шение уравнения (17) из Sβ(G, 0). Как в случае пункта 1 доказывается, что функция V (z),
определяемая по формуле (16), принадлежит классу (9). Тогда из формулы V (z) = zn−mW (z)
следует, что функция W (z) принадлежит классу (13). Итак, доказана
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Т е о р е м а 3. При m < n и Mn+2 < 1 неоднородная задача всегда имеет решение, а
однородная задача (F ≡ 0, g ≡ 0) имеет одно независимое решение. Эти решения могут быть
найдены по формуле W (z) = zn−mV (z), где V (z) определяется из (16), (17).
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ПОРЯДКИ УБЫВАНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ ПО
ОРТОГОНАЛЬНЫМ СИСТЕМАМ

Л. П. Фалалеев

Институт математики МОН РК
480100 Алматы, Пушкина ул., 125, alex@math.kz

Установлены оценки порядков убывания коэффициентов Фурье по тригономертической си-
стеме, системе Хаара и системе типа Хаара функций f(x) ∈ Lp, 1 < p < 2. Сходимость после-
довательности при этом понимается в смысле Чезаро, Рисса или Зигмунда.

Пусть an, bn — коэффициенты Фурье по тригонометрической системе функции f(x) ∈
Lp[0, 2π], p > 1. В [1]–[3] рассматривались порядки убывания коэффициентов Фурье в случае,
когда сходимость последовательности понимается в смысле Чезаро с показателем α > 0. Ана-
логичные вопросы изучались автором на более широких классах функций для других методов
суммирования [4].

Напомним, что числовая последовательность Sν называется суммируемой методом Чезаро
(C,α), α > 0 к числу S, если существует предел

lim
n→∞

1
Aαn

n∑
ν=0

Aα−1
n−νSν = S, (1)

Aαn =
(α+ 1)(α+ 2) . . . (α+ n)

n!
, n = 0, 1, . . . .

Средние Рисса (R,α) и Зигмунда (Z,α) определяются сумматорными функциями

φ1(x, α) = (1 − x)α, α > 0, φ1(0, α) = 1, φ1(1, α) = 0, x ∈ [0, 1], (2)

φ2(x, α) = 1 − xα, α > 0, φ2(0, α) = 1, φ2(1, α) = 0, x ∈ [0, 1], (3)

Для f(x) ∈ Lp[0, 1], p > 1 обозначим через cn и dn соответственно коэффициенты Фурье по
системе Хаара и по системе типа Хаара с ограниченной образующей последовательностью. В
заметке изучаются порядки убывания модулей коэффициентов Фурье по перечисленным орто-
гональным системам. Назовем для краткости методы (1)–(3) Λ-методами, а соответствующие
виды сходимости — Λ-сходимостью. О сравнении этих методов см., например, [5, c.114].

Для Λ-методов и тригонометрической системы справедлива

Т е о р е м а 1. При n→ ∞ имеют место асимптотические оценки
1) nβ | an |= o(1) в смысле Λ-сходимости при α > 1

p , β ∈ (0, 1/q), 1
p + 1

q = 1, 1 < p < 2;
2) n1/q | an |= o(1) в смысле Λ-сходимости при α = 1, 1 < p < 2.

Keywords: Orthogonal system, Fourier coefficient
2000 Mathematical Subject Classification: 42A16, 42A20, 42A55
c© Л. П. Фалалеев, 2001.
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Аналогичное утверждение справедливо для | bn |.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поставим в соответствие каждой f(x) ∈ Lp[0, 2π], p > 1 ее триго-

нометрический ряд Фурье

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
c̃ne

inx,

где c̃n — коэффициенты Фурье функции f(x) в комплексной форме. Проведем доказательство
оценки 1) теоремы для (C,α)-средних. Оценка 2) и остающиеся вне рассмотрения методы (2),
(3) могут быть получены по той же схеме.

Из определения (1) и неравенства Харди-Литтлвуда

∞∑
k=1

| c̃k |p (k + 1)p−2 ≤ C ‖ f ‖p , 1 < p ≤ 2 ,

(здесь и далее C > 0, C = const.) следует

A−α
n

n∑
k=1

Aα−1
n−k | c̃k | kβ ≤ CA−α

n

{ n∑
k=1

(n− k)(α−1) p
p−1k

pβ+2−p
p−1

} p−1
p

,

т.к. | Aα−1
n−k |= Aα−1

n−k � (n − k)α−1, α > 0, k = 1, 2, . . . , n. Воспользовавшись теоремой об умно-
жении степенных рядов и равенством

Aγ+δ+1
n =

n∑
k=1

Aγn−kA
δ
k , γ, δ, γ + δ > −1,

получим, что при α > 1
p

A−α
n

n∑
k=1

Aα−1
n−k | c̃k | kβ ≤ Cn−α(n

(α−1)p+pβ+1
p−1 )

p−1
p = Cnβ−1/q → 0 при β < 1/q, n→ ∞.

Учитывая связь между c̃n, an и bn Заключаем, что утверждение теоремы верно и для | bn |.

З а м е ч а н и е 1. В [2] утверждается (сформулировано без доказательства), что при
p ∈ (1, 2], n→ ∞

n
1
q | an |→ 0 в смысле (C, 1)

и что для p > 2 это соотношение не выполняется.

Пусть cn — коэффициенты Фурье по системе Хаара функции f(x) ∈ Lp[0, 1], p > 1.

Т е о р е м а 2. Для Λ-методов справедливы оценки (n→ ∞)
1) nβ | cn |= o(1) в смысле Λ-сходимости при α > 1/p, β ∈ (0, 1/q), 1

p + 1
q = 1, 1 < p < 2;

2) n1/q | cn |= o(1) в смысле Λ-сходимости при α > 1/p.

Аналогичное утверждение справедливо для | dn |.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Аналог неравенства Харди-Литтлвуда (4) для системы Хаара

получен в работе Luo-Cheng’a [6], в [7] приведено следующее усиление неравенства Харди-
Литтлвуда: пусть vm > 0, vm ↑, m → ∞ и

∑∞
m−1(vmm)−1 < C, тогда для любого 1 < p ≤ 2 и

всех f(x) ∈ Lp[0, 1] { ∞∑
m=1

| cm |p (vmm)
p
2
−1

} 1
p

≤ C ‖ f ‖p . (5)



Воспользовавшись неравенством (5), получим

A−α
n

n∑
k=1

Aα−1
n−kk

β | ck |= A−α
n

n∑
k=1

| ck | k
p−2
2p v

p−2
2p

k k
β− p−2

2p | Aα−1
n−k | v

2−p
2p

k ≤

≤ CA−α
n

{ n∑
k=1

| ck |p (kvk)
p−2
2

} 1
p
{ n∑
k=1

| Aα−1
n−k |q k(β− p−2

2p
)q
v

2−p
2p

q

k

} 1
q

≤

≤ CA−α
n

{ n∑
k=1

A
(α−1)q
n−k k

βq−( 1
2
− 1

p
)q
v

( 1
p
− 1

2
)q

k

} 1
q

(6)

при α > 1/p.

Полагая в (6) vk = kε, где ε > 0 выбирается из неравенства ε <
2p

2 − p

(
1
2
− β

)
, получим

A−α
n

n∑
k=1

Aα−1
n−kk

β | ck |≤ Cn
β− 1

2
+ε( 1

p
− 1

2
) → 0, n→ ∞,

откуда вытекает оценка 1) теоремы 2.
Положим в (6) β = 1

q , тогда при α >
1
p

A−α
n

n∑
k=1

Aα−1
n−kk

1
q | ck |≤ Cn−α{

n∑
k=1

A
(α−1)q
n−k kq/2v

q/2−1
k } 1

q . (7)

Если в неравенстве (7) vk ≡ lnp k, p > 1, то из асимптотического равенства

n∑
k=1

kγ lnδ k ≈ Cnγ+1 lnδ n, γ > −1, δ ∈ (−∞,∞)

и полной регулярности Λ-методов получим (n→ ∞)

A−α
n

n∑
k=1

Aα−1
n−kk

1
q | ck |≤ Cn

p−2
2p (lnn)

p
2q

(q−2) → 0 при α >
1
p
, 1 < p < 2.

Таким образом теорема 2 доказана полностью.

З а м е ч а н и е 2. В [7] приведено утверждение 2:

∀p > 2, ∀{ηm}∞m=0 c lim
m→+∞ ηm = +∞ ∃f ∈ Lp[0, 1]

такая, что
∞∑
m=0

| cm |p (m+ 1)
p
2
−1ηm = +∞.

Выбирая ηm надлежащим образом (например, ηm = m
1
q
+1− p

2 ) можем заключить, что в силу
полной регулярности Λ-методов оценка 2) теоремы 2 не будет выполняться ни для каких
α > 0 при p > 2.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДИНАМИКИ
ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ДУГИ НА БАЗЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ

ЗАДАЧИ СТЕФАНА С ДВУМЯ СВОБОДНЫМИ
ГРАНИЦАМИ

С. Н. Харин

Институт математики МОН РК
480100 Алматы, Пушкина ул., 125

В работе представлены математические модели, описывающие различные механизмы эро-
зии, и методы решения соответствующих краевых задач.

Введение. Дуговая эрозия в размыкающихся электродах зависит от многих факторов.
Математические модели дуговой эрозии контактов при малых токах вследствие испарения ма-
териала рассмотрены во многих работах [1]–[4]. Расчетами и экспериментами было показано,
что направление переноса контактного материала зависит от механизма электрической прово-
димости в столбе дуги и меняется с анодного на котодное при переходе от металлической фазы
дуги к газовой фазе [5]–[9].

Информация о продолжительности каждой фазы дуги является крайне необходимой для
обеспечения минимума дуговой эрозии вследствие испарения. Экспериментальное исследова-
ние динамики испарения наталкивается на значительные трудности из-за быстротечности про-
цесса. Поэтому математическое моделирование эрозионных процессов представляется весьма
важным. Некоторые из таких моделей, описывающих эрозию при переходе от металлической
фазы дуги к газовой фазе, представлены в работах [10]–[11].

Механизм эрозии, обусловленный газовым и электромагнитным давлением в жидком рас-
плаве на поверхности электрода, описан в работе [12], однако, без детального анализа. Некото-
рые оценки конвективных и электродинамических сил, а также термокапиллярных сил поверх-
ностного натяжения получены в работах [13]–[15]. Механизм эрозии в твердой фазе, который
наблюдался на карбиде циркония [16] и на вольфраме[17], был описан в работах [18]–[19], но
разработка соответствующих практических методов решения остается весьма актуальной.

Испарение. Общая математическая модель, описывающая динамику электрической дуги,
была представлена в работе [10]. Однако, она довольно сложна, поэтому ее упрощение без по-
тери основных законов дуговой динамики может быть достигнуто заменой дифференциальных
уравнений для столба дуги, бесстолкновительной и ионизационной зон более простыми урав-
нениями баланса энергии, в то время как для описания процессов в электродах сохраняются

Keywords: electrical contacts, electrical arc
2000 Mathematical Subject Classification: 74N20, 80A20, 80A22
c© С. Н. Харин, 2001.
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Рис. 1: Расплав (D1) и твердая зона (D2) электрода

дифференциальные уравнения с заданными потоками из дуги в качестве граничных условий.
В результате действия теплового потока дуги на поверхности электрода формируется осесим-
метричная зона жидкого металла D1(hν(r, t) ≤ z ≤ hm(r, t), 0 ≤ r ≤ α(t)), контактирующая с
не расплавленной твердой зоной D2((z ≥ 0, r ≥ 0)\D2), которые показаны на рис.1. Уравнение
теплопроводности для обеих областей может быть представлено в виде

Ciγi
∂Ti
∂t

= div(λi∇Ti) + ρij
2
i , (1)

где через Ci, γi, λi, ρi, ji, Ti и t обозначены соответственно теплоемкость, плотность, теплопро-
водность, электрическое сопротивление, плотность тока, температура и время, hν(r, t) и hm(r, t)
— изотермы испарения и плавления, α и h0 — радиус и глубина расплава, f — радиус дуги,
индекс i = 1 относится к расплаву, а i = 2 — к твердой зоне.

На изотерме поверхности испарения z = hν(r, t) условие Стефана имеет вид

−λ1
∂T1

∂n
= QA + Lνγ1

∂hν
∂t

, (2)

где тепловой поток дуги определяется выражением

QA = q0(t) exp
(
− r2

r2A(t)

)
, (3)

в котором q0(t), Lν , rA(t) и n означают соответственно магнитуду (максимум теплового потока
в центре контактного пятна), скрытую теплоту испарения, эффективный радиус нормального
распределения и нормаль к поверхности.

Скорость испарения может быть определена законом Ленгмюра

γ1
∂hν
∂t

=
Γ√
T1

exp
(
A− B

T1

)
, (4)

где Γ = (2πRT /M)
1
2 , RT — газовая постоянная,M — молекулярный вес пара, A и B — констан-

ты испарения. Если предположить, что доля теплового потока, входящего в электрод, которая
потребляется на фазовый переход испарения, имеет нормальное радиальное распределение

Qν = qν(t) exp
(
− r2

r2ν(t)

)
, (5)



где qν(t) и rnu(t) — магнитуда и эффективный радиус испарения, то можно опустить закон
Ленгмюра (4) и рассматривать лишь одно условие Стефана (3) с заменой в нем QA на разность
QA −Qν . Эффективный радиус испарения может быть найден в этом случае из уравнения

T1(rν(t), 0, t) = Tb, (6)

где Tb — температура кипения. Магнитуды q0(t) и qν(t) определяются из уравнения баланса
энергии для столба дуги, анода и поверхности катода.

На поверхности перехода z = hm(r, t) между расплавом и твердой зоной задается еще одно
условие Стефана

−λ1
∂T1

∂n
= −λ2

∂T2

∂n
+ Lmγ1

∂hm
∂t

, (7)

дополняемое уравнением
T1 = T2 = Tm, (8)

где Lm и Tm — соответственно скрытая теплота плавления и температура плавления.
Для замыкания системы граничных условий необходимо задать еще условие аксиальной

симметрии
∂T1

∂r
= 0, если r = 0, (9)

а также начальные условия

T2(r, z, 0) = T0(r, z), T1(0, 0, 0) = Tm. (10)

Выражение для T0(r, z) может быть найдено из решения уравнения теплопроводности на этапе,
предшествующем плавлению. Оно приведено в работе [11].

Алгоритм решения. Для решения задачи Стефана (1) — (10) с двумя свободными грани-
цами z = hν(r, t) и z = hm(r, t) используется метод мажорантных тепловых потоков, представ-
ленный в работе [23]. В соответствии с этим методом время горения дуги 0 ≤ t ≤ tA разбивается
на элементарные интервалы (шаги). Для каждого такого шага реализуется следующая итераци-
онная процедура. Вначале строится известное решение стандартной задачи для уравнения (1)
в цилиндрическом полупространстве r > 0, z > 0 с заданным тепловым потоком дуги QA(r, t)
на границе z = 0. Это решение T+(r, z, t) является верхней мажорантой и дает завышенные
значения температуры, поскольку реальный тепловой поток QA(r, t) −Qm(r, t) −Qν(r, t), учи-
тывающий тепловые потери на фазовые переходы плавления и испарения, меньше потока дуги.
Из этого решения определяются поверхности z = h+

m(r, t) и z = h+
ν (r, t), соответствующие изо-

термам плавления и испарения, и вытекающие из них объемы расплава и испарения, которые
также завышены. Затем вычисляется мощность Q+

m+ν = Qm(r, t) + Qν(r, t), затрачиваемая на
фазовые переходы для найденных объемов, и снова решается стандартная задача теплопровод-
ности, но уже для заниженного значения теплового потока QA(r, t) −Q+

m+ν(r, t), в результате
чего определяются нижние мажоранты температуры T−(r, z, t) и изотерм плавления и испа-
рения z = h−m(r, t) и z = h−ν (r, t). Такая процедура повторяется несколько раз до получения
нужной точности.

Результаты расчета. Медные электроды. Расчет был проведен для Cu — электро-
дов при токах I = 100A, 300A, 500A и скоростях размыкания V0 = 0, 0,5м/с, 5м/с, 20м/с.
Результаты представлены на рис. 2 – 4.

Сразу же после разрыва мостика температура в центре анодного пятна Ta(0, t) (рис. 2) резко
возрастает до величины 6 · 103K, уменьшаясь затем со временем до значения 1 · 10−3c, сравни-
мого с температурой группового катодного пятна (Tc = 4 ·103K). Вследствие этого испарение с
анода резко сокращается, и металлическая фаза дуги переходит в газовую фазу в критической
точке tcr пересечения анодной и катодной температур. Величина тока при этом весьма важна,
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Рис. 2: Температура Ta(0, t) и Tc(0, t) в центре анода и катода в функции от времени t. Cu
- контакты. Для анода: 1-I = 100A, 2-I = 300A, 3-I = 500A. Для катода: 4-I = 100A,
5-I = 300A, 6-I = 500A. Критическое время: tcr = 0,4мс(300A), 0,65мс(500A), 0,8мс(500A)

Рис. 3: Динамика эффективного радиуса испарения reν(t) с анода ( 1 - I = 100A , 2 - I = 300A,
3 - I = 500A) и с катода ( 4 - I − 100A, 5 - I = 300A, 6 - I = 500A ). (Cu -электроды)

так как меньшему току соответствует меньшее время существования анодной дуги. Сниже-
ние температуры в центре анодного пятна является результатом действия двух факторов: 1)
уменьшения теплового потока в анод вследствие расхождения контактов и увеличения радиуса
анодного пятна и 2) охлаждения анода вследствие интенсивного испарения.

Условия возникновения и эволюции газовой фазы дуги зависят от свойств электродного
материала, таких как температура плавления и испарения, скрытая теплота испарения и т.д.,
которые должны быть учтены в математической модели короткой дуги.

Испарение материала в зоне основания короткой дуги является важнейшим фактором,
определяющим ее эволюцию. Эффективный радиус испарения с катодного пятна rν(t) воз-
растает вместе с током (рис. 3), в то время как rm(t) для катода изменяется весьма медленно.

Скорость роста радиуса анодного пятна dreν
dt меняется от 0,1м/с до 0,2м/с и стремится к

нулю в конце анодной фазы дуги.
Кривые анодных и катодных потерь на испарение Qaν(t) и Qcν(t) представлены на рис. 4.

Анодные кривые потерь вначале быстро возрастают и достигают максимума при t ≈ 0, 1−0.5мс,
а затем уменьшаются до нуля, пересекая катодные кривые в критических точках.

Максимум анодных потерь на испарение несколько смещается в сторону большего времени
с возрастанием тока. Это смещение можно объяснить изменением соотношения между скоро-



Рис. 4: Анодные потери на испарение Qaν(t) ( 1 - I = 100A, 2 - I = 300A, 3 - I = 500A) и
катодные потери на испарение Qeν(t) ( 4 - I = 100A, 5 - I = 300A, 6 - I = 500A ), V0 = 0, 2м/с.
Co — контакты

Рис. 5: Эрозия AgCdO электродов в зависимости от длины дуги. L = 0 1 - 40A (катод), 2 - 20A
(катод). 3 - 20A (анод), 4 - 40A (анод).

стью роста температуры и интенсивностью испарения в анодном пятне. В начальной стадии
мощность испарения резко возрастает вместе с ростом анодной температуры. Быстро расту-
щий радиус площадки испарения rν(t) вызывает интенсивное испарение. После максимума
температура начинает уменьшаться вследствие охлаждающего действия парообразования и
уменьшения теплового потока из дуги с ростом межконтактного расстояния. Скорость испа-
рения весьма чувствительна к изменению температуры в силу экспоненциальной зависимости
(4), равно как и к изменению величины тока. Из рис.4 можно заключить, что испарение анода
практически заканчивается при t = 5мс для тока I = 100A, тогда как за то же время при
токе I = 500A интенсивность испарения достигает максимума. Сравнение результатов этих
вычислений с экспериментальными данными [20] показывает достаточно удовлетворительное
согласование с ошибкой, не превышающей 10–15%.

Эрозия AgMeO электродов. Аналогичные вычисления были проведены для металлоке-
рамики AgCdO и AgSnO2 при условиях: токи I = 20A и I = 40A, напряжение U = 14V ,
скорость размыкания V0 = 0, 2м/с, индуктивность L = 0 и L = 50мГн. Эти условия типичны
для размыкания тока в автомобильных реле и коммуникациях. Результаты расчета представ-
лены на рис. 5 – 7.

Эти результаты хорошо согласуются с экспериментальными данными [9], [22]. Их анализ
позволяет заключить, что в металлической фазе короткой анодной дуги, которая характеризу-
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Рис. 6: Эрозия AgSnO2 в зависимости от длины дуги. L = 0 1 - I = 40A (катод ), 2 - 20A
(катод) 3 - 20A (анод), 4 - 40A (анод).

Рис. 7: Эрозия AgCdO и AgSnO2 в зависимости от длины дуги L = 50мГн, I = 40A 1 - AgCdO
катод, 2 - AgCdO анод, 3 - AgSnO2 анод, 4 - AgSnO2 - катод

ется переносом материала с анода на катод, эрозия электродов AgSnO2 значительно меньше,
чем эрозия электродов AgCdO как для резистивных, так и для индуктивных цепей, в то вре-
мя как в газовой фазе (длинная дуга) с обратным направлением переноса величина эрозии
зависит от индуктивности цепи. Для резистивных цепей (L = 0) эрозия электродов AgSnO2

значительно меньше по сравнению с эрозией в электродах AgCdO, однако, для индуктивных
цепей ситуация меняется на обратную, поэтому использование электродов AgCdO в случае
длинных дуг, горящих в газовой фазе, более предпочтительно.

Эрозия в капельной фазе. Наряду с испарением в ряде случаев возможен и другой ме-
ханизм эрозии, которая происходит в виде жидких капель и наблюдается в области средних и
больших токов. Она обусловлена взаимодействием различных сил в жидкометаллической зоне,
таких как электромагнитное и газокинетическое давление, поверхностное натяжение, а также
взрывообразным разбрызгиваним газовых включений в жидком металле. Математическая мо-
дель (1)–(10) должна быть скорректирована в этом случае с учетом тепло- и массопереноса в
поверхностном слое жидкого металла. Уравнение движения для жидкого металла в области
D1 может быть записано в виде

∂V

∂t
+ V · ∇V =

1
γ1

∇P + ν∇V + F (11)

а уравнение неразрывности остается стандартным:

∇ · V = 0 (12)



Уравнение теплопроводности (1) для i = 1 должно быть заменено уравнением энергии

C1γ1

(
∂T1

∂t
+ V · ∇T1

)
= div(λ1∇T1) + ρ1j

2
1 (13)

в то время как для i = 2 оно остается прежним. Здесь V (Vr, Vz) означает вектор скорости жид-
кого металла, P - газокинетическое давление, F = (μ0/γ1)j ×H — электромагнитная сила, ν и
μ0 — вязкость и магнитная проницаемость. Наряду с граничными условиями для температуры
должны быть заданы аналогичные условия и для скорости

∂Vr
∂z

= 0 на поверхности z = hν(r, t) (14)

Vr = Vz = 0 на поверхности z = hm(r, t) (15)

Для упрощения задачи примем радиальное распределение давления в виде

P = P0 · (1 − r2/α2) (16)

Из теории подобия следует, что характерное время процессов теплопереноса th много боль-
ше по сравнению с характерным временем гидродинамических процессов tν . Следовательно,
гидродинамическая часть рассматриваемых уравнений может быть решена независимо от теп-
ловой в предположении, что T1, hm и hν являются фиксированными для данного времени t
.

Используя закон сохранения энергии, можно записать равенство

1
2
γ1
∂

∂t
‖ V 2 ‖ +ν ‖ ∇2V ‖= EH + EM , (17)

где слагаемые в левой части соответствуют кинетической и потенциальной энергии, а правая
часть есть сумма гидродинамической и электромагнитной сил. Интегрируя по времени, полу-
чаем следующее приближение

γ1 ‖ V 2 ‖ +ν
∫ tA

0
‖ ∇2V ‖ dt ∼= WM +WV , (18)

где tA — время горения дуги. Выражения для EM , EH , WM , WV даны в работе [15].
Соотношение (18) дает возможность сравнить каждое слагаемое в правой части (18), не

решая дифференциальные уравнения, и оценить таким образом, какая сила ответственна в
основном за механизм эрозии.

Модель становится более эффективной, если заменить всю область D1 пограничным слоем
вблизи поверхности испарения z = hν(r, t). Тогда поля температуры и скорости при испарении
могут быть описаны системой уравнений

C1γ1
∂T1

∂t
=

∂

∂z

(
λ1
∂T1

∂z

)
+ ρ1j

2
r ,

∂Vr
∂r

+
Vr
r

+
∂Vz
∂z

= 0,

∂Vr
∂t

= ν
∂2Vr
∂z2

,
∂Vz
∂t

= −1
γ

∂F

∂z
+ ν

∂2Vr
∂z2

+
μ0

λ1
jr Hϕ. (19)

Динамика изотермы плавления медного катода в результате нагрева тепловым потоком
дуги QA и джоулевыми источниками с плотностью тока j показаны на рис. 8 для параметров:

QA = Q0 exp(−αir2), Q0 = 2, 2 · 107Вт/м2, αi = 3, 18 · 104м−2

j = j0 exp(−αir2), j0 = 1, 9 · 106A/м2, αj = 1, 3 · 102м−2

1 − t = 0, 2мс, 2 − t = 0, 4мс, 3 − t = 0, 6мc, 4 − t = 0, 2мc
Это позволяет оценить величину эрозии в форме жидких капель, кинетическая энергия

которых больше энергии поверхностного натяжения.
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Рис. 8: Динамика изотерм плавления конвективного теплообмена из дуги

Рис. 9: Изотермы плавления термокапиллярной конвекции. I = 100A, Ma = 2 · 103

Термокапиллярный механизм эрозии. В ряде случаев объяснить измеренные значения
капельной эрозии как следствие движения жидкого металла от центра пятна к его периферии
под действием электромагнитного и газокинетического давления не представляется возмож-
ным, особенно для таких тугоплавких металлов. В этом случае эрозионный механизм можно
объяснить действием термокапиллярного эффекта Марангони, который вызывает интенсивное
конвективное течение в узком поверхностном слое жидкого расплава за счет температурной
зависимости поверхностного натяжения жидкого металла. Чтобы учесть этот эффект, необ-
ходимо скорректировать представленную выше модель конвективного тепло- и массообмена
путем замены условия (14) специальным граничным условием, описывающим термокапилляр-
ные силы, которые вызывают радиальные напряжения на поверхности жидкого металла:

μ
∂Vr
∂z

= − ∂σ

∂T1

∂T1

∂r
, z = hν(r, t) (20)

где μ — динамическая вязкость, σ — коэффициент поверхностного натяжения. Кроме этого, в
правые части уравнений (17) и (18) должны быть добавлены слагаемые Eσ иWσ, ответственные
за термокапиллярный эффект. В этом случае аналог термокапиллярного числа Рейнольдса

Re = W10h0γ1/μ, W10 =
∣∣∣ ∂σ∂T1

∣∣∣ Tm−T0

αμ , числа Прандтля Pr = σμ
λ1

и числа Марангоми Ma =

Re · Pr играют ключевую роль.
Изотермы плавления для вольфрама при тех же условиях, что и выше, но с учетом термо-

капиллярной конвекции, представлены на рис. 9.
В работе [15] показано, что при плотности тока j = 6, 45 · 107A/м2 и тепловом потоке

Q0 = 3, 2 · 108Вт/м2 число Марангони для вольфрама равно Ma = 1, 13 · 102, вследствие чего
скорость движения термокапиллярной конвекции Vr на поверхности расплава достигает 13м/с,



что достаточно для выброса жидкого металла из расплава только термокапиллярными силами
без учета электродинамического и газокинетического давлений.

Эрозия в твердой фазе. В ряде случаев на поверхности электродов могут наблюдаться
очаги пластической деформации и микротрещины. Это происходит тогда, когда коэффициент
сосредоточенности теплового источника дугового разряда достаточно велик (α ≥ 107м−2), а
длительность импульса мала. При этом вблизи контактной поверхности за весьма малые вре-
мена возникают очень большие градиенты температуры (тепловой удар), которые являются
причиной возникновения в теле электрода термоупругой волны и напряжений, превышающих
предел прочности контактного материала и вызывающих выброс частиц, отколотых от поверх-
ности электрода [16]–[17].

Природа тепловых напряжений существенно зависит от плотности тока в контактной зоне.
При плотности тока порядка 108A/м2 и выше рост температуры обусловлен действием джоу-
левых источников тепла в зоне стягивания линий тока, в то время как при плотности 107A/м2

и ниже превалирует поверхностный дуговой поток тепла. Температурное поле, создающее тер-
моупругие напряжения вследствие джоулевого нагрева, может быть описано уравнением теп-
лопроводности

cγ
∂T

∂t
= div(λ∇T ) + ρj2, r > 0, z > 0. (21)

Плотность тока в импульсном режиме определяется из решения уравнения Пуассона для
электрического потенциала в виде [11]:

j(r, z, t) =
δt

4πfr

(
η − 1

η

)
, (22)

где δ — скорость роста тока, f = f(t) — радиус дугового пятна, увеличивающегося во времени,
и η = [z2 + (r − f)2]1/4[z2 + (r + f)2]−1/4. Решение уравнения (21) с граничным условием в
виде теплового потока P0t, поступающего в электрод из дуги, хорошо известно [11]. Используя
это решение и термоупругий потенциал, можно найти компоненты напряжений. Расчеты по-
казывают, что термоупругие напряжения, соответствующие этой модели, существенны лишь
при больших скоростях нарастания тока (β ≥ 107A/c для вольфрама и β ≥ 109A/c для меди).
Максимум напряжений в этом случае возникает на краю контактного пятна (z = 0, r = f(t)),
где плотность тока и тепловых источников также максимальны, в то время как в центре пятна
напряжения значительно ниже, что видно из уравнения (22).

В случае преобладания поверхностных тепловых источников распределение напряжений
носит обратный характер: их максимум находится в центре пятна. В этом случае для описа-
ния температурного поля в электроде может быть использована сферическая модель Хольма,
более простая и удобная по сравнению с цилиндрической. Она состоит в замене плоского кру-
гового контактного пятна радиуса f полусферой идеальной проводимости с радиусом b = f

√
2,

что обеспечивает адекватность температурных полей в обеих моделях. Граничное условие на
контактной полусфере записывается в виде

−λ∂T (b, t)
∂r

= P0t. (23)

Главные компоненты тензора напряжений в квазистатическом приближении определяются
выражениями

σrr =
2Eα0

1 − μ

1
r3

r∫
b

x2T (x, t)dx, σϕϕ = σψψ =
2Eα0

1 − μ

⎡
⎣ 1
r3

r∫
b

x2T (x, t)dx− T (r, t)

⎤
⎦ . (24)

Решение уравнения (21) при условии (23) дается формулой

T (r, t) =
bP0tβ

λα
[erf(α− β) − 2(α+ β) · ierfc(α− β)]+
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Рис. 10: Зависимость тензора напряжений |σrr − σϕϕ| от α− β

4β2 exp
{
−(α− β)2

[
Ω(α− β) − Ω(α− β +

1
2β

]}
, (25)

где

β =
b

2a
√
t
, α =

r

2a
√
t
, Ω(z) = exp(z2) · erfc z.

Подставляя выражение (25) в (24), можно найти компоненты тензора напряжений. Если σy
— предел прочности материала электрода, то простейшее условие, исключающее растрескива-
ние, имеет вид |σrr − σϕϕ| < σy, т.е.

2Eα0

1 − μ

P0t0b

λ

∣∣∣∣4βπ − 1 − 4β2

[
1 − Ω

(
1
2β

)]∣∣∣∣ < σy, (26)

где t0 — время действия импульса.
Приведем пример расчета термоупругих напряжений на вольфрамовом электроде при усло-

виях, описанных в эксперименте работы [17]. Для этих данных

I = δt0 = 1000A, t0 = 2 · 10−6c, πf2 = 5 · 10−4м,

тогда b = 2, 55 · 10−4м, Ω(1/2β) = 0, 94, и, следовательно, |σϕϕ| = 2, 2 · 109кг/м2, что превышает
предел прочности вольфрама σy = 1.3 · 109кг/м2. Экспериментально наблюдаемая эрозия в
виде отколотых от поверхности твердых частиц подтверждает правильность неравенства (26).
Используя неравенство σy ≤ |σrr−σϕϕ|, можно вычислить характерный размер области l0, под-
верженной воздействию термоупругой волны до затухания и приводящей к выбросу материала
электрода в твердой фазе.

Как видно из рис. 10 неравенство σy ≤ |σrr − σϕϕ| выполнено, если, α − β ≤ 0, 65, т.е.
r − b ≤ 1, 3a

√
t, и разрушение электрода в твердой фазе происходит на глубину

l0 = 1, 3a
√
t0 = 1, 67 · 10−5м.

Таким образом, неравенство (26) представляется весьма полезным для расчета термических
напряжений в электрических контактах, работающих в импульсном режиме.
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