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УДК 517.518.453

О СХОДИМОСТИ РЯДОВ ПО ОБОБЩЕННОЙ
СИСТЕМЕ ХААРА

Г. Акишев

Карагандинский государственный университет им. Е.А.Букетова
Караганда, ул.Университетская, 28, akishev@kargu.krg.kz

Введение. В статье рассматриваются условия абсолютной равномерной сходимости рядов
Фурье по обобщенной системе Хаара.

Банахово пространство X измеримых по Лебегу на отрезке [0; 1] функций называется сим-
метричным, если
1) из того, что |f(t)| ≤ |g(t)| почти всюду на [0, 1] и g ∈ X следует, что f ∈ X и ‖f‖X ≤ ‖g‖X ;
2) из f ∈ X и равноизмеримости функций |f(t)| и |g(t)| следует, что g ∈ X и ‖f‖X = ‖g‖X

(см.[1]).
Здесь и в дальнейшем ‖ψ‖X означает норму элемента ψ ∈ X.
Примерами симметричных пространств являются пространства Лебега Lq, 1 ≤ q < +∞,

Орлича, Лоренца, Марцинкевича (см.[1], с. 137).
Пусть χe(t) — характеристическая функция множества e ⊂ [0, 1]. Функция ϕ(μe) = ‖χe‖X

называется фундаментальной функцией пространства X, где μe — мера Лебега множества
e ⊂ [0, 1].

Таким образом, фундаментальная функция симметричного пространства X есть функция
ϕ(t) = ‖χ[0,t]‖X , определенная на [0, 1].

Фундаментальную функцию ϕ(t) симметричного пространства можно считать вогнутой,
неубывающей, непрерывной на [0, 1] функцией, причем ϕ(0) = 0 (см.[1] с.137, 164). Такие функ-
ции называются ψ-функциями.

В дальнейшем симметричное пространство X с фундаментальной функцией ϕ будем обо-
значать X(ϕ).

Через στ обозначим оператор растяжения (στf)(x) = f(x
τ ), если x

τ ∈ [0, 1] и (στf)(x) = 0,
если x

τ /∈ [0, 1]. Известно, что оператор στ непрерывен в любом симметричном пространстве и
существуют пределы:

γ
X

= lim
τ→0

ln ‖στ‖X→X

ln τ
, γX = lim

τ→+∞
ln ‖στ‖X→X

ln τ
,

при этом 0 ≤ γ
X

≤ γX ≤ 1 (см.[2], с.1250; [1], с.131 ).

Keywords: symmetric space, Haar systems
2000 Mathematics Subject Classification: 42A10
c© Г. Акишев , 2002.



Пусть X− симметричное пространство. Ассоциированное к нему пространство X1 состоит
из всех измеримых функций g(t), для которых

‖g‖X1 ≡ sup
f∈X
‖f‖X≤1

∫ 1

0
f(t)g(t)dt < +∞.

Известно, что сепарабельность симметричного пространства X является необходимым и доста-
точным условием совпадения ассоциированного к нему пространства X1 со всем сопряженным
пространством X ′ (см. [1], с. 138).

Отметим также, что если ϕ(t) — фундаментальная функция симметричного пространства
X, то функция ϕ(t) = t

ϕ(t) при t ∈ (0, 1] и ϕ(0) = 0 является фундаментальной функцией
сопряженного пространства X ′ (см.[1] с. 144).

Для функции ϕ(t), t ∈ [0, 1] положим

αϕ = lim
t→0

ϕ(2t)
ϕ(t)

, βϕ = lim
t→0

ϕ(2t)
ϕ(t)

.

Известно, что, если X(ϕ) - симметричное пространство, то 1 ≤ αϕ ≤ βϕ ≤ 2. Функция

ω(f, δ) = sup
0≤h≤δ

‖[f(· + h) − f(·)]χ[0,1−h]‖X

называется модулем непрерывности функции f ∈ X.
Рассмотрим следующий функциональный класс

Hω = {f ∈ X(ϕ) : ω(f, δ) ≤ ω(δ), 0 ≤ δ ≤ 1} ,
где ω(δ) — данный модуль непрерывности.

Через C(α, q, r, . . . ) обозначим положительные постоянные, зависящие от указанных пара-
метров, вообще говоря, различных в разных формулах.

Запись A(y) � B(y) будет означать, что существуют положительные постоянные C1, C2

такие, что C1A(y) ≤ B(y) ≤ C2A(y) для всех y.
Пусть дана последовательность {pn} натуральных чисел таких, что pn ≥ 2 (n = 1, 2, ...).

Обобщенную систему Хаара χ{pk} = {χn(t)} на отрезке [0, 1] определим следующим образом
(см.[3], [4]):

χ1(t) ≡ 1 на [0, 1]. Если n ≥ 2, то n = mk + r(pk+1 − 1) + s, где m0 = 1 и mk = p1p2...pk; k =
1, ...; r = 0, 1, ...,mk − 1; s = 1, 2, ..., pk+1 − 1. Через А обозначим множество точек вида l

mk
на

отрезке [0, 1]. Тогда, если t ∈ B, где B ≡ [0, 1] \A, то разложение

t =
∞∑

k=1

αk(t)
mk

, αk(t) = 0, 1, ..., pk − 1

– единственно.
Теперь определим функцию χn(t) ≡ χs

k,r(t) следующим образом:

χn(t) = χ
(s)
k,r(t) =

⎧⎨
⎩

√
mkexp

2πisαk+1(t)
pk+1

, t ∈
(

r
mk
, r+1

mk

)
∩B,

0, t∈̄
[

r
mk
, r+1

mk

]
.

Пользуясь тем, что множество В всюду плотно на [0,1], функцию χn(t) по непрерывности про-
должим на интервал ( r

mk
, r+1

mk
). После этого в точках разрыва функцию χn(t) положим равной

полусумме её предельных значений справа и слева, а на концах отрезка [0,1] - её предельным
значениям изнутри отрезка.

Таким образом определенная система χ{pn} ортонормирована и полна в пространстве L1

(см.[3]), an(f)— коэффициенты Фурье функции f ∈ L1 по системе χ{pn}. Если все pn = 2 (n =
1, 2, ...), то χ{pn} будет классической системой Хаара.

Для доказательства теорем нам понадобятся следующие утверждения.



Л е м м а 1. [5]. Если αϕ > 1 для ψ-функции ϕ(t), то при любом q ∈ (0,+∞) выполняется
соотношение

1∫
x

[ϕq(t)t]−1dt = O(ϕ−q(x)), x ∈ (0, 1].

Л е м м а 2. Пусть X(ϕ)-сепарабельное симметричное пространство и 0 < γ
X
, γX < 1.

Тогда для любой функции f ∈ X(ϕ) выполняется неравенство

|an(f)| ≤ C√
mν · ϕ(m−1

ν+1)
ω(f,m−1

ν+1) ·
1

sin2 πs
pν+1

при n = mν + r(pν+1 − 1) + s; r = 0, 1, ...,mν − 1; s = 0, 1, ..., pν+1 − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для каждого номера n = mν+r(pν+1−1)+s, r = 0, 1, ..., mν−
1,
s = 0, 1, ..., pν+1 − 1 имеет место равенство ([3], с. 306)

an(f) =
√
mν

pν+1−1∑
k=1

1 − exp{−2πi k
pν+1

}
1 − exp{−2πi s

pν+1
}
∫

ρν,r,k

[f(x+m−1
ν+1) − f(x)]dx.

Из этого равенства в силу определения сепарабельного симметричного пространства фунда-
ментальной функции сопряженного пространства получим

|an(f)| ≤ √
mν

1
mν+1 · ϕ(m−1

ν+1)

pν+1−1∑
k=1

∣∣∣∣1 − exp{−2πi k
pν+1

}
1 − exp{−2πi s

pν+1
}
∣∣∣∣ω(f,m−1

ν+1) ≤

≤ C · (√mνϕ(m−1
ν+1))

−1 · 1
sin2 πs

pν+1

· ω(f,m−1
ν+1).

Лемма доказана.

1. Об абсолютной сходимости рядов Фурье.
Для рядов Фурье-Хаара П.Л.Ульяновым [6] доказана

Т е о р е м а 1. Пусть 1 ≤ q < +∞. Если f ∈ Lq[0, 1] и
∞∑

n=1

n
1
q
−1
ω(f, n−1) < +∞, то

ряд
∞∑

n=1

|an(f)χn(t)| равномерно сходится на [0,1].

Неулучшаемость условия этой теоремы на классах Hω показана П.Л.Ульяновым [6] и
С. Г.Прибегиным [7]. Для рядов по обобщенной системе Хаара, определенной ограниченной
последовательностью {pn}, аналогичные утверждения доказаны в [8], [9]. В этом параграфе
аналогичные вопросы изучаются для функции из симметричных пространств.

Т е о р е м а 2. Пусть X(ϕ) — сепарабельное симметричное пространство, 1 < αϕ ≤
βϕ < 2 и обобщенная система Хаара χ{pn} определена ограниченной последовательностью
{pn}. Если f ∈ X(ϕ) и

∞∑
n=1

[nϕ(n−1)]−1ω(f, n−1) < +∞, (1)

то ряд
∞∑

n=1

|an(f)χn(t)| (2)

равномерно сходится на [0,1].



Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как функция t
ϕ(t) не убывает на (0,1], то последовательность

{[nϕ(n−1)]−1} убывает. Поэтому, учитывая свойство монотонности модуля непрерывности и
ограниченности последовательности {pn}, легко убедиться, что условие (1) эквивалентно нера-
венству

∞∑
n=1

[ϕ(m−1
n )]−1ω(f,m−1

n ) < +∞. (3)

Пусть l, j – произвольные натуральные числа. Для этих чисел существуют натуральные числа
s и r такие, что ms < l ≤ ms+1 и mr < j ≤ mr+1. Тогда

j∑
m=l+1

|am(f)χm(t)| ≤
r∑

n=s

mn+1∑
ν=mn+1

|aν(f)χν(t)| (4)

для любого t ∈ [0, 1].
Для любого числа t ∈ [0, 1] могут быть отличны от нуля не более, чем pn функций из

χmn+1(t), ..., χmn+1(t) при каждом фиксированном n = 1, 2, .... Тогда, пользуясь леммой 2 и
оценкой (см. [3], стр. 307)

pn+1−1∑
s=1

1
sin2 πs

pn+1

≤ C, ∀n = 0, 1, ...,

получим
mn+1∑

ν=mn+1

|aν(f)χν(t)| =
mn−1∑
r=0

pn+1−1∑
s=1

|a(s)
n,r(f)χ(s)

n,r(t)| =

=
∑

sj<pn+1

|a(sj)
n,r (f)χ(sj)

n,r (t)| =
√
mn ·

∑
sj<pn+1

|a(sj)
n,r (f)| ≤

≤ C · [ϕ(m−1
n+1)]

−1ω(f,m−1
n+1)X ·

pn+1−1∑
s=1

1
sin2 πs

pn+1

≤ C · [ϕ(m−1
n+1)]

−1ω(f,m−1
n+1)X .

Следовательно (см. (4)),

j∑
ν=l+1

|aν(f)χν(t)| ≤ C ·
r∑

n=s

[ϕ(m−1
n+1)]

−1ω(f,m−1
n )X

для любого t ∈ [0, 1].
В силу соотношения (3) и критерия Коши отсюда следует равномерная сходимость ряда

(2). Теорема доказана.
З а м е ч а н и е . В случае X = Lq, 1 < q < +∞ (т. е. ϕ(t) = t1/q, t ∈ [0, 1]) и pn = 2

для всех n = 1, 2... теорема 2 ранее доказана П.Л.Ульяновым [6], а в случае, когда X(ϕ) –
пространства Лебега, Орлича и {pn} – ограниченная последовательность, доказана в [8], [9].

Т е о р е м а 3. Пусть дан модуль непрерывность ω(δ), δ ∈ [0, 1]. Тогда для того, чтобы для
любой функции f ∈ Hω ряд (2) равномерно сходился на [0,1], необходимо и достаточно,чтобы

∞∑
n=1

[nϕ(n−1)]−1ω(n−1) < +∞. (5)



Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность следует из теоремы 2. Докажем необходимость.
Пусть для любой функции f ∈ Hω ряд (2) равномерно сходится на [0,1]. Допустим, что условие
(5) не выполняется, т.е.

∞∑
n=1

[nϕ(n−1)]−1ω(n−1) = +∞. (6)

Можно считать, что ω(δ) — выпуклый вверх модуль непрерывность (см.[10]). Тогда из (6)
следует, что nω(n−1) ↑ +∞ при n → +∞. В противном случае, если существует число C > 0
такое, что nω(n−1) ≤ C для всех n = 1, 2, ..., получили бы

∞∑
n=1

[nϕ(n−1)]−1ω(n−1) < +∞.

Это противоречит (6). Далее, как в [11], можно построить числовую последовательность B(n),
обладающую следующими свойствами:

1). B(n) ↓ 0 при n→ +∞; B(n) ≤ ω(n−1), n = 1, 2, ...,

2).
n∑

k=1

B(k) = O(nω(n−1)),

3).
∞∑

n=1
[nϕ(n−1)]−1B(n) = +∞.

Так как функция t
ϕ(t) не убывает на (0,1], то числовая последовательность

1
nϕ(n−1)

убывает.
Поэтому учитывая, что B(n) ↓0 n→ +∞, из 3) получим

∞∑
k=1

[ϕ(m−1
k )]−1B(mk) = +∞. (7)

Теперь построим возрастающую последовательность номеров nj такую, что

∞∑
j=k

B(mnj ) = O(B(mnk
)), (8)

∞∑
j=1

[ϕ(m−1
nj

)]−1B(mnj ) = +∞. (9)

Для этого положим k0 = 0, k1 = 1 и ki+1 = min{k : B(mk) ≤ 1
2B(mki)}. Тогда ясно, что

B(mki+1) ≤
1
2
B(mki), (10)

B(mk) >
1
2
B(mki), k = ki, ..., ki+1 − 1. (11)

Функции ϕ(t) и t/ϕ(t) не убывают на (0,1] и, пользуясь леммой 1, будем иметь

ki−1∑
m=ki−1

[ϕ(m−1
n )]−1 ≤ 1

ln 2

1∫
m−1

ki

dt

t
ϕ(t) ≤ C

ϕ(m−1
ki

)
≤ 2C
ϕ(m−1

ki−1)
.

С помощью этого неравенства и монотонности последовательности B(m) легко убедиться, что
из (8) следует соотношение

∞∑
i=2

[ϕ(m−1
ki−1)]

−1B(mki−1) = +∞.



Следовательно, по крайней мере, один из рядов
∞∑

j=1

[ϕ(m−1
k2j+1−1)]

−1B(mk2j+1−1);
∞∑

j=1

[ϕ(mk2j−1)]−1B(mk2j−1)

расходится.
Если расходится первый из этих рядов, то положим nj = k2j+1 − 1, а в противном случае

полагаем nj = k2j −1. Тогда ясно, что (9) выполняется. Далее, нетрудно убедиться, что из (10)
следует неравенство B(mnj+1) ≤ 1

2B(mnj ), j = 1, 2, .... Из этих неравенств следует (8).
Положим

Ak =
k∑

j=1

[ϕ(m−1
nj

)]−1B(mnj ), Dk =
k∑

j=1

[ϕ(m−1
nj

)]−1B(mnj )
Aj

,

Fk = [ϕ(m−1
nk

)]−1B(mnk
)

Ak ·Dk
, k = 1, 2, ...

Рассмотрим функцию

f0(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(−1)j+12pnj+1

pnj+1−1 Fj , при t =
pnj+1+1

2mnj+1
, j = 1, 2, ...,

0, при t = 0, t ∈ [ 1
p1
, 1], t ∈ [ 1

mk+1
, 1

mk
], k �= nj

линейна на каждом из отрезков [ 1
mnj+1

,
pnj+1+1

2mnj+1
], [

pnj+1+1

2mnj+1
, 1

mnj
].

С помощью определения функции f0, свойства нормы и неравенства (10) нетрудно убедить-
ся, что

‖f0‖X ≤ 4
∞∑

j=1

Fj‖χ(m−1
nj+1,m−1

nj
]‖X < +∞, т.е. f0 ∈ X(ϕ).

Выберем натуральное число N так, что m−1
N+1 < h ≤ m−1

N . Пусть ν(N) – наименьшее из всех
натуральных чисел j таких, что (pnj+1+1 + 1)(2mnj+1+1)−1 ∈ (0,m−1

N+1].
Теперь докажем, что ω(f0, h) ≤ ω(h). Для любой функции g ∈ X ′(ϕ), ‖g‖X′ ≤ 1 имеет место

равенство ∫ 1−h

0
|f0(t+ h) − f0(t)||g(t)|dt =

∫ m−1
N−1

0
|f0(t+ h) − f0(t)||g(t)|dt+

+
∫ 1−h

m−1
N−1

|f0(t+ h) − f0(t)||g(t)|dt = J1 + J2. (12)

Оценим интеграл J1. Для любой функции g ∈ X ′(ϕ), ‖g‖X′ ≤ 1 имеет место соотношение

J1 =
∫ m−1

N−1

0
|f0(t+ h) − f0(t)||g(t)|dt ≤

∫ m−1
N−1

0
|f0(t+ h)g(t)|dt+

+
∞∑

j=nν(N)+1

∫ m−1
j

m−1
j+1

|f0(t)g(t)|dt+
∫ m−1

N−1

m−1
nν(N)+1

|f0(t)g(t)|dt =

∫ m−1
N−1

0
|f0(t+ h)g(t)|dt+

∞∑
k=ν(N)+1

∫ m−1
nk

m−1
nk+1

|f0(t)g(t)|dt+
∫ m−1

N−1

m−1
nν(N)+1

|f0(t)g(t)|dt. (13)

Из определения номера ν(N) следует, что nν(N)+1 > N, т.е. nν(N)+1 ≥ N + 1.
Если nν(N) < N ≤ nν(N)+1 − 1, то, учитывая равенство f0(t) = 0, ∀t /∈ [m−1

nj+1,m
−1
nj

]
получим равенство ∫ m−1

N−1

m−1
nν(N)+1

|f0(t)g(t)|dt = 0 ≤ ω(h) (14)



для любой функции g ∈ X ′(ϕ), ‖g‖X′ ≤ 1.
Если N = nν(N), то по определению функции f0 имеет место неравенство

|f0(t)| ≤
2p1+nν(N)

−1 + p1+nν(N)

· Fν(N), ∀t ∈ [m−1
1+nν(N)

,m−1
nν(N)

]

и f0(t) = 0 ∀t ∈ [m−1
N ,m−1

N−1]. Поэтому∫ m−1
N−1

m−1
nν(N)+1

|f0(t)g(t)|dt =
∫ m−1

N−1

m−1
N+1

|f0(t)g(t)|dt ≤
2p1+nν(N)

−1 + p1+nν(N)

· Fν(N)

∫ m−1
nν(N)

m−1
nν(N)+1

|g(t)|dt ≤

≤ 2p1+nν(N)

−1 + p1+nν(N)

· Fν(N) · ϕ(m−1
nν(N)

) ≤ 4 ·B(mnν(N)
) ≤ 4 · ω(m−1

nν(N)
) =

= 4 · ω(
1
N

) ≤ 4 · ω(
2

N + 1
) ≤ 8ω(

1
N + 1

) ≤ ω(h).

Таким образом, (см. (14)) ∫ m−1
N−1

m−1
nν(N)+1

|f0(t)g(t)|dt ≤ 8ω(h) (15)

для любого числа h ∈ (m−1
N+1,m

−1
N ].

Аналогично доказывается неравенство

∫ m−1
N−1

0
|f0(t+ h)g(t)|dt ≤ C · ω(h). (16)

Из определения функции f0 и фундаментальной функции следует неравенство∫ m−1
nk

m−1
1+nk

|f0(t)g(t)|dt ≤ 2p1+nk

−1 + p1+nk

· Fk · ϕ(m−1
nk

) ≤ 4 ·B(mnk
), k = ν(N), ...

Следовательно,

∞∑
k=ν(N)+1

∫ m−1
nk

m−1
nk+1

|f0(t)g(t)|dt ≤ 4
∞∑

k=ν(N)+1

B(mnk
) ≤ C ·B(mnν(N)+1

) ≤ B(mN ) ≤ C · ω(h) (17)

для любой функции g ∈ X ′(ϕ), ‖g‖X′ ≤ 1 и h ∈ (m−1
N+1,m

−1
N ]. Из соотношений (13), (15), (16),

(17) следует
J1 ≤ C · ω(h), h ∈ (m−1

N+1,m
−1
N ]. (18)

Теперь оценим интеграл J2. По определению f0(t) = 0 ∀t ∈ [ 1
p1
, 1]. Тогда f0(t + h) = 0 ∀t ∈

[ 1
p1
, 1 − h]. Следовательно,

J2 =
∫ 1−h

m−1
N−1

|f0(t+ h) − f0(t)||g(t)|dt =
∫ 1

p1

m−1
N−1

|f0(t+ h) − f0(t)||g(t)|dt ≤

≤
∫ p−1

1

m−1
nν(N)+1

|f0(t+ h) − f0(t)||g(t)|dt =
ν(N)∑
j=1

∫ m−1
nj

m−1
nj+1

|f0(t+ h) − f0(t)||g(t)|dt. (19)

По определению f0 имеют место соотношения f0(t) = f0(t+ h) = 0 ∀t ∈ [m−1
nj+1

,m−1
nj+1 − h] :

|f0(t+ h) − f0(t)| ≤ 8 · Fj ·m1+nj · h ∀t ∈ [m−1
nj+1 − h,m−1

nj
], j = 1, 2, ...



Поэтому из неравенства (19) следует

J2 ≤
ν(N)∑
j=1

8 · Fj ·m1+nj · h
∫ m−1

nj

m−1
1+nj

−h
|g(t)|dt ≤ 8 ·

ν(N)∑
j=1

Fj ·m1+nj · h · ϕ(m−1
nj

−m−1
nj+1 + h) ≤

≤ 8h ·
ν(N)∑
j=1

Fj ·m1+nj · ϕ(m−1
nj

+ h) ≤ 8h ·
ν(N)∑
j=1

Fj ·m1+nj · ϕ(2 ·m−1
nj

) ≤

≤ 8h ·
ν(N)∑
j=1

m1+nj ·B(mnj ) ≤ 8 · C0 · h ·
ν(N)∑
j=1

mnj ·B(mnj ) ≤

≤ 8 · C0 · h ·
ν(N)∑
j=1

nj−1∑
l=nj−1

ml+1∑
s=ml+1

B(s) ≤ C · h ·mτ(N) · ω(
1

mτ(N)
), (20)

где τ(N) = nν(N). Учитывая, что τ(N) ≤ N и h ≤ 1
mN
, будем иметь h < 1

mτ(N)
. Следовательно,

по свойству ω(δ)
δ ↓ на (0,1] получим

mτ(N)ω(
1

mτ(N)
) ≤ ω(h)

h
.

Поэтому из оценки (20) следует J2 ≤ C · ω(h). Из неравенств (12), (18) и (20) получим

∫ 1−h

0
|f0(t+ h) − f0(t)||g(t)|dt ≤ C · ω(h)

для любой функции g ∈ X ′(ϕ), ‖g‖X′ ≤ 1. Следовательно, функция f1 = 1
C f0 ∈ Hω.

Теперь докажем, что ряд (2) расходится в точке x = 0. По определению функций системы
χ{pn} и модуля комплексного числа получим

∣∣∣amnj +1(g0)χmnj +1(0)
∣∣∣ = mnj

cq

[(
b0 +

pnj+1−1∑
l=1

bl cos 2πl
pnj +1

)2

+
(pnj+1−1∑

l=1

bl sin 2πl
pnj +1

)2
] 1

2

, (21)

где

bl =

(l+1)m−1
nj+1∫

lm−1
nj+1

f0(t)dt, l = 0, 1, . . . , pnj+1 − 1; j = 1, 2, ...

Так как [ l
mnj+1

, 1+l
mnj+1

] ⊂ [ 1
mnj+1

, 1
mnj

] при l = 1, 2, ...pnj+1 − 1 , то, пользуясь определением

функции f0(t), непосредственным вычислением можно убедиться, что bl = (−1)j+12Fj

(pnj+1−1)2mnj
γl, l =

1, 2, . . . , pnj+1 − 1, где γl = 2l − 1, если l = 1, 2, . . . ,
[

pnj+1+1

2

]
− 1; γl = 2(pnj+1 − l) − 1, если

l =
[

pnj+1+1

2

]
+ 1, . . . , pnj+1 − 1. Если l =

[
pnj+1+1

2

]
, то γl = (pnj+1 − 2) при нечетном pnj+1 и

γl = (pnj+1 − 3
2) при четном pnj+1.

Запись [y] означает целую часть числа y. Пользуясь этими значениями bl и учитывая, что
2 ≤ pn ≤ C0, n = 1, 2, . . ., из равенства (21) получим

| amnj +1(g0)χmnj +1(0) |≥ cqFj , j = 1, 2, ....



В силу соотношения (9) и теореме Абеля (см. [12], стр. 147) ряд
∞∑

j=1
Fj расходится. Следова-

тельно,
∞∑

n=1

| an(g0)χn(0) |= +∞ для функции g0 ∈ Hω. Это противоречит предположению о

том, что для любой функции f ∈ Hω ряд (2) равномерно сходится на [0, 1]. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е . При X = Lp[0, 1] — пространство Лебега (т.е. ϕ(t) = t1/p), 1 < p < +∞
из теоремы 2 следуют результаты П.Л.Ульянова ([6] с. 197) и С. Г.Прибегина [7].
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MSC 42A10
Akishev G.

There are proved the neccessary and sufficient conditions on absolute and uniform convergence
of Fourier series with respect to generalized Haar systems of functions f ∈ Hω. Where

Hω = {f ∈ X(ϕ) : ω(f, δ)X ≤ (ω(δ)), δ ∈ [0, 1]},

X(ϕ)- be separable symmetric space of the of Lebesque measurable functions on [0,1] with the
fundamental function ϕ; ω(f, δ)X the modulus of continuty f ∈ X(ϕ) and ω(δ) be a fixed modulus
of continuty.

УДК 517.518.453
Акишев Г.

Пусть X(ϕ)- симметричное пространство измеримых по Лебегу на [0,1] функций с фунда-
ментальной функцией ϕ. Рассмотрим функциональный класс

Hω = {f ∈ X(ϕ) : ω(f, δ)X ≤ ω(δ), δ ∈ [0, 1]},

где ω(f, δ)X− модуль непрерывность функции f ∈ X(ϕ); ω(δ)− заданный модуль непрерыв-
ность.

В статье установлено необходимое и достаточное условие равномерной, абсолютной сходи-
мости ряда Фурье функции f ∈ Hω по обобщенной системе Хаара.



Математический журнал. Алматы. 2002. Том 2. № 3. C.14 — 17

УДК 517.956

О ПОЛУПЕРИОДИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ
СИСТЕМ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

А. Т. Асанова

Институт Математики МОиН РК
480100, Алматы, ул. Пушкина, 125, anar@math.kz

Рассматривается полупериодическая краевая задача для систем гиперболических уравне-
ний второго порядка. Методами сведения к задаче с параметром и введения функциональных
параметров установлены достаточные условия существования единственного решения иссле-
дуемой задачи в терминах исходных данных.

В Ω = [0, ω] × [0, T ] рассматривается краевая задача

∂2u

∂x∂t
= A(x, t)

∂u

∂x
+B(x, t)

∂u

∂t
+ C(x, t)u+ f(x, t), u ∈ Rn, (1)

u(0, t) = u(ω, t), t ∈ [0, T ], (2)

P1(x)
∂u(x, 0)
∂x

+ S1(x)
∂u(x, T )
∂x

+ P0(x)u(x, 0) + S0(x)u(x, T ) = ϕ(x), x ∈ [0, ω], (3)

где матрицы A(x, t), B(x, t), C(x, t), P1(x), P0(x), S1(x), S0(x), функции f(x, t), ϕ(x) непрерыв-

ны, соответственно, на Ω, [0, ω], ||u(x, t)|| = max
i=1,n

|ui(x, t)|, ||A(x, t)|| = max
i=1,n

n∑
j=1

|aij(x, t)|.

Через C(Ω, Rn) обозначим пространство непрерывных на Ω функций u : Ω → Rn с нормой
||u||C = max

(x,t)∈Ω
||u(x, t)||. Функция u(x, t) ∈ C(Ω, Rn), имеющая частные производные

∂u(x, t)
∂x

∈ C(Ω, Rn),
∂u(x, t)
∂t

∈ C(Ω, Rn),
∂2u(x, t)
∂x∂t

∈ C(Ω, Rn), называется классическим реше-
нием задачи (1)-(3), если она удовлетворяет системе (1) при всех (x, t) ∈ Ω и выполнены краевые
условия (2), (3).

Задача (1)-(3) является полупериодической краевой задачей неклассического типа, так как
в (3) задается линейная комбинация значений неизвестной функции и ее производной по пере-
менной x в двух точках t = 0 и t = T , которые являются характеристиками системы (1). В част-

ности, это может быть периодическим условием вида u(x, 0) = u(x, T ) или
∂u(x, 0)
∂x

=
∂u(x, T )
∂x

.
Как известно, одной из основных задач теории гиперболических уравнений является задача
о разрешимости периодической краевой задачи. Особый интерес к ней проявляется, в первую

Keywords: system of hyperbolic equations, semiperiodical boundary - value problem, the method of problem with
parameters’ reduction, the method of functional parameter’ introduction
2000 Mathematics Subject Classification: 34B40
c© А. Т. Асанова, 2002.



у у

очередь, потребностями практики в связи с важностью ее приложения к решению разнооб-
разных проблем в задачах физики, небесной механики, радио- и электротехники и т.п. Одна
из трудностей, связанных с исследованием указанной задачи для гиперболических уравнений
как линейных, так и нелинейных связана с малыми знаменателями. Изучению полупериоди-
ческих и периодических решений гиперболических уравнений с двумя независимыми перемен-
ными посвящено большое количество работ. Отметим лишь [1-4], где можно найти обзор и
библиографию по данным вопросам. Для получения этих результатов в основном используют-
ся методы нелинейного функционального анализа, теории неявных функций и вариационные
методы, а также метод малого параметра, принцип Лере-Шаудера о неподвижной точке, тео-
рия монотонных операторов и асимптотические методы нелинейной механики. Исследовать
существование и единственность классического решения краевой задачи с данными на харак-
теристиках (1)—(3), а также найти его с помощью известных методов теории краевых задач
для уравнений с частными производными является весьма сложной задачей. При этом следует
еще раз подчеркнуть, что системы уравнений с частными производными гиперболического ти-
па, описывающие всевозможные волновые процессы, представляют значительный интерес как
для математики, так и для ее приложения. В [5] для исследования нелокальной краевой задачи
для гиперболического уравнения с двумя независимыми переменными был предложен метод
введения функциональных параметров. Он является модификацией метода параметризации
[6], разработанного для решения двухточечных краевых задач для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений на уравнения с частными производными. На основе этого метода были
получены достаточные условия существования единственного классического решения в терми-
нах коэффициентов.

Цель данной работы - установить коэффициентные достаточные условия существования и
единственности классического решения задачи (1)—(3) методом сведения к задаче с парамет-
ром.

Схема метода сведения к задаче с параметром. Введем обозначение u(0, t) = μ(t) и
сделаем замену ū(x, t) = u(x, t)−μ(t). Тогда задача (1) - (3) сведется к следующей эквивалент-
ной задаче

∂2ū

∂x∂t
= A(x, t)

∂ū

∂x
+B(x, t)

∂ū

∂t
+ C(x, t)ū+ f(x, t) +B(x, t)μ̇(t) + C(x, t)μ(t), (4)

ū(0, t) = 0, t ∈ [0, T ], (5)

P1(x)
∂ū(x, 0)
∂x

+S1(x)
∂ū(x, T )
∂x

+P0(x)ū(x, 0)+S0(x)ū(x, T ) = ϕ(x)−P0(x)μ(0)−S0(x)μ(T ), (6)

x ∈ [0, ω],

ū(ω, t) = 0, t ∈ [0, T ]. (7)

Задача (4)-(7) отличается от (1)-(3) тем, что в ней появилось начальное условие (5) и параметр

μ(t). Введя обозначения v̄(x, t) =
∂ū(x, t)
∂t

, w̄(x, t) =
∂ū(x, t)
∂t

, из (4), (5) получим

w̄(x, t) =

x∫
0

[
A(ξ, t)v̄(ξ, t)+B(ξ, t)w̄(ξ, t)+C(ξ, t)ū(ξ, t)+f(ξ, t)+B(ξ, t)μ̇(t)+C(ξ, t)μ(t)

]
dξ. (8)

Дифференцируя (7) по t и обозначая через B̃(t, ω) =
ω∫
0

B(ξ, t)dξ, подставим в полученное соот-

ношение соответствующее выражение из (8)

B̃(t, ω)μ̇(t) = −
ω∫

0

C(ξ, t)dξ ·μ(t)−
ω∫

0

[
A(ξ, t)v̄(ξ, t)+B(ξ, t)w̄(ξ, t)+C(ξ, t)ū(ξ, t)+f(ξ, t)

]
dξ, (9)



Из соотношения (6) при x = 0 с учетом (5) получим

P0(0)μ(0) + S0(0)μ(T ) = ϕ(0) − P1(0)v̄(0, 0) − S1(0)v̄(0, T ). (10)

Функциональные соотношения (4)-(6), (9), (10) будут эквивалентны задаче (1)-(3).
Метод сведения к задаче с параметром разбивает на два этапа процесс нахождения неиз-

вестных функций:
1) нахождение введенного параметра μ(t) из двухточечной краевой задачи (9), (10);
2) нахождение неизвестных функций ū(x, t) и ее производных w̄(x, t), v̄(x, t) из нелокальной
краевой задачи (4), (5), (6).

Если известны функции μ(t), μ̇(t), то решая нелокальную краевую задачу для системы
гиперболических уравнений (4) - (6), найдем функции ū(x, t), w̄(x, t), v̄(x, t). Тогда функция
μ(t) + ū(x, t) будет решением исходной задачи. Если известны функции ū(x, t), w̄(x, t), v̄(x, t),
то решая двухточечную краевую задачу (9), (10), найдем μ(t), и снова функция μ(t) + ū(x, t)
будет решением задачи (1)–(3). Здесь неизвестными являются как функции μ(t), μ̇(t), так и
функции ū(x, t), w̄(x, t), v̄(x, t). Поэтому применяется итерационный метод, и решения задач
(4)–(6) и (9), (10) находятся как пределы последовательностей {μ(k)(t)}, {ū(k)(x, t), w̄(k)(x, t),
v̄(k)(x, t)}. Алгоритм определения решений следующий:
Шаг 0. Предполагая в правых частях (9), (10), ū(x, t) = 0, w̄(x, t) = 0, v̄(x, t) = 0 при всех
x ∈ [0, ω] и решая задачу (9), (10), найдем μ(0)(t). Из краевой задачи (4)–(6), где μ(t) = μ(0)(t),
μ̇(t) = μ̇(0)(t), определим функции ū(0)(x, t), w̄(0)(x, t), v̄(0)(x, t).
Шаг 1. Считая в правых частях (9), (10) ū(x, t) = ū(0)(x, t), w̄(x, t) = w̄(0)(x, t), v̄(x, t) =
v̄(0)(x, t) при всех x ∈ [0, ω] и решая задачу (9), (10), найдем μ(1)(t). Из краевой задачи (4) -
(6), где μ(t) = μ(1)(t), μ̇(t) = μ̇(1)(t), определим функции ū(1)(x, t), w̄(1)(x, t), v̄(1)(x, t) и т.д.

Решение нелокальной краевой задачи (4)-(6) находим методом введения функциональных
параметров [5], а двухточечной краевой задачи (9), (10) - методом параметризации [6].

Обозначим Ã(t, ω) = −[B̃(t)]−1
ω∫
0

C(ξ, t)dξ. Возьмем шаг h > 0 : Nh = T, число ν = 1, 2, . . . и

с помощью матриц граничных условий P1(x), S1(x), P0(0), S0(0) и матриц A(x, t) системы (1)
и Ã(t, ω) системы (9) составим (nN×nN) — матрицы Qν(h, x), Q̃ν(h, ω) специальных структур

Qν(h, x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P1(x)h 0 0 . . . 0 S1(x)[I +DνN (h, x)]h
I +Dν1(h, x) −I 0 . . . 0 0

0 I +Dν2(h, x) −I . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . I +DνN−1(h, x) −I

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Q̃ν(h, ω) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P0(0)h 0 0 . . . 0 S0(0)[I + D̃νN (h, ω)]h
I + D̃ν1(h, ω) −I 0 . . . 0 0

0 I + D̃ν2(h, ω) −I . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . I + D̃νN−1(h, ω) −I

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где I - единичная матрица размерности n,

Dνr(h, x) =
rh∫

(r−1)h

A(x, τ1)dτ1 + ...+
rh∫

(r−1)h

A(x, τ1)...
τν−1∫

(r−1)h

A(x, τν)dτν ...dτ1,

D̃νr(h, ω) =
rh∫

(r−1)h

Ã(τ1, ω)dτ1 + ...+
rh∫

(r−1)h

Ã(τ1, ω)...
τν−1∫

(r−1)h

Ã(τν , ω)dτν ...dτ1.

Введем обозначения α(x) = max
t∈[0,T ]

||A(x, t)||, α̃ = max
t∈[0,T ]

||Ã(t, ω)||, K̃ = γ̃ν(h)hmax
(
1+heα̃h, eα̃h

)
,

K = max
x∈[0,ω]

γν(h, x)hmax
(
1 + heαh, eαh

)
, a = ||A||C, b̃ = max

t∈[0,T ]
||B̃(t)||, b = ||B||C, c = ||C||C.
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Условия следующего утверждения обеспечивают равномерную относительно (x, t) ∈ Ω схо-
димость предложенного алгоритма.

Т е о р е м а 1 Пусть при некоторых h > 0 : Nh = T и ν, ν = 1, 2, ..., (n × n) - матрица
B̃(t, ω) обратима при всех t ∈ [0, T ], (nN × nN) - матрица Qν(h, x) обратима при всех x ∈
[0, ω], (nN × nN) - матрица Q̃ν(h, ω) обратима и выполняются неравенства
a) ||[Qν(h, x)]−1|| ≤ γν(h, x), ||[Q̃ν(h, ω)]−1|| ≤ γ̃ν(h),

b) λ(h, x, ν) = γν(h, x) · max(1, h||S1(x)||)
[
eα(x)h − 1 − α(x)h− ...− 1

ν! [α(x)h]ν
]
≤ β < 1,

λ̃(h, ν) = γ̃ν(h) · max(1, h||S0(0)||)
[
eα̃h − 1 − α̃h− ...− 1

ν! [α̃h]
ν

]
< 1,

c) q = max(K̃, α̃K̃+1)b̃(a+ b+ c)ωmax(1, ω)emax(K,aK+1)(b+c)ω max(K, aK+1) · (b+ c) < 1,
где β - const.
Тогда существует единственное классическое решение задачи (1)—(3).

Доказательство теоремы проводится аналогично схеме доказательства теорем из [7,8].
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ГРАНИЧНЫЕ СВОЙСТВА КОРРЕКТНЫХ РАСШИРЕНИЙ
И СУЖЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Г. А. Бесбаев, М. А. Бименов, Т. Ш. Кальменов

ЮКГУ имени М.Ауезова
486050, Шымкент, пр-т Тауке-хана, 5

В работе изучаются граничные свойства корректных расширений и сужений дифференци-
альных операторов. Показано что корректное расширение минимальных дифференциальных
операторов не имеет внутренних граничных условий и не все корректные сужения порождают-
ся граничными условиями. В случае, когда корректное расширение совпадает с регулярным,
дано его описание в терминах граничных условий.

В конечной области Ω рассмотрим дифференциальные уравнения

Lu≡
∑

|α|≤m

aαD
αu = f(x), (1)

L+v ≡
∑

|α|≤m

(−1)αDαaα(x)v = g(x). (2)

В дальнейшем будем предполагать, что коэффициенты уравнений (1), (2) и граница области
S = ∂Ω являются достаточно гладкими.

Через L0 и L+
0 обозначим замыкания дифференциальных операторов (1) и (2), соответствен-

но, в L2(Ω) на подмножестве функций C∞
0 (Ω), а через (L+

0 )∗ и L∗
0 — сопряжения операторов к

L+
0 и L0.
Оператор L назовем корректным расширением оператора L0 (по терминологии Отелбаева

[1]—[4]), если выполнены условия: a) L0 ⊂ L, b) L−1 ограничен на всем L2(Ω).
Оператор L назовем корректным сужением оператора (L+

0 )∗, если a) L⊂ (L+
0)∗, b) L огра-

ниченно обратим на всем L2(Ω).
Если оператор L является одновременно корректным расширением L0 и корректным суже-

нием (L+
0 )∗, т.е., если выполнены условия: a) L0 ⊂ L⊂ (L+

0 )∗, b) L−1 ограничен на всем L2(Ω),
‖L−1‖L2(Ω) <∞, то оператор L назовем регулярным расширением L0.

Отметим, что теория регулярных расширений обязана своим возникновением работам Д.Ф.
Неймана [5], М.И.Вишика [6]. Систематическое изучение раздельно корректных расширений и
сужений было начато в работах А.А.Дезина [7], М.О.Отелбаева и их учеников.

Keywords: differential operators, correct extractions, correct contractions, boundary conditions, regular extractions,
boundary operators
2000 Mathematics Subject Classification: 35G15
c© Г. А. Бесбаев, М. А. Бименов, Т. Ш. Кальменов, 2002.
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В дальнейшем будем предполагать выполнение следующих априорных оценок:

‖L0u‖0 ≥ C‖u‖0, u ∈D(L0), (3)

‖L+
0 v‖0 ≥ C‖v‖0, v ∈D(L+

0 ), (4)

и существование регулярных расширений LQ и LQ⊥ оператора L0, порожденных соотношени-
ями

LQu = f, Qu|∂Ω = 0, (5)

LQ⊥v = g, Q⊥v|∂Ω = 0, (6)

где Q и Q⊥ — линейные операторы, действующие на следах u(x), v(x) и их производных на
S = ∂Ω.

ЗдесьQ⊥ — ортогональный граничный оператор кQ такой, что, если u∈D(LQ) и выполнены
соотношения

Qu|∂Ω = 0, Q⊥u|∂Ω = 0, (7)

то u∈D(L0). В частности, если u∈L−1
Q f , то в силу условия Qu|∂Ω = 0 для того, чтобы u∈D(L0)

и L0u = f , необходимо и достаточно, чтобы выполнялось тождество

Q⊥L−1
Q f |∂Ω = 0. (8)

Отметим, что все граничные условия и действия граничных операторов понимаются в соот-
ветствующих пространствах обобщенных функций.

Теперь, следуя работам [1]—[4], дадим представление элементов области определения кор-
ректного расширения. Пусть

Ker(L+
0 ) = {u ∈ L2(Ω), L+

0 u = 0}.
Имеет место

Т е о р е м а 1. Пусть L – корректное расширение оператора L0. Тогда существует ли-
нейный ограниченный оператор K : Ker(L+

0 )∗ → L2(Ω) такой, что любой элемент u ∈D(L)
представим в виде

u = L−1
Q f +Ku∗0. (9)

Обратно, если K : Ker(L+
0 )∗ → L2(Ω), то формула (9) порождает область определения кор-

ректного расширения, соответствующего оператору K. Здесь

f = L0u0 ⊕ u∗0, u
∗
0 ∈Ker(L+

0 )∗. (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть L — корректное расширение оператора L0. Поскольку f =
= L0u0 ⊕ u∗0 и LQu0 = L0u0 = Lu, то легко проверить, что

u = L−1f = L−1(L0u0 ⊕ u∗0) = L−1
Q L0u0 + L−1u∗0 = L−1

Q (L0u0 ⊕ u∗0)+
(L−1 − L−1

Q )u∗0 = L−1
Q f + (L−1 − L−1

Q )u∗0.
(11)

Следовательно,
u = L−1

Q f +Ku∗0, K = L−1 − L−1
Q . (12)

Обратно, если K : Ker(L+
0 )∗ → L2, то в силу свойства

u∗0 = Pf, (13)

где P - оператор проектирования L2(Ω) на Ker(L+
0 )∗, равенство (9) дает описание области

определения корректного расширения L, соответствующего оператору K. Действительно, если
f ∈ R(L0), т.е. L0u0 = f , то (f, u∗0)0 = 0, Pf = 0. Далее, u = L−1

Q f = L−1
0 u0, т.е. L0 ⊂ L.

Обратимость L на всем L2(Ω) очевидна. Теорема 1 доказана. При доказательстве этой теоремы
использовались методы, предложенные в [1]—[2].



Л е м м а 1. Корректное расширение не имеет внутренних граничных условий.

Действительно, пусть L — произвольное корректное расширение L0, а ω ⊂ Ω — внутреннее
множество. Предположим, что u ∈D(L) удовлетворяет внутренним граничным условиям

Qu|ω = 0, (14)

где Q — произвольный граничный оператор на множестве функций с областью определения
на ω.

Возьмем f = f0 ∈R(L0), т.е. f = L0u0, u0 ∈D(L0). Тогда из формулы (9) следует, что

u0 = L−1
Q f0 = L−1

0 f0. (15)

В частности, любая u ∈ C∞
0 (Ω) удовлетворяет условию

Qu|ω = 0, (16)

что невозможно при Q 
≡0, поэтому Q≡ 0. Следовательно, u∈D(L) не удовлетворяет внутрен-
нему граничному условию. Лемма 1 доказана.

Перепишем равенство (11) в следующем виде

u = L−1(L0u0 ⊕ u∗0) = u0 + L−1u∗0, (17)

где L−1 : Ker(L+
0 )∗ → L2(Ω), вообще говоря, произвольный оператор. Поскольку u0 ∈ D(L0),

то в силу произвольности оператора L−1 из равенства (17) следует, что u ∈ D(L) не всегда
удовлетворяет фиксированному граничному условию.

Таким образом, имеет место

Л е м м а 2. Существует корректное расширение, не описывающееся в терминах гранич-
ных условий.

Теперь дадим представление элементов корректного сужения оператора (L+
0)∗.

Пусть LQ — регулярное расширение, а L — произвольное корректное сужение (L+
0)∗. Тогда

легко убедиться, что
u = L−1

Q f + (L−1 − L−1
Q )f = L−1

Q f + kf, (18)

где k = L−1 − L−1
Q . (19)

Применяя оператор (L+
0)∗ к обеим частям равенства (18), имеем

(L+
0)∗u = (L+

Q)∗L−1
Q f + (L+

0)∗kf = f + (L+
0)∗kf = f.

Отсюда
(L+

0)∗kf = 0. (20)

Тем самым доказана

Т е о р е м а 2. Оператор L является корректным сужением оператора (L+
0)∗ тогда и

только тогда, когда существует линейный оператор k : L2(Ω) → Ker(L+
0)∗ такой, что

любой элемент u ∈D(L) задается формулой (18).

Если f = Lu = L0u0, то в силу равенства L−1
Q L0u0 = u0 из равенства (19) имеем

u = L−1
0 f + kf = u0 + kf , u0 ∈D(L0). (21)

Поскольку оператор K : L2(Ω) → Ker(L+
0)∗ — произвольный, то граничные значения kf и ее

производных, вообще говоря, не удовлетворяют фиксированному граничному условию. Отсюда
вытекает
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Л е м м а 3. Не все корректные сужения порождаются граничными условиями.

Теперь рассмотрим случай регулярного расширения, т.е. когда L0 ⊂ L⊂ (L+
0 )∗ и L−1 огра-

ничен на всем L2(Ω).
Так как Lu = L∗

0u = f и (L+
0)∗L−1

Q f = f , то из представления элементов корректного
расширения имеем

u = L−1
Q f +Ku∗0, (22)

L∗
0Ku

∗
0 = 0, (23)

т.е.
K : Ker(L+

0 )∗ → Ker(L+
0 )∗. (24)

Тем самым доказана

Т е о р е м а 3. Корректное расширение L оператора L0 является регулярным расширени-
ем только тогда, когда линейный оператор k, определяющий корректное расширение, есть
отражение k : Ker(L+

0)∗ → Ker(L+
0)∗.

Теперь дадим описание регулярных расширений в терминах граничных условий.
Следуя методам работы [4], из представления f = L0u0 ⊕ u∗0 при помощи операторов LQ и

Q⊥ находим u∗0. Пусть u ∈D(LQ⊥), т.е. Lu = f , Q⊥u|∂Ω = 0. Функцию u представим в виде

u = L−1
Q f + v∗0, (25)

где
Lv∗0 = 0, Q⊥v∗0|∂Ω = ϕf , (26)

ϕf = −Q⊥L−1
Q f = −Q⊥L−1

Q (L0u0 + u∗0) = −Q⊥(u0 + L−1
Q u∗0) = −Q⊥L−1

Q u∗0 = ϕu∗
0
.

Поскольку v∗0 ∈Ker(L+
0 )∗ и удовлетворяет условию (26), то

v∗0 =
0
L
−1
Q⊥ϕf =

0
L
−1
Q⊥ϕu∗

0
, (27)

где
0
L
−1
Q⊥ — оператор, дающий решение задачи (26). Условие v∗0 = 0 равносильно ϕf = 0. Отсюда

Q⊥L−1
Q u∗0|∂Ω = 0 и в силу свойств оператора LQ имеем, что L−1

Q u∗0∈D(L0), что возможно только
при u∗0 = 0. Обратно, если u∗0 ≡ 0, то v∗0 ≡ 0. Таким образом, существует обратимый оператор L̃
такой, что

v = Lu∗0, (28)

где

L̃ =
0
L
−1
Q⊥L

−1
Q u∗)∂Ω. (29)

Отсюда
u∗0 = L−1f. (30)

Пусть WQ(Ω) — подмножество функций из D(L+
0)∗ такое, что гладкость функций u ∈WQ(Ω)

совпадает с гладкостью u ∈ D(LQ). В дальнейшем будем pассматpивать те pегуляpные pас-
шиpения L, у котоpых D(L) ⊂WQ(Ω).

Теперь равенство (22) преобразуем к виду

u = L−1
Q f +Ku∗0 = L−1

Q f +KL−1f = L−1
Q f + L−1K̃f, (31)

где K̃ = LKL−1.
Применяя граничный оператор Q к обеим частям равенства (31), имеем

Qu|∂Ω = QL−1K̃Lu|∂Ω , K̃ = LKL−1. (32)



Полагая K̃L = LK∗, находим K̃ = LK∗L−1, K∗ = L−1K̃L, где K∗ : D(L) → D(L). С учетом
этого pавенство (32) пpеобpазуется к виду

Qu|∂Ω = QL−1LK∗u|∂Ω. (33)

Таким обpазом, в случае, когда область опpеделения pегуляpного pасшиpения D(L) ⊂WQ(Ω),
элементы u ∈D(L) удовлетвоpяют гpаничным условиям (32) или (33), соответственно.

Обpатно, если подмножество функций u∈D((L+
0)∗)∩WQ(Ω) удовлетвоpяет условию (32),

то, полагая (L+
0)∗u = Lu = f , легко пpовеpить, что u пpедставим в виде

u = L−1
Q f +KL−1f = L−1f , Lu = f.

Из свойств опеpатоpов LQ и L вытекает, что, если u ∈ D(L0), то u ∈ D(L) , т.е. L0 ⊂ L. С
дpугой стоpоны, L⊂ (L+

0)∗. Поэтому L0 ⊂ L⊂ (L+
0)∗ огpаниченно обpатим по постpоению L

на всем L2(Ω).
Поскольку условия (32), (33) для pегуляpных pасшиpений L эквивалентны, то тем самым

доказана

Т е о р е м а 4. Пусть L — pегуляpное pасшиpение с D(L) ⊂ WQ(Ω), соответствующее
опеpатоpу K : L2(Ω) → WQ(Ω). Тогда любой элемент u ∈ D(L) удовлетвоpяет гpаничному
условию (32) или (33). Обpатно, подмножество u ∈ D((L+

0)∗) ∩ WQ(Ω), удовлетвоpяющее
условию (32) или (33), поpождает pегуляpное pасшиpение, соответствующее опеpатоpу K.

Заметим, что гpаничные условия (32) и (33) опpеделяются с точностью до обpатимых гpа-
ничных опеpатоpов.

Следует отметить, что любые корректные граничные задачи для уравнения (1) порождают
оператор L, который содержит минимальный оператор L0, содержится в области определения
в L∗

0 и обратим на всем L2(Ω), т.е. L0⊂L⊂L∗
0. Иными словами, коppектные гpаничные условия

являются гpаничными условиями pегуляpных pасшиpений минимального опеpатоpа L0.
Ниже будем рассматривать примеры коppектных расширений, которые являются коррект-

ными сужениями (L+
0 )∗ за исключением множества меры нуль.

Пусть ω∈Ω — n−1-мерная поверхность, разделяющая множество Ω на две подобласти: Ω+

лежит слева от ω и Ω− — справа от ω.
Задача R. Найти корректное расширение оператора L0 такое, что

(L+
0 )∗u = f в Ω+, (L+

0 )∗u = f в Ω−, (34)

удовлетворяющее граничному условию

Qu|∂Ω = 0 (35)

и условиям сопряжения

[
∂νu

∂nν
]ω = Qν(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm−1, f), ν = 0, 1, . . . ,m− 1, (36)

где

[
∂νu

∂nν
]0 =

∂νu

∂nν
|ω+0 − ∂νu

∂nν
|ω−0

— разрыв нормальной производной ν-го порядка,

ϕν =
∂νu

∂nν
|∂Ω. (37)

Здесь Q,Qν — произвольные линейные операторы такие, что при u ∈D(ω) (∂νu
∂nν )|ω = 0, ν =

= 0, 1, . . . ,m− 1.
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Если задача (34) — (36) является корректной, то она действительно определяет корректное
расширение.

Приведем несколько примеров таких расширений.
Пусть Ω⊂R2 — конечная область, ограниченная при y > 0 AC+ : x−y = 0, BC+ : x+y = 1,

при y < 0 AC− =: x+ y = 0, BC− : x− y = 1 характеристиками уравнения

Lu≡ �u≡ uxx − uyy = f(x, y). (38)

Пусть L0 — замыкание дифференциального оператора (38) в L2(Ω) на подмножестве функ-
ций u ∈ C∞

0 (Ω̄). Обозначим Ω+ = Ω ∩ {y > 0}, Ω− = Ω ∩ {y < 0}.
Задача R1. Найти корректное расширение оператора L0 такое, что

L∗
0u = fвΩ+, L

∗
0u = fвΩ−, (39)

удовлетворяющее условиям

u|AC+∪BC+ = 0, u|AC−∪BC− = 0. (40)

В силу однозначной разрешимости задачи Гурса в областях Ω+ и Ω− решение задачи (39), (40)
в Ω+ и Ω− задается, соответственно, формулой

u = L−1f =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ξ∫
0

dξ1
η∫
1

f+(ξ1, η1)dη1 = L−1
Γ+
f,

ξ = x− y, η = x+ y, f+ = 1
4f( ξ+η

2 , η−ξ
2 ),

ξ∫
0

dξ1
η∫
1

f−(ξ1, η1)dη1 = L−1
Γ−f,

ξ = x+ y, η = x− y, f− = 1
4f( ξ+η

2 , ξ−η
2 ).

(41)

Отсюда, легко проверить, что

u(x, 0+) − u(x, 0−) = L−1
Γ+
f |y=0+ − L−1

Γ−f |y=0− , (42)

∂u

∂y
(x, 0+) − ∂u

∂y
(x, 0−) =

∂L−1
Γ+
f

∂y
|y=0+ −

∂L−1
Γ−f

∂y
|y=0−. (43)

Если правые части равенств (42)—(43) pавны нулю, то f ∈ R(L0) и u = u0 = L−1
0 f . Если f

— произвольная функция, то формула (41) определяет корректное расширение L оператора
L0, порожденное задачей (39)—(40). При этом u ∈D(L) удовлетворяет необходимым условиям
(42)—(43).

Задача R2. Найти корректное расширение оператора L0 такое, что

L∗
0u = f в Ω+, L

∗
0u = f в Ω−, (44)

удовлетворяющее граничным условиям

u|AC+∪BC+ = 0, u|AC− = 0 (45)

и условиям сопряжения
u(x, 0+) = u(x, 0−). (46)

Как и выше находим решение задачи R2 по формуле

u = L−1
Γ+
f =

ξ∫
0

dξ1

η∫
1

f+(ξ1, η1)dη1 , ξ = x− y, η = x+ y (47)



в области Ω+, а в области Ω− ищем его в виде

u = L−1
Γ−f− + τf (ξ) ≡

ξ∫
0

dξ1

η∫
1

f−(ξ1, η1)dη1 + τf (ξ), (48)

ξ = x+ y, η = x− y.

где τf (ξ), τf (0) = 0 — неизвестная функция, подлежащая определению.
Определим τf (x) из соотношения (43) :

τf (x) = L−1
Γ+
f |y=0+(x) − L−1

Γ−f |y=0−(x). (49)

При выполнении условий
L−1

Γ+
f |y=0+ − L−1

Γ−f |y=0−(x) = 0,

∂

∂y
L−1

Γ+
f |y=0+ − ∂

∂y
L−1

Γ−f |y=0−(x) = 0

функции f ∈ R(L0) и u = u0 = L−1
0 f задаются формулой (41). Таким образом, корректное

расширение, порожденное задачей R2, задается формулой

u =

{
L−1

Γ+
f в Ω+

L−1
Γ−f + τf (ξ) в Ω−,

(50)

где τf (ξ) определена соотношением (49).
Пусть Ω⊂Rn - шар т.е. Ω = {x∈Rn| ‖x‖2 = x2

1 + . . .+x2
n < R2}, а Ω+ = {x⊂Ω| ‖x‖ < r, 0 <

r < R}, Ω− = {x⊂ Ω| r < ‖x‖ < R}.
Задача R3. Найти решение u ∈W 2

2 (Ω+)
⋂
W 2

2 (Ω)
⋂
W 1

2 (Ω) уравнения

−Δu = f в Ω+, −Δu = f в Ω−, (51)

удовлетворяющее условиям
u||x|=R = 0, (52)

u||x|=r+ = u||x|=r−, (53)

[
∂u

∂n
]||x|=r =

∂u

∂n
||x|=r+ − ∂u

∂n
||x|=r− = −∂u

∂n
||x|=R, (54)

где ∂
∂n = n1

∂
∂x1

+ n2
∂

∂x2
+ . . .+ nn

∂
∂xn

— производная по внешней нормали.
Имеет место

Л е м м а 4. Если f = 0, то решение u∈C2(Ω̄+)
⋂
C2(Ω̄−)

⋂
C(Ω̄) задачи (51)—(54) дости-

гает своего положительного максимума и отрицательного минимума на границе Ω.

Действительно, в силу эллиптичности уравнения (51) решение задачи R3 не может дости-
гать своего экстремума внутри Ω+, Ω−.

Если оно достигает своего положительного максимума в точке x0 ∈ ∂Ω+
⋂
∂Ω−, argx0 = ϕ,

то из условия (54) в силу принципа Зарембо-Жиро имеем ∂u
∂n ||x|=R, argx=ϕ < 0. Это проти-

воречит тому, что u(x) не достигает своего экстремума внутри Ω−. Этот принцип остается
справедливым и для решений u ∈W 2

2 (Ω+)
⋂
W 2

2 (Ω−)
⋂
W 1

2 (Ω).
Решение задачи R3 в Ω+ ищем в виде

u =
∫
Ω

G(x, y)f(y)dy +
∫

|x|=r

μ(y)εn(x, y)dsy, (55)
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гдеG(x, y)—функция Грина задачи Дирихле в области Ω, εn(x, y)—фундаментальное решение
уравнения Лапласа, определенное формулами

ε2(x, y) = 1
2π ln 1

|x−y| при n = 2,

εn(x, y) = 1
(n2)(2π)n/2 · Γ(n

2
)

|x−y|n−1 при n > 2,
(56)

а μ(y) — плотность потенциала простого слоя, подлежащая определению. Решение задачи R3

в области Ω− ищем в виде

u(x) =
∫
Ω

G(x, y)f(y)dy +
∫

|x|=r

μ(y)εn(x, y)dy+∫
|x|=R

ϕ(y) ∂G
∂ny

(x, y)dy,
(57)

где

ϕ(x) = −
∫

|y|=r

μ(y)εn(x, y)dsy||x|=r, (58)

а ∂
∂ny

— производная по внешней нормали.
Если равенства (55) и (57) удовлетворяют условию (54), то

μ(x) +
∫

|x|=r

μ(y) ∂
∂nεn(x, y)dy−

∂
∂nx

∫
|x|=R

ϕ(y)∂G
∂y (x, y)dy||x|=r = ∂

∂nx

∫
Ω

G(x, y)f(y)dy||x|=R.
(59)

Так как задача R3 эквивалентно сведена к интегральному уравнению Фредгольма второго
рода (59), то из единственности решения задачи R3 следует ее однозначная разрешимость. Из
свойств решений задачи Дирихле и интегрального уравнения (59) (см. [8]) имеем, что

∂
∂n

∫
Ω

G(x, y)f(y)dy||x|=r ∈W 1/2
2 (Sr),

μ(x) ∈W 1/2
2 (Sr).

(60)

С учетом этих соотношений из представлений (55), (57) следует, что
u(x) ∈W 2

2 (Ω+)
⋂
W 2

2 (Ω−)
⋂
W 1

2 (Ω).
Тем самым доказана

Т е о р е м а 5. Пусть L0 — замыкание дифференциального оператора (49) в L2(Ω) на

подмножестве функций
0
W 2

2(Ω). Тогда существует корректное расширение
L⊂D(L) ⊂W 2

2 (Ω+)
⋂
W 2

2 (Ω−)
⋂
W 1

2 (Ω) оператора L0, порожденное задачей R3.
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О ЗАДАЧАХ СО СВОБОДНЫМИ ГРАНИЦАМИ,
УЧИТЫВАЮЩИХ ЭФФЕКТ ПЕРЕОХЛАЖДЕНИЯ

ВЕЩЕСТВА

Г. И. Бижанова, A. C. Сарсекеева

Алматинский государственный университет им. Абая
480012, Алматы, Толе би ул., 86

1. Нелинейная задача. Пусть в ограниченной области Ω⊂Rn, n≥ 2 с границей S содер-
жится замкнутая поверхность γ(t), 0≤ t≤ T , которая делит Ω на две подобласти Ω1(t) и Ω2(t)
так, что ∂Ω1(t) = S

⋃
γ(t), ∂Ω2(t) = γ(t), причем γ(0) := Γ, Ωm(0) := Ωm, m = 1, 2.

Введем обозначения Ω(m)
T = {(x, t)| x∈Ωm(t), 0 < t < T}, m = 1, 2, ST = S× [0, T ], ΓT = Γ×

× [0, T ], ΩT = Ω × (0, T ), π = {x| |x− y| < d1 x ∈ Ω, y ∈ Γ}, d1 = const > 0, πT = π × (0, T ),
Π(m)

T = (Ωm
⋃
π) × (0, T ), Ω(m)

T = Ωm × (0, T ).
Пусть Lm

(
x, t, ∂

∂x ,
∂
∂t

)
= ∂

∂t −Am

(
x, t, ∂

∂x

)
— параболический оператор второго порядка,

Am

(
x, t,

∂

∂x

)
=

n∑
i,j=1

a
(m)
ij (x, t)

∂2

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

a
(m)
i (x, t)

∂

∂xi
+ a(m)(x, t),

a
(m)
ij = a

(m)
ji ,

n∑
i,j=1

a
(m)
ij (x, t)ξiξj ≥ a0ξ

2 ∀ξ ∈Rn, (x, t) ∈ Π̄(m)
T , m = 1, 2, a0 = const > 0.

Рассмотрим задачи, в которых требуется найти функции u1(x, t), u2(x, t) и свободную
границу γ(t).

Задача I.

Lm

(
x, t,

∂

∂x
,
∂

∂t

)
um = 0 в Q

(m)
T , m = 1, 2, (1)

um|t=0 = u0m(x) в Ωm, m = 1, 2, (2)

γ(t)|t=0 = Γ, (3)

u1|ST
= p(x, t), (4)

u1 = u2 = −βVν x ∈ γ(t), 0 < t < T, (5)

λ1(x, t)
∂u1

∂ν
− λ2(x, t)

∂u2

∂ν
= −κVν x ∈ γ(t), 0 < t < T. (6)

Задача II.

Lm

(
x, t,

∂

∂x
,
∂

∂t

)
um = 0 в Q

(m)
T , m = 1, 2, (7)

Keywords: second order parabolic equation, free boundary, supercooling, weighted Holder space.
2000 Mathematics Subject Classification: 35R35
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um|t=0 = u0m(x) в Ωm, m = 1, 2, (8)

γ(t)|t=0 = Γ, (9)

u1|ST
= p(x, t), (10)

u1 = u2 = −βVν x ∈ γ(t), 0 < t < T, (11)

λ1(x, t)
∂u1

∂ν
− λ2(x, t)

∂u2

∂ν
= 0 x ∈ γ(t), 0 < t < T, (12)

где β,κ — положительные постоянные, ν — нормаль к поверхности γ(t), направленная внутрь
Ω2(t), Vν — скорость перемещения γ(t) в направлении нормали ν.

Условия (6) и (12) объединим, записав в виде

λ1(x, t)
∂u1

∂ν
− λ2(x, t)

∂u2

∂ν
= −kκVν , k = 1, 0. (13)

Задача (1) — (6) отличается от известной задачи Стефана условием на свободной границе
(5). Задача (7) — (12) является аналогом задачи Флорина и отличается от нее также условием
на свободной границе (11). В задачах Стефана и Флорина вместо условий (5), (11) мы имеем
условие u1 = u2 = 0. Задача (1) — (6) рассматривалась в одномерном случае (при n = 1) в
статье Гетца И.Г., Мейрманова А.М. [1]. Ими определено понятие обобщенного решения задачи
и доказано его существование. Эта задача описывает, например, процесс фазового перехода
при наличии явления переохлаждения вещества, при котором вещество имеет температуру
ниже температуры плавления, оставаясь в жидком состоянии. Задача (7) — (12) поставлена
Г.И.Бижановой и рассматривается впервые.

При сведении задач I и II в неизвестных областях к задачам в фиксированных областях мы
используем параметризацию свободной границы уравнением [2]:

x = ξ + ρ(ξ, t)N(ξ), ξ ∈ Γ, (14)

где N(ξ) — единичное векторное поле из C∞(Γ), N ·ν0 ≥ d2 = const > 0 ∀ξ∈Γ, ν0 — единичная
нормаль к Γ, направленная в Ω2.

В настоящей работе задачи I и II будут изучены в весовых пространствах Гельдера C l
s(QT ),

s≤ l, введенных В.С.Белоносовым в [3]. Приведем его определение.
Пусть l - нецелое положительное число, s≤ l. Определим C l

s(QT ) [3]—[4] как банахово про-
странство функций u(x, t), имеющих норму

|u|(l)s,QT
= sup

t≤T
t

l−s
2 [u](l)

Q′
t
+

∑
s<2j0+|j|<l

sup
t≤T

t
2j0+|j|−s

2 |Dj0
t D

j
xu|Ω +

{
|u|(s)QT

, s≥ 0
0, s < 0

, (15)

где Q′
t = Ω ×

(
t

2
, t

)
,

[u](l)
Q′

t
=

∑
2j0+|j|=[l]

[Dj0
t D

j
xu]

(l−[l])
x,Q′

t
+

∑
0<l−2j0−|j|<2

[Dj0
t D

j
xu]
(

l−2j0−|j|
2

)
t,Q′

t
,

[v](α)
x,QT

= sup
(x,t),(z,t)∈Q̄T

|v(x, t) − v(z, t)||x− z|−α, α ∈ (0, 1),

[v](α)
t,QT

= sup
(x,t),(x,τ)∈Q̄T

|v(x, t) − v(x, τ)||t− τ |−α, |v|Q′
t
= sup

(x,t)∈Q′
t

|v(x, t)|,

|u|(s)QT
— норма пространства Гельдера C

s, s
2

x t (Q̄T ) [5].



При s = l пространство C l
s(QT ) есть пространство Гельдера C l,l/2

x t (Q̄T ).
◦
C

l

s (QT ) при s � 0
есть подпространство функций u(x, t) ∈ C l

s(QT ) таких, что Dk
t u|t=0 = 0, 2k � s; при s < 0

положим
◦
C

l

s (QT ) ≡ C l
s(QT ).

В пространстве
◦
C

l

s (QT ) норма (15) эквивалентна норме [4]

||u||(l)s,QT
= sup

t≤T
t

l−s
2 [u](l)

Q′
t
+ sup

t≤T
t−

s
2 |u|Ω. (16)

Получим условия согласования для задач I и II. Обозначим Dμ
t u

(k)
m (x, t)|t=0 = (u(k)

m )(μ)(x),
m = 1, 2, Dμ

t ρk(x, t)|t=0 = ρ
(μ)
k (x), k = 1, 0, где u(0)

m , ρ0 и u
(1)
m , ρ1 — решения задач (1) - (6) и (7)

- (12), соответственно.
Функции (u(k)

m )(μ)(x) определим из соотношений:

(u(k)
m )(0)(x) = u0m(x),

(u(k)
m )(μ+1)(x) =

μ∑
i=0

Ci
μA(i)

m (x, 0,
∂

∂x
)(u(k)

m )(μ−i)(x), m = 1, 2, (17)

где A(i)
m (x, 0, ∂

∂x) = Di
tAm(x, t, ∂

∂x)
∣∣
t=0

.

Условия согласования порядка
[

s
2

]
на свободной границе γ(t) устанавливаются из равенств:

Dμ
t

(
u

(k)
1 − u

(k)
2 |x=ξ+ρk(ξ,t)ν0

)∣∣
t=0

= 0, μ = 0, 1, . . . ,
[
s

2

]
,

Dμ
t

(
u(k)

m |x=ξ+ρk(ξ,t)ν0
+ β∂tρk

)∣∣
t=0

= 0, m = 1, 2,

Dμ
t

(
λ1(x, t)

∂u
(k)
1

∂ν
− λ2(x, t)

∂u
(k)
2

∂ν

∣∣
x=ξ+ρk(ξ,t)ν0

+ kκ∂tρk

)∣∣
t=0

= 0, μ = 0, 1, . . . ,
[
s− 1

2

]
, k = 1, 0

после нахождения функций ρ(μ)
k (x), μ = 1, . . . ,

[
s
2

]
и подстановки вместо (u(k)

m )(μ)(x), m = 1, 2
выражений (17).

Пусть
◦
B(ΩT ) =

◦
C

2+l

s (Ω(1)
T )× ◦

C
2+l

s (Ω(2)
T )× ◦

C
2+l

s (ΓT ) — банахово пространство функций wk =
= {u(k)

1 , u
(k)
2 , ρk}.

Приведем основной результат статьи.

Т е о р е м а 1. Пусть l – нецелое положительное число, 1 < s≤ 2 + l, S ∈ C2+l,Γ ∈ C2+l,

коэффициенты дифференциальных операторов Lm принадлежат пространству C l
s−2(Π

(m)
T ),

λm(x, t) ∈ C1+l
s−1(πT ),m = 1, 2.

Тогда для любых функций u0m∈Cs(Ωm), m = 1, 2, p∈C2+l
s (ST ), удовлетворяющих условиям

согласования на S, и γ(t) порядка
[

s
2

]
, найдется такое 0 < T0 ≤ T, что задачи I и II имеют

единственное решение u(k)
m ∈ C2+l

s (Q(m)
T0

), m = 1, 2, ρk ∈ C2+l
s (ΓT0), ∂tρk ∈ C1+l

s−1(ΓT0), k = 1, 0,
и оно подчиняется оценке

|wk|◦B(Ωt)
=

2∑
m=1

|u(k)
m |(2+l)

s,Q
(m)
t

+ |ρk|(2+l)
s,Γt

+ |∂tρk|(1+l)
s−1,Γt

≤ C1

( 2∑
m=1

|u0m|(s)Ωm
+ |p|(2+l)

s,St

)
, t≤ T0. (18)

Пусть χ(λ) — гладкая срезающая функция, равная единице при |λ|≤δ0 и нулю при |λ|≥2δ0
и имеющая оценку

|Dαχ| ≤ Cαδ
−|α|
0 . (19)

Применяя преобразование координат

x = eρ(y, t) ≡ y +N(y)χ(λ)ρ(y, t), y ∈ Ω, (20)



у

переводящее при малых t поверхность Γ в свободную границу γ(t), а области Ωm — в неизвест-
ные области Ωm(t), m = 1, 2, и полагая U (k)

m (y, t) = u
(k)
m (eρ(y, t), t), m = 1, 2, получим задачи

I и II в виде

L(m)
ρ U (k)

m :=
∂U

(k)
m

∂t
− (NJ−T∇TU (k)

m )χ
∂ρk

∂t
−

n∑
l,p,s=1

a
(m)
lp (y, t)

[
J lsJps∂

2U
(k)
m

∂yl∂yp
+ J ls∂J

ps

∂yl

∂U
(k)
m

∂yp

]
−

−
n∑

s,l=1

a(m)
s (y, t)J ls∂U

(k)
m

∂yl
− a(m)(y, t)U (k)

m = 0 в Ω(m)
T , m = 1, 2,

U (k)
m |t=0 = u0m(y), m = 1, 2, ρk|t=0 = 0, U

(k)
1 |ST

= p(y, t), (21)

U
(k)
1 − U

(k)
2 |ΓT

= 0,
|J−T νT

0 |
NJ−T νT

0

U
(k)
1 + β

∂ρk

∂t

∣∣∣∣
ΓT

= 0,

kκ(NJ−T νT
0 )
∂ρk

∂t
+ λ1(y, t)ν0J

−1J−T∇TU
(k)
1 − λ2(y, t)ν0J

−1J−T∇TU
(k)
2

∣∣∣∣
ΓT

= 0, k = 1, 0,

где J — якобиан преобразования (20) с элементами Jsl = δl
s + Ns

∂(χρk)
∂yl

+ ∂Ns
∂yl

(χρk); JT —
транспонированная матрица, J ls — элементы обратной матрицы J−1,∇T

x = col
(

∂
∂xl
, . . . , ∂

∂xn

)
,

ν0l (l = 1, ..., n) — компоненты вектора ν0.
Здесь использованы формулы

∇T
x

∣∣∣∣
x=eρ(y,t)

= J−T∇T
y , νT = J−T νT

0

|J−T νT
0 | , Vν

∣∣∣∣
x=eρ(y,t)

= (NJ−T νT
0 )

|J−T νT
0 |

∂ρ
∂t .

Построим вспомогательные функции ρ(k)
0 (y, t) ∈ C2+l

s (ΓT ), V (k)
m (y, t) ∈ C2+l

s (Ω(m)
T ), m = 1, 2,

z
(k)
1 (y, t)∈ ◦

C
2+l

s (Ω(1)
T ), k = 1, 0 по начальным данным задач I и II.

Функции ρ(1)
0 и ρ(0)

0 определим по условиям [4, 5]

ρ
(1)
0 |t=0 = 0, ∂tρ

(1)
0 |t=0 = − 1

β
(NνT

0 )−1u01 =

= − 1
κ

(NνT
0 )−1

(
λ

(0)
1 (x)

∂u01

∂ν
− λ

(0)
2 (x)

∂u02

∂ν

)
(k = 1)

и
ρ
(0)
0 |t=0 = 0, ∂tρ

(0)
0 |t=0 = − 1

β
(NνT

0 )−1u01 (k = 0);

функции V (k)
m построим как решения задач

L(m)
ρ0

V (k)
m :=

∂V
(k)
m

∂t
− (NJ−T

0 ∇TV (k)
m )χ

∂ρ
(k)
0

∂t
−

n∑
l,p,s=1

a
(m)
lp (y, t)

[
J ls

0 J
ps
0

∂2V
(k)
m

∂yl∂yp
+ J ls

0

∂Jps
0

∂yl

∂V
(k)
m

∂yp

]
−

−
n∑

s,l=1

a(m)
s (y, t)J ls

0

∂V
(k)
m

∂yl
− a(m)(y, t)V (k)

m = 0 в Ω(m)
T , m = 1, 2,

V (k)
m |t=0 = u0m(y), m = 1, 2, V

(k)
1 |ST

= p(y, t), V
(k)
1 − V

(k)
2 |ΓT

= 0, (22)

λ1(y, t)Bρ0∇TV
(k)
1 − λ2(y, t)Bρ0∇TV

(k)
2

∣∣∣∣
ΓT

= −kκ

∂ρ
(k)
0

∂t
, k = 1, 0;



функции z(k)
1 (y, t)∈ ◦

C
2+l

s (Ω(1)
T ) найдем из начально-краевой задачи

L(1)
ρ0
z
(k)
1 :=

∂z
(k)
1

∂t
− (NJ−T

0 ∇T z
(k)
1 )χ

∂ρ
(k)
0

∂t
−

n∑
l,p,s=1

a
(1)
lp (y, t)

[
J ls

0 J
ps
0

∂2z
(k)
1

∂yl∂yp
+ J ls

0

∂Jps
0

∂yl

∂z
(k)
1

∂yp

]
−

−
n∑

s,l=1

a(1)
s (y, t)J ls

0

∂z
(k)
1

∂yl
− a(1)(y, t)z(k)

1 = 0 в Ω(1)
T , (23)

z
(k)
1 |t=0 = 0, m = 1, 2, z

(k)
1 |ST

= 0, z
(k)
1

∣∣
ΓT

= −V (k)
1 − β(NJ−T

0 νT
0 )

|J−T
0 νT

0 |
∂ρ

(k)
0

∂t
k = 1, 0,

где J0 = J |ρ=ρ0 , Bρ0 = ν0J−1
0 J−T

0

NJ−T
0 νT

0

— вектор-строка.

Задачи (22),(23) однозначно разрешимы [3,4,6—8], причем справедливы оценки

2∑
m=1

|V (k)
m |(2+l)

s,Ω
(m)
t

≤ C2

( 2∑
m=1

|u0m|(s)Ωm
+ |p|(2+l)

s,St
+ k|ρ(k)

0 |(2+l)
s,Γt

)
, (24)

|z(k)
1 |(2+l)

s,Ω
(1)
T

≤ C3

(
|V (k)

1 |(2+l)

s,Ω
(1)
t

+ |ρ(k)
0 |(2+l)

s,Γt

)
, t≤ T, k = 1, 0. (25)

В задачах (21) произведем замену неизвестных функций

U
(k)
1 = V

(k)
1 + z

(k)
1 + v

(k)
1 , U

(k)
2 = V

(k)
2 + v

(k)
2 , ρk = ρ

(k)
0 + rk. (26)

Затем, определив производные по Фреше операторов, зависящих от rk [2], выделим в этих за-
дачах линейную часть относительно неизвестных функций v(k)

m , rk, которую запишем в правых
частях уравнений и условий. Тогда задачи I и II могут быть представлены в виде

L(m)
ρ0

v(k)
m −(NJ−T

0 ∇T V̄ (k)
m )L(m)

ρ0
χrk+Km(χrk, v(k)

m ) = Fm(χrk, v(k)
m )+fm(y, t) в Ω(m)

T , m = 1, 2,

v(k)
m |t=0 = 0, m = 1, 2, rk|t=0 = 0, v

(k)
1 |ST

= 0, v
(k)
1 − v

(k)
2 |ΓT

= ϕ1(y, t), (27)

|J−T
0 νT

0 |
NJ−T

0 νT
0

v
(k)
1 + β∂rk + d∇rk + d0rk

∣∣∣∣
ΓT

= Φ1(rk, v
(k)
1 ),

Bρ0

(
λ1∇T v

(k)
1 − λ2∇T v

(k)
2

)
+ kκ∂rk + g∇rk + g0rk

∣∣∣∣
ΓT

= Φ2(rk, v
(k)
1 , v

(k)
2 ) + ϕ2(y, t), k = 1, 0,

где L(m)
ρ0 = ∂

∂t −
n∑

l,p=1

a
(m)
lp (y, ρ0, t)J ls

0 J
ps
0

∂2

∂yl∂yp
, Km — линейные дифференциальные операторы

первого порядка, содержащие члены вида ∂xirk, ∂xiv
(k)
m , rk, v

(k)
m , i = 1, . . . , n, m = 1, 2, d =

= (d1, . . . , dn), g = (g1, . . . , gn) — векторы с компонентами

di =
(
− 1

|J−T
0 νT

0 |J
ls
0 ν0lJ

is
0 + |J−T

0 νT
0 |

NJ−T
0 νT

0

J is
0 Ns

)
V̄

(k)
1 , gi = − 1

NJ−T
0 νT

0

(
λ1

∂V̄
(k)
1

∂yl
− λ2

∂V̄
(k)
2

∂yl

)
[
J ls

0 J
ps
0 NsJ

is
0 ν0p + J ls

0 NsJ
is
0 J

ps
0 ν0p − 1

NJ−T
0 νT

0

J ls
0 J

ps
0 ν0pJ

js
0 ν0jNsJ

iq
0 Nq

]
, i = 1, . . . , n,

d0 = − 1
NJ−T

0 νT
0

(
1

|J−T
0 νT

0 |J
ls
0 ν0lJ

pj
0 ν0p

∂Nj

∂yq
Jqs

0 − |J−T
0 νT

0 |
NJ−T

0 νT
0

J lj
0 ν0l

∂Nj

∂yq
Jqs

0 Ns

)
V̄

(k)
1 ,

g0 = − 1
NJ−T

0 νT
0

(
λ1

∂V̄
(k)
1

∂yl
− λ2

∂V̄
(k)
2

∂yl

)[
J ls

0 J
ps
0

∂Ns
∂yi

J is
0 ν0p + J ls

0
∂Ns
∂yi

J is
0 J

ps
0 ν0p−

− 1
NJ−T

0 νT
0

J ls
0 J

ps
0 ν0pJ

js
0 ν0j

∂Ns
∂yi

J iq
0 Nq

]
, V̄

(k)
1 = V

(k)
1 + z

(k)
1 , V̄

(k)
2 = V

(k)
2 ,
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Fm,Φm — нелинейные члены, fm, ϕm — известные функции, зависящие от V (k)
m , ρ

(k)
0 , m =

= 1, 2. Здесь предполагается суммирование по повторяющимся индексам l, s, p, j, q от 1 до n.

Нелинейные задачи (27) запишем в операторной форме

Akwk = h+Nkwk = Hkwk, k = 1, 0, (28)

где wk = {v(k)
1 , v

(k)
2 , rk}, Ak — линейный оператор, который определяется операторами в ле-

вых частях уравнений и условий задачи (27), h =
{
f1, f2, 0, ϕ1

∣∣
ΓT
, 0, ϕ2

∣∣
ΓT

}
, Nkwk =

=
{
F1, F2, 0, 0, Φ1

∣∣
ΓT
, Φ2

∣∣
ΓT

}
— нелинейный оператор.

2. Линейная задача. Положив в задачах (27) Fm = 0, Φm = 0, m = 1, 2, получим
линейные задачи.

Требуется найти функции v(k)
1 (y, t), v(k)

2 (y, t) и rk(y, t), y∈Γ, удовлетворяющие условиям:

Lm

(
y, t,

∂

∂y
,
∂

∂t

)
v(k)
m − αm(y, t)Lm

(
y, t,

∂

∂y
,
∂

∂t

)
(χrk) +Km(χrk, v(k)

m ) = fm(y, t) в Ω(m)
T ,

v(k)
m |t=0 = 0, m = 1, 2, rk|t=0 = 0, v

(k)
1 |ST

= 0, v
(k)
1 − v

(k)
2 |ΓT

= ϕ1(y′, t), (29)

l0(y, t)v
(k)
1 + β∂trk + d(y, t)∇rk + d0(y, t)rk|ΓT

= 0,

b(1)(y, t)∇v(k)
1 − b(2)(y, t)∇v(k)

2 + kκ∂trk + g(y, t)∇rk + g0(y, t)rk|ΓT
= ϕ2(y′, t),

где Lm = ∂
∂t −

n∑
i,j=1

a
(m)
ij (y, t) ∂2

∂yi∂yj
— параболический оператор, b(m) = (b(m)

1 , . . . , b
(m)
n ), m = 1, 2,

d = (d1, . . . , dn), g = (g1, . . . , gn) — векторы.

Т е о р е м а 2. Пусть l — нецелое положительное число, 1 < s≤ 2 + l, S ∈ C2+l,Γ ∈ C2+l;
a

(m)
ij , αm и коэффициенты операторов Km принадлежат пространству C l

s−2(Ω
(m)
T ); l0, di, d0∈

∈ C1+l
s−1(ΓT ); b(m)

i , gi, g0 ∈ C1+l
s−1(ΓT ), i, j = 1, ..., n, m = 1, 2.

Тогда для любых функций fm∈ ◦
C

l

s−2 (Ω(m)
T ), m = 1, 2, ϕ1∈

◦
C

2+l

s (ΓT ), ϕ2∈
◦
C

1+l

s−1 (ΓT ) задача

(29) имеет единственное решение v(k)
m ∈ ◦

C
2+l

s (Ω(m)
T ), m = 1, 2, rk∈

◦
C

2+l

s (ΓT ), ∂trk∈
◦
C

1+l

s−1 (ΓT ),
k = 1, 0, причем справедлива оценка

2∑
m=1

|v(k)
m |(2+l)

s,Ω
(m)
T

+ |rk|(2+l)
s,ΓT

+ |∂trk|(1+l)
s−1,ΓT

≤ C4

( 2∑
m=1

|fm|(l)
s−2,Ω

(m)
T

+ |ϕ1|(2+l)
s,ΓT

+ |ϕ2|(1+l)
s−1,ΓT

)
. (30)

Доказательство проводится при помощи метода Шаудера и построения регуляризатора [5].
В его основе лежит использование решений модельных задач Коши и первой краевой задачи в
полупространстве xn > 0, а также задач сопряжения, порожденных задачами (27) при k = 0, 1,
которые ранее не рассматривались. Они будут изучены в п.3.

В силу теоремы 2 и оценки (31), нелинейные задачи (28) можем представить в виде

wk = A−1
k (h+Nkwk) = A−1

k h+A−1
k Nkwk, (31)

причем
|wk|◦B(Ωt)

≤ C4|h+Nkwk| ◦H(Ωt)
≤ C4(|h| ◦H(Ωt)

+ |Nkwk| ◦H(Ωt)
), (32)



здесь норма |wk| определяется формулой (18);
◦
H(ΩT ) =

◦
C

l

s−2(Ω
(1)
T ) × ◦

C
l

s−2(Ω
(2)
T ) × ◦

C
2+l

s (ST ) ×
× ◦
C

2+l

s (ΓT ) × ◦
C

1+l

s−1(ΓT ) × ◦
C

1+l

s−1(ΓT ) — банахово постранство функций h c нормой

|h| ◦
H(Ωt)

=
2∑

m=1

|fm|(l)
s−2,Ω

(m)
T

+ |ϕ1|(2+l)
s,ΓT

+ |ϕ2|(1+l)
s−1,ΓT

.

Пусть BM = {wk∈
◦
B (ΩT1) : |wk|◦B(ΩT1

)
≤ M} — замкнутый шар в пространстве

◦
B (ΩT ),

T1 ≤ T.
На основании оценки (32) имеем

|A−1
k (h+Nkwk|◦B(Ωt)

≤ C4(|h| ◦H(Ωt)
+ |Nkwk| ◦H(Ωt)

) =

= C4

(
|h| ◦

H(Ωt)
+

2∑
m=1

|Fm|(l)
s−2,Ω

(m)
t

+ |Φ1|(1+l)
s−1,Γt

+ |Φ2|(1+l)
s−1,Γt

)
;

|A−1
k (h+Nkwk) −A−1

k (h+Nkw̃k)|◦B(Ωt)
≤ C4|Nkwk −Nkw̃k| ◦H(Ωt)

=

= C4

( 2∑
m=1

|Fm(χrk, v(k)
m ) −Fm(χr̃k, ṽ(k)

m )|(l)
s−2,Ω

(m)
t

+ |Φ1(rk, v
(k)
1 ) − Φ1(r̃k, ṽ

(k)
1 )|(1+l)

s−1,Rt
+

+|Φ2(rk, v
(k)
1 , v

(k)
2 ) − Φ2(r̃k, ṽ

(k)
1 , ṽ

(k)
2 )|(1+l)

s−1,Rt

)
.

Используя оценки для произведений функций из весовых пространств Гельдера [9], непо-
средственными вычислениями получим неравенства

|A−1
k Hkwk|◦B(Ωt)

≤M,

|A−1
k Hkwk −A−1

k Hkw̃k)|◦B(Ωt)
= |A−1

k (Hkwk −Hkw̃k)|◦B(Ωt)
≤ q|wk − w̃k|◦B(Ωt)

(33)

для малых t≤ T1 ≤ T , ∀wk, w̃k ∈BM , q ∈ (0, 1).
Из этих неравенств следует, что нелинейный оператор A−1

k Hk отображает замкнутый шар
BM в себя и является в нем сжимающим при t≤T1. Но тогда по принципу сжимающих отобра-
жений задачи (27) или (28) имеют единственное решение wk∈

◦
B (ΩT1), k = 1, 0, причем для

решения справедлива оценка
|wk|◦B(Ωt)

≤ C5|h| ◦H(Ωt)
.

Вспоминая замены (26) и привлекая оценки (24), (25), получим оценку (18) и теорему 1.
3. Модельная задача. Пусть D1 = {x| x′ ∈Rn−1, xn < 0}, D2 = {x| x′ ∈Rn−1, xn > 0},

D
(m)
T = Dm × (0, T ), RT = {(x, t)| x′ ∈Rn−1, xn = 0, 0 ≤ t≤ T}.
При решении линейной задачи (27) возникает следующая модельная задача сопряжения.
Требуется найти функции v(k)

1 (x, t), v(k)
2 (x, t), rk(x′, t), удовлетворяющие нулевым началь-

ным данным, по условиям
Lmv

(k)
m = 0 в D

(m)
T , m = 1, 2, (34)

v
(k)
1 − v

(k)
2 + δrk|RT

= ϕ1(x′, t), (35)

b∇v(k)
1 − c∇v(k)

2 + kκ∂trk + l′∇′rk|RT
= ϕ2(x′, t), (36)

l0v
(k)
1 + β∂trk + d′∇′rk|RT

= 0, k = 1, 0, (37)

где Lm = ∂
∂t −

n∑
i,j=1

a
(m)
ij

∂2

∂xi∂xj
— параболический оператор, b = (b1, . . . , bn), c = (c1, . . . , cn),

l′ = (l1, . . . , ln−1), d′ = (d1, . . . , dn−1), все коэффициенты постоянны, β > 0,

bn > 0, cn > 0. (38)
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Т е о р е м а 3. Пусть l — нецелое положительное число, 0 < s≤ 2 + l. Задача (34)—(37)

имеет единственное решение v(k)
m (x, t)∈ ◦

C
2+l

s (D(m)
T ), m = 1, 2, rk(x′, t)∈

◦
C

2+l

s (RT ), ∂trk∈
∈ ◦
C

1+l

s−1 (RT ) при любых функциях ϕ1∈
◦
C

2+l

s (RT ), ϕ2∈
◦
C

1+l

s−1 (RT ) и для него справедлива
оценка

2∑
m=1

|v(k)
m |(2+l)

s,D
(m)
t

+ |rk|(2+l)
s,Rt

+ |∂trk|(1+l)
s−1,Rt

≤ C6

(|ϕ1|(2+l)
s,Rt

+ |ϕ2|(1+l)
s−1,Rt

)
, t≤ T. (39)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Опустим индекс "k"у функций v(k)
m , rk. Преобразуем задачу (34)—

(37). Из условия (37)
β∂tr + d′∇′r|RT

= −l0v1
при помощи преобразований Лапласа по переменной t и Фурье — по x′ найдем функцию r(x′, t)

r(x′, t) = − l0
β

t∫
0

v1
(
x′ − d′

β
(t− τ), τ

)
dτ (40)

и подставим ее в условия (35), (36). В результате получим задачу с неизвестными функциями
vm(x, t), m = 1, 2,

Lmvm = 0 в D
(m)
T , m = 1, 2,

v1 − v2 − δl0
β

t∫
0

v1
(
x′ − d′

β
(t− τ), τ

)
dτ |RT

= ϕ1(x′, t), (41)

b∇v1 − c∇v2 − kκl0
β

v1 +
kκl0
β2

t∫
0

d′∇′v1
(
x′ − d′

β
(t− τ), τ

)
dτ−

− l0
β

t∫
0

l′∇v1
(
x′ − d′

β
(t− τ), τ

)
dτ |RT

= ϕ2(x′, t), k = 1, 0.

Таким образом, мы свели задачу (34)—(37) к эквивалентной задаче (41), (40).
Рассмотрим задачу (41). Запишем ее в операторной форме

B0w = B
(k)
1 w + h, k = 1, 0, (42)

где w = {v1, v2}, B0w =
{
L1v1, L2v2, v1 − v2|RT

, b∇v1 − c∇v2|RT

}
,

B
(k)
1 w =

{
0, 0, − δl0

β

t∫
0

v1
(
x′ − d′

β (t− τ), τ
)
dτ |RT

, −kκl0
β v1+

+ l0
β

t∫
0

(
kκ

β d
′ − l′

)∇v1(x′ − d′
β (t− τ), τ

)
dτ |RT

}
, h =

{
0, 0, ϕ1(x′, t)|RT

, ϕ2(x′, t)|RT

}
.

Легко видеть, что оператор B(k)
1 содержит младшие члены по сравнению с оператором B0.

Для доказательства однозначной разрешимости задачи (41) или (42) рассмотрим задачу
без младших членов

Lmvm = 0 в D
(m)
T , m = 1, 2,

v1 − v2|RT
= ϕ1(x′, t), (43)

b∇v1 − c∇v2|RT
= ϕ2(x′, t),



или в операторной форме
B0w = h. (44)

В работах [7], [8] было доказано, что при выполнении условий (38) задача (43) имеет един-

ственное решение vm ∈ ◦
C

2+l

s (D(m)
T ), m = 1, 2 и для него справедлива оценка

2∑
m=1

|vm|(2+l)

s,D
(m)
t

≤ C7

(|ϕ1|(2+l)
s,Rt

+ |ϕ2|(1+l)
s−1,Rt

)
. (45)

В силу однозначной разрешимости задачи (44) задачу (42) можем представить следующим
образом:

w = B−1
0 (h+B

(k)
1 w) := B−1

0 h+B−1
0 B

(k)
1 w, (46)

где B−1
0 — обратный оператор. При этом в силу оценки (45) справедливо неравенство

|w|◦
B(Dt)

≤ C7

(|ϕ1|(2+l)
s,Rt

+ |ϕ2|(1+l)
s−1,Rt

+ |B(k)
1 w| ◦

H(Dt)

)
. (47)

Докажем разрешимость задачи (46) методом сжимающих отображений.
ПустьKr = {w∈ ◦

B (DT0) : |w|◦
B(DT0

)
≤r} — замкнутый шар радиуса r в пространстве ◦

B (DT ),

r = C7|h| ◦H(Dt)
(1 − q)−1, q ∈ (0, 1).

Покажем, что оператор B−1
0 B

(k)
1 переводит замкнутый шар Kr в себя и является в нем

сжимающим, т.е. ∀w, w̃ ∈Kr выполняются неравенства

|B−1
0 (h+B

(k)
1 w)|◦

B(Dt)
≤ r,

|B−1
0 B

(k)
1 (w − w̃)|◦

B(Dt)
≤ q|w − w̃|◦

B(Dt)
, где 0 < q < 1. (48)

Действительно, на основании оценки (47) получим неравенства

|B−1
0 (h+B

(k)
1 w)|◦

B(Dt)
≤ C7(|h| ◦H(Dt)

+ |B(k)
1 w| ◦

H(Dt)
) =

= C7

(
|h| ◦

H(Dt)
+
∣∣∣∣δl0β

t∫
0

v1
(
x′ − d′

β
(t− τ), τ

)
dτ

∣∣∣∣
(2+l)

s,Rt

+

+
∣∣∣∣kκl0
β

v1 − l0
β

t∫
0

(kκ

β
d′ − l′

)∇v1(x′ − d′

β
(t− τ), τ

)
dτ

∣∣∣∣
(1+l)

s−1,Rt

)
≤

≤C7

(
|h| ◦

H(Dt)
+ C8

[
t|v1|(2+l)

s,D
(1)
t

+ (t
1
2 + t)|v1|(2+l)

s,D
(1)
t

])≤
≤C7

(
|h| ◦

H(Dt)
+ C9t

1
2 |v1|(2+l)

s,D
(1)
t

)
≤ C7

(
|h| ◦

H(Dt)
+ C9t

1
2 |w|◦

B(Dt)

)
;

|B−1
0 B

(k)
1 w −B−1

0 B
(k)
1 w̃|◦

B(Dt)
= |B−1

0 B
(k)
1 (w − w̃)|◦

B(Dt)
≤ C7|B(k)

1 (w − w̃)| ◦
H

(Dt) =

= C7

(∣∣∣∣δl0β
t∫

0

[
v1
(
x′ − d′

β
(t− τ), τ

)− ṽ1
(
x′ − d′

β
(t− τ), τ

)]
dτ

∣∣∣∣
(2+l)

s,Rt

+
∣∣∣∣kκl0
β

[v1 − ṽ1]−

− l0
β

t∫
0

(kκ

β
d′ − l′

)[∇v1(x′ − d′

β
(t− τ), τ

)−∇ṽ1
(
x′ − d′

β
(t− τ), τ

)]
dτ

∣∣∣∣
(1+l)

s−1,Rt

)
≤
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≤C7C9t
1
2 |v1 − ṽ1|(2+l)

s,D
(1)
t

≤ C7C9t
1
2 |w − w̃|◦

B(Dt)
.

Найдем T0 ≤ T из неравенства C7C9t
1
2 ≤ q, 0 < q < 1. В результате получим, что при всех

t≤T0 выполняются оценки (48), которые обеспечивают сжимаемость оператора B−1
0 B

(k)
1 и отоб-

ражение замкнутого шара Kr в себя. Следовательно, по принципу сжимающих отображений
задача (41) или (42) имеет единственное решение, удовлетворяющее оценке

|w|◦
B(Dt)

≤ C10|h| ◦H(Dt)
, (49)

где C10 = C7(1 − q)−1.
Установим теперь оценку функции r(x′, t), используя неравенство (49):

|r|(2+l)
s,Rt

=
∣∣∣∣δl0β

t∫
0

v1
(
x′ − d′

β
(t− τ), τ

)
dτ

∣∣∣∣
(2+l)

s,Rt

≤ C11t|w|◦B(Dt) ≤ C12(T )|h| ◦
H

(Dt). (50)

Из условий сопряжения на RT (36), (37) на основании оценок (49),(50) будет следовать
оценка

|∂tr|(1+l)
s−1,Rt

≤ C13(T )|h| ◦
H(Dt)

. (51)

Итак, мы установили разрешимость задачи (34)—(37) для малых t≤ T0.
Продолжая решение на весь интервал (0, T ) способом, изложенным, например, в работах

[2], [10], получим теорему 3 для любого T > 0.
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НЕСТАЦИОНАРНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ
ТЕРМОУПРУГОЙ ПЛОСКОСТИ С КРУГОВЫМ

ОТВЕРСТИЕМ

А. Н. Дадаева

Институт математики МОН РК
480100 Алматы, ул.Пушкина, 125, dadaeva@math.kz

Динамика термоупругих сред с концентраторами напряжений в виде полостей и включений
различных форм мало изучена. Новацким В. и его школой хорошо исследован класс частных
решений задач термоупругости. Статические задачи несвязанной термоупругости решали Оси-
нов В.А., Путятин В.Д., Тройнин К.Е., Воробьева А. И, Мамедов Ю.М. и др. Для решения
статических и динамических задач термоупругости широко используется метод граничных ин-
тегральных уравнений в работах Sladek J., Sladek V., Brebbia C.A., Durgush G.F., Banerjee P.K.,
Алексеевой Л.А., Купесовой Б.Н. и др. В настоящей статье решаются нестационарные краевые
задачи несвязанной термоупругости для разного типа граничных условий. Такие задачи возни-
кают в окрестности нефтяных скважин, при расчете напряженно-деформируемого состояния
стенок наземных транспортных трубопроводов и т.п.

1. Постановка задачи. Рассмотрим термоупругую среду S− ∈ R3, ограниченную кру-
говой цилиндрической поверхностью в условиях плоской деформации . Пусть S+ – попереч-
ное сечение цилиндра, S – его граница, n – вектор единичной внешней нормали к S. Здесь
для описания движения такой среды используется модель несвязанной термоупругости. Такая
среда характеризуется 5 параметрами: массовой плотностью ρ, упругими постоянными Ламе
λ, μ и двумя термоупругими константами γ и κ, которые определяются через коэффициенты
теплоемкости, теплопроводности и линейного теплового расширения среды. Состояние среды
описывается системой уравнений теплопроводности [1]:

(λ+ μ) uj,ji + μΔui − γθ,i + Fi = ρ üi, i, j = 1, 2, (1)

κΔθ − θ̇ +Q = 0. (2)

Здесь ui (i, j = 1, N) – смещения, θ = T−T0 – относительная температура, массовые силы:Fi =0,
в теле отсутствуют источники тепла:Q =0. Символом после запятой обозначены производные
по координатам: ui,kj = ∂2ui/∂xk∂xj , θ,i = ∂θ/∂xi, а точкой – частная производная по времени.
По одноименным индексам всюду проводится суммирование от 1 до 2.

Keywords: uncoupled thermoelastodynamics
boundary value problems, stress-strain state
2000 Mathematics Subject Classification: 80XX
c© А. Н. Дадаева, 2002.



у у у

Напряжения определяются соотношениями Дюамеля - Неймана [1]:

σij = (λuk,k − γθ) δij + μ (ui,j + uj,i) . (3)

Начальные условия:

ui(x, 0) = 0, x ∈ (S− + S), u̇i(x, 0) = 0, x ∈ S−

θ(x, 0) = 0, x ∈ (S− + S). (4)

Рассматриваются следующие краевые условия:
Задача 1. На границе цилиндра S ( ‖x‖ = r = R) известны действующие нагрузки и тепловoй
поток:

σrj(x, t) = pj(x, t), j = r, ϕ,
∂ θ(x, t)
∂n

= q(x, t), x ∈ S. (5)

Задача 2. На S заданы нагрузки и температура

σrj(x, t) = pj(x, t), j = r, ϕ, θ (x, t) = θS (x, t) , x ∈ S. (6)

Задача 3.

σrj (x, t) = pj(x, t), j = r, ϕ, ηθ + ζ
∂θ

∂n
= q (x, t) , x ∈ S, (7)

η, ξ – постоянные.
Задача 4.

σrj (x, t) = pj(x, t), j = r, ϕ,
∂ θ(x, t)
∂ n

= γ(T ∗H(t) − θ(x, t)), x ∈ S, (8)

где T ∗ - постоянный тепловой источник.
Требуется определить θ(x, t), u(x, t), σ(x, t) в области S− при заданных начальных (4) и

граничных условиях (5) — (8).
2. Решение краевых задач. Для построения решения используется преобразование Лапласа
по t:

ūi(x, p) =
∫ +∞

0
ui(x, t)e−ptdt, Rep ≥ p0 > 0.

Перейдем к постановке задачи в этом пространстве.
После применения преобразования Лапласа к уравнениям (1) и (2) с учетом соотношений

(3) получим:
(λ+ μ) ūj,ji + μΔūi − γθ̄,i = p2ρūi, i, j = 1, 2, (9)

Δθ̄ − p

k
θ̄ = 0, (10)

σ̄i j =
(
λūk,k − γ θ̄

)
δi j + μ (ūi,j + ūj, i) . (11)

Из предельных соотношений для преобразования Лапласа следует, что начальные условия
перейдут в асимптотические соотношения [2]:

lim
p→∞ pūi(x, p) = 0, x ∈ (S− + S), lim

p→∞ p2ūi(x, p) = 0, x ∈ S−,

lim p
p→∞

θ̄(x, p) = 0, x ∈ (S− + S). (12)

Граничные условия преобразуются к виду:
Задача 1.

σ̄rj(x, p) = p̄j(x, p), j = r, ϕ,
∂ θ̄(x, p)
∂ n

= q̄(x, p), x ∈ S, (13)



Задача 2.
σ̄rj(x, p) = p̄j(x, p), j = r, ϕ, θ̄ (x, p) = θ̄S (x, p) , x ∈ S, (14)

Задача 3.

σ̄rj(x, p) = p̄j(x, p), j = r, ϕ, ηθ̄ + ζ
∂θ̄

∂n
= q̄ (x, p) , x ∈ S, (15)

η, ξ – постоянные,
Задача 4.

σ̄rj(x, p) = p̄j(x, p), j = r, ϕ,
∂ θ̄(x, p)
∂ n

= γ

(
T ∗

p
− θ̄(x, p)

)
, x ∈ S. (16)

Если область неограниченна, потребуем, чтобы на бесконечности решение затухало:

lim
x→∞ ū(x, p) = 0, x ∈ S− + S, Rep > 0,

lim
x→∞ θ̄(x, p) = 0, x ∈ S− + S, Rep > 0. (17)

Требуется найти σ̄ij(x, p), ūi(x, p), θ̄(x, p) при условиях (12)—(17) в осесимметричном случае
(граничные функции не зависят от x).
Определение 1. Назовем фундаментальным решением решение краевых задач 1—3 в случае,
когда p̄r(x, p) = 0, q̄(x, p) = δ(t), x ∈ S, т.е. тепловой источник задается сингулярной обоб-
щенной функцией.
Теорема 1. В пространстве преобразования Лапласа решение краевой задачи 1 имеет вид:

ϑ̄ (r, p) = A(p)K0(r
√
p/k), (18)

Ūr (r, p) = c01K1 (pr) + c02I1 (pr) + c1(r)K1 (pr) + c2(r)I1 (pr) , (19)

σ̄rr (r, p) =
(
c01 + c1

)
[− pK0 (pr) + (α− 1)K1 (pr)/r] +

+
(
c02 + c2

)
[ pI0 (pr) + (α− 1) I1 (pr)/r] − γA (p)K0

(
r
√
p/k
)
, (20)

σ̄ϕϕ (r, p) =
(
c01 + c1

)
[−αpK0 (pr) + (1 − α)K1 (pr)/r] +

+
(
c02 + c2

)
[αpI0 (pr) + (1 − α) I1 (pr)/r] − γA (p)K0

(
r
√
p/k
)
, (21)

c1(r) = (γ/p)F (p)
∫ r

1
K1(rh)I1(pr)rdτ,

c2(r) = −(γ/p)F (p)
∫ r

1
K1(rh)K1(pr)rdτ,

c01 (p) =
B1 (p)
B2 (p)

− γF (p)
pB2 (p)

∗
{

(hK0 (h)K1 (p) − pK1 (h)K0 (p))
/(
h2 − p2

)
, h2 �= p2

h
(
K2

0 (h) −K2
1 (h)

)
+ 2K1 (h)K0 (h) /2h, h2 = p2 ,

c02(p) = B1(p) −B2(p)c01, h =
√
p/k, F (p) = 1/pK1 (Rh),

B1(p) =
γpA(p)K0(R

√
p/k)

pI0(pR) + (α− 1)I1(pR)/R
,

B2(p) =
−pK0(pR) + (α− 1)K1(pR)/R
pI0(pR) + (α− 1)I1(pR)/R

,
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где A(p) = 1√
p/kK1(R

√
p/k)

, α = ν
1−ν , ν = λ

2(λ+μ) , если при r = R выполняются условия:

σrj (x, t) = 0,
∂ϑ

∂n
= δ (t) , j = r, ϕ, (22)

δ(t) – функция Дирака, In, Kn – цилиндрические функции Бесселя и Макдональда.
Доказательство. Решение уравнения (10) можно представить в виде: ϑ̄ (r, p) = A(p)·

K0(r
√
p/k), т.к. функция K0(·) является решением уравнения (10) при r �= 0, и затухает на

бесконечности. A(p) находим из граничных условий (22):

∂ϑ̄

∂r
nr =

√
p/kA(p)K1(R

√
p/k) = 1.

Отсюда
A(p) =

1√
p/kK1(R

√
p/k)

.

Для построения решений системы (9) перейдем в полярную систему координат (r, ϕ). В си-
лу независимости граничных условий от ϕ, uϕ = 0, из соотношения (9) имеем следующее
уравнение:

∂
2
ūr

∂r2
+

1
r

∂ūr

∂r
− ūr

r2
− γϑ̄,r = p2ūr(r, p). (23)

Сведем уравнение (23) к уравнению Бесселя с помощью замены ξ = pr, получим:

ξ2
d2ūr

dξ2
+ ξ

dūr

dξ
− ūξ(1 + ξ2) = −γF (p)K1(rh)/p. (24)

Частное решение неоднородного уравнения (23) имеет вид:

Ū∗
r = c1(r)K1(pr) + c2(r)I1(pr).

Используя метод вариации произвольных постоянных, имеем следующую систему уравнений:

c′1(r)K1(pr) + c′2(r)I1(pr) = 0,

c′1(r)pK
′
1(pr) + c′2(r)p I

′
1(pr) = −γF (p)K1(rh)/p. (25)

Вронскиан системы (25) равен W (p) = 1/r. Тогда

c′1(r) = (γ/p)F (p)K1(rh)I1(pr)r,

c1(r) = (γ/p)F (p)
∫ r

1
K1(hτ)I1(pτ)τdτ.

Аналогично
c′2(r) = −(γ/p)F (p)K1(rh)K1(pr)r,

c2(r) = −(γ/p)F (p)
∫ r

1
K1(hτ)K1(pτ)τdτ.

Таким образом, общее решение уравнения (23) следующее:

Ūr = K1(pr)(c01 + c1(r)) + I1(pr)(c02 + c2(r)),

где c01, c
0
2 – произвольные постоянные.

Радиальные напряжения в полярной системе координат [1]:

σ̄rr =
∂Ūr

∂r
+ α

Ūr

r
− γϑ̄(r, p) = (c01 + c1(r)) [−pK0(pr) + (α− 1)K1(pr)/r]



+(c02 + c2(r)) [pI0(pr) + (α− 1)I1(pr)/r] − γA(p)K0(r
√
p/k).

Далее, используя граничное условие (22), получим –

c02 = B1(p) −B2(p)c01, (26)

где

B1(p) =
γA(p)K0(R

√
p/k)

pI0(pR) + (α− 1)I1(pR)/R
; B2(p) =

−pK0(pR) + (α− 1)K1(pR)/R
pI0(pR) + (α− 1)I1(pR)/R

.

Из условия (17) следуют:

lim
r→∞

[
c01K1(pr) + c02I1(pr) + c1(r)K1(pr) + c2(r)I1(pr)

]
= 0,

lim
r→∞ |c1(r)| =

∣∣∣∣(γ/p)F (p)
∫ ∞

1
K1(τh)I1(τp)τdτ

∣∣∣∣ ≤ γ

p
F (p)

1
2
√
hp(p− h)

при Re p < 1/k .
Учитывая асимтотики функции K1(pr) ∼ 1/r при r → ∞ и соотношение (26), получим:

c01 =
B1(p)
B2(p)

+
1

B2(p)
lim

r→∞ c2(r),

где

lim
r→∞ c2(r) = lim

r→∞

[
−γ
p
F (p)

∫ r

1
K1(τh)K1(τp)τdτ

]
=

1
h2−p2 [hK0(h)K1(p) − pK1(h)K0(p)] . (27)

При h2 = p2 в формуле (27) используется правило Лопиталя для вычисления предела. Окон-
чательно имеем:

c1 (p) =
B1 (p)
B2 (p)

− γF (p)
pB2 (p)

∗
{

(hK0 (h)K1 (p) − pK1 (h)K0 (p))
/(
h2 − p2

)
, h2 �= p2

h
(
K2

0 (h) −K2
1 (h)

)
+ 2K1 (h)K0 (h) /2h, h2 = p2 .

Тангенциальные напряжения в полярной системе координат [1]:

σϕϕ = α
∂Ūr

∂r
+
Ūr

r
− γϑ̄(r, p) = (c01 + c1(r)) [−αpK0(pr) + (1 − α)K1(pr)/r] +

+(c02 + c2(r)) [αpI0(pr) + (1 − α)I1(pr)/r] − γA(p)K0(r
√
p/k).

Теорема доказана.
Если q(t), интегрируемая на S× [0,+∞], то решение краевых задачи 1—3 имеет вид свертки

[4]:
u(x, t) = Ur(x, t) ∗

t
q(t),

это решение в пространстве преобразований Лапласа имеет вид:

ū(x, p) = q̄(p)Ūr(x, p), ū = (ū1, ū2, θ̄),

где Ūr(x, p) – фундаментальное решение соответствующей краевой задачи.
Для постоянного теплового потока (q(t)) = q0H(t)) это решение построено в [5].

Теорема 2. Решение краевой задачи 3 имеет вид (18)-(21), где

A(p) = 1/p(ξ
√
p/k K1(R

√
p/k) + ηK0(R

√
p/k)),

если на границе области заданы следующие условия:

σ̄rj (x, p) = 0, ηθ̄ + ξ
∂θ̄

∂n
= 1, j = r, ϕ r = R = 1. (28)
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Доказательство. На первом этапе определяется температурное поле:

θ̄ (r, p) = A(p)K0(r
√
p/k),

где A(p) получим из граничного условия (28) при q̄(x, p) = 1. Тогда

A(p) = (ζ
√
p/k K1(R

√
p/k) + ηK0(R

√
p/k))−1.

Далее доказательство проводится аналогично теоремы 1. В начале вычисляются перемещения
по формуле (19), а затем радиальные и тангенциальные напряжения по формулам (20)—(21).
Эти значения будут отличаться от соответствующих значений параметров теоремы 1 наличием
переменных η, ξ в формуле для A(p). Теорема доказана.

Следствие 1. Решение краевых задач 1, 2 можно получить из решения краевой задачи 3,
полагая η = 0, ζ = 1, в значении A(p) будет отсутствовать переменная η = 0 (для задачи 1) и
η = 1, ξ = 0, в значении A(p) будет отсутствовать переменная ζ = 0 ( для задачи 2).

Теорема 3. Решение краевой задачи 4 имеет вид (18)-(21), где

A(p) =
1√

p/kK1(R
√
p/k)

γT0

(1 + γϑ(R, p)
, θR =

ϑ(R, p)γTo

(1 + γϑ(R, p))p
, θ̄R = θ̄(R, p),

если на границе области заданы следующие условия:

σ̄rj (x, p) = 0, q̄(x, p) = γ

(
T∗
p

− θR

)
, j = r, ϕ, r = R = 1.

Т.е. тепловой поток равен разности температур теплового источника и данной среды.
Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 2.
Решения краевых задач 1—4 программно реализованы на языке ФОРТРАН-6. Проведены

тестовые расчеты для термоупругой среды с безразмерными параметрами (коэффициент Пуас-
сона ν = 0.25, λ = 0.5, γ = 1.0, κ = 1.0). На рис.1 представлен график температур в разных
точках массива (R = 1, 2), а на рис.2 построен график тангенциальных напряжений на гра-
нице цилиндра (R = 1), если тепловой поток задается функцией Хевисайда (Задача 1). На
рис.3 представлен график температур в разных точках массива (R = 1, 2) и на рис.4 построен



график тангенциальных напряжений на границе цилиндра (R = 1, 2), если тепловой поток
задается разницей температур между источником T ∗ = 1 и данной средой (Задача 4).
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УДК 517.948.34

О ВЫЧИСЛИМОСТИ ОДНОГО КЛАССА
ПЕРИОДИЧЕСКИХ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП

Б. С. Каленова, Н. Г. Хисамиев

Восточно-Казахстанский Государственный Технический Унниверситет
492018, Усть-Каменогорск, пр. Ленина, 51-316, hisamiev@mail.ru

В дальнейшем слово "группа" означает не более, чем счетную абелеву группу. Отображение
ν : ω → A множества всех натуральных чисел на группу А называется нумерацией группы А.
Пара (A, ν) называется конструктивной группой, если существует алгоритм, который по любой
тройке натуральных чисел n,m, s определяет: верны ли равенства νn = νm, νn + νm = νs в
группе А. Группа А называется конструктивизируемой, если существует такая ее нумерация ν,
что пара (A, ν) является конструктивной группой. Последовательность конструктивных групп

(A0, ν0), . . . , (An, νn), . . . (1)

называется вычислимой, если существует алгоритм, который по любой четверке натуральных
чисел n,m, r, s определяет: верны ли равенства νnm = νnr, νnm + νnr = νns в группе An.
Произвольный класс K групп называется вычислимым, если существует вычислимая после-
довательность групп (1) такая, что для любой группы A из K существует число n такое, что
группы A и An изоморфны и, наоборот, для любого числа n существует группа A ∈ K, изо-
морфная An.

Известно, что следующие классы групп вычислимы:

1. класс периодических групп [3];

2. для любого n ∈ ω класс групп, ранги без кручения которых не превосходят n [2];
3. класс всех групп, ранги без кручения которых конечны;

4. класс всех сильно конструктивизируемых p-групп [6];

5. класс всех сильно конструктивизируемых групп без кручения ранга 1 [5].

В данной работе доказывается, что класс K0 всех конструктивизируемых p-групп, явля-
ющихся прямыми суммами циклических и квазициклических групп, вычислим, а класс K1

всех конструктивизируемых p-групп, являющихся прямыми суммами циклических групп, не
вычислим.

Пусть 2-х местная функция f(i, x) удовлетворяет условию:

Keywords: cyclic p - group, quasicyclic p - group, direct sum, constructibility, computability
2000 Mathematics Subject Classification: 03D45, 20K10
c© Б. С. Каленова, Н. Г. Хисамиев, 2002.



для любых чисел i, x, y ∈ ω, y ≤ i, если f(i, 0) определена, то определена f(y, x) и f(y, x) ≤
≤ f(y + 1, x).

Тогда f назовем s-функцией. Если для любого x значение f(i, x) определено и не существует
предела

lim
x
f(i, x),

то полагаем
lim
x
f(i, x) = ∞.

Через Cpn и Cp∞ обозначим, соответственно, циклическую группу порядка pn и квазицик-
лическую p-группу.

Пусть дана некоторая s-функция f . По этой функции определим группу

Gf =
⊕

i

Cpmi,

где
mi = lim

x
f(i, x).

В [4] доказана

Т е о р е м а 1. Пусть группа A является прямой суммой циклических и квазициклических
p-групп. Группа A конструктивизируема тогда и только тогда, когда существует частично
вычислимая s-функция f такая, что группы G и Gf изоморфны.

На основе этой теоремы доказывается

Т е о р е м а 2. Класс K0 всех конструктивизируемых p-групп, являющихся прямыми сум-
мами циклических и квазициклических групп, вычислим.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 1 достаточно показать, что существует вычислимый
класс s-функций L, удовлетворяющих условию: для любой частично вычислимой s-функции
ϕ(i, x) существует функция f ∈ L такая, что для любого числа i ∈ ω справедливо равенство

lim
x
f(i, x) = lim

x
ϕ(i, x).

Пусть дана частично вычислимая функция ϕ(i, x). Через ϕt(i, x) обозначим значение функ-
ции f , вычисленное к концу шага t. По функции f построим частично вычислимую s-функцию
f̃ следующим образом. Пусть дано произвольное число i ∈ ω. Определим по шагам t значение
f(i, x). На шаге t будет определено число et.

Шаг t. Пусть m - наименьшее число такое, что значение f̃(i,m) не определено. Если m = 0,
то вычисляем последовательность значений

f t(0, 0), f t(1, 0), . . . (2)

Если хотя бы одно из этих значений не определено, то полагаем et = 0 и для любого x ∈
∈ ω считаем значение f̃(i, x) неопределенным. Переходим к следующему шагу. Если же все
значения из (2) определились, то полагаем et = 1, f̃(i, 0) = f(i, 0) и переходим к следующему
шагу.

Пусть m > 0. Вычисляем f t(i, et−1). Если это значение не определено, то полагаем et =
= et−1, f̃(i,m) = f̃(i,m− 1) и переходим к следующему шагу.

Пусть f t(i, et−1) определено. Полагаем

et = et−1 + 1, f̃(i,m) = max{f̃(i,m), f t(i, et−1)}
и переходим к следующему шагу.

Построение закончено.
Из построения функции f̃ следуют:
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Л е м м а 1. Для любых чисел i, x, y, y ≤ i, если значение f̃(i, 0) определено, то значение
f(y, x) определено, и функция λxf(i, x) является неубывающей.

Л е м м а 2. Если i - наименьшее число такое, что значение f(i, 0) не определено, то для
любых чисел x≥ i, y значение f̃(x, y) не определено.

Пусть дано произвольное число i ∈ ω. Пусть x0 - наименьшее число такое, что значение
f(i, x0) не определено. Если такого числа x0 не существует, то полагаем x0 = ∞. Пусть M i

f =
= {f(i, x)|x < x0}. Если множество M i

f бесконечно, то полагаем maxM i
f = ∞.

Л е м м а 3. Если значение f̃(i, 0) определено, то справедливо равенство

lim
x
f̃(i, x) = maxM i

f .

Пусть ϕs(i, x) — частично вычислимая функция номера s. Определим последовательность
функций

L = {ϕ̃s(i, x)|s ∈ ω}.
По лемме 3, если ϕs(i, x) является s-функцией, то справедливо равенство

lim
x
ϕs(i, x) = lim

x
ϕ̃s(i, x).

Отсюда класс функции L является искомым. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 1. Класс L0 всех конструктивизируемых периодических групп, являющих-
ся прямыми суммами циклических и квазициклических групп, вычислим.

Т е о р е м а 3. Класс K1 всех конструктивизируемых p-групп, являющихся прямыми сум-
мами циклических групп, не является вычислимым.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим противное, т. е. класс K1 вычислим. Из теоремы 1 сле-
дует, что существует вычислимый класс

L = {fk(i, x)|k ∈ ω}

такой, что для любых чисел i, k ∈ ω выполнены условия:
1. Если значение определено, то существует

lim
x
fk(i, x) = mk <∞.

2. Пусть для s-функции g(i, x) выполнено условие 1 и

Mg = {< m,n > |∃i1, . . . , in(
∧

lim g(ik, x) = m : 1 ≤ k ≤ n)},
M ′

g = {m|〈m, 1〉 ∈Mg}.
Тогда существует такое число k ∈ ω, что множества Mg и Mfk

равны.

3. Для бесконечно многих чисел k ∈ ω множество M ′
fk
бесконечно.

4. Для любой группы G∈K1 существует такое число k∈ω, что группы G и Gfki
изоморфны.

Пусть частично вычислимая функция Ψ(k, i, x) является универсальной для класса K, т.е.
для любого числа k ∈ ω справедливо равенство

λiλxψ(k, i, x) = λiλxfk(i, x).



Построим по шагам t вычислимую s-функцию h(i, x) такую, что для нее справедливо усло-
вие 1 и - k ∈ ω верно неравенство

M ′
fk


= Mn.

Пусть все пары чисел упорядочены по их номерам. Номер пары 〈m,n〉 обозначим через
[m,n]. На шаге t будут определены числа

αt, kt
0 < kt

1 < . . . < kt
αt ; mt

ki
, nt

ki
, i≤ αt, [mt

ki
, nt

ki
] ≤ t.

Число fki(m
t
ki
, nt

ki
) = p t

ki
будет отмечено меткой k̃i. Для этих чисел справедливо неравен-

ство
p t

k0
< h(0, t) < p t

k1
< h(1, t) < . . . < p t

kαt
< h(αt, t). (3)

На последующих шагах некоторые метки k̃i могут сниматься. Это происходит тогда, когда
нарушено неравенство (3).

В дальнейшем предполагаем, что если на шаге t значение какого-то символа xt, подлежа-
щего определению, явно не указано, то справедливо равенство xt = xt−1. Через l(x) обозначим
левый элемент пары номера x.

Шаг t+ 1. Пусть l(t+ 1) = k и s≤ αt - наименьшее число такое, что k ≤ ks. Если такого s
не существует, то полагаем s = αt + 1. Проверяем, существует ли пара 〈m,n〉, [m,n] ≤ t + 1
такая, что значение f t

k(m, 0) определено и справедливо неравенство

fk(m,n) > h(s− 1, t).

Заметим, что по определению s-функции, если f t
k(m, 0) определено, то функция λxfk(m,x)

всюду определена.
Рассмотрим возможные случаи:
А) Существует пара 〈m,n〉.
Наименьшую такую пару обозначим через 〈m0, n0〉. Положим

mt+1
k = m0, nt+1

k = max{n0, t+ 1}, kt+1
s = k.

Если s > αt, то полагаем αt+1 = αt + 1. В противном случае αt+1 = αt. Если значение h(s, t)
определено, то полагаем

h(s, t+ 1) = max{h(s, t), p t+1
k } + 1. (4)

В противном случае h(s, x) = p t+1
k + 1, x≤ t+ 1. Если число p t+1

k не отмечено меткой k̃, то
его отмечаем и все метки ĩ, i > k снимаем.

Переходим к следующему шагу.
В) Пары 〈m,n〉 не существует.
Если s≤αt, то полагаем nt+1

k = nt
k+1. Если p t

k < p t+1
k , то p t

k отмечаем меткой k̃ и все метки
ĩ снимаем и определяем значение h(s, t+ 1) согласно равенству (4). Переходим к следующему
шагу.

Построение закончено.

Л е м м а 4. Для любого числа i существует шаг ti такой, что будет определено число
k t

i, и для любого шага s≥ t справедливо равенство k s
i = k ti

i .

Доказательство проведем индукцией по i. Для i = 0, очевидно, что t0 = 0, k0
0 = 0. Пусть

для i < m лемма доказана и

i = m, s = max{t0, . . . , tm−1}, h(m− 1, s1) = p.

Из условия 3 следует, что существует наименьшее число r > ks
m−1 такое, что найдется пара

〈m,n〉, для которой справедливо равенство
fr(m,n) = q > p.
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Тогда по построению функции h на некотором шаге t ≥ s1 определится пара 〈mt
r, n

t
r〉 и

f(mt
r, n

t
r) > p. Пусть

lim
x
fr(mt

r, x) = pr.

Тогда на некотором шаге s0 число pr будет отмечено меткой m̃, которая на дальнейших шагах
не снимается. Отсюда имеем km = r и лемма доказана.

Обозначим kti
i через ki, i ∈ ω.

Л е м м а 5. Функция h(i, x) является вычислимой s-функцией.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из построения следует, что функция h(i, x) вычислима и не убы-
вает. Покажем, что для любого числа i ∈ ω существует

lim
x
h(i, x).

Пусть t = max{tj |j ≤ i}. Тогда для любого шага s≥ t верно равенство ks
j = kj . Из построения

функции h и условия 1 следует, что существует шаг s1≥ t такой, что числа p s1
kj
будут отмечены

метками k̃j и далее не снимаются. Тогда для любого числа x≥ S1 имеем h(i, x) = h(i, s1).
Лемма доказана.

Л е м м а 6. Для любого числа k ∈ ω множества M ′
h и M

′
k не равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть дано некоторое число k. Из построения функции h и условия
3 следует, что множество M ′

h бесконечно.
Поэтому можно предполагать, что множествоM ′

k бесконечно. Тогда из построения следует,
что существует такое число s0, s0≤k, что ks = k. Пусть t = max{ti|i≤s0}. Как и в доказатель-
стве леммы 5, существует шаг s ≥ t такой, что числа p s

ki
будут отмечены метками k̃i и далее

не снимаются. Тогда
fk(ms

k, n
s
k) = lim

x
fk(ms

k, x) = p s
k.

Отсюда p s
k ∈M ′

k. Из неравенства (3) следует, что p
s
k ∈M ′

h.
Лемма доказана.
Закончим доказательство теоремы. По функции h построим группу Gh =

⊕
Cpmi, где

lim
i
h(i, x) = mi.

По теореме 1 группа Gh конструктивизируема и является прямой суммой циклических p-групп.
Из леммы 6 следует, что для любого числа k ∈ ω группы Gh и Gf не изоморфны. Это проти-
воречит условию 4.

Теорема доказана.

С л е д с т в и е 2. Класс L1 всех конструктивизируемых периодических групп, являющих-
ся прямыми суммами циклических групп, не является вычислимым.
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СИЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ ДВУХТОЧЕЧНЫХ
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

D−УРАВНЕНИЙ
А. И. Кулик

Актюбинский государственный университет имени К.Жубанова
463000, Актобе, пр. А. Молдагуловой, 34, alex-23-2001@mail.ru

На основе применения линеаризатора получены достаточные условия существования силь-
ного решения краевой задачи для систем уравнений с дифференциальным оператором D =

=
∂

∂t
+

m∑
k=1

∂

∂ϕk
.

Рассмотрим в области Ω = [0, θ] ×Rm краевую задачу для нелинейной системы

Dx = f(t, ϕ, x), t ∈ [0, θ] = I, ϕ ∈Rm (1)

с однородным граничным условием

x(0, ϕ) −B(ϕ)x(θ, ϕ) = 0, (2)

где f : I ×Rm ×Rn → Rn непрерывна.
Введем следующие обозначения:

C(Ω, Rn) - пространство непрерывных в Ω функций x : Ω → Rn с нормой
‖x(t, ϕ)‖1 = sup

Ω
max
s=1,n

|xs(t, ϕ)|,
S(0,Δ) = {x(t, ϕ) ∈ C(Ω, Rn) : ‖x(t, ϕ)‖1 < Δ}, Q(Ω,Δ) = {(t, ϕ, x) : (t, ϕ) ∈ Ω, ‖x‖ < Δ}.

Теперь предположим, что n−вектор-функция f(t, ϕ, x) в Q(Ω,Δ) непрерывна по t, беско-
нечно дифференцируема по ϕ и по x.Также будем считать, что эта функция является перио-
дической по ϕ с вектор-периодом ω = (ω1, ω2, . . . , ωm), то есть выполняется условие

f(t, ϕ, x) = f(t, ϕ+ kω, x) ∈ C(0,∞,∞)
t, ϕ, x (Q(Ω,Δ)), k ∈ Zm. (3)

Относительно n× n−матрицы B(ϕ) будем предполагать, что она удовлетворяет условиям ω−
−периодичности и бесконечной дифференцируемости по ϕ

B(ϕ) = B(ϕ+ kω) ∈ C(∞)
ϕ (Rm). (4)

Keywords: strong solution, boundary problem, nonlinear system, linearization
2000 Mathematics Subject Classification: 35F30
c© А. И. Кулик, 2002.
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Такая задача является обобщением многопериодических задач для систем D−уравнений. Их
общая теория известна из [1],[2]. В этих работах они рассматриваются в предположении неп-
рерывной дифференцируемости входящих в (1)-(2) коэффициентов по пространственным пе-
ременным и присутствия некоторого малого параметра перед нелинейной частью в (1).

Введем в рассмотрение два пространства W и V, где W — пространство непрерывных в Ω
функций x(t, ϕ)∈C(Ω, Rn), удовлетворяющих краевым условиям (2) и ω – периодических по ϕ,
а V – пространство непрерывных по t, бесконечно дифференцируемых и ω – периодических по
ϕ в Ω функций f̃(t, ϕ) с нормой ‖f̃(t, ϕ)‖2 = sup

t,ϕ∈Ω
max
s=1,n

|f̃s(t, ϕ)|. Очевидно, что V не является

полным нормированным пространством. G(D) – область определения оператора D - состоит
из непрерывно дифференцируемых по t и бесконечно дифференцируемых по ϕ функций x :
Ω → Rn, принадлежащих W .

С учетом вышеизложенного краевую задачу (1)-(2) можно записать в виде функциональ-
ного уравнения

A(x) ≡Dx+ F (x) = 0, x ∈W, (5)

где D : G(D) → V , оператор F : S(0,Δ)
⋂
G(D) → V имеет вид F (x) = −f(t, ϕ, x(t, ϕ)). Тогда

G(A) = G(D)
⋂
S(0,Δ) и оператор A : G(A) → V неограничен.

При сделанных предположениях оператор F (x) имеет производную Фреше, которая имеет
вид матрицы Якоби

F ′(x) = −P (t, ϕ, x(t, ϕ)) = −

⎛
⎜⎜⎜⎝

f ′1x1
(t, ϕ, x(t, ϕ)) f ′1x2

(t, ϕ, x(t, ϕ)) . . . f ′1xn
(t, ϕ, x(t, ϕ))

f ′2x1
(t, ϕ, x(t, ϕ)) f ′2x2

(t, ϕ, x(t, ϕ)) . . . f ′2xn
(t, ϕ, x(t, ϕ))

. . . . . . . . . . . .
f ′nx1

(t, ϕ, x(t, ϕ)) f ′nx2
(t, ϕ, x(t, ϕ)) . . . f ′nxn

(t, ϕ, x(t, ϕ))

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

О п р е д е л е н и е 1. Элемент x∗∈W называется сильным решением уравнения (5), если
существует последовательность {xn} из области определения оператора D+F (x), сходящая-
ся к x∗ так, что ‖Dxn + F (xn)‖2 → 0, когда n→ ∞.

Следующее определение обобщает производную Фреше [4] на неограниченные операторы и
позволяет построить итерационный процесс для нахождения сильного решения функциональ-
ного уравнения (5).

О п р е д е л е н и е 2. [3] Линейный оператор C : W → V называется линеаризатором
оператора A(x) в точке x̂ ∈G(A) , если G(A) ⊆G(C) и существуют числа ε и δ такие, что

‖A(x) −A(x̂) − C(x− x̂)‖2 ≤ ε ‖x− x̂‖1

для всех x ∈G(A), удовлетворяющих неравенству ‖x− x̂‖1 ≤ δ.
Нетрудно показать, что линейный оператор [D + F ′(x)] : W → V будет линеаризатором

оператора A в точке x∈G(A). Обозначим через L(W,V ) пространство линейных ограниченных
операторов из W в V с индуцированной нормой.

Приведем формулировку теоремы 3 из [3, c.643] в обозначениях рассматриваемой задачи.

Т е о р е м а 1. Если выполнены условия:
1) для всех x ∈ U0 = {x ∈G(A) : ‖A(x)‖2 ≤ ‖A(0)‖2} линеаризатор D + F ′(x) ограниченно об-
ратим

‖ [D + F ′(x)
]−1 ‖L(V,W ) ≤ γ;

2) производная Фреше F ′(x) равномерно непрерывна в S(0,Δ);
3) γ‖A(0)‖2 < Δ,
то существует последовательность чисел αn ≥ 1 (n = 0, 1, 2, . . .) таких, что последователь-
ность элементов

{
x(n)

}⊂ U0, определяемая по демпфированному методу Ньютона

x(0) = 0, x(n+1) = x(n) − 1
αn

[
D + F ′(x(n))

]−1 [
Dx(n) + F (x(n))

]
,



у

n = 0, 1, 2, . . . , сходится к сильному решению уравнения (5), принадлежащему S(0,Δ).

Для того, чтобы применить теорему 1 к рассматриваемой задаче, необходимо иметь оценку
нормы оператора, обратного к линеаризатору D + F ′(x). Для этого достаточно установить
оценку решения линейного уравнения

Dx̃ = P (t, ϕ, x(t, ϕ))x̃+ f̃(t, ϕ), x̃(t, ϕ) ∈W, f̃(t, ϕ) ∈ V (6)

в норме пространства W. Из условия (3) при любом фиксированном
x(t, ϕ)∈S(0,Δ)

⋂
G(D)

⋂
W следует, что для матрицы P (t, ϕ, x(t, ϕ)) выполнено условие

P (t, ϕ+ kω, x(t, ϕ+ kω)) = P (t, ϕ, x(t, ϕ)) ∈ C(0,∞)
t,ϕ (Ω). (7)

Уравнение (6) является линейной краевой задачей. В [5] путем перехода к функционально -
разностным уравнениям получено решение этой линейной краевой задачи. Известно [2], что
общее решение системы (6) можно представить в виде

x̃(t, ϕ, ũ(ϕ− et)) = X(t, ϕ)ũ(ϕ− et) +

t∫
0

X(t, ϕ)X−1(τ, ϕ− et+ eτ)f̃(τ, ϕ− et+ eτ)dτ, (8)

где e−n−вектор с единичными компонентами, X−матрицант соответствующей (6) однородной
системы, для которого справедливы равенства DX = P (t, ϕ)X, X(0, ϕ) = E. Этапы его постро-
ения рассмотрены в [2]. Путем подстановки (8) в краевое условие (2) получим функционально-
разностное уравнение для определения вектор-функции ũ(ϕ) вида

ũ(ϕ) = Φ(ϕ)ũ(ϕ− et)) + Φ(ϕ)

θ∫
0

X−1(τ, ϕ− eθ + eτ)f̃(τ, ϕ− eθ + eτ)dτ, (9)

где функция Φ(ϕ) = B(ϕ)X(θ, ϕ). Предположим, что для нее выполнено условие

‖Φ(ϕ)‖2 ≤ q < 1, ∀ϕ ∈Rm, (10)

где ‖Φ(ϕ)‖2 = max
s=1,n

m∑
k=1

sup
ϕ∈Rm

|Φsk(ϕ)|. При выполнении условия (10) существует единственное
решение уравнения (9) , которое можно построить методом последовательных приближений

ũ(0)(ϕ) = 0, ũ(n+1)(ϕ) = Φ(ϕ)ũ(n)(ϕ− eθ) + Ψ(ϕ),

где Ψ(ϕ)−вектор-функция входит как второе слагаемое в правую часть соотношения (9). От-
метим, что соответствующая (6) краевая задача для однородного уравнения при выполнении
условия (10) имеет единственное нулевое решение. Тогда подстановка решения уравнения (9)
в соотношение (8) дает единственное решение системы (6). Поэтому справедлива следующая
теорема.

Т е о р е м а 2. Если выполняются соотношения (7) и (8), то уравнение (6) для любого
f̃(t, ϕ) ∈ V имеет единственное решение x̃(t, ϕ) ∈W ⋂

G(D) и справедлива оценка

‖x̃(t, ϕ)‖1 ≤ θqa

1 − q
‖f̃(t, ϕ)‖2, (11)

где a = ‖X̃(θ, ϕ)‖2.



у у

На основе этой теоремы следует утверждение о том, что областью значения линеаризато-
ра D + F ′(x) является пространство V. Кроме того, из (11) следует оценка для обратного к
линеаризатору оператора, а именно

‖ [D + F ′(x)
]−1 ‖L(V,W ) ≤

θqa

1 − q
. (12)

Оценка (12) позволяет сформулировать следующую теорему о существовании сильного реше-
ния задачи (1)-(2), вытекающую из теорем 1, 2.

Т е о р е м а 3. Пусть в области Q(Ω,Δ) функция f(t, ϕ, x) удовлетворяет условию (3),
причем производные f ′x(t, ϕ, x) непрерывны по t, непрерывно дифференцируемы по ϕ и равно-
мерно непрерывны по x. Пусть также выполнены условия (4), (10) и неравенство

θqa

1 − q
‖f(t, ϕ, 0)‖2 ≤ Δ. (13)

Тогда краевая задача (1)-(2) имеет сильное решение x∗(t, ϕ), которое принадлежит S(0,Δ).

Доказательство. Проведем проверку условий теоремы 1. При выполнении условий (3), (4)
и (10) существует единственное решение линейного уравнения (6) и справедлива оценка (13)
для этого решения. Отсюда следует, что линеаризатор D + F ′(x) ограниченно обратим и для

него выполняется условие 1) теоремы 1, где γ =
θqa

1 − q
.

Из предположения равномерной непрерывности по x производных f ′x следует выполнение
условия 2) теоремы 1 в S(0,Δ).

Оценивая оператор A в норме пространства W , получим

‖A(0)‖2 = ‖D0 + F (t, ϕ, 0)‖2 = ‖f(t, ϕ, 0)‖2.

Так как γ =
θqa

1 − q
и справедливо соотношение (13), то

γ‖A(0)‖2 = γ‖f(t, ϕ, 0)‖2 < Δ.

Таким образом, выполняются все три условия теоремы 1. Тогда последовательность
{x(n)}∈U, определенная по демпфированному методу Ньютона этой теоремы, сходится к силь-
ному решению x∗(t, ϕ) уравнения (5), а значит и краевой задачи (1)-(2). Теорема 3 доказана.

Цитированная литература

1. Харасахал В. Х. Почти периодические решения обыкновенных дифференциальных уравне-
ний. А-Ата, 1970.

2. Умбетжанов Д.У. Почти многопериодические решения дифференциальных уравнений в
частных производных. А-Ата , 1979.

3. Джумабаев Д.С. // Мат. заметки. 1987. Т. 41, вып. 3. С. 637 – 645.
4. Канторович Л.В., Акилов Г. П. Функциональный анализ. Москва, 1977.
5. Сартабанов Ж. А., Кулик А. И. // Известия НАН РК. Сер. физ.-мат. 1995. № 1. С. 31 — 36.

Поступила в редакцию 02.06.2002г.



Математический журнал. Алматы. 2002. Том 2. № 3. C. 52 — 60

УДК 539.3

ДИСПЕРСИЯ ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛН В СРЕДЕ М.БИО
С ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТЬЮ

А. Ж. Отарбаева, В. В. Шершнев

Институт математики МОН РК
480100 Алматы, ул.Пушкина, 125, asel@math.kz

Целью настоящей работы является исследование динамики двухкомпонентной среды М.
Био [1-2], ослабленной цилиндрической полостью при действии внутренних бегущих нагрузок
различного типа. Данный класс задач является модельным при изучении динамики тоннелей в
водонасыщенных грунтах. Наиболее изученным на данном этапе является вопрос о поведении
подземного сооружения в виде протяженной неподкрепленной или подкрепленной цилиндри-
ческой полости в линейно упругом однородном массиве при динамических воздействиях. Ди-
намика тоннелей и трубопроводов в изотропных упругих средах при действии транспортных
нагрузок наиболее интенсивно изучалась в работах Ш.М. Айталиева, Л.А. Алексеевой, В.Н.
Украинца, В.В.Шершнева, В.И. Пожуева [3-5] и др. Естественным развитием рассмотренно-
го круга задач, позволяющим приблизить их к расчету реальных конструкций в грунтовых
условиях, является привлечение других моделей сплошных сред, более полно учитывающих
физико-механические свойства пород. Такими, например, являются модели многокомпонент-
ных сред.

1.Уравнения движения двухкомпонентной среды М. Био. Определяющие со-
отношения. Для описания двухкомпонентной среды М.Био введем следующие обозначения:
Ui, ui - декартовы (i = x, y, z), либо полярные (i = r, θ, z) физические компоненты векторов
смещения жидкости и упругого скелета; p, σij – давление жидкости в порах и компоненты
тензора напряжений в упругом скелете. Для линейной изотропной среды Био связь между
напряжениями и деформациями имеют вид обобщенного закона Гука [1]

σij = (Auk,k +QUk,k) δij +N (uj,i + ui,j) , σ = −mp = Quk,k +RUk,k, (1)

где A,N,Q,R – константы среды Био, имеющие размерность напряжений, uk,j = ∂ui/∂xj (по
одноименным индексам проводится суммирование), δij – символ Кронекера. Уравнения дви-
жения в пренебрежении вязкостью жидкости имеют вид:

grad
(
(A+N) div �u+Qdiv �U

)
+NΔ�u =

∂2

∂t2

(
ρ11�u+ ρ12

�U
)

grad
(
Q div �u+Rdiv �U

)
=

∂2

∂t2

(
ρ12 �u+ ρ22

�U
)
, (2)
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где ρ11, ρ12, ρ22 связаны с плотностью частиц ρc слагающих скелет и жидкости ρg соотноше-
ниями: ρ11 = (1 −m)ρc , ρ22 = mρg − ρ12 , m – пористость среды. Константа присоединенной
плотности ρ12 связана с дисперсией отклонения микроскоростей частиц жидкости в порах от
средней скорости потока жидкости �̇U и зависит от геометрии пор.

В уравнениях (2) перемещения упругого скелета и жидкости связаны между собой, что
затрудняет получение решения. Чтобы привести их к более простому виду, вводятся скалярные
и векторные потенциалы Φ1 , Φ2 ,

−→
Ψ1 ,

−→
Ψ2 для перемещений упругого скелета и жидкости:

�u = gradΦ1 + rot�Ψ1, �U = gradΦ2 + rot�Ψ2, div�Ψ1 = 0, div�Ψ2 = 0, (3)

(Δ − 1
c21

∂2

∂t2
)(Δ − 1

c22

∂2

∂t2
)Φj = 0, j = 1, 2,

�Ψj =
1
c23

∂2

∂t2
�Ψj , �Ψ2 = −ρ12

ρ22

�Ψ1, (4)

где

c21,2 =
(A+ 2N)ρ22 +Rρ11 − 2Qρ12

2(ρ11ρ22 − ρ2
12)

±

±
√

((A+ 2N)ρ22 −Rρ11)2 + 4((A+ 2N)ρ12 −Qρ11)(Rρ12 − 2Qρ22)

2(ρ11ρ22 − ρ2
12)

, (5)

c3 =

√
Nρ12

ρ11ρ22 − ρ2
12

.

Верхний знак соответствует c1, а нижний – c2. Волны, распространяющиеся со скоростью
c1, – объемные волны 1-го рода, со скоростью c2 – объемные волны 2-го рода, c3 – сдвиговые
волны. Удобно представить потенциалы в виде

Φ1 = ϕ1 + ξ2ϕ2, Φ2 = ξ1ϕ1 + ϕ2, (6)

где новые потенциалы ϕj в отсутствии массовых сил удовлетворяют волновым уравнениям

Δϕj =
1
c2j

∂2ϕj

∂t2
, j = 1, 2, (7)

а коэффициенты ξ1, ξ2 определяются соотношениями:

ξ1 =
A+ 2N − ρ11c

2
1

ρ12c21 −Q
≡ Q− ρ12c

2
1

ρ22c21 −R
; ξ2 =

R− ρ22c
2
2

ρ12c22 −Q
≡ Q− ρ12c

2
2

ρ11c22 − (A+ 2N)
. (8)

Таким образом, решение системы уравнений Био (2) сводится к решению трех волновых
уравнений: (4) - для векторного потенциала �Ψ1 и (7) - для двух скалярных.

2.Поверхностные волны в среде М.Био с цилиндрической полостью при дей-
ствии периодических бегущих нагрузок. Пусть в среде М.Био имеется круговая цилин-
дрическая полость радиуса R0 бесконечной длины. Введем цилиндрическую систему координат
(r, θ, z) , ось z которой направлена вдоль оси цилиндрической полости. В направлении оси z
по поверхности полости движется нагрузка �P с постоянной скоростью c . Пусть действующие
нагрузки периодичны по z с периодом 2π/ζ и представимы в виде:

�P = �P (θ) exp{iζ(z − ct)}, r = R0,

�P = Pr(θ)�er + Pθ(θ)�eθ + Pz(θ)�ez, (9)



где �e = (�er, �eθ, �ez) – орты цилиндрической системы координат. Удобно ввести подвижную ци-
линдрическую систему координат (r, θ, η) , η = z − ct . Ясно, что �eη = �ez.

На поверхности полости задаем граничные условия: непроницаемая поверхность

σrj + σδrj = Pj(θ) exp{iζη}, j = r, θ, η, Ur = ur, r = R0. (10)

Будем решать уравнения (4) и (7) при условиях (10). Для цилиндрической системы коор-
динат векторный потенциал

⇀

Ψ1 можно представить в виде:

�Ψ1 = �eηϕ3 + rot(�eηϕ4). (11)

Тогда перемещения в среде Био можно выразить через четыре потенциала:ϕ1, ϕ2 – объемных
и ϕ3, ϕ4– сдвиговых волн:

�u = grad(ϕ1 + ζ2ϕ2) + rot(ϕ3�ez) + rotrot(ϕ3�ez),

�U = grad(ζ1ϕ1 + ϕ2) − ρ12

ρ22
(rot(ϕ3�ez) + rotrot(ϕ4�ez)). (12)

В силу стационарности нагрузки (9) решение (7) будем искать в аналогичном виде:

ϕj = ϕ∗
j (r, θ)e

iζ(z−ct) (13)

при условии, что скорость движения нагрузки меньше скоростей упругих волн c < min
j

(cj) ,

что характерно для транспортных задач. Из (7) и (13) получим:

Δ2ϕ
∗
j − α2

jϕ
∗
j = 0, α2

j = (1 −M2
j )ζ2, M2

j =
c2

c2j
, (14)

Δ2 – двумерный оператор Лапласа.
Подставляя (11) в (1), получим формулы, выражающие напряжения в среде Био через

потенциалы

σrr = 2N
((

A+ ξ1Q+ 2N
2N

α2
1 −D1 +

A+ ξ1Q

2N
∂2

∂η2

)
ϕ1 +

(
(A+ 2N)ξ2 +Q

2N
α2

2−

−ξ2D1 +
Aξ2 +Q

2N
∂2

∂η2

)
ϕ2 −D2ϕ3 +

(
α2

3 −D1

) ∂ϕ4

∂η

)
,

σθθ = 2N
((

A+ ξ1Q

2N

(
α2

1 −
∂2

∂η2

)
+D1

)
ϕ1 +

(
Aξ1 +Q

2N

(
α2

2 +
∂2

∂η2

)
+ ξ1D1

)
ϕ2+

+D2ϕ3 + D1
∂ϕ4

∂η

)
,

σzz = 2N
((

A+ ξ1Q

2N
α2

1 +
A+ ζ1Q+ 2N

2N
∂2

∂η2

)
ϕ1 +

(
Aξ2 +Q

2N
α2

2+

+
(A+ 2N) ξ2 +Q

2N
∂2

∂η2

)
ϕ2 − α2

3

∂ϕ4

∂η

)
, (15)

σrθ = 2N
(
−D2ϕ1 − ξ2D2ϕ2 +

(
D1 − 0.5α2

3

)
ϕ3 +D2

∂ϕ4

∂η

)
,

σrη = 2N
(

∂2

∂r∂η
(ϕ1 + ξ2ϕ2) +

1
2r
∂2ϕ3

∂θηz
+

1
2
∂

∂r

(
−α2

3 +
∂2

∂η2

)
ϕ4

)
,

σθη = 2N
(

1
r

∂2

∂θ∂η
(ϕ1 + ξ2ϕ2) − 1

2
∂2ϕ3

∂r∂η
+

1
2r

∂

∂θ

(
−α2

3 +
∂2

∂η2

)
ϕ4

)
,



σ = (Q+ ξ1R)
(
α2

1ϕ1 +
∂2ϕ1

∂η2

)
+ (ξ2Q+R)

(
α2

2ϕ2 +
∂2ϕ2

∂η2

)
,

ur =
∂ϕ1

∂r
+ ξ2

∂ϕ2

∂r
+

1
r

∂ϕ3

∂θ
+
∂2ϕ4

∂r∂η
, uθ =

1
r

(
∂ϕ1

∂θ
+ ξ2

∂ϕ2

∂θ

)
− ∂ϕ3

∂r
+

1
r

∂2ϕ4

∂θ∂η
,

uz =
∂ϕ1

∂η
+ ξ2

∂ϕ2

∂η
− α2

3ϕ4,

Ur = ξ1
∂ϕ1

∂r
+
∂ϕ2

∂r
− ρ12

ρ22

(
1
r

∂ϕ3

∂θ
+
∂2ϕ4

∂r∂η

)
,

Uθ =
1
r

(
ξ1
∂ϕ1

∂θ
+
∂ϕ2

∂θ

)
+
ρ12

ρ22

(
∂ϕ3

∂r
− 1
r

∂2ϕ4

∂θ∂η

)
,

Uz = ξ1
∂ϕ1

∂η
+
∂ϕ2

∂η
+
ρ12

ρ22
α2

3ϕ4.

Решениями уравнений (14), удовлетворяющими условиям затухания на бесконечности, яв-
ляются ряды Фурье-Бесселя с постоянными коэффициентами ajn :

ϕ∗
j =

∞∑
n=−∞

ajnKn(αjr)einθ, (16)

где функция Макдональда n–го порядка. Тогда для потенциалов имеем:

ϕj =
∞∑

n=−∞
ajnKn(αjr)einθeiζ(z−ct).

Для определения потенциалов воспользуемся граничными условиями (10), для чего функ-
ции Pj(θ) следует разложить в ряды Фурье:

Pj(θ) =
∞∑

n=−∞
Pjne

inθ; j = r, θ, η.

Приравнивая коэффициенты рядов Фурье, из граничных условий получим линейную бес-
конечную систему алгебраических уравнений:

4∑
k=1

ajnSkjn =
1

2N
Pjn, k = 1, 2, 3, n = 0,±1,±2..., (17)

где коэффициенты матрицы Skjn имеют следующий вид:

S11n =
(
α2

1 −B1M
2
1 ζ

2 +
n2

r2

)
Kn (α1r) − α1

r
K

′
n (α1r) ,

S12n =
(
ξ2α

2
2 −B2M

2
2 ζ

2 + ξ2
n2

r2

)
Kn (α2r) − ξ2

α2

r
K

′
n (α1r) ,

S13n = − in
r2
Kn (α3r) +

in

r
α3K

′
n (α3r) ,

S14n = iζ

(
α2

3 +
n2

r2

)
Kn (α3r) − iζ

α3

r
K

′
n (α3r) , (18)

S21 = −in
(

1
r2
Kn (α1r) − α1

r
K

′
n (α1r)

)
, S22 = −inξ2

(
1
r2
Kn (α2r) − α2

r
K

′
n (α2r)

)
,



S23 = −
((

α2
3

2
+
n2

r2

)
Kn (α3r) − α3

r
K

′
n (α3r)

)
, S24 = nζ

(
1
r2
Kn (α3r) − α3

r
K

′
n (α3r)

)
,

S31 = iα1ζK
′
n (α1r) , S32 = iα2ζξ2K

′
n (α2r) ,

S33 = −nζ
2r
Kn (α3r) , S34 = −1

2
α3

(
α2

3 + ζ2
)
K

′
n (α3r) ,

S41 = α1 (1 − ξ1)K
′
n (α1r) , S42 = α2 (ξ2 − 1)K

′
n (α2r) ,

S43 = i
n

r

(
1 +

ρ12

ρ22

)
Kn (α3r) , S44 = iα3ζ

(
1 +

ρ12

ρ22

)
K

′
n (α3r)

при r = R0,B1 = A+Q+ξ1(Q+R)
2N , B2 = Q+R+ξ2(A+Q)

2N .
Из системы (17) следует

ajn =
Δjn (ζ, c)
Δn (ζ, c)

, j = 1, 4, n = 0,±1,±2...

Здесь Δn (ζ, c) – определитель матрицы системы Sn = {Skjn}4×4 ; Δjn (ζ, c) – определитель
матрицы, полученной из Sn заменой j – го столбца на столбец свободных членов Pjn (j = r, θ, η).

После определения коэффициентов ajn становится возможным определение потенциалов
ϕj , перемещений скелета и жидкой компоненты среды Био, напряжений и давления.

3.Дисперсионные уравнения. Решение этой задачи существует, если определитель си-
стемы (17) отличен от нуля. Исследования показывают, что определители Δn(ζ, ) = det {Skjn},
j, k = 1, 4 системы (1.30) могут быть равными нулю при некоторых ζ и c. В этом случае вдоль
поверхности цилиндра могут распространяться свободные волны, скорость движения которых
c и волновые числа ζ связаны дисперсионными уравнениями:

Δn (ζ, c) = 0. (19)

Их решения cn = cn (ζ) определяют скорости движения n – ой моды поверхностной волны в
зависимости от волнового числа ζ. Затухание амплитуды этих волн вглубь массива – экспо-
ненциальное и определяется асимптотикой функций Макдональда при больших аргументах.

Уравнения (19) задают в неявном виде зависимость между ζ и c и могут быть решены толь-
ко численно. Однако при больших ζ можно получить более простые асимптотические уравне-
ния, которые должны совпадать с уравнениями для поверхностных волн типа волн Релея в
среде Био, так как для коротких волн свойства цилиндрической поверхности приближаются к
свойствам плоской поверхности.

Получим асимптотическое выражение для Δn(ζ, c) при ζ → ∞. Для этого воспользуемся
асимптотическим представлением функций Макдональда при большом аргументе: K ′

n (z) ∼
∼−Kn (z). Подставляя его в (18), получим, что при больших ζ определитель Δn(ζ, c) с точно-
стью до постоянного множителя асимптотически эквивалентен

Δn (ζ, c) ∼ ζ8
(
1 −M2

3

) 3
2 Kn(α1R0)Kn(α2R0)Kn(α3R0)×

×

∣∣∣∣∣∣∣
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√
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√
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√
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)

∣∣∣∣∣∣∣ =
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[
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√
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√
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√
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2
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2
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1

)((
1 − 1

2
M2

3

)
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(
1 +

ρ12

ρ22

)
ξ2
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.

Отсюда получим дисперсионное уравнение для длинных поверхностных цилиндрических волн:[
(ξ1ξ2 − 1)

√
1 −M2

1

√
1 −M2

2

√
1 −M2

3−

−
√

1 −M2
1

(
ξ2 − (ξ2 +B2)M2

2

)((
1 − 1

2
M2

3

)
(ξ1 − 1) +

(
1 +

ρ12

ρ22

))
+ (20)

+
√

1 −M2
2

(
1 − (1 +B1)M2

1

)((
1 − 1

2
M2

3

)
(1 − ξ2) +

(
1 +

ρ12

ρ22

)
ξ2

)]
= 0.

4.Поверхностные волны типа волн Релея. Покажем, что уравнение (20) является
аналогом уравнения Релея для полуплоскости среды Био в случае, если на поверхности заданы
условия "непроницаемая поверхность"(10).

В плоском случае перемещения ū и Ū выражаются через потенциалы ϕ1, ϕ2,ϕ3 следующим
образом:

ux =
∂ϕ1

∂x
+ ξ2

∂ϕ2

∂x
+
∂ϕ3

∂y
, uy =

∂ϕ1

∂y
+ ξ2

∂ϕ2

∂y
− ∂ϕ3

∂x
,

Ux = ξ1
∂ϕ1‘

∂x
+
∂ϕ2

∂x
− ρ12

ρ22

∂ϕ3

∂y
, Uy = ξ1

∂ϕ1

∂y
+
∂ϕ2

∂y
+
ρ12

ρ22

∂ϕ3

∂x
. (21)

Потенциалы являются решениями уравнений (7). Запишем эти уравнения в декартовой системе
координат:

∂2ϕj

∂x2
+
∂2ϕj

∂y2
− 1
c2j

∂2ϕj

∂t2
= 0, j = 1, 2, 3. (22)

Пусть полуплоскость занимает область x > 0 на ее границе заданы условия:

σxx + σ = 0, σxy = 0, ux = Ux при x = 0. (23)

Решение уравнений (22) ищем в виде волн, распространяющихся вдоль координаты

ϕj = Φj (x) e−i(ωt−ky). (24)

Тогда для функций получим:

∂2Φj

∂x2
− Φj

(
k2 − α2

j

)
= 0, α2

j =
ω2

c2j
. (25)

Решениями уравнений, убывающими в области x > 0 (25), являются функции

Φj = Cje
−νjx, νj =

√
k2 − α2

1. (26)

Подставим (26) в (24), получим

ϕj = Cjexp(−νjx− i(ωt− ky)). (27)

Подставляя (27) в (21) и далее в граничные условия (23), получим систему уравнений для опре-
деления произвольных постоянных Cj . Поскольку система однородная, то для существования
ненулевого решения приравняем к нулю ее определитель. Получим аналог уравнения Релея
для определения скорости поверхностных волн cR = ω

k :

Δ(cR) =

∣∣∣∣∣∣∣
−B1α

2
1 + ν2

1 −B2α
2
2 + ξ2ν

2
2 −ν3ik

−ν1ik −ξ2ν2ik −1
2

(
k2 + ν2

3

)
(ξ1 − 1) ν1 (1 − ξ2) ν2

(
1 + ρ12

ρ22

)
ik1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (28)



Рис. 1: Дисперсионные кривые

Уравнение (28) совпадает с уравнением (20). Следовательно, при ζ → ∞ cn → cR, т.е. скорости
всех мод свободных волн по значению приближаются к скорости волны Релея.

5.Дисперсия поверхностных цилиндрических волн. В дальнейшем при расчетах
используются три набора констант физико-механических свойств насыщенных пористых сред.

Модель 1. Насыпной грунт, насыщенный водой. A = 1714МПа, N = 655, 8МПа,
Q = 1128МПа, R = 761МПа, ρ11 = 1500кг/м3, ρ12 = 0, ρ22 = 400кг/м3.

Модель 2. Алевролит, насыщенный водой. A = 6214МПа, N = 2153МПа, Q = 1031МПа,
R = 217МПа, ρ11 = 2500кг/м3, ρ12 = 0, ρ22 = 150кг/м3.

Модель 3. Песчаник, насыщенный керосином. A = 4096МПа, N = 2536МПа,
Q = 685МПа, R = 295МПа, ρ11 = 1926кг/м3, ρ12 = −1, 9кг/м3, ρ22 = 215, 1кг/м3.

На рисунке 1 изображены дисперсионные кривые, рассчитанные для различных моделей
водонасыщенных сред: a - модель 1, b - модель 2 и c - модель 3. Цифрами на рисунках обозна-
чены кривые, соответствующие различным модам свободных волн: 1 – n = 0, 2 – n = 1,
3 – n = 2 , 4 – n = 3; горизонтальная прямая соответствует скорости релеевской волны cR.

Приведем значения скоростей волн Рэлея для различных моделей насыщенных сред, полу-
ченные из уравнения (28): для насыпного грунта cR = 463м/с; для алевролита cR = 681м/с и
для песчаника cR = 906м/с . Чем больше жесткость среды, тем больше скорость волны Рэлея.
Из численного анализа следует, что скорости распространения свободных волн на поверхности
тоннеля больше, чем скорость волны Рэлея, и их значения повышаются с ростом номера моды.
С увеличением ζ скорости распространения свободных волн монотонно убывают и приближа-
ются к скорости волны Релея. Расчеты показывают, что cR меньше скорости звуковых волн в
среде Био. При c < cR свободные поверхностные волны в тоннеле не возникают.



Рис. 2: Линии уровня

6. Влияние типа бегущей нагрузки на напряженно-деформированное состояние
поверхности тоннеля. Численные эксперименты. Для численного исследования задачи,
изложенной в 2 составлена программа на языке FORTRAN, которая вычисляет перемещения и
напряжения на контуре цилиндрической полости. Для практических нужд наиболее важными
характеристиками напряженно-деформированного состояния являются нормальные тангенци-
альные и осевые напряжения σθθ и σηη . Они являются разрывными усилиями, разрушающими
поверхность тоннеля. Для выявлений общих закономерностей зависимости напряжений от ζ и
c расчеты проводились для осесимметричных нагрузок: Pj(θ) = 1, j = r, θ,η. В качестве окру-
жающей среды рассмотрен алевролит, насыщенный водой. Радиус полости R0 = 1м. Здесь и
в дальнейшем на рисунках будем приводить обезразмеренные значения напряжений (делен-
ные на 2N). На рисунках 2 и 4 показаны линии уровня амплитуд напряжений σθθ и σηη при
действии радиальной Pr и изгибной Pη нагрузок, соответственно, а на рис.3 – напряжения
σθη при скручивающей Pθ нагрузке. По вертикальной оси откладываются значения волново-
го числа ζ , а по горизонтали – скорость бегущей нагрузки c. Т.к. зависимость по времени
гармоническая (с частотой ω = ζc), знак напряжений через половину периода действующей
нагрузки (T = 2π/ω) меняется на противоположный. Для σθθ и σηη сдвиг фаз равен нулю, а
для σθη сдвиг фазы равен четверти периода действующей нагрузки. При наибольших ζ значе-
ния напряжений почти не зависят от c, пока c < 0, 85cR для всех видов нагрузок. Это можно
объяснить тем, что при достаточно большом периоде действующей нагрузки реализуется такое
же напряженно-деформированное состояние, как и при аналогичной неподвижной нагрузке.

На рис.2 изображены линии уровня амплитуд напряжений σθθ и σηη при действии радиаль-
ной нагрузки. Напряжения σθθ (рис. 2а) при малых скоростях (c < 100м/с) являются макси-
мальными при ζ < 0, 5 и убывают с ростом c. При больших скоростях (c > 400 м/с) для тех же
самых ζ напряжения больше и увеличиваются с ростом c. На рис.2b изображены линии уровня
σηη. Напряжения возрастают с увеличением скорости при ζ > 4. Их рост связан с приближе-
нием к области (c, ζ), в которой находятся дисперсионные кривые, изображенные на рисунке
1b. На рис.3 изображены линии уровня σθη при действии скручивающей нагрузки.

При возрастании скорости бегущей нагрузки и больших ζ напряжения растут. Значения
σθη при ζ < 1 на всем диапазоне рассматриваемых скоростей практически постоянны.

На рис.4а и 4b изображены линии уровня σθθ и σηη при действии изгибной Pη нагрузки,
соответственно. Характер их поведения аналогичен поведению при действии радиальной на-
грузки. Напряжения σθθ растут медленно с ростом скорости при небольших волновых числах.
При ζ < 1 напряжения на всем промежутке рассматриваемых скоростей практически постоян-
ны. При больших ζ они быстро возрастают с ростом c. Отметим, что здесь также наблюдается
значительное превышение напряжений над амплитудой действующей нагрузки, причем уже в



Рис. 3: Линии уровня

Рис. 4: Линии уровня

области небольших ζ (ζ > 0, 25) для всех скоростей. Коэффициент концентрации напряжений
достигает 3 в области c < 500м/с. Концентрация напряжений на поверхности цилиндриче-
ской полости при действии осесиммеричных и неосесимметричных радиальных, торсиальных
и изгибных нагрузок подробно рассмотрена в [6].
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УДК 517.946

О ЗАДАЧЕ ТРИКОМИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ СМЕШАННОГО
ТИПА

А. В. Роговой

Южно - Казахстанский государственный университет
486001 Шымкент, проспект Тауке - хана 5, Казахстан

В работе рассмотрена гладкость решений задачи Трикоми для уравнения Геллерстедта

sgny |y|m uxx + uyy = f(x, y),

а также его частных случаев – уравнения Лаврентьева - Бицадзе (m = 0) и случая "нормально-
го"контура. Для этого уравнения и указанных частных случаев получено достаточное условие
существования гладкого решения. Доказательство основано на свойствах преобразований Мел-
лина и специальных функций.

Рассмотрим задачу Трикоми для уравнения Геллерстедта:
найти решение уравнения

Lu ≡ sgny |y|m uxx + uyy = f(x, y), (1)

удовлетворяющее краевому условию
u|σδ∪AC = 0, (2)

где σδ – кривая Ляпунова

σδ =

{
(x, y) :

(
x− 1

2

)2

+
(

m

m+ 2
y

m+2
m + δ

)2

=
1
4

+ δ2, y > 0,−∞ < δ < +∞
}
, (3)

AC : ξ = x− 2
m+2(−y)m+2

2 = 0, BC : η = x+ 2
m+2(−y)m+2

2 = 1 – характеристики, m ≥ 0.
Решение ищется в области Ω ⊂ R2, ограниченной: при y > 0 – кривой Ляпунова, при y < 0

–характеристиками АС и ВС при следующих условиях склеивания

u(x,+0) = u(x,−0), uy(x,+0) = uy(x,−0).

Введем следующий класс гладких решений задачи Трикоми для уравнения (1)

CL =
{
u(x, y) : u(x, u) ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω), u|σδ∪AC = 0, Lu ∈ L2(Ω)

}
.

Keywords: Mixed type equation, Gellerstedt equation, Lavrentjev-Bitsadze equation, Tricomi problem, "normal"
boundary, smoothness, Mellin’s transform, special function, continued function, gamma function, hypergeometrical
function, Legandre associated function
2000 Mathematics Subject Classification: 35M10, 35A22
c© А. В. Роговой, 2002.



В работе Т.Ш.Кальменова [1] исследован вопрос существования гладкого решения для част-
ных случаев задачи (1)–(2). Именно, для случая уравнения Лаврентьева – Бицадзе (m = 0)
установлен критерий существования гладкого решения, а для случая "нормального"контура
(δ = 0) доказано, что найдутся такие гладкие правые части уравнения (1) f(x, y), для которых
решение задачи (1) – (2) не будет гладким.

В работах А.Б.Базарбекова [2], [3] и [4] задача (1)–(2) была исследована путем сведения к
сингулярным интегральным уравнениям и получено достаточное условие существования глад-
кого решения.

Однако, исходя из методики данных работ, их результаты невозможно распространить на
более общие виды граничных условий (2) и кривых (3). В настоящей работе предлагается
новый метод решения задачи (1)–(2), который может быть применен и для решения более
общих задач.

Будем предполагать, что функция f(x, y) удовлетворяет условию Гельдера с показателем
α, то есть

f(x, y) ∈ Cα, 0 < α < 1. (4)

Обозначим
τ(x) = u(x, 0),

ν(x) = lim
y1→0

(
m+ 2

2
y1

) m
m+2

uy1(x, y1),

γδ =
{

arctg 1
2δ , если δ > 0,

π
2 + arctg2|δ|, если δ ≤ 0,

где

y1 =

{
2

m+2y
m+2

2 , если y > 0,
− 2

m+2(−y)m+2
2 , если y ≤ 0.

В работах А.Б.Базарбекова [1], [2] и [3] были получены следующие соотношения, связывающие
функции u(x, y) и ν(x)

u(ξ0, η0) = γ

ξ0∫
0

ν(t)dt

(ξ0 − t)
m

2(m+2) (η0 − t)
m

2(m+2)

+

+

ξ0∫
0

dξ

η0∫
ξ

1
4
f1

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
·H(ξ, η, ξ0, η0)dη, (5)

γ =
k

2

(
4

m+ 2

) m
m+2

,

k =
Γ
(

m
2(m+2)

)
Γ
(

m+4
2(m+2)

)
· Γ
(

m
m+2

) ,

H =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(η−ξ)
m

m+2

(η0−ξ)
m

2(m+2) (η−ξ0)
m

2(m+2)
· F
(

m
2(m+2) ,

m
2(m+2) ; 1; (ξ−ξ0)(η−η0)

(ξ−η0)(η−ξ0)

)
, η > ξ0,

k · (η−ξ)
m

m+2

(ξ0−ξ)
m

2(m+2) (η0−η)
m

2(m+2)
· F
(

m
2(m+2) ,

m
2(m+2) ;

m
m+2 ; (η−ξ)(η0−ξ0)

(ξ0−ξ)(η0−η)

)
, η ≤ ξ0,

(6)

H = H(ξ, η, ξ0, η0) – функция Римана — Адамара (здесь F (a, b; c; z) – гипергеометрическая
функция).



у

Кроме того, вводя новую функцию

ν(s) =

∞∫
0

xs−1
x

2
m+2 ν

(
x

1+x

)
dx

(1 + x)
m+4
m+2

, (7)

там же были получены следующие соотношения

ν(s) =
g(s, γδ)
h(s, γδ)

, (8)

g(s, γδ) = (m+ 2)−
2

m+2

⎛
⎝−

Γ
(

m+1
m+2

)
Γ
(

m+3
m+2

) ∞∫
0

xs−1
F1

(
x

1+x

)
dx

(1 + x)
m

m+2

+

+
P

− 1
m+2

s−m+1
m+2

(cos γδ)

P
1

m+2

s−m+1
m+2

(cos γδ)

γδ∫
0

u2(s, t)f(s, t)dt
Δ(s, t)

⎞
⎟⎟⎠ , (9)

h(s, γδ) =
Γ
(

m
m+2 − s

)
Γ(1 − s)

+
P

− 1
m+2

s−m+1
m+2

(cos γδ)

P
1

m+2

s−m+1
m+2

(cos γδ)
, (10)

F1(x) =
k

4

x∫
0

dξ

(x− ξ)
m

2(m+2)

f1

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
dη, (11)

Δ(s, t) = u1t(s, t)u2(s, t) − u1(s, t)u2t(s, t), (12)

u1(s, t) =
(

1 − cos t
2

) 1
m+2

· F
(
s+

1
m+ 2

,
m+ 1
m+ 2

− s;
m+ 3
m+ 2

;
1 − cos t

2

)
, (13)

u2(s, t) = F

(
s,

m

m+ 2
− s;

m+ 1
m+ 2

;
1 − cos t

2

)
−
F
(
s, m

m+2 − s; m+1
m+2 ; 1−cos γδ

2

)
u1(s, γδ)

u1(s, t), (14)

f(s, t) =

∞∫
0

rs−1
f1

(
r2+r cos t

1+2r cos t+r2 ,
r sin t

1+2r cos t+r2

)
dr

(1 + 2r cos t+ r2)
5m+8

2(m+2)

, (15)

f1(x, y1) =

⎧⎨
⎩

(
m+2

2 y1

)− 2m
m+2 · f

(
x,
(

m+2
2 y1

) 2
m+2

)
, y1 > 0,(−m+2

2 y1

)− 2m
m+2 · f

(
x,
(−m+2

2 y1

) 2
m+2

)
, y1 < 0.

(16)

Из соотношений (5) и (6), учитывая формулу ([5, с.233])

F (a, b; c; 0) = 1,

получим в точке B(1, 0) при ξ0 = η0 = 1

ux=1,y=0 =

1∫
0

ν(t)dt
(1 − t)

m
m+2

+
k

4

1∫
0

dξ

(1 − ξ)
m

2(m+2)

1∫
0

(η − ξ)
m

m+2

(1 − η)
m

2(m+2)
f1

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
dη.

Таким образом, получим, что непрерывность решения u(x, y) равносильна существованию ин-
теграла

1∫
0

ν(t)dt

(1 − t)
m

m+2

,



а гладкость решения равносильна существованию интеграла

1∫
0

ν(t)dt

(1 − t)α+ m
m+2

(17)

для любого 0 < α < 1.
Проведя в интеграле (17) замену t = x

1+x , учитывая соотношение (7), а также принимая
во внимание тот факт, что из принадлежности функции классу Cα следует ее принадлеж-
ность классу Cβ для любого 0 < β < α ([6, с.22]), получим, что гладкость решения u(x, y)
эквивалентна непрерывности функции ν(s) на отрезке

m

m+ 2
≤ s <

m

m+ 2
+ 1. (18)

Используя соотношения (4), (9), (11), (12), (13), (14), (15), (16), получим, что функция g(s, γδ)
будет непрерывной на промежутке (18), поэтому для непрерывности функции ν(s), а значит,
и для гладкости решения u(x, y) необходима и достаточна, согласно соотношению (10), необ-
ратимость функции h(s, γδ) в нуль на промежутке (18).

Прежде всего, решим данную задачу для двух частных случаев: уравнения Лаврентьева –
Бицадзе (m = 0) и случая нормального контура (γδ = π

2 ).
В случае m = 0, используя формулы ([7, с.1022], [8, с.81])

P
− 1

2

ν− 1
2

(cosϕ) =
√

2
π sinϕ

· sin νϕ
ν

,

P
1
2

ν− 1
2

(cosϕ) =
√

2
π sinϕ

· cos νϕ,

Γ(z + 1) = zΓ(z),

получим с учетом соотношений (8) и (10)

ν(s) =
sg(s, γδ)
tgsγδ − 1

, (19)

причем нам нужно исследовать аналитичность функции (19) ввиду (18) и условия m = 0 на
отрезке (0, 1).

Функция sg(s, γδ) будет непрерывной в силу условия (4) и согласно соотношений (9), (11),
(13), (14), (15), (16). Поэтому для непрерывности функции ν(s) на отрезке (0, 1) достаточно
выполнение условия

tgsγδ − 1 	= 0,

откуда с учетом ограничений, налагаемых на s, получим, что функция ν(s) будет непрерывной
при 0 < s < 1 тогда и только тогда, когда

γδ ≤ π

4
. (20)

В итоге, в силу сказанного относительно существования гладкого решения задачи Трикоми,
заключаем, что условие (20) является критерием существования гладкого решения при m = 0.

В случае нормального контура при γδ = π
2 (то есть δ = 0), используя следующие формулы

([7, с.951–952, 1053])

Pμ
ν (0) =

2μ√π
Γ
(ν−μ

2 + 1
) · Γ(−ν−μ+1

2

) ,
Γ(z) · Γ(1 − z) =

π

sinπz
,



у

Γ(2z) =
1√
2π

· 22z− 1
2 · Γ(z) · Γ

(
z +

1
2

)
,

получим из соотношений (8) и (10)

ν(s) =
2

2
m+2 Γ

(
2−s
2

)
Γ2
(

1−s
2

)
Γ
(

s+m+4
m+2

2

)
sin π(1−s)

2 sin
π( m

m+2
−s)

2

πΓ
(

m+1
m+2 − s

2

)(
sin π(1−s)

2 + sin
π( m

m+2
−s)

2

) · g(s, 0). (21)

В итоге, из соотношения (21) получим, что при

s =
m+ 1
m+ 2

(22)

знаменатель в (21) обращается в нуль и, следовательно, учитывая тот факт, что значение
(22) принадлежит интервалу (18), заключаем, что функция ν(s) не будет непрерывной в этом
интервале, а значит, в силу сказанного выше, решение задачи Трикоми не будет гладким при
произвольной правой части f(x, y). Для его гладкости в случае γδ = π

2 на f(x, y) должны быть
наложены дополнительные ограничения.

Перейдем к рассмотрению общего случая. Установим условия, при которых h(s, γδ) 	= 0.
Рассмотрим следующие возможные случаи:

1) 1 ≤ s <
m

m+ 2
+ 1. (23)

Используя формулу ([7, с. 1016]

Pμ
ν (cosϕ) =

√
2
π
· sinμ ϕ

Γ
(

1
2 − μ

) ·
ϕ∫

0

cos
(
ν + 1

2

)
tdt

(cos t− cosϕ)μ+ 1
2

,

из соотношения (10) получим

h(s, γδ) =
Γ
(

m
m+2 − s

)
Γ(1 − s)

+ sin− 2
m+2 γδ

Γ
(

1
2 − 1

m+2

)
Γ
(

1
2 + 1

m+2

) ·

γδ∫
0

cos
(
s− m

2(m+2)

)
tdt

(cos t−cos γδ)
1
2− 1

m+2

γδ∫
0

cos
(
s− m

2(m+2)

)
tdt

(cos t−cos γδ)
1
2+ 1

m+2

.

Учитывая свойства гамма – функции: Γ(x) > 0 при x > 0 и Γ(x) < 0 при −1 < x < 0 ([8, с. 81]),
принимая во внимание соотношение (23), получим, учитывая свойства определенного интегра-
ла, что для необратимости функции h(s, γδ) в нуль в рассматриваемом интервале достаточна
неотрицательность подынтегрального выражения, откуда, учитывая ограничения, налагаемые
на s, получим

γδ ≤ π

2
· 2m+ 4
3m+ 4

. (24)

Таким образом, условие (24) является достаточным для данного интервала.

2)
m

m+ 2
≤ s <

m+ 1
m+ 2

. (25)

Используя формулу ([7, с. 1013])

Pμ
ν (x) =

1
Γ(1 − x)

·
(

1 + x

1 − x

)μ
2

· F
(
−ν, ν + 1; 1 − μ;

1 − x

2

)
, (26)



а также формулы ([8, с. 340, 373, 82])

F (a, b; c; z) = F (b, a; c; z),

F (a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)
·

1∫
0

tb−1(1 − t)c−b−1(1 − tz)−adt, (27)

Γ(z) · Γ(1 − z) =
π

sinπz
,

и учитывая свойство неопределенного интеграла, что неравенства можно интегрировать в по-
ложительном направлении ([9, с. 357]), получим, что, если наложить на параметр γδ условие

γδ ≤ π

2
, (28)

то из (10) вытекает место соотношение

h(s, γδ) <
π
(
sinπ

(
s− m

m+2

)
− sinπs

) 1∫
0

t−s− 1
m+2 (1 − t)s−1

(
1 − t · 1−cos γδ

2

)−s− 1
m+2 dt

sinπs · sinπ
(
s− m

m+2

)
· Γ(1 − s) · Γ

(
s+ 2

m+2

) ,

откуда, учитывая соотношение (25), получим

h(s, γδ) 	= 0.

Таким образом, условие (28) является достаточным для данного интервала.
Отметим, что в случае s = m+1

m+2 , учитывая формулы ([8, с. 81, 370])

zΓ(z) = Γ(z + 1),

F (0, a; b; z) = 1,

а также соотношение (26), получим

h(s, γδ) =
Γ
(

m+1
m+2

)
Γ
(

m+1
m+2

)
(
−1 +

(
1 − cos γδ

1 + cos γδ

) 1
m+2

)
< 0

при выполнении условия
γδ 	= π

2
. (29)

Таким образом, для нахождения достаточного условия гладкости решения исходной задачи
осталось выяснить: при каких γδ функция h(s, γδ) 	= 0, если

3)
m+ 1
m+ 2

< s < 1. (30)

В этом случае, используя соотношения (26) и (27), принимая во внимание указанное ранее
свойство определенного интеграла о возможности интегрирования неравенств в положитель-
ном направлении, а также учитывая соотношения ([8, с. 371])

F

(
a, 1 − a;

3
2
; sin2 z

)
=

sin((2a− 1)z)
(2a− 1) sin z

,

F

(
a, 1 − a;

1
2
; sin2 z

)
=

cos((2a− 1)z)
cos z

,



у

получим

h(s, γδ) <
Γ
(

m
m+2 − s

)
Γ(1 − s)

·
⎛
⎝1 −

tg
(
s− m

2(m+2)

)
γδ(

tg γδ
2

) m
m+2

⎞
⎠ . (31)

Отсюда, учитывая сделанное выше замечание о том, что Γ(x) > 0 при x > 0 и Γ(x) < 0 при
−1 < x < 0, а также используя свойства тригонометрических функций, получим, что при

γδ ≤ π

2
· m+ 2
3m+ 4

(32)

скобка в правой части соотношения (31) будет неотрицательной, откуда вся правая часть нера-
венства (31) будет неположительна, то есть h(s, γδ) < 0 или h(s, γδ) 	= 0. Таким образом,
соотношение (32) является достаточным условием для данного интервала.

В итоге, рассматривая совместно соотношения (24), (28), (29) и (32), нами доказана следу-
ющая

Т е о р е м а 1 Решение задачи Трикоми для уравнения Геллерстедта (задачи (1)–(2)) бу-
дет гладким при выполнении соотношения (32).
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УДК 517.958

СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ
НАЧАЛЬНО – КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕОДНОРОДНОЙ
НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ МОМЕНТНЫХ УРАВНЕНИЙ

БОЛЬЦМАНА

А. С. Сакабеков

Казахстанско - Британский технический университет
480091, Алматы, ул. Толе би, 59

Доказано существование и единственность локального решения начально - краевой задачи
для неоднородной нелинейной системы моментных уравнений Больцмана в пространстве функ-
ций, непрерывных по времени и суммируемых в квадрате по пространственным переменным.

Рассмотрим неоднородное нелинейное уравнение Больцмана, записанное для Максвеллов-
ских молекул [1, 2]
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- интеграл столкновений, v, w(v
′
, w

′
) - скорости частиц до (после) столкновения, причем скоро-

сти частиц после столкновения выражаются через скорости частиц до столкновения по фор-

мулам
(
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)
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2 ± |v−w|
2 n, v − w - относительная скорость, n- единичный вектор относи-

тельной скорости после столкновения, σ(cosχ) - заданная функция, S2 - поверхность единич-
ной сферы. Для того, чтобы выделить линеаризованный оператор в уравнении (1), положим
f = f0(α|v|)(1 + ϕ(t, x, v)), где - f0(α|v|) = (α2/2π)3/2exp(−α2(|v|2/2 + Ψ(x))) - максвелловское
распределение, Ψ(x) - внешнее поле, причем ∂Ψ

∂x = F ; ϕ(t, x, v) - отклонение от максвелловского
распределения. Тогда относительно ϕ(t, x, v) получим уравнение
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∂x ) = Lϕ+ I(ϕ,ϕ),

(t, x, v) ∈ [0, T ] ×G×Rv
3,

(2)
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где Lϕ ≡ ∫
Rv

3×S2

f0(α|w|)(ϕ(v
′
) +ϕ(w

′
)−ϕ(v)−ϕ(w))σ(cosχ)dwdv - линеаризованный оператор,

G - ограниченная область из Rx
3 , 0 < T <∞.

Уравнение (2) изучим при следующих начальных и граничных условиях:

ϕ(0, x, v) = ϕ0(x, v), (x, v) ∈ G×Rv
3, (3)

ϕ(t, x∂G, v) = 0, (v, n∂G < 0), (4)

где ϕ0(x, v) - заданная функция (начальное распределение частиц).
Ван Чань и Уленбек [3] доказали, что линеаризованный оператор имеет дискретный спектр

и указали соответствующие собственные функции, которые образуют полную ортогональную
систему функций в пространстве L2(Rv

3) с весом f0(α|v|)
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- собственные функции линеаризованного оператора, S�+1/2
n (α2|v|2

2 ) - полиномы Сонина, P (|m|)
�

(cos θ) - присоединенные полиномы Лежандра, λn� - собственные значения кратности 2� + 1,
соответствующие собственным функциям Φn�m(αv), причем λn� ≤ 0 и λn� → −∞ при 2n +
� → ∞, i- мнимая единица, γ(m)

n� = (
√
πn!(2� + 1)(� − |m|!)/(2Γ(n + � + 3/2)(� + |m|)!))1/2 -

нормировочный коэффициент, Γ - гамма функция.
Для нахождения приближенного решения задачи (2) - (4) применим метод моментов, ко-

торый является частным случаем метода Галеркина. Приближенное решение задачи (2) - (4)
определим следующим образом:
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Конечную систему уравнений (6), соответствующую разложению (5), будем называть неод-
нородной системой моментных уравнений (СМУ) Больцмана в k-м приближении. В соответ-
ствии с [4] граничные условия (8) и (9) будем называть обобщенными граничными условиями
Владимирова - Маршака в нечетном и четном приближениях, соответственно. В векторно -
матричной форме начально - краевая задача для нелинейной СМУ Больцмана при K = 2N+1
запишется в виде (в качестве области G возьмем параллелепипед):
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FjMjU + ΛU = I(U,U), (t, x) ∈ (0, T ] ×G, (10)

U |t=0 = U0(x), x ∈ G, (11)
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U = (u, v)
′ , U0 = (u0, v0)

′ , I(U,U) = (I(u, v), J(u, v)), Aj , Dj - прямоугольные числовые матрицы
размерности 2(N+1)2(2N+1)×2(N+1)2(2N+3), A

′
j - транспонированная матрица к Aj , Cj

- прямоугольные числовые матрицы размерности 2(N+1)2(2N+3)×2(N+1)2(2N+1), Λ0,Λ1 -
диагональные матрицы размерности 2(N+1)2(2N+1) и 2(N+1)2(2N+3), соответственно, при-
чем собственные значения линеаризованного оператора, взятые со знаком минус, служат диаго-
нальными элементами матриц Λ0, Λ1; Bj - квадратная положительно - определенная числовая
матрица порядка 2(N+1)2(2N+1), u(v) - вектор четных (нечетных) по � компонент разложения
ϕ2N+1(t, x, v) размерности 2(N +1)2(2N +1)(2(N +1)2(2N +3)), u0(v0) - вектор четных (нечет-
ных) по � компонент разложения ϕ0,2N+1(x, v) размерности 2(N+1)2(2N+1)(2(N+1)2(2N+3)),
I(u, v)(J(u, v))- вектор четных (нечетных) по � компонент разложения интеграла столкновений
I(ϕ2N+1,ϕ2N+1) размерности 2(N + 1)2(2N + 1)(2(N + 1)2(2N + 3)), причем моменты от инте-
грала столкновений представляют знаконеопределенную квадратичную форму и могут быть
вычислены по формуле [5](
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< N3L3n3�3 : �/n1�1n2�2 : � > - обобщенные коэффициенты Тальми, (�1m1�2m2/�m) - коэффи-
циенты Клебша-Гордана.
Заметим, что система уравнений (10) представляет собой полулинейную гиперболическую

систему уравнений с граничным условием (12), удовлетворяющим условию диссипативности.
Вопросы существования и единственности решения начально - краевой задачи для неоднород-
ной системы моментных уравнений Больцмана (10) - (12) изучаются впервые. Доказать теорему
о существовании глобального по времени решения задачи (10) - (12) не представляется возмож-
ным по следующей причине. Система уравнений (10) нелинейная, причем компоненты вектора
I(U, V ) - знаконеопределенные квадратичные формы. Поэтому получить априорную оценку
решения задачи (10) - (12) для любого момента времени практически невозможно. В данной
работе мы докажем существование единственного локального по времени решения начально -
краевой задачи (10) - (12) в пространстве функций C([0, T ];L2(G)).
Справедлива следующая теорема.
Т е о р е м а. Если U0 ∈ L2(G), F ∈ C([0, T ]; L2(G)), то задача (10), (12) имеет в области

[0, T ]×G единственное слабое решение, принадлежащее пространству C([0, T ];L2(G)), причем
имеет место априорная оценка

‖U‖C([0,T ];L2(G) ≤ C‖U0‖L2(G), (13)

где C − const, независящая от U , T ∼ O(‖U0‖−1
L2(G)

).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем справедливость оценки (13). Для этого обе части

системы уравнений (10) умножим скалярно на U и проинтегрируем по области G:
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Рассмотрим интеграл по границе
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Учитывая вывод системы моментных уравнений (см. (6)) сделаем преобразования
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Отсюда, применяя интегрирование по частям, получим
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т.к. первое слагаемое в скобках обращается в нуль за счет множителя f0, а второе слагаемое –
из – за того, что подинтегральная функция нечетная.
С учетом равенств (15), (16) соотношение (14) перепишем в виде
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(
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0 0

)
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Воспользуемся сферическим представлением вектора U(t, x) = r(t)ω(t, x), где r(t) =
‖U(t, ·)‖L2(G), ω(t, x) - единичный вектор, то есть ‖ω‖L2(G) = 1. Подставляя значение U = rω в
равенство (17), будем иметь
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Заметим, что P (t) ≥ 0 ∀t и Q(t) - знаконеопределенная функия, так как Λ – неотрицательно
- определенная матрица, Bj - положительно - определенная матрица, а моменты от интеграла
столкновений представляют собою знаконеопределенную квадратичную форму. Тогда получим
следующее обыкновенное дифференциальное уравнение

dr

dt
+ rP (t) = r2Q(t). (18)
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Уравнение (18) рассмотрим при начальном условии

r(0) = ‖U0‖ ≡ ‖U0‖L2(G). (19)

Решение задачи (18), (19) имеет вид

r(t) = {exp(

t∫
0

P (τ)dτ)(
1

‖U0‖ −
t∫

0

Q(τ)exp(−
τ∫

0

P (ξ)dξ)dτ}−1.

Если R(t) ≡
t∫
0

Q(τ)exp(−
τ∫
0

P (ξ)dξ)dτ ≤ 0 ∀t, то r(t) ограничены для любого t ∈ [0,+∞).

Пусть R(t) > 0. Обозначим через t1 момент времени, при котором

1
‖U0‖ −

t1∫
0

Q(τ)exp(−
τ∫

0

P (ξ)dξ)dτ = 0.

Тогда r(t) ограничена для любого t ∈ [0, T1], где T1 < t1, причем t1 ∼ ||U0||−1, так как
подинтегральная функция Q(τ) exp(− ∫ τ

0 P (ξ)dξ) - ограниченная. Следовательно, для любого
t ∈ [0, T1] имеет место априорная оценка (13).
Существование решения задачи (10)-(12) можно доказать по методике работ [4], [6].
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ОБ ЭФФЕКТИВНОСТИ АЛГОРИТМОВ ЧИСЛЕННОГО
ИНТЕГРИРОВАНИЯ ДЛЯ КЛАССОВ БЕСОВА

М. Б.Сихов

Казахский Национальный университет им.аль-Фараби
480012, Алматы, Масанчи ул., 39/47

Пусть Lq(0, 1)s (1 ≤ q < ∞) - пространство всех измеримых 1-периодических по каждой
переменной функций f(x) = f(x1, ..., xs) таких,что

‖f‖q =

⎛
⎜⎝ ∫

[0,1]s

|f(x)|qdx

⎞
⎟⎠

1
q

<∞.

Пусть Zs и Zs
+ - подмножества евклидова пространства Rs, координаты которых являются

целыми и целыми положительными числами. Всюду ниже для y = (y1, ..., ys) ∈ Rs полагается
yj = max(1; |yj |), 2y = (2y1 , ..., 2ys), y = (y1, ..., ys), а для n = (n1, ..., ns) ∈ Zs

+ положим ‖n‖1 =

n1 + . . .+ ns, 1
n =

(
1
n1
, . . . , 1

ns

)
.

Для f ∈ Lq(0, 1)s введем смешанный модуль гладкости порядка k ∈ Z+

Ωk(f ; t)q ≡ Ωk(f ; t1, ..., ts)q = sup
|hj |≤tj
j=1,...,s

‖Δk
hf(x)‖q (t ∈ [0, 1]s),

где Δk
hf(x) = Δk

hs
...Δk

h1
f(x), Δk

hj
= Δ1

hj
(Δk−1

hj
), Δ1

hj
f(x) = f(x1, ..., xj +hj , ..., xs)−f(x1, ..., xj , ...,

xs).
Пусть 1 ≤ q < ∞, 1 ≤ θ < ∞, rj > 0, j = 1, ..., s. Класс Бесова SBr1,...,rs

q,θ (более подробно

об этом см.,напр., в [1-2]) есть множество всех функций f ∈ Lq(0, 1)s таких, что
1∫
0

f(x)dxj =

0 (j = 1, ..., s) и для некоторого k > max
j
rj выполнено соотношение

‖f‖SB
r1,...,rs
q,θ

=

⎛
⎜⎝ ∫

[0,1]s

[Ωk(f ; t)q]
θ

s∏
j=1

t
−(θrj+1)
j dt

⎞
⎟⎠

1
θ

≤ 1.
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В дальнейшем, в случае необходимости перенумеровывая координатные переменные, будем
считать, что вектор r = (r1, ..., rs) имеет вид r1 = ... = rν < rν+1 ≤ ... ≤ rs.
Всюду ниже обозначим через γ = (γ1, ..., γs) вектор, компоненты которого определяются

равенствами γj = rj/r1 (j = 1, ..., s). Положим для R ≥ 1

ΓR(γ) =

⎧⎨
⎩m : m ∈ Zs,

s∏
j=1

m
γj

j ≤ R

⎫⎬
⎭ .

В работе изучается задача численного интегрирования функций из классов SBr1,...,rs

q,θ . К на-
стоящему времени В.В.Дубининым [3] установлены следующие правильные порядки убывания
погрешностей оптимальных квадратурных формул

RN (SBr1,...,rs
q,ν ) � N−r1(log N)

ν−1

θ
′ (1 ≤ q ≤ ∞, 1 < r1q, 1 ≤ θ <∞),

где 1
θ + 1

θ
′ = 1 .

Цель работы состоит в построении квадратурных формул для классов SBr1,...,rs

q,θ , чтобы
одновременно обеспечивалась простота сетки, эффективность и близость к оптимальному ал-
горитма построения сетки.
Простота сетки состоит в ее сверх-экономной записи ({· · · }- дробная часть)

ξk =
({

k

N
a1

}
, ...,

{
k

N
as

})
(k = 1, ..., N),

когда по (s + 1) целым числам (N, a1, ..., as) за � N элементарных арифметических операций
легко выписывается сетка произвольного объема N .
Эффективность и близость к оптимальному алгоритма обеспечивается привлечением ре-

зультатов алгебраической и аналитической теории чисел (более подробно об этом см. [4-5]).
Заметим, что данная задача для классов Никольского при r = rj , 1 < q ≤ 2 рассматри-

валась Н. Темиргалиевым [6], а при r1 = ... = rν < rν+1 ≤ ... ≤ rs (1 ≤ ν ≤ s, r1q > 1) -
Е.А.Баиловым [7].
Приведем обозначения и несколько утверждений, которыми будем пользоваться.
Пусть l ≥ 3 — простое число, θ = cos2π

l + isin2π
l . Обозначим через Q(θ) подполе поля

комплексных чисел, состоящие из всевозможных чисел вида

α = c1 + c2θ + ...+ cl−1θ
l−2,

где c1, ..., cl−1 — произвольные рациональные числа (см. [8, с. 355 — 358]). Через As (s = l− 1)
обозначим множество всех целых алгебраических чисел поля Q(θ).
Непустое подмножество 	 кольца As называется идеалом в As, если вместе с a и b к 	

принадлежит также каждая комбинация ma+ nb при произвольных m и n из As.
Два элемента α и β из As называются сравнимыми по модулю идеала 	, т.е. α ≡ β(mod	),

если α− β ∈ 	.
Для любого α ∈ As совокупность всех элементов β из As: α ≡ β(mod	) называется классом

вычетов по модулю 	.
Если в каждом классе вычетов по модулю 	 выбрать по представителю, то совокупность

всех таких представителей называется полной системой вычетов по модулю 	.
Заметим, что число N	 равно числу классов вычетов по модулю 	 (см., напр., [9, с.146]).
Всюду ниже для 0 ∈ E ⊂ As полагаем E∗ = E − {0}.
Л е м м а 1. [4]. Если идеал 	 ⊂ As таков, что N	 = p,

p

/
\ ∏

m∈E∗
N(m), то E∗ ∩ 	 = ∅,

где N(m) есть норма главного идеала (m) ([8], с.184), и a

/
\ b означает, что a не делится

на b.



Л е м м а 2. [7, с.17]. Пусть l = s + 1 (3 ≤ l ≤ 19) - простое число, 1 = β1 = ... = βν <
βν+1 ≤ ... ≤ βs и R ≥ C(l). Тогда существуют простое число p, p ≡ 1(mod l), p � R · lnνR,

p

/
\ ∏

m∈Γ∗
R(β)

N(m) и набор целых чисел a1, ..., as, которые можно отыскать за� R lnνR ln ln R

элементарных арифметических операций, такие, что для любого тригонометрического по-
линома со спектром коэффициентов из E выполнено равенство

∫
[0,1]s

x(t)dt =
1
p

p∑
n=1

x

({
n

p
a1

}
, ...,

{
n

p
as

})
.

Л е м м а 3. [7, с.20]. Пусть βi ≥ 1 (i = 1, ..., s). Если идеал 	 ⊂ As и гиперболический
крест ΓR(β) таковы, что и 	 ∩ Γ∗

R(β) = ∅, то для любых натуральных n1, ..., ns выполнено

∑
|mj |≤nj

(j=1,...,s)

χ�(m) � nβ1
1 ...n

βs
s

R
,

где χ�(m) = 1, если m ∈ 	 и χ�(m) = 0, если m ∈ 	.
Л е м м а 4. Пусть даны числа 1 < q <∞, 1 ≤ θ <∞ и

ri > 0 (i = 1, ..., s). Тогда для каждой функции SBr1,...,rs

q,θ справедливо неравенство

⎛
⎝∑

n∈Zs
+

∥∥∥ 2(n,r) · δn(f ;x)
∥∥∥θ

q

⎞
⎠

1
θ

� ‖f‖SB
r1,...,rs
q,θ

.

Здесь
δn(f ;x) =

∑
m∈ρ(n)

f̂(m)ei(m,x)

-двоичная пачка ряда Фурье-Лебега функции f , где

ρ(n) = {m = (m1, ...,ms) ∈ Zs, 2nj−1 ≤ |mj | < 2nj (j = 1, ..., s)}.
Эта лемма при k = 1 и k = 2 доказана в работе [10], а при k > 2 доказывается аналогично.

Т е о р е м а 1. Пусть даны простое число l = s+1 (3 ≤ l ≤ 19), числа 1 ≤ θ <∞, 1 < q ≤ 2
и r1q > 1. Тогда для всякого T > C(l) существуют простое число p, p ≡ 1(mod l), p � T
и набор целых чисел a1, ..., as, для отыскания которых достаточно выполнить � T lnln T
элементарных арифметических операций, такие, что

sup
f∈SB

r1,...,rs
q,θ

∣∣∣∣
∫

[0,1]s

f(x)dx− 1
p

p∑
n=1

f

({
n

p
a1

}
, ...,

{
n

p
as

}) ∣∣∣∣�

� (ln T )νr1+ ν−1
θ0

T r1
, (1)

где θ0 = θ
θ−1 при θ > 1 и θ0 = ∞ при θ = 1.

Доказательство. Пусть дано R = 2k > C(l) и пусть β = (β1, ..., βs) такое, что 1 = β1 =
γ1 = ... = βν = γν , 1 < βj < γj (j = 1, ..., s). В силу леммы 2 за � R lnνR ln ln R элементарных
арифметических операций найдутся простое p, p ≡ 1(mod l),

p

/
\ ∏

m∈Γ∗
R(β)

N(m), p� R lnνR и целые a1, ..., as. Если же 	 ⊂ As - такой идеал, что N	 = p, то в



силу леммы 1 выполнено равенство 	∩Γ∗
R(β) = ∅. Поэтому для всякой функции f ∈ SBr1,...,rs

q,θ в

силу неравенств Гельдера и Хаусдорфа - Юнга [11, с.172], а также леммы 3 получим
(
q′ = q

q−1

)

Δ ≡
∣∣∣∣ ∫
[0,1]s

f(x)dx− 1
p

p∑
n=1

f
({

n
pa1

}
, ...,

{
n
pas

}) ∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ ∑

m∈A∗
s

f̂(m)χ�(m)
∣∣∣∣ ≤ ∑

m
β1
1 ...mβs

s >R

|f̂(m)| · χ�(m) �

� ∑
n:(n,β)>k

( ∑
m∈ρ(n)

|f̂(m)|q′
) 1

q′
( ∑

m∈ρ(n))

χ�(m) �
) 1

q

�

�
∑

n:(n,β)>k

‖δn(f ;x)‖q

(
1
R

· 2(β,n)

) 1
q

. (2)

Пусть 1 < θ. Тогда воспользовавшись неравенством Гельдера с показателями p1 = θ и
p2 = θ

θ−1? из (2) получим, что

Δ � 1

R
1
q

( ∑
n:(n,β)>k

∥∥2(r,n) · δn(f ;x)
∥∥θ

q

) 1
θ

×

×
( ∑

n:(n,β)>k

[
2−(r,n)+ 1

q
(β,n)

] θ
θ−1

) θ−1
θ

.

Отсюда, в силу леммы 4 имеем

Δ � 1

R
1
q
‖f‖SB

r1,...,rs
q,θ

{ ∑
n:(n,β)>k

[
2−(r,n)+ 1

q
(γ,n)

]θ0

} 1
θ0

�

� 1

R
1
q
2−(r1− 1

q
) k · k ν−1

θ0 � (ln T )
νr1+ ν−1

θ0

T r1 .

Пусть теперь θ = 1. В этом случае из (2) следует, что

Δ � 1

R
1
q

sup
n:(n,β)>k

2−(r,n)+ 1
q
(β,n) ×

( ∑
n:(n,β)>k

∥∥2(r,n) · δn(f ;x)
∥∥θ

q

) 1
θ

�

� 1

R
1
q

sup
n:(n,β)>k

2−(r1− 1
q
)(γ,n)‖f‖SB

r1,...,rs
q,θ

� 1

R
1
q
R

−(r1− 1
q
) � lnνr1T

T r1 .

Неравенство (1), и тем самым, теорема полностью доказаны.
Замечание. Эффективный алгоритм, согласно которому каждому конечному множеству

E ⊂ Zs за � f(E)ln lnf(E) элементарных арифметических операций ставится в соответ-
ствие простое p, p ≡ 1(mod l), p � f(E) и набор целых чисел a1, ..., as, был представлен
Н.Темиргалиевым [4]. Здесь

f(E) =
∑

m∈E∗
ln N(m).

Поэтому, полагая E = ΓR(β), мы можем указать алгоритм вычисления простого p и оптималь-
ных коэффициентов a1, ..., as.
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УДК 517.5

О ПРИБЛИЖЕННОМ ВЫЧИСЛЕНИИ
МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

ФУНКЦИЙ ИЗ КЛАССА КОРОБОВА И СОБОЛЕВА

Н. Т. Тлеуханова

Карагандинский госуниверситет им.Е.А.Букетова

Пусть n ∈ N, α > 0. Класс Eα[0, 1]n определятся как множество 1-периодических функций f
из L1[0, 1]n с коэффициентами Фурье a = {ak}k∈Zn по тригонометрической системе {e2πikx}k∈Zn ,
удовлетворяющих соотношению

‖f‖Eα[0,1]n = sup
k∈Zn

|k̄αak| <∞.

Здесь и далее k̄α =
n∏

j=1

k̄α
j , k̄j = max{|kj |, 1}, j = 1, 2, ..., n.

Данный класс называется классом Коробова [1]. Пространство Соболева Wα
p [0, 1]n опреде-

лим следующим образом. Пусть 1 � p < ∞, α > 0, f - 1-периодическая функция из Lp[0, 1]n с
рядом Фурье

∑
k∈Zn ake

2πikx. Будем говорить, что f ∈ Wα
p [0, 1]n, если найдется fα ∈ Lp[0, 1]n,

ряд Фурье которой совпадает с рядом
∑

k∈Zn k̄αake
2πikx,

‖f‖W α
p [0,1]n

def= ‖fα‖Lp[0,1]n .

В работе будем рассматривать следующую задачу.
Пусть f ∈ L1, f ∼ ∑

k∈Zn f̂(k)eikx, λ = {λk}k∈Zn - некоторая последовательность ком-
плексных чисел такая, что почти всюду определено мультипликативное преобразование

fλ ∼
∑

k∈Zn

λkf̂(k)eikx.

Для функции f из пространства Коробова или пространства Соболева требуется приближенно
вычислить мультипликативное преобразование fλ по значениям функции f в некоторых узлах
{tk}M

k=1 из [0, 1]n и оценить погрешность.
Данная задача для различных конкретных λ = {λk}k∈Zn рассматривалась в работах Коро-

бова Н.М., Смоляка С.А., Wang Yuan, Темлякова В.Н., Темиргалиева Н., Шерниязова К.Е. и
других [1-13].
В отличие от известных работ по этой тематике для произвольной размерности n мы приво-

дим оператор приближения в явном виде, а также рассматриваем задачу в общей постановке.

Keywords: multiplicative transformation, Korobov class, Sobolev class, trigonometric system, Fourier coefficients
2000 Mathematics Subject Classification: 41A65, 42A10
c© Н. Т. Тлеуханова, 2002.
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Результаты являются новыми и в случае восстановления функции, т.е. при λk = 1, k =
1, ..., n.
Пусть ν ∈ Z

n
+, sgn r = 1 при r > 0 и sgn r = 0 при r = 0 . Для f из C[0, 1]n определим

функционал

T2m(f ; ν) =
∑

k1+...+kn=m
kj�νj

1
2m

2k1−1∑
r1=0

...
2kn−1∑
rn=0

(−1)
∑n−1

j=1 (rj+sgn(kj−νj))×

×f(
r1
2k1

, ...,
rn
2kn

) (1).

Данный функционал в случае ν = (0, ..., 0) реализует квадратурную формулу, точную для
тригонометрических полиномов со спектром из соответствующего гиперболического пучка. Эта
квадратурная формула впервые была опубликованна в работе [14].

Л е м м а 1 ([15]). Пусть d ∈ N
n, B = B1 × . . .×Bn - отрезок в Z

n, dj > |Bj |, j = 1, ..., n,
I =

⋃
r∈Zn((B1 + r1d1) × . . .× (Bn + rndn)).

Если f ∈ L1[0, 1]n, f ∼ ∑
m∈Zn

ame
2πimx, то ряд

SI(f) =
∑
m∈I

ame
2πimx

является рядом Фурье функции

1
d

∑
0�r�d−1

f
(
x+

r

d

)
DB

(r
d

)
=

=
1

d1 . . . dn

d1−1∑
r1=0

. . .

dn−1∑
rn=0

f
(
x1 +

r1
d1
, . . . , xn +

rn
dn

)
DB

( r1
d1
, . . . ,

rn
dn

)
,

где DB(x) =
∑

m∈B

ei2πmx – ядро Дирихле, соответствующее отрезку B.

Л е м м а 2. Пусть f =
∑

r∈Zn f̂re
2πirx абсолютно сходится. Тогда имеет место равенство

T2m(f ; ν) =
∑

k1+...+kn=m
kj�νj

(−1)
∑n−1

j=1 sgn(kj−νj)×

×
∑

r∈Zn

f̂(2k1−1(2r1 + sgn(k1 − ν1)), ..., (2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1), rn2kn).

Доказательство. Так как T2m(f ; ν) есть конечная линейная комбинация функций из

L1[0, 1]n, то T2m(f ; ν) ∈ L1[0, 1]n. Заметим, что (−1)r = e
2πi 2k−1r

2k , k �= 0, r = 1, 2, ..., 2k − 1,
поэтому функционал T2m(f ; ν) можно представить в виде

T2m(f ; ν) =
1

2m

∑
|k|=m
k�ν

(−1)
∑n−1

j=1 sgn(kj−νj)×

×
2k1−1∑
r1=0

...

2kn−1∑
rn=0

Dk1...kn(
r1
2k1

, ...,
rn
2kn

)f(
r1
2k1

, ...,
rn
2kn

),

где
Dk1...kn(y1, ..., yn) = e2πi

∑n−1
j=1 2kj−1yj .

Далее используем лемму 2 и убеждаемся в справедливости утверждения.
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Л е м м а 3. Пусть m,n – натуральные числа. Справедливо равенство∑
k1+...+kn�m
kj�νj

(−1)
∑n

j=1 sgn(kj−νj)×

×
∑
r∈Zn

d2k1−1(2r1+sgn(k1−ν1)),...,2kn−1(2rn+sgn(kn−νn)) =

d0,...,0 +
n∑

l=1

∑
(kl,...,kn)∈Ωl

(−1)
∑n

j=l+1 sgn(kj−νj)×

×
∑

r∈Zn−l+1

d0,...,0,2kl−1(2rl+sgn(kl−νl)),...,2kn−1(2rn+sgn(kn−νn)),

где ν0 = 0,Ωl = {(kl, ..., kn) : ν1 + ...+ νl + kl+1 + ...+ kn � m < ν1 + ...+ νl−1 + kl + ...+ kn, kj �
νj , j = l, ..., n}

Доказательство. Обозначив через I фигурирующую выше сумму, получаем

I =
∑

k1+...+kn�m
kj�νj

(−1)
∑n

j=1 sgn(kj−νj)
∑
r∈Zn

d2k1−1(2r1+sgn(k1−ν1)),...,2kn−1(2rn+sgn(kn−νn)) =

=
m∑

k1=ν1

(−1)sgn(k1−ν1)
∑

k2+...+kn�m−k1
kj�νj

(−1)
∑n

j=2 sgn(kj−νj)×

×
∑
r∈Zn

d2k1−1(2r1+sgn(k1−ν1)),...,2kn−1(2rn+sgn(kn−νn)) =

=
∑

k2+...+kn�m−ν1
kj�νj

(−1)
∑n

j=2 sgn(kj−νj)
∑
r∈Zn

d2ν1r1,2k2−1(2r2+sgn(k2−ν2)),...,2kn−1(2rn+sgn(kn−νn))−

−
m∑

k1=ν1+1

∑
k2+...+kn�m−k1
kj�νj

(−1)
∑n

j=2 sgn(kj−νj) ×
∑
r∈Zn

d2k1−1(2r1+sgn(k1−ν1)),...,2kn−1(2rn+sgn(kn−νn)).

Заметим, что произвольное целое число m, отличное от нуля, представимо единственным об-
разом в виде m = 2k−1 + r2k, k ∈ N, r ∈ Z, откуда следует, что

∑
m∈Z\{0}

bm2ν =
∞∑

k=ν+1

∑
r∈Z

b2k−1 + r2k. (2)

В сумме I в первой части выделим слагаемое r1 = 0, а для оставшейся суммы применим
равенство (2). Имеем

I =
∑

k2+...+kn�m−ν1
kj�νj

(−1)
∑n

j=2 sgn(kj−νj) ×
∑

r∈Zn−1

d0,2k2−1(2r2+sgn(k2−ν2)),...,2kn−1(2rn+sgn(kn−νn))+

+
∞∑

k1=ν1+1

∑
k2+...+kn�m−ν1
kj�νj

(−1)
∑n

j=2 sgn(kj−νj) ×
∑
r∈Zn

d2k1−1(2r1+1),...,2kn−1(2rn+sgn(kn−νn))−

−
m∑

k1=ν1+1

∑
k2+...+kn�m−k1
kj�νj

(−1)
∑n

j=2 sgn(kj−νj) ×
∑
r∈Zn

d2k1−1(2r1+1),...,2kn−1(2rn+sgn(kn−νn)) =
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=
∑

k2+...+kn�m−ν1
kj�νj

(−1)
∑n

j=2 sgn(kj−νj) ×
∑

r∈Zn−1

d0,2k2−1(2r2+sgn(k2−ν2)),...,2kn−1(2rn+sgn(kn−νn))+

+
∑
k∈Ω1

(−1)
∑n

j=2 sgn(kj−νj) ×
∑

r∈Zn−1

d2k1−1(2r1+1),...,2kn−1(2rn+sgn(kn−νn)).

Применяя к сумме∑
k2+...+kn�m−ν1
kj�νj

(−1)
∑n

j=2 sgn(kj−νj) ×
∑

r∈Zn−1

d0,2k2−1(2r2+sgn(k2−ν2)),...,2kn−1(2rn+sgn(kn−νn))

ту же процедуру, что и выше, через n− 1 шагов придем к требуемому результату.

Т е о р е м а 1. Пусть f =
∑

r∈Zn f̂(r)e2πirx – абсолютно сходящийся ряд, Ωl = {(kl, ..., kn) :
ν1 + ... + νl + kl+1 + ... + kn � m < ν1 + ... + νl−1 + kl + ... + kn, kj � νj , j = l, ..., n}. Тогда для
функционала (1) имеет место равенство

T2m(f ; ν) = f̂(0, ..., 0) +
∑

k1+...+kn=m
kj�νj

(−1)
∑n−1

j=1 sgn(kj−νj)×

×
∑

r∈Zn−1

∑
rn∈Z\{0}

f̂(2k1−1(2r1 + sgn(k1 − ν1)), ..., 2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)), rn2kn)+

+
n−1∑
l=1

∑
k∈Ωl

(−1)
∑n−1

j=1+l sgn(kj−νj)×

×
∑

r∈Zn−l

f̂(0, ..., 0, 2kl−1(2rl + sgn(kl − νl)), ..., 2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)), 0).

Доказательство. Из утверждения леммы 2 следует, что

T2m(f ; ν) =
∑

k1+...+kn=m
kj�νj

(−1)
∑n−1

j=1 sgn(kj−νj)×

×
∑

r∈Zn

f̂(2k1−1(2r1 + sgn(k1 − ν1)), ..., 2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)), rn2kn).

В сумме выделим слагаемое rn = 0 и к оставшейся сумме применим равенство (2):

T2m(f ; ν) =
∑

k1+...+kn=m
kj�νj

(−1)
∑n−1

j=1 sgn(kj−νj)×

×
∑

r∈Zn−1

∑
rn∈Z\{0}

f̂(2k1−1(2r1 + sgn(k1 − ν1)), ..., 2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)), rn2kn)+

+
∑

k1+...+kn�m−νn
kj�νj

(−1)
∑n−1

j=1 sgn(kj−νj)×

×
∑

r∈Zn−1

f̂(2k1−1(2r1 + sgn(k1 − ν1)), ..., 2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)), 0) =

=
∑

k1+...+kn=m
kj�νj

(−1)
∑n−1

j=1 sgn(kj−νj)×
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×
∑

r∈Zn−1

∑
rn∈Z\{0}

f̂(2k1−1(2r1 + sgn(k1 − ν1)), ..., 2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)), rn2kn)+

+f̂(0, ..., 0) +
n−1∑
l=1

∑
k∈Ωl

(−1)
∑n−1

j=1+l sgn(kj−νj)×

×
∑

r∈Zn−l

f̂(0, ..., 0, 2kl−1(2rl + sgn(kl − νl)), ..., 2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)), 0).

Теорема доказана.
Мультииндексу μ = (μ1, ..., μn) ∈ Z

n сопоставим ν(μ) = (ν1, ..., νn) ∈ N
n так, чтобы при

|μi| > 0 выполнялось неравенство 2νi(μ)−3 � |μi| < 2νi(μ)−2, i = 1, ..., n, а при |μi| = 0 положим
νi(μ) = 0.
Определим функционал P2m(f ;μ) следующим образом:

P2m(f ;μ) = T2m(e2πiμxḟ ; ν) =

=
∑

k1+...+kn=m

kj�νj(μ)

1
2m

2k1−1∑
r1=0

...
2kn−1∑
rn=0

(−1)
∑n−1

j=1 (rj+sgn(kj−νj(μ))) × f(
r1
2k1

, ...,
rn
2kn

)e2πi
∑n

i=1 μi
ri

2ki .

Этот функционал является конечной линейной комбинацией значений функции f , а коэффи-
циенты по абсолютной величине принимают значения 1

2m .
Определим множество

Δm =
⋃

k1+...+kn=m
kj�2

Qk, где Qk = {r ∈ Z
n : |ri| < 2ki−3, i = 1, ..., n}.

Т е о р е м а 2. Пусть m ∈ N, f(x) =
∑

μ∈Δm
f̂(x)e2πiμx, тогда функционал P2m(f ;μ) точно

восстанавливает коэффициенты полинома, т.е.

f̂(μ) = P2m(f ;μ).

Доказательство. Согласно теореме 1

P2m(f ;μ) = f̂(μ1, ..., μn) +
∑

k1+...+kn=m
kj�νj

(−1)
∑n−1

j=1 sgn(kj−νj)×

×
∑

r∈Zn−1

∑
rn∈Z\{0}

f̂(2k1−1(2r1 + sgn(k1 − ν1)) + μ1, ...,

2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)) + μn−1, rn2kn + μn) +
n−1∑
l=1

∑
kl+1+...+kn−1�
m−ν1−...−νl−1−νn
<kl+...+kn−1

(−1)
∑n−1

j=1+l sgn(kj−νj)×

×
∑

r∈Zn−l

f̂(μ1, ..., μl−1, 2kl−1(2rl + sgn(kl − νl)) + μl, ...,

2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)) + μn−1, μn).

Индексы коэффициентов Фурье, входящих в суммы, кроме (μ1, ..., μn) не лежат во множестве
Δm и, следовательно, для полинома f будем иметь P2m(f ;μ) = f̂(μ1, ..., μn).
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Т е о р е м а 3. Пусть m,n ∈ N, — f ∈ Eα[0, 1]n, при α > 1. Тогда

|f̂(μ) − P2m(f ;μ)| � C
(m−∑n

j=1 νj(μ))n−1

2mα
‖f‖Eα[0,1]n .

Доказательство. Пусть f ∈ Eα[0, 1]n. Из теоремы 1 следует

|f̂(μ) − P2m(f̂(μ))| � |
∑

k1+...+kn=m
kj�νj

(−1)
∑n−1

j=1 sgn(kj−νj)×

×
∑

r∈Zn−1

∑
rn∈Z\{0}

f̂(2k1−1(2r1 + sgn(k1 − ν1)) + μ1, ...,

2kn−1−1(2rn−1 +sgn(kn−1 − νn−1))+μn−1, rn2kn +μn)|+ |
n−1∑
l=1

∑
kl+1+...+kn−1�
m−ν1−...−νl−1−νn
<kl+...+kn−1

(−1)
∑n−1

j=1+l sgn(kj−νj)×

×
∑

r∈Zn−l

f̂(μ1, ..., μl−1, 2kl−1(2rl + sgn(kl − νl)) + μl, ...,

2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)) + μn−1, μn)| �

�
∑

k1+...+kn=m
kj�νj

|
∑

r∈Zn−1

∑
rn∈Z\{0}

f̂(2k1−1(2r1 + sgn(k1 − ν1)) + μ1, ...,

2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)) + μn−1, rn2kn + μn)|+

+
n−1∑
l=1

∞∑
s=m−ν1−...−νl−1−νn+1

∑
kl+1+...+kn−1=s

kj�νj

|
∑

r∈Zn−l

f̂(μ1, ..., μl−1, 2kl−1(2rl + sgn(kl − νl)) + μl, ...,

2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)) + μn−1, μn)| = J0 +
n−1∑
l=1

∞∑
s=m−ν1−...−νl−1−νn+1

Jls.

Рассмотрим отдельно каждое слагаемое.

J0 �
∑

k1+...+kn=m
kj�νj

∑
r∈Zn−1

∑
rn∈Z\{0}

‖f‖Eα∏n−1
i=1 (2ki−1(2ri + sgn(ki − νi)) + μi))α(rn2kn + μn)α

.

Для сомножителя
1

|2ki−1(2ri + sgn(ki − νi)) + μi|
выделим два случая:
1). ki − νi �= 0. Тогда, учитывая, что 2νi−3 � |μi| � 2νi−2, ki � νi, имеем

1
|2ki−1(2ri + 1) + μi| � 1

|2ki−1(2ri + 1)| − 2νi−2
� 1

2ki−2|2ri + 1| ;

2) ki − νi = 0. Имеем:
1

|2ki−12ri + μi| � 8
2kiri

.
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Таким образом, объединяя эти оценки, получим, что

1∏n−1
i=1 (2ki−1(2ri + sgn(ki − νi)) + μi))α(rn2kn + μn)α

� C∏n
i=1(2ki r̄i)α

=
C

2mαr̄α
.

Следовательно, учитывая, что α > 1, имеем

J0 � C1‖f‖Eα

∑
k1+...+kn=m
kj�νj

1
2mα

∑
r∈Zn

1
r̄α

� C
(m−∑n

j=1 νj(μ))n−1

2mα
‖f‖Eα

[0,1]n
;

Jls � ‖f‖Eα

∑
kl+...+kn−1=s

kj�νj

∑
r∈Zn−l

1∏l−1
i=1 μi(

∏n−1
i=l 2ki−1(2ri + sgn(ki − νi) + μi)μn)α

.

Далее,
1∏l−1

i=1 μi(
∏n−1

i=l 2ki−1(2ri + sgn(ki − νi) + μi)μn)α
�

� C1

(
∏l−1

i=1 2νi−32νn−3
∏n−1

i=l 2kiri)α
=

C1

(2ν1+...+νl−1+νn−3(l−1)
∏n−1

i=l 2kiri)α
=

=
C1

(2ν1+...+νl−1+νn−3(l−1))α2sα
∏n−1

i=l r
α
i

=
C2

2mα2α(s−(m−ν1−...−νl−1−νn))
∏n−1

i=l r
α
i

;

Jls � C2
1

2mα

(s−∑n−1
j=l νj(μ))n−l

2α(s−(m−ν1−...−νl−1−νn))
‖f‖Eα .

Тогда

n−1∑
l=1

∞∑
s=m−ν1−...−νl−1−νn+1

Jls � C2

2mα

n−1∑
l=1

∞∑
s=m−ν1−...νl−1−νn+1

(s−∑n−1
j=l νj(μ))n−l

2α(s−(m−ν1−...−νn))
‖f‖Eα =

=
C3

2mα

n−1∑
l=1

∞∑
s=1

(s+m− ν1 − ...νl−1 − νn)n−l

2αs
‖f‖Eα � C

2mα
(m−

n∑
j=1

νj(μ))n−1‖f‖Eα .

Теорема доказана.
Пусть μ ∈ Z

n, Gm – ступенчатый гиперболический крест порядка m.
Для функции f ∈ C[0, 1]n и мультипликатора λ = {λμ}μ∈Zn определим оператор

F2m(f, λ; ·) =
∑

μ∈Gm

λμP2m(f ;μ)e2πiμx =

=
∑

μ∈Gm

λμ

∑
k1+...+kn=m
kj�νj

1
2m

2k1−1∑
r1=0

...
2kn−1∑
rn=0

(−1)
∑n−1

j=1 (rj+sgn(kj−νj))f(
r1
2k1

, ...,
rn
2kn

)e2πiμ( r

2k +x)
.

Т е о р е м а 4. Пусть 2 � q � ∞, α > 1, f ∈ Eα[0, 1]n, Gm- ступенчатый гиперболиче-
ский крест порядка m, последовательность {λk}k∈Zn удовлетворяет условию∑

μ∈Zn

(λμμ
−α)q′ <∞.

Тогда

‖fλ − F2m(f, λ; ·)‖Lq � C

⎡
⎣ 1

2αm

(
m∑

s=0

(m− s)(n−1)q′
∑

ν1+...+νn=s

2ν1−1∑
r1=0

...
2νn−1∑
rn=0

|λr|q′
)1/q′

+
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+

⎛
⎝ ∑

μ∈Zn\Gm

(λμμ
−α)q′

⎞
⎠

1/q′
⎤
⎥⎦ ‖f‖Eα .

Доказательство. Учитывая, что 2 � q < ∞ , воспользуемся неравенством Хаусдорфа-
Юнга

‖fλ − F2m(f, λ; ·)‖Lq � ‖
∑

μ∈Gm

λμ(f̂(μ) − P2m(f, μ))eiμx‖Lq + ‖
∑

μ∈Zn\Gm

λμf̂(μ)eiμx‖Lq �

(
∑

μ∈Gm

(λμ(f̂(μ) − P2m(f, μ)))q′)
1
q′ + (

∑
μ∈Zn\Gm

(λμf̂(μ))q′)
1
q′ = J1 + J2.

Для оценки слагаемого J1 применим утверждение теоремы 3:

J1 = (
∑

μ∈Gm

(λμ(f̂(μ) − P2m(f, μ)))q′)
1
q′ �

� 1
2αm

(
m∑

s=0

(m− s)(n−1)q′
∑

ν1+...+νn=s

2ν1−1∑
r1=0

...
2νn−1∑
rn=0

|λr|q′
)1/q′

‖f‖Eα[0,1]n .

J2 =

⎛
⎝ ∑

μ∈Zn\Gm

(
λμf̂(μ)

)q′
⎞
⎠

1
q′

� sup
k∈Zn

k̄αf̂(k)

⎛
⎝ ∑

μ∈Zn\Gm

(
λμμ̄

−α
)q′⎞⎠

1
q′

=

= ‖f‖Eα[0,1]n

⎛
⎝ ∑

μ∈Zn\Gm

(
λμμ̄

−α
)q′⎞⎠

1
q′

.

С л е д с т в и е 1. Пусть 2 � q � ∞, α > 1, β � 0 , последовательность {λk}k∈Zn

удовлетворяет условию |λk| � M |k|−β, k ∈ Zn \ {0}.
Тогда

при q′β < n

‖fλ − F2m(f, λ; ·)‖Lq � Cq,α
(lnM)(n−1)(α+ β

n
)

M
(α+ β

n
− 1

q′ )
‖f‖Eα ,

при q′β = n

‖fλ − F2m(f, λ; ·)‖Lq � Cq,α
(lnM)(n−1)(α+1)+β

Mα
‖f‖Eα ,

при q′β > n

‖fλ − F2m(f, λ; ·)‖Lq � Cq,α
(lnM)(n−1)(α+1)

Mα
‖f‖Eα ,

где M – количество узлов в F2m(f, λ; ·).
Т е о р е м а 5. Пусть 1 < p � 2 � q � ∞, f ∈ Wα

p [0, 1]n, α > 1
p ,

1
r = 1

p − 1
q , Gm−

ступенчатый гиперболический крест, последовательность {λk}k∈Zn такова, что ряд∑
μ∈Zn

(
λμμ̄

−α
)r

сходится. Тогда имеет место оценка:

‖fλ − F2m(f, λ; ·)‖Lq � Cq,α

⎡
⎢⎣ 1

2αm

⎛
⎝ m∑

s=0

(m− s)
(n−1)r

p

∑
ν1+...+νn=s

2ν1−1∑
k1=0

...
2νn−1∑
kn=0

|λk|r
⎞
⎠

1/r

+
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+

⎛
⎝ ∑

μ∈Zn\Gm

(λμμ
−α)r

⎞
⎠

1/r
⎤
⎥⎦ ‖f‖W α

p
.

Доказательство. Пусть

SGm(f ; ·) =
∑

k∈Gm

λkf̂(x)e2πikx

– частичная сумма ряда Фурье функции f . Воспользуемся неравенством Хаусдорфа-Юнга

‖SGm(f ; .) − F2m(f, λ; .)‖Lq = ‖
∑

μ∈Gm

λμ(f̂(μ) − P2m(f ;μ))e2πiμx‖Lq �

� (
∑

μ∈Gm

|λμ(f̂(μ) − P2m(f ;μ))|q′) 1
q′ .

Пусть ∑
k∈Mμ

|f̂(k)| =
∑

k1+...+kn=m
kj�νj

∑
r∈Zn−1

∑
rn∈Z\{0}

|f̂(2k1−1(2r1 + sgn(k1 − ν1)) + μ1, ...,

2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)) + μn−1, rn2kn + μn)|+

+
n−1∑
l=1

∑
kl+1+...+kn−1�
m−ν1−...−νl−1−νn
<kl+...+kn−1

∑
r∈Zn−l

|f̂(μ1, ..., μl−1, 2kl−1(2rl + sgn(kl − νl)) + μl, ...,

2kn−1−1(2rn−1 + sgn(kn−1 − νn−1)) + μn−1, μn)|.
Тогда, применяя неравенство Гельдера и используя α > 1/p, получим

|f̂(μ) − P2m(f ;μ)| �

⎛
⎝ ∑

k∈Mμ

|kαf̂(k)|p′
⎞
⎠

1/p′⎛
⎝ ∑

k∈Mμ

|k−α|p
⎞
⎠

1/p

�

� C
(m−∑n

j=1 νj(μ))(n−1)/p

2mα

⎛
⎝ ∑

k∈Mμ

|kαf̂(k)|p′
⎞
⎠

1/p′

.

Воспользуемся неравенством Хаусдорфа-Юнга, получим

‖SGm(fλ; .) − F2m(f, λ; .)‖Lq �

� C
1

2mα
‖f‖W α

p

⎛
⎝ m∑

s=0

(m− s)
(n−1)r

p

∑
ν1+...+νn=s

2ν1−1∑
k1=0

...
2νn−1∑
kn=0

|λk|r
⎞
⎠

1/r

,

‖SGm(fλ; .) − fλ‖Lq �

⎛
⎝ ∑

μ∈Zn\Gm

|λμf̂(μ)|q′
⎞
⎠

1/q′

�

�

⎛
⎝ ∑

μ∈Zn\Gm

|λμμ̄
−α|r

⎞
⎠

1/r⎛
⎝ ∑

μ∈Zn\Gm

|μ̄αf̂(μ)|p′
⎞
⎠

1/p′

� C

⎛
⎝ ∑

μ∈Zn\Gm

|λμμ̄
−α|r

⎞
⎠

1/r

‖f‖W α
p
.

Доказательство теоремы следует из следующего соотношения

‖fλ − F2m(f, λ; ·)‖Lq � ‖SGm(fλ; .) − fλ‖Lq + ‖SGm(fλ; .) − F2m(f, λ; .)‖Lq .
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С л е д с т в и е 2. Пусть 1 < p � 2 � q � ∞, f ∈ Wα
p [0, 1]n, α > 1

p ,
1
r = 1

p − 1
q , β � 0,

последовательность {λk}k∈Zn удовлетворяет условию |λk| � M |k|−β, k ∈ Zn \ {0}.
Тогда

при rβ < n

‖fλ − F2m(f, λ; ·)‖Lq � C
(lnM)(n−1)(α+ β

n
)

M (α+ β
n
− 1

r
)

‖f‖W α
p
,

при rβ = n

‖fλ − F2m(f, λ; ·)‖Lq � C
(lnM)(n−1)(α+ 1

p
)+β

Mα
‖f‖W α

p
,

при rβ > n

‖fλ − F2m(f, λ; ·)‖Lq � C
(lnM)(n−1)(α+ 1

p
)

Mα
‖f‖W α

p
,

где M – количество узлов в F2m(f, λ;x).

Для классических пространств Соболева задача приближенного вычисления мультиплика-
тивных преобразований была рассмотрена в работе [16].
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ВЛИЯНИЕ СТАТИСТИЧЕСКИ НЕОДНОРОДНОЙ
ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА НА КОЭФФИЦИЕНТ ПРЕЛОМЛЕНИЯ

УПРУГИХ ВОЛН

Е. И. Уразаков

Институт математики МОН РК
480100 Алматы, ул.Пушкина, 125, erlik@math.kz

Рассмотрено преломление звука, падающего из жидкости па шероховатую поверхность изо-
тропного твердого тела. При углах падения, соответствующих возбуждению поверхностных
рэлеевских волн, у коэффициента прохождения имеется острый максимум, связанный с рас-
сеянием рэлеевских волн в объемные на поверхностных шероховатостях. Исследована форма
максимума в зависимости от звуковых импедансов сред и параметров шероховатости.

1. Введение
Наблюдение ультразвука, отраженного поверхностью твердого тела,- удобный метод иссле-

дования самой поверхности [1]. В нашей предыдущей работе [2], так же как и в эксперименте
[1], рассматривалось влияние поверхностной шероховатости на звуковую волну, отраженную
под углом, равным углу падения. Оказалось, что на кривой зависимости коэффициента отра-
жения от угла падения имеется острый минимум, обусловленный возбуждением поверхностных
рэлеевских волн. Глубина и ширина минимума весьма чувствительны к состоянию поверхно-
сти твердого тела. В данной работе исследуется влияние шероховатостей на прошедшую вол-
ну. Мы увидим, что при некоторых условиях волна, падающая из жидкости на поверхность
твердого тела, проходит (с коэффициентом порядка единицы) благодаря поверхностным ше-
роховатостям. Механизм аномального прохождения заключается в следующем. Как известно,
прохождение звуковой волны через плоскую границу раздела жидкость - твердое тело возмож-
но лишь в докритической области углов падения. Коэффициенты прохождения продольной Dl

и поперечной Dt волн определяются при этом следующими выражениями [1]:

Dl = |γ (k)|
∣∣∣∣∣ 2c2tω

−2
(
k2

t − k2
)

c4tω
−4Δ (k) + iγ (k)

∣∣∣∣∣
2

, Dt = kt |klγ (k)|
∣∣∣∣ 4c2tω

−2k

c4tω
−4Δ (k) + iγ (k)

∣∣∣∣
2

, (1)

где
Δ (k) =

(
k2

t − k2
)2 + 4k2ktkl, γ (k) = ρkl/iρTk1

kt,l =
(
ω2
/
c2t,l − k2

)1/2 , kt,l =
(
ω2
/
c2 − k2

)1/2 ,
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ω – частота звука, k – параллельная поверхности компонента волнового вектора; ct, cl, c –
скорости поперечного звука, а также продольного в твердом теле и жидкости; ρ и ρT – плот-
ности жидкости и твердого тела. В докритической области коэффициенты прохождения (1)
малы в меру отношения γ ∼ ρc/ρT ct звуковых импедансов жидкости и твердого тела. Учет
шероховатости, проведенный Адаменко и Фуксом [3] в предположении, что в твердом теле
могут распространяться лишь продольные волны, не меняет этой оценки. В закритической
области, когда kl и kt мнимы, и в твердом теле не могут распространяться объемные волны,
коэффициент отражения от идеальной поверхности обращается в единицу. Это утверждение
справедливо в частности и для угла падения, соответствующего возбуждению поверхностных
рэлеевских волн. Данный угол определяется из условия непрерывности тангенциальной ком-
поненты волнового вектора

k = (ω/c) sin Θ = ω/cR (2)

а спектр рэлеевских волн, т. е. их скорость cR, находится из условия

Δ (k) = 0 (3)

Однако рэлеевская волна на шероховатой поверхности может рассеиваться в объемную про-
дольную или поперечную с сохранением частоты, но с изменением тангенциальной компоненты
волнового вектора. Это изменение k определяется характерным периодом шероховатости d−1,
называемым обычно корреляционным радиусом или масштабным размером, Рассеяние рэле-
евской волны в объемную становится возможным, если характерная передача импульса d−1

превышает величину "щели"ω/cR−ω/ct. Вероятность рассеяния и следовательно коэффициент
прохождения звука, падающего под рэлеевским углом (2), определяется величиной шерохова-
тости. Если средний квадрат шероховатости обозначить a2 то в качестве относительной шеро-
ховатости следует принять величину ak. Примечательно и это будет показано в дальнейшем,
что коэффициент прохождения достигает значения порядка единицы при относительно малых
шероховатостях (ak)2 ∼ γ, если d−1 ∼ k. Объясняется это тем что в случае плоской поверхно-
сти виртуальный рэлеевский полюс (см. [1]) находится на близком расстоянии γ, и уже малой
шероховатости достаточно для того, чтобы он стал реальным. Отметим, что в работе Зино-
вьевой [4] сообщается о наблюдении максимума поглощения звука, падающего под рэлеевским
углом. Появление максимума связывается там в [4] с механизмом поглощения, предложенным
Андреевым [5] и учитывающим электронную вязкость.

2. Плотность энергии в прошедшей волне
Нас интересует нормальная компонента плотности потока звуковой энергии [2]:

Qj = −ρT

[
2c2t u̇iuij +

(
c2l − 2c2t

)
u̇juii

]
, (4)

где ui – компоненты смещения, uij – тензор деформации, точкой обозначена производная по
времени. Выберем оси координат следующим образом: x – по нормали к поверхности, s –
двумерный вектор в плоскости поверхности. Поскольку частота сохраняется при рассеянии
на шероховатостях, мы можем ограничиться монохроматической волной, которую разложим в
интеграл Фурье по s. Зависимость смещения от x определяется уравнениями теории упругости,
решение которых запишем в виде:

ui (xk) = ei (βk)Aβ (k) exp (ikβx) (5)

Для случая твердого тела суммирование в (5) проводится по двум поперечным At1, At2 и одной
продольной Al поляризациям, для жидкости в (5) присутствуют два слагаемых - отраженная
A1 и падающая A0 волны; определение kγ дано вслед за формулой (1), векторы поляризации
e (βk) приведены в предыдущей работе [2]. Амплитуды прохождения и отражения находятся
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из граничных условий, которые должны быть выполнены на шероховатой границе раздела
жидкость - твердое тело. Уравнение этой границы запишем в виде

x = ξ (s) .

Как отмечено во введении, наиболее интересен случай, когда шероховатость мала по сравнению
с длиной волны звука. Поскольку в граничные условия входит вектор нормали к поверхности,
определяемый производными от ξ (s) по s, то будем считать их также малыми, имея в виду
использование метода малых возмущений. Разлагая граничные условия в ряд по ξ и ограни-
чиваясь членами первого порядка, запишем их в виде (см. [2])

Hij (k)Aj (k) +
∫

d2q

(2π)2
ξ (k − q)Vij (kq)Aj (q) = (6)

= Hi0 (k)A0 (k) +
∫

d2q

(2π)2
ξ (k − q)Vi0 (kq)A0 (q) .

Индекс i, принимающий четыре значения, нумерует уравнения (6), причем первое представляет
собой условие непрерывности нормальных компонент смещения, а три остальных - непрерыв-
ность поверхностных сил: ξ (k) - фурье-компонента случайной функции ξ (s) матрицы H и V
приведены ранее [2]. Подставляя смещения (5) в (4) и усредняя по координате s на больших
расстояниях S, величина которого не войдет в окончательный результат, находим плотность
потока энергии в твердом теле:

Qx =
ρT c

2
tω

2S

∫
d2q

(2π)2
Tγσ (q)Aγ (q)A∗

σ (q) exp [i (qγ − q∗σ)x] , (7)

где T – билинейная по векторам поляризации матрица, а экспоненциальный фактор ограни-
чивает интегрирование по векторам прошедших волн докритической областью, в которой qt,l
вещественны (вклад закритической области затухает на больших расстояниях от поверхности).
Отметим, что в (7) существует матричный элемент, недиагональный по двум поперечным по-
ляризациям.

3. Усреднение по шероховатостям
Для определения коэффициента прохождения свяжем амплитуды прошедших волн с ампли-

тудой падающей, используя граничные условия (6), которые представляют собой интегральные
уравнения. Будем решать их итерациями по ξ. Нас интересует случай, когда волновой вектор
падающей волны лежит в окрестности рэлеевского полюса, а прошедшей - в докритической об-
ласти. Такие переходы возникают по крайней мере в первом порядке по ξ (k − q). Однако член
первого порядка в коэффициенте прохождения отсутствует, поскольку мы считаем поверхность
плоской в среднем, что сводится к условию 〈ξ〉 = 0.

Главное слагаемое второго порядка изображено на рис. 1.а.
Пунктиром показана фурье-компонента коррелятора ω (s − s′) = 〈ξ (s) ξ (s′)〉. Сплошным

линиям отвечают матрицы H−1
ij , вершинам соответствуют Vij перечеркнутым концам - мно-

жители Hi0A0. На сплошной линии, оканчивающейся A∗
0 все величины комплексно сопряжены.

По вершинным матричным индексам проводится суммирование, по внутренним импульсам -
интегрирование. Изображенная на рис. 1.а, диаграмма дает существенный вклад, если волно-
вой вектор k падающей волны удовлетворяет условию возбуждения рэлеевской волны (2). В
этом случае знаменатель обратной матрицы H−1 (k), пропорциональный знаменателю выра-
жений (1), мал, ибо Δ (k) = 0 и соответствующее значение

γ =
ρc

ρT cR

(
1 − c2R

/
c2l

1 − c2
/
c2R

)1/2
∼ ρc

ρT ct
� 1 .



Влияние шероховатости, связанное с Vi0 в правой части уравнений (6), а также с опущенными
членами второго порядка по ξ в (6), мало по сравнению с диаграммой рис. 1.а, так как они не
содержат малого знаменателя матрицы H−1 (k).

Как это обычно бывает в подобного рода задачах, члены более высокого порядка по ξ
содержат дополнительные множители H−1. Это приводит, в частности, к тому, что свободные
гриновские функции H−1 должны быть заменены полными (с учетом шероховатости):

H−1 (k) =
[
H (k) −

∫
ω (k − q)V (kq)H−1 (q)V (qk)

d2q

(2π)2

]−1

. (8)

H−1
(k)H

−1∗
(k)

∫
V

(1)
(k,q)H

−1
(q)A(q)V

(1)
(k,q)H

−1∗
(q) A

∗
(q)

d2q

(2π)2
(9)

Формула (9) отражает суть диаграммы рис. 1а.
Влияние шероховатости наиболее существенно вблизи рэлеевского полюса, и матрицу H−1

можно представить в виде:

H−1
ij (k) =

hij (k)
c4tω

−4Δ (k) + i (τ + γ)
,

где миноры h не зависят от ξ,

τ = −Im
∫

d2q

(2π)2
ω (k − q)

f (kq)
Δ (q) + iγω4c−4

t

и функция f приведена в предыдущей работе [2].
Для плоской монохроматической падающей волны с волновым вектором kx = k1,ks = k

рисунку 1.а соответствует следующий коэффициент прохождения:

D =
ρT c

2
t

/
ρω2k1

c8tω
−8Δ2 (k) + (τ + γ)2

∫
d2q

(2π)2
ω (q − k)Tβσ (q) aβ (q) a∗σ (q) . (10)

где aβ (q) = hβi (q)Vij (qk)hjr (k)Hk0 (k)w4c−4
t

/
Δ (q), причем в используемой нами нормировке

поток энергии в падающей волне Q0
x = ρω3k1 |A0|2

/
2.

Используя явный вид входящих сюда матриц, получаем

D =
γμ

c8tω
−8Δ2 (k) + (τ + γ)2

,
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μ =
∑
β=l,t

∫
d2q

(2π)2
ω (q − k)ϕβ (qk) , (11)

где суммирование ведется по продольной и поперечной поляризациям, интегрирование - по
соответствующим докритическим областям,

ϕl (qk) =
4c4t ql

ω4 |kl| |Δ (q)|2
∣∣∣∣ω4

c4t
kl

(
q2 − q2t

)
+ qt

(
k2 − k2

t

)( ω2

c2tk
2
αkq − 2βq2

)∣∣∣∣
2

,

ϕt (qk) =
4c6t ql

ω4 |kl| |Δ (q)|2
{
q2
ω2

c2t

∣∣β (k2
t − k2

) (
q2t − q2

)
+ 2klqlω

4c−4
t

∣∣2 +

+2
ω2

c2t
αkq

(
q2t − q2

) (
k2 − k2

t + 2ktkl

) [
β
(
k2

t − k2
) (
q2t − q2

)
+ 2

ω4

c4t
Reklql

]
+

+α2
(
k2 − k2

t + 2ktkl

)2 (kyqz − kzqy)
2
[
q2q−2

t

∣∣q2 − q2t + 4qtql
∣∣2 +

+2
(
q2 − q2t + 4Reqtql

)]
+ α2

(
q2t − q2

) (
k2 − k2

t + 2ktkl

)2 [
k2q2t + (kq)2

]}
,

α = ω2
/
c2t − 2kq, β = ω2

/
c2t − 2ω2

/
c2l .

Отметим, что в окрестности интересующего нас рэлеевского угла kt и kl мнимы, в слагаемом
для продольной рассеянной волны qt и ql вещественны, в слагаемом для поперечной волны qt
вещественно, а ql может быть как вещественно, так и мнимо. Наряду с заменой свободных
гриновских функций полными необходимо просуммировать все диаграммы лестничного типа,
аналогичные изображенной на рис. 1.б. Такое суммирование осуществляется уравнением

Yij (k) = Hi0 (k)H∗
j0 (k) + (12)

+
∫

d2q

(2π)2
ω (k − q)ViR (kq)V ∗

jl (kq)H
−1
Rm (q)H∗−1

ln (q)Ymn (q) .

Полный коэффициент прохождения определяется формулой (9), в которой Hi0H∗
j0 надо заме-

нить матрицей Yij (k) и проинтегрировать по k.
4. Обсуждение результата
Коэффициент прохождения (11) имеет резкий максимум, если падающая волна распростра-

няется под углом, соответствующим условию возбуждения рэлеевских волн Δ (k) = 0. При этом
глубина максимума определяется соотношением между величиной шероховатости и отношени-
ем звуковых импедансов γ. Шероховатость учитывается в (11) как в знаменателе посредством
τ , так и в числителе. Оценим величину числителя. На рис. 2 изображена плоскость векторов
q преломленных волн.

Кругами радиуса ω/cl и ω/ct показаны области, соответствующие распространению в твер-
дом теле объемных волн. Рэлеевским волнам соответствует пунктирная окружность. Кругом
радиуса d−1 показана область, где отлична от нуля фурье-компонента коррелятора шерохова-
тостей ω (s − s′). Значение ω (s − s′) при s = s′ обозначим a2, a – имеет смысл средней высоты
шероховатости.

Пусть волновой вектор падающей волны соответствует максимуму коэффициента прохож-
дения. Тогда центр круга радиуса d−1 лежит на рэлеевской окружности. Если d−1 меньше щели
ω/cR − ω/ct, отделяющей поверхностные колебания от объемных, то коэффициент прохожде-
ния обращается в нуль - шероховатость слишком полога, для того чтобы рэлеевская волна
могла рассеяться в докритическую область.

Если перекрытие p = d−1− (ω/cR − ω/ct) кругов радиуса d−1 и ω/ct мало, то возбужденная
рэлеевская волна рассеивается в поперечную объемную, распространяющуюся в основном в
том же направлении, что и исходная рэлеевская. Оценивая интеграл по q, получаем

μ∼ (ap)2 (kd)
3/2 , 0 < p << ω/ct . (13)



При дальнейшем увеличении p появляются и продольные объемные волны, и для предельно
диффузной, поверхности, когда d−1 ≥ ω/ct находим

μ∼ (adk2
)2
, d−1 ≥ ω/ct . (14)

В области, где справедлива оценка (14), μ ∼ τ (см. формулу (20) работы [2]). Поэтому
коэффициент прохождения (11) как функция направления распространения падающей волны
имеет острый максимум с высотой порядка

Dmax ∼ γτ
/

(γ + τ)2

и угловой шириной
|Θ − ΘR|/ΘR ∼ γ + τ .

Отсюда видно, что максимальное значение коэффициента прохождения оказывается поряд-
ка единицы при относительно малых шероховатостях, когда τ ∼ γ. Поскольку ширина этого
максимума пропорциональна γ, вклад рэлеевского максимума в интегральный по углу падения
коэффициент прохождения для случая изотропного падающего излучения пропорциональна γ,
и оказывается того же порядка γc2

/
c2t , что и вклад докритической области; множитель c2

/
c2t

– мера телесного угла, определяющего докритическую область.
Таким образом, эта интегральная оценка совпадает с полученной Халатниковым [6] для

рэлеевского вклада в сопротивление Капицы. По измерениям Зиновьевой [4] на рэлеевский
максимум приходится 50докритического поглощения.

При малом перекрытии, когда справедлива оценка (13), коэффициент прохождения (11),
вычисленный во втором порядке по ξ, может оказаться больше единицы, как это видно из
предельных выражений для τ (см. (18), (19) из [2]). В этом случае надо рассмотреть уравне-
ние (12) для Y. Интегральное слагаемое в нем порядка μ/(γ + τ). Тогда для коэффициента
прохождения по порядку величины получим выражение (11), в котором вместо μ появляется
наименьшее из μ и γ + τ .
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ХРОНИКА

СЕМИНАР ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ МОН РК

Ниже публикуются аннотации докладов, заслушанных на семинаре в сентябре 2002г.

Б. Л.Байдельдинов (Алматы) "Трехвесовое неравенство для модуля непрерывности"(25
сентября 2002 г.).
Используем следующие обозначения:

x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, R+ = (0,∞)

Δ1
hf(x) = Δhf(x) = f(x+ h) − f(x)

Δk
hf(x) = Δh(Δk−1

h )f(x) =
k∑

m=0

(−1)k−mCm
k f(x+mh)

— разность k – го порядка с шагом h ∈ Rn, k = 2, 3, ... Cm
k – биномиальные коэффициенты,

Δk
h,Ωf(x) =

{
Δk

hf(x) , если [x, x+ kh] ⊂ Ω
0 в противном случае ,

где Ω – открытая область в Rn,
ωk

p,Ω(f, t) = sup
|h|≤t

‖Δk
h,Ωf‖Lp(Ω) – k – ый модуль непрерывности в Lp(Ω),

Br = {y ∈ Rn : |y| < r}; ω : (0, r] → R+, Br → R+, η : Br → R+ – измеримые функции, 1 ≤
p ≤ q <∞, k > n/p.
Получены достаточные условия на функции ω, υ, η, при которых для любой функции

f ∈ Lloc
1 (Br) справедлива оценка:

⎛
⎝∫

Br

|f |qυdx
⎞
⎠

1
q

≤ C

⎡
⎣∫
Br

|f |pηdx+

r∫
0

ωk
p,Br

(f ; s)pω(s)ds

⎤
⎦

1
p

.

А. В. Борзых (Алматы) "Многомерные уравнения Кортевега де Фриза и их билинейные
формы"(25 сентября 2002 г.).
Получены многомерные модельные уравнения Кортевега де Фриза:
(2+1)-КдФ: {

ψt + ψxxy + 2(ψ2)x + (V U)x = 0,
Vy = ψx, Ux = ψy,

(3+1)-КдФ: {
ψt + ψxyz + 2(ψU)x + (VW )x = 0
Ux = Vy = ψz, Wx = ψy,

(4+1)-КдФ:
{
ψt + ψz1xy + ψz2xy + 2(ψU1 + ψU2)x + (V1W + V2W )x = 0,

(Uj)x = (Vj)y = ψzj , Wx = ψy, j = 1, 2,
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(N+1)-КдФ:⎧⎨
⎩ ψt +

N−1∑
j=2

ψx0x1xj + 2(ψ
N−1∑
j=2

Uj−1)x0 + (W
N−1∑
j=2

Vj−1)x0 = 0,

(Uj−i)x0 = (Vj−1)x1 = ψxj , Wx0 = ψx1 , j = 2, N − 1.

Для этих моделей построены билинейные формы:
для (2+1)-КдФ:

(DyDt +D2
yD

2
x)(φ · φ) = 0,

для (3+1)-КдФ:
(DyDt +D2

yDxDz)(φ · φ) = 0,

для (4+1)-КдФ:
(DyDt +D2

yDxDz1 +D2
yDxDz2)(φ · φ) = 0,

для (N+1)-КдФ:

(Dx1Dt +D2
x1
Dx0

N−1∑
j=2

Dxj )(φ · φ) = 0.

Для многомерных модельных уравнений Кортевега де Фриза найдены 1-, 2- и n-солитонные
решения в явном виде.

К.М. Идирисов (Алматы) "Внутренняя обратная краевая задача по параметру х для
уравнения Карлемана-Векуа"(25 сентября 2002 г.).
Рассматривается внутренняя обратная краевая задача по параметру x для уравнения Кар-

лемана – Векуа
wz +A(z)w +B(z)w = 0 (1)

с коэффициентами
A(z), B(z) ∈ Cν(D+

z ), 0 < ν < 1. (2)

Постановка задачи. Требуется найти контур Lz = L1
z + L2

z, проходящий через фиксирован-
ную точкуM(x1, 0) и ограничивающий область D+

z и функцию w(z) = u+iv, осуществляющую
квазиконформное отображение области D+

z , удовлетворяющую в D+
z уравнению (1) с коэффи-

циентами (2) и краевым условиям на дугах Lj
z(j = 1, 2)

u = f j
1 (x), v = f j

2 (x), x ∈ [x1, x2], (j = 1, 2). (3)

Предполагается, что функции dfj
k

dx (j, k = 1, 2) удовлетворяют условию Гельдера, причем
f1

j (xk) = f2
j (xk),

|f i
1(x1) − f j

1 (x2)|2 + |f i
2(x1) − f j

2 (x2)|2 �= 0 (i, j, k = 1, 2)

при любых x1 и x2 из сегмента [x1, x2], кроме случая x1 = x2 = xk (k = 1, 2). При этих
условиях в плоскости w = u + iv имеется простой контур Lw = L1

w + L2
w с уравнением (3),

ограничивающий некоторую односвязную область D+
w .

Доказывается существование решения уравнения Карлемана-Векуа (1) с коэффициентами
(2), реализующими квазиконформные отображения. Полученные результаты применяются к
решению внутренней обратной краевой задачи. Аналогичные задачи были ранее исследованы
для аналитических функций, т.е. для уравнения wz = 0 в [1, 2], для эллиптических систем
первого порядка – в [3 – 5].

Литература. 1. Гахов Ф.Д. Краевые задачи. М., 1977. 2. Тумашев Г. Г., Нужин М.Т. Об-
ратные краевые задачи и их приложения. Изд-во Казанск. университета, 1965. 3. Амирханова
С. Г., Журбенко Л.Н.// Труды семинара по краевым задачам. Казань: Изд-во Казанск.ун-та,
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1985. вып.22. С. 36—47. 4. Монахов В.Н.// Новосибирск, 1977. 5. Амирханова С. Г., Журбенко
Л.Н. // Труды семинара по краевым задачам. Казань: Изд-во Казанск. ун-та, 1987. вып. 23.
С.37—45.

А. А. Калыбай (Алматы) "Свойства пространства с весами экспоненциального типа"(25
сентября 2002 г.).
Пусть R – множество действительных чисел, n – натуральное число, α = (α0, α1, ..., αn) –

мультииндекс, где αi ∈ R, i = 0, 1, ..., n.
Для функции f : (0,+∞) → R для каждого i = 0, 1, ..., n определим дифференциальную

операцию:

D0
αf(t) = eα0tf(t) , Di

αf(t) = eαit
d

dt
Di−1

α f(t) , i = 1, 2, ..., n,

где каждая производная понимается в обобщенном смысле [1].
Операцию Di

αf(t), когда она имеет смысл, будем называть α – многовесовой производной
функции f порядка i, i = 0, 1, ..., n.
Обозначим через Wn

p,α(0,+∞) ≡ Wn
p,α, 1 < p < ∞ пространство функций f : (0,+∞) → R,

имеющих α – многовесовые производные порядка n, для которых конечна полунорма ‖Dn
αf‖p.

Изучению пространств Wn
p,α(0, 1), в дифференциальной операции которых участвуют сте-

пенные весы, посвящены работы [2, 3].
В работе исследуется вопрос поведения функции данного пространства вблизи бесконечно-

сти.
Литература. 1. Никольский С.М. Приближение функций многих переменных и теоремы

вложения. М. 1977. 2. Байдельдинов Б.Л. // Докт. дисс. Алматы, 1999. 3. Калыбай А.А. //
Канд. дисс. Алматы, 2002.

К.М. Мырзакул (Алматы) "О построении представления Лакса для нелинейного уравне-
ния Захарова методом ∂-одевания"(25 сентября 2002 г.).
Рассмотрим следующее (2+1)-мерное нелинейное уравнение Захарова [1]

iqt +M1q + vq = 0, (1a)

irt −M1r − vr = 0, (1b)

M2v = −2M1(rq), (1c)

где r, q являются некоторыми комплексными функциями, зависящими от независимых пере-
менных x, y и t, v есть скалярная функция и дифференциальные операторы M1,M2 задаются
в виде:

M1 = 4(a2 − 2ab− b)∂2
xx + 4α(b− a)∂2

xy + α2∂2
yy,

M2 = 4a(a+ 1)∂2
xx − 2α(2a+ 1)∂2

xy + α2∂2
yy.

Уравнение Захарова является одним из (2+1)-мерных обобщений (1+1)-мерного нелиней-
ного уравнения Шредингера

iqt + qxx + 2(rq)q = 0, (2a)

irt − rxx − 2(rq)r = 0. (2b)

Для нелинейного уравнения Захарова (1), используя метод ∂-одевания, получено представ-
ление Лакса в следующем виде [2]

αD2χ− 2B1D1χ− Pχ = 0, (3a)

D3χ− 4iC2D
2
1χ− 2iPD1χ− i[2α∂y + 4(2C2 −B1)∂x](C +

1
2
σ3P )χ = 0. (3b)
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Далее, строятся различные точные солитонные решения нелинейного уравнения Захарова
[3].

Литература. 1. Захаров В.Е., Шабат А.Б., Новиков С.П., Питаевский Л.П. Теория со-
литонов: Метод обратной задачи. // М.,1980.-319с. 2. Мырзакул К.Р. // Труды международ-
ной конференции "Дифференциальные уравнения и их приложения". Алматы, 26-28 сентября,
2001. С.119—123. 3. Myrzakul K.R. // Сб. статей научной конференции молодых ученых, по-
священной 10-летию независимости РК. Алматы, 18-20 сентября, 2001. С.53—55.
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ÏÐÀÂÈËÀ ÎÔÎÐÌËÅÍÈß ÑÒÀÒÅÉ
Ñòàòüè, íàïðàâëÿåìûå â "Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë", äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëå-

äóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1. Ñòàòüÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïîëíîì îáúåìå èëè â âèäå êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ
íà ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì ÿçûêàõ.

2. Ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ è ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì äëÿ ïå÷àòè.
Â ëåâîì âåðõíåì óãëó íåîáõîäèìî óêàçàòü èíäåêñ ÓÄÊ, äàëåå íàçâàíèå ñòàòüè è
ôàìèëèè àâòîðîâ ïî àëôàâèòó.

3. Ê ñòàòüå ïðèëàãàþòñÿ â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ (äëÿ
ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå òîëüêî íà àíãëèéñêîì): íàçâàíèå ñòàòüè; ôàìèëèè
è èíèöèàëû àâòîðîâ; êëþ÷åâûå ñëîâà; àâòîðåôåðàò ñ óêàçàíèåì èíäåêñà 2000
Mathematics Subject Classi�cation.

4. Êðîìå òâåðäûõ êîïèé íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü â ðåäàêöèþ äèñêåòó ñ ïîäãîòîâëåí-
íûì â LATEX tex-ôàéëîì ñòàòüè èëè ïåðåñëàòü åãî ýëåêòðîííîé ïî÷òîé e-mail:
journal@math.kz (ñì. îáðàçåö îôîðìëåíèÿ ñòàòüè â http://www.math.kz/ â
ðàçäåëå "Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë").

5. Îáúåì ñòàòåé (ñòàíäàðòíûé ôîðìàò â LATEX) íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 æóðíàëüíûõ
ñòðàíèö (íå áîëåå 20 ìàøèíîïèñíûõ ñòð. ÷åðåç 2 èíòåðâàëà), êðàòêèå ñîîáùåíèÿ
� 3 æóðíàëüíûå ñòðàíèöû (íå áîëåå 6 ìàøèíîïèñíûõ ñòð. ÷åðåç 2 èíòåðâàëà).
Îáúåì ðåôåðàòà � íå áîëåå 1/4 ñòð. (0,5 ìàøèíîïèñíîé ñòð.).

6. Íóìåðîâàííûå ôîðìóëû ñëåäóåò ïèñàòü â îòäåëüíîé ñòðîêå.

7. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòàâëÿåòñÿ ïî ïîðÿäêó ññûëîê â òåêñòå. Ïðè ññûëêå íà ìî-
íîãðàôèþ íåîáõîäèìî óêàçàòü ñòðàíèöó (íàïðèìåð, [1, ñ.45]). Ññûëêè íà íåîïóá-
ëèêîâàííûå ðàáîòû íå äîïóñêàþòñÿ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì
âèäå.
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