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УДК 532.517.4

О ВЛИЯНИИ ТЕМПЕРАТУРЫ И КОНЦЕНТРАЦИИ НА
ПУЛЬСАЦИОНУЮ СТРУКТУРУ ТУРБУЛЕНТНОГО

СДВИГОВОГО ТЕЧЕНИЯ

У. С. Абдибеков

Институт математики МОН РК
480100 Алматы, Пушкина ул., 125, uali@math.kz

Аннотация

Для замыкания уравнения Рейнольдса для сдвиговых турбулентных течений предлага-
ется полуэмпирическая модель, построенная на основе уравнений для одноточечных момен-
тов второго порядка полей скорости, температуры и концентраций. Полученные аналити-
ческие выражения пульсационных характеристик турбулентного потока зависят от харак-
теристик основного течения и учитывают двойное влияние архимедовых, сил вызванных
полем температуры и концентраций.

В рассматриваемой проблеме основной задачей является получение в явном виде выражения
турбулентных характеристик через средние характеристики турбулентного потока. Для иссле-
дования привлекаются уравнения, описывающие изменения напряжений Рейнольдса [1, 2]
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Для описания сложных турбулентных течений, где присутствуют температура и концентрация,
используются дополнительные уравнения для моментов второго порядка полей температуры
и концентраций [3, 4]
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где τ — время, P — давление, Ui, ui — компоненты средней и пульсационной скоростей соот-
ветственно, по осям xi, T , t — средняя и пульсационная температура, Q, q — средняя и пуль-
сационная характеристики концентраций. В течениях общего вида имеется в силу симметрии
шесть компонент тензора напряжений Рейнольдса uiuj и три компоненты корреляций вида uit
и uiq, два уравнения для t2 и q2 и уравнение для корреляции вида tq. Следовательно, требу-
ется решить пятнадцать уравнений в частных производных. Очевидно, что уравнения кроме
средней скорости и моментов второго порядка содержат ряд новых неизвестных. Для опреде-
ления некоторых членов системы уравнения используются приближенные полуэмпирические
соотношения. Выражения для обмена энергией между различными компонентами пульсаций
представляются в виде [5, 6]
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Для диссипации, пульсационной энергии и их аналогов используются следующие выражения
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а для вторых моментов выражения принимают вид
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Рассматривая сдвиговые турбулентные течения, предполагается приближение Буссинеска т.е.
изменения плотности малы, плотность учитывается только в массовых силах и имеет вид
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Записывая уравнения (1)—(6) для чисто сдвигового развитого турбулентного течения, замкну-
тые на основе полуэмпирических гипотез (7)—(9) и пренебрегая в них турбулентной диффузией,
получим следующую систему уравнений
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Полагая в уравнении относительно пульсационных характеристик, параметры средних те-
чений известными, получим, что решение системы состоит из двух сомножителей, один из
которых соответствует течению в однородной среде, а второй учитывает влияние архимедовых
сил, вызванных полем температуры и концентрации.
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выражения для однородной среды
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k

kq

)
l2
∂U1

∂x3

∂Q

∂x3
,

(u2q)0 =
c

kq

1
c2/3

(
1 +

k

kq

)
l2
∂U2

∂x3

∂Q

∂x3
, (−u3q)0 =

k

kq
l2

√√√√[(∂U1

∂x3

)2

+
(
∂U2

∂x3

)2
]
∂Q

∂x3
,

(
q2
)

0
=

k

kq

c

cq

l2

c2/3

(
∂Q

∂x3

)2

,
(
tq
)
0

=
c

cs

(kt + kq)
c2/3

l2
∂T

∂x3

∂Q

∂x3
, E0 =

l2

c2/3

[(
∂U1

∂x3

)2

+
(
∂U2

∂x3

)2
]
.



Функции, учитывающие влияние стратификации на турбулентный поток, имеют следующий
вид (отметим, что некоторые функции совпадают в силу симметрии исходных уравнений):

� (Φ) = Φ2 + Φ
[
Rt

(
k

ct
+
k

cs

Pr
Sc

+ 2
)
−Rq

(
k

cq
+
k

cs

Sc

Pr
+ 2
)]

+Rt2
Pr
Sc

k

cs

(
2 +

k

ct

)
+

+Rq2
Sc

Pr
k

cs

(
2 +

k

cq

)
−Rt ·Rq

[
k

ct

k

cq
+ 2

k

cs

(
ct
cq

+
cq
ct

)]
,

Ωu2
3

=
Φ

� (Φ)

{[
Φ2 + Φ

(
Rt

(
k

ct
+
k

cs

Pr
Sc

)
−Rq

(
k

cq
+
k

cs

Sc

Pr

))
+

+
k

cs

(
Rt2

k

ct

Pr
Sc

+Rq2
k

cq

Sc

Pr

)
−Rt ·Rq · k

ct

k

cq

]}
,

Ωu2
1

=

{
Φ

2
3

(
2 + c

k

)� (Φ)

[
2
3

(
2 +

c

k

)
Φ2 + Φ ·Rt

[
2
3

(
2 +

c

k

)( k
ct

+
k

cs

Pr
Sc

)
+ 4
]
−

−Φ ·Rq
[
2
3

(
2 +

c

k

)( k
cq

+
k

cs

Sc

Pr

)
+ 4
]

+

+Rt2
k

cs

Pr
Sc

(
2
3

(
2 +

c

k

) k
ct

+ 4
)

+Rq2
k

cs

Sc

Pr

(
2
3

(
2 +

c

k

) k

cq
+ 4
)
−

−Rt ·Rq ·
(

4
k

cs

(
ct
cq

+
cq
ct

)
+

2
3

(
2 +

c

k

) k
ct

k

cq

)]}
,

Ωu2
2

= Ωu2
1
,

Ωu1u3 =

{
Φ3/2

(Φ +Rt−Rq)� (Φ)

[
Φ2 + Φ

[
Rt

(
k

ct
+
k

cs

Pr
Sc

− 1
Pr

)
−Rq

(
k

cq
+
k

cs

Sc

Pr
− 1
Sc

)]
+

+Rt2
k

cs

1
Sc

(
kt

ct
− 1
)

+Rq2
k

cs

(
kq

cq
− 1
)

1
Pr

−Rt ·Rq ·
(
k

cs

(
ct
cq

1
Pr

+
cq
ct

1
Sc

)
− k

ct

k

cq

)]}
,

Ωu2u3 = Ωu1u3 ,Ωu1u2 =
Ωu1u3√

Φ
,

Ωu3t =
1

� (Φ)

{
Φ3/2

[
Φ +

k

cs

(
Rt

Pr
Sc

−Rq
ct
cq

)]}
,

Ωu1t =
{

Φ
(Φ +Rt−Rq) (1 + Pr)� (Φ)

[
Φ2 (1 + Pr) + Φ ·Rt

(
kt

ct
+
k

cs

Pr
Sc

(1 + Pr)
)
−

−Φ ·Rq
(
kt

cq
+
kq

cs
+ 1 − Pr

Sc
+
k

cs

ct
cq

)
+Rt2

k

cs

kt

ct

Pr
Sc

+Rq2
k

cs

(
kq

cq
+
ct
cq

− 1
)
−

−Rt ·Rq ·
(
k

cs

(
Pr
Sc

− cq
ct

1
Sc

)
+
kt

ct

k

cq

)]}
,

Ωu1t = Ωu2t,

Ωt2 =
1

� (Φ)

{
Φ
[
Φ +

k

cs

(
Rt

Pr
Sc

−Rq
ct
cq

)]}
,

Ωu3q =
1

� (Φ)

{
Φ3/2

[
Φ +

k

cs

(
Rt
cq
ct

−Rq
Sc

Pr

)]}
,

Ωu1q =
{

Φ
(Φ +Rt−Rq) (1 + Sc)� (Φ)

[
Φ2 (1 + Sc) − Φ ·Rq

(
kq

cq
+
k

cs

Sc

Pr
(1 + Sc)

)
−
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−Φ ·Rt
(
kq

ct
+
kt

cs
+ 1 − Sc

Pr
+
k

cs

cq
ct

)
+Rq2

k

cs

kq

cq

Sc

Pr
+Rt2

k

cs

(
kt

ct
+
cq
ct

− 1
)
−

−Rt ·Rq ·
(
k

cs

(
Sc

Pr
− ct
cq

1
Pr

)
+
kq

cq

k

ct

)]}
,

Ωu1q = Ωu2q,

Ωq2 =
1

� (Φ)

{
Φ
[
Φ +

k

cs

(
Rt
cq
ct

−Rq
Sc

Pr

)]}
,

Ωtq =
Φ

(Pr +Sc) · � (Φ)

[
Φ · (Pr +Sc) +Rt · k

cs
Pr
(
cq
ct

+ 1
)
−Rq · k

cs
Sc

(
ct
cq

+ 1
)]

,

Φ =
1
3

[
1 −Rt

(
λ1 +

k

cs

Pr
Sc

)
+Rq

(
λ2 +

k

cs

Sc

Pr

)]
+
(√

Ψ − Θ
)1/3 −

(√
Ψ + Θ

)1/3
,

Θ =
(ϕ

3

)3 − ϕψ

6
+
φ

2
, Ψ = Θ2 +

(
ψ

3
− ϕ2

9

)3

,

λ1 =
2
3

(
k

c
− 1
)

+
k

ct
+ 3, λ2 =

2
3

(
k

c
− 1
)

+
k

cq
+ 3, λ3 =

k

cs

2
3

(
2 +

k

c

)(
ct
cq

+
cq
ct

)
+
k

ct

k

cq
,

ϕ = Rt

(
λ1 +

k

cs

Pr
Sc

)
−Rq

(
λ2 +

k

cs

Sc

Pr

)
− 1,

ψ = Rt2
[
λ1

(
k

cs

Pr
Sc

+ 1
)
− 1
]

+Rq2
[
λ2

(
k

cs

Sc

Pr
+ 1
)
− 1
]
−

−Rt ·Rq ·
[
k

cs

(
Sc

Pr
+

Pr
Sc

)
− 2 + λ1 + λ2 + λ3

]
+

+Rt
(

1
Pr

− k

cs

Pr
Sc

− k

ct

)
−Rq

(
1
Sc

− k

cs

Sc

Pr
− k

cq

)
,

φ = (Rt−Rq)
{[
Rt2

k

cs

Pr
Sc

(λ1 − 1) +Rq2
k

cs

Sc

Pr
(λ2 − 1)

]
−Rt ·Rq · λ3

}
+

+Rt2
k

cs

1
Sc

(
1 − kt

ct

)
+Rq2

k

cs

1
Pr

(
1 − kq

cq

)
+Rt ·Rq · k

cs

(
k

cs
− ct
cq

1
Pr

− cq
ct

1
Sc

)
,

где Rt и Rq — числа Ричардсона зависящие от температуры и концентрации, соответственно:

Rt =
2
3

βg ∂T
∂x3(

k
c − 1

)
Pr
[(

∂U1
∂x3

)2
+
(

∂U2
∂x3

)2
] , Rq =

2
3

αg ∂Q
∂x3(

k
c − 1

)
Sc

[(
∂U1
∂x3

)2
+
(

∂U2
∂x3

)2
] ,

P r, Sc — турбулентные числа Прандтля и Шмидта, соответственно, которые зависят от физи-
ческих свойств жидкости. Все константы cq, cs, ct, kt, kq определяются через k и c, которые, в
свою очередь, имеют вид:

k =
√
c

k

[
2
3

(
k

c
− 1
)]3/4

, c =
( c
k

)3/2
[
2
3

(
k

c
− 1
)]3/4

,

где k
c не зависит от типов течения и определяется из теории изотропной турбулентности, как

коэффициент анизотропии, равный 7. Таким образом, полученные выражения позволяют за-
мкнуть уравнения Рейнольдса для сложных течений, где в потоке одновременно присутствуют



температура и концентрация, и рассчитать турбулентные пульсационные характеристики по-
тока.
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ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ С
МУЛЬТИВЕСОВЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

З. Т. Абдикалыкова

Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева
473033, Астана, ул. Мунайтпасова 5, Казахстан

1. Введение. Пусть R — множество действительных чисел, n — натуральное число, αi∈R,
i = 0, 1, . . . , n, α = (α0, α1, . . . , αn).

Для функции f : (0, 1) → R определим дифференциальную операцию

Di
αf(t) = tαi

d

dt
tαi−1

d

dt
...tα1

d

dt
(tα0f(t)), i = 1, 2, ..., n,

D0
αf(t) = tα0f(t),

где каждая производная понимается в обобщенном смысле [1, с.140].
Операцию Di

αf(t) назовем α — мультивесовой производной функции f порядка i = 0, 1, . . . ,
n. Для функции f : (0, 1) → R положим

‖f‖p,μ =

⎛
⎝ 1∫

0

|tμf(t)|p dt
⎞
⎠

1
p

, ‖f‖p,0 = ‖f‖p ,

где p, μ ∈R, 1 < p <∞.
Обозначим через Wn

p,α = Wn
p,α(0, 1) пространство функций f : (0, 1) → R, имеющих на

интервале (0, 1) α – мультивесовые производные порядка n и для которых конечна норма

‖f‖W n
p,α

= ‖Dn
αf‖p +

n−1∑
i=0

∣∣Di
αf(1)

∣∣. (1)

Наряду с пространством Wn
p,α рассмотрим пространство Wm

q,β
, где 1 < q < ∞, 0 ≤m < n,

β = (β0, β1, ..., βm), βi ∈R, i = 0, 1, ...,m.
В работе [2] был исследован вопрос вложения Wn

p,α ↪→ Wm
q,β

при 1 < q � p < ∞. Целью
данной работы является исследование вложения Wn

p,α ↪→Wm
q,β

в случае, когда 1 < p � q <∞.
Пусть для n > 1

γα
n = 1, γα

n−1 = αn, γα
i = αn +

n−1∑
k=i+1

(αk − 1), i = 0, 1, ..., n− 1.
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Очевидно, что
αi = γα

i−1 − γα
i + 1, i = 1, 2, ..., n− 1. (2)

Положим
γα

min = min
0�i�n−1

γα
i .

Далее будем считать, что γα
i �= 1 − 1

p , i = 0, 1, ..., n− 1.
С помощью набора чисел (β1, β2, . . . , βm) аналогичным образом определим γβ

i , i = 0, 1, . . . ,
m. Ниже используется неравенство Харди [3] в дифференциальной форме

⎛
⎝ 1∫

0

|tμ(f(t) − f(1))|qdt
⎞
⎠

1/q

� K

⎛
⎝ 1∫

0

∣∣∣∣tλ df(t)
dt

∣∣∣∣
p

dt

⎞
⎠

1/p

, (3)

которое справедливо при 1 < p � q <∞, μ > −1
q , λ � 1 − 1

p + 1
q + μ.

2. Теоремы вложения в случае γα
min > 1 − 1

p .
Т е о р е м а 1. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, 0 ≤ m < n, γα

min > 1 − 1
p . Тогда для непрерывного

вложения Wn
p,α ↪→Wm

q,β
необходимо и достаточно, чтобы γβ

0 − γα
0 + β0 − α0 � 1

p − 1
q .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. Так как норма пространства Wm
q,β

имеет вид

‖f‖W m
q,β

= ‖Dm
β
f‖q +

n−1∑
i=0

∣∣Di
βf(1)

∣∣,
то вложение Wn

p,α ↪→Wm
q,β

эквивалентно выполнению следующих двух неравенств

‖Dm
β
f‖q � c1 ‖f‖W n

p,α
∀f ∈Wn

p,α, (4)

m−1∑
i=0

|Di
β
f(1)| � c2 ‖f‖W n

p,α
∀f ∈Wn

p,α (5)

с независимыми от f ∈Wn
p,α постоянными c1, c2 > 0.

Докажем справедливость неравенства (4).
В работе [2] было показано, что β – мультивесовая производная Dk

β
f(t), k = 0, 1, ...,m

выражается через α – мультивесовые производные Di
αf(t), i = 0, 1, ..., k следующим образом

Dk
β
f(t) =

k∑
i=0

ck,i(α, β)tγ
β
0 −γα

0 +β0−α0+γα
i −γβ

kDi
αf(t), k = 0, 1, ...,m. (6)

Полагая в (6) k = m и беря в обеих ее частях q – норму, получим

‖Dm
β
f‖q � c3

m∑
i=0

⎛
⎝ 1∫

0

∣∣∣tγβ
0 −γα

0 +β0−α0+γα
i −1Di

αf(t)
∣∣∣q dt

⎞
⎠

1/q

�

� c3

⎡
⎢⎣ m∑

i=0

⎛
⎝ 1∫

0

∣∣∣tγβ
0 −γα

0 +β0−α0+γα
i −1

(
Di

αf(t) −Di
αf(1)

)∣∣∣q dt
⎞
⎠

1/q

+
m∑

i=0

∣∣Di
αf(1)

∣∣
⎤
⎥⎦ , (7)

где c3 = max
0�i�m

|cm,i|.
Из условия теоремы 1 имеем

γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 + γα
i − 1 ≥ (γα

i − 1 +
1
p
) − 1

q
, i = 0, 1, . . . , n− 1. (8)



у

Так как γα
min > 1 − 1

p и γα
i = αi+1 + γi+1 − 1 в силу (2), то из (8) следует

γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 + γα
i − 1 > −1

q
, i = 0, 1, ..., n− 1, (9)

γi+1 − 1 + αi+1 ≤ 1 − 1
p

+
1
q

+ γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 + γα
i − 1, i = 0, 1, ..., n− 1. (10)

Применяя неравенство Харди (3) в (7), на основании (9) и (10) получим

‖Dm
β
f‖q � c3

[
m∑

i=0

Ki

(∫ 1

0

∣∣∣∣tγi+1−1tαi+1
d

dt
Di

αf(t)
∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

+
m∑

i=0

∣∣Di
αf(1)

∣∣] =

= c4

[
m∑

i=0

∥∥Di+1
α f

∥∥
p,γi+1−1

+
m∑

i=0

∣∣Di
αf(1)

∣∣] , (11)

где c4 = c3 max(1,Ki, i = 0, 1, . . . ,m).
Норма (1) пространства Wn

p,α при γα
min > 1 − 1

p эквивалентна функционалу [4]

‖f‖1
W n

p,α
= ‖Dn

αf‖p +
n−1∑
i=0

∥∥Di
αf(t)

∥∥
p,γα

i −1
. (12)

Так как по условию теоремы n > m ≥ 0, то из (11) и (12) следует, что неравенство (4)
справедливо.

Перейдем к доказательству неравенства (5). Из (6) имеем

Dk
β
f(1) =

k∑
i=0

ck,iD
i
αf(1), k = 0, 1, ...,m.

Тогда

m∑
k=0

|Dk
β
f(1)| �

m∑
k=0

k∑
i=0

|ck,i|
∣∣Di

αf(1)
∣∣ = m∑

i=0

∣∣Di
αf(1)

∣∣ m∑
k=i

|ck,i| � c5

n∑
i=0

∣∣Di
αf(1)

∣∣ � c5 ‖f‖W n
p,α
,

где c5 = max
0�i�m

m∑
k=i

|ck,i|. Достаточность доказана.

Необходимость. Для доказательства необходимости используем те же рассуждения, что
и в работе [2]. Пусть имеет место вложение Wn

p,α ↪→ Wm
q,β

. Рассмотрим функцию f0(t) =

= t
−γα

0 −α0+ 1
p′ +1, где ε > 0 и 1

p + 1
p′ = 1. Имеем

Di
αf0 (t) =

i−1∏
j=0

(
−γα

j +
1
p′

+ ε

)
t
−γα

i + 1
p′ +ε

, i = 1, 2, ..., n− 1. (13)

Если при некотором i = 1, 2, . . . , n−1 выражение −γα
j + 1

p′ +ε обратится в нуль, то f0∈Wn
p,α.

Если такого i не существует, то из (13) получим

Dn
αf0(t) =

n−1∏
j=0

(
−γα

j +
1
p′

+ ε

)
t
−1+ 1

p′ +ε
.

Так как (−1 + 1
p′ + ε)p+ 1 = εp > 0, то выполняется условие

1∫
0

(
t
−1+ 1

p′ +ε
)p
dt <∞,



из которого следует, что f0 ∈Wn
p,α.

Теперь, последовательно вычисляя β – мультивесовые производные функции f0(t), находим

Dm
β
f0 (t) =

m−1∏
i=0

(
γβ

0 − γα
0 + β0 − α0 − γβ

i +
1
p′

+ ε

)
t
γβ
0 −γα

i +β0−α0−1+ 1
p′ +ε

.

В силу того, что в произведении участвует конечное число множителей, найдется такое

ε > 0, при котором
m−1∏
i=0

(
γβ

0 − γα
0 + β0 − α0 − γβ

i + 1
p′ + ε

)
�= 0.

Следовательно, для того, чтобы f0 ∈Wm
q,β

, необходимо выполнение условия

∫ 1

0

(
t
γβ
0 −γα

0 +β0−α0−1+ 1
p′ +ε

)q

dt <∞,

что равносильно условию (γβ
0 −γα

0 +β0−α0−1+ 1
p′ +ε)q+1 > 0. Откуда благодаря произвольности

ε > 0: γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 ≥ 1
p − 1

q . Теорема 1 доказана.
Т е о р е м а 2. Пусть 1 < p < ∞, γα

min > 1 − 1
p . Вложение Wn

p,α ↪→ Wn
p,β

имеет место

тогда и только тогда, когда γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 � 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость вытекает из доказательства необходимости теоремы

1 при p = q, так как в ходе доказательства нигде не использовано условие m < n.
Достаточность. Из (6) при k = n имеем

‖Dn
β
f‖p � c3

[(∫ 1

0

∣∣∣tγβ
0 −γα

0 +β0−α0Dn
αf(t)

∣∣∣p dt)
1
p

+

+
n−1∑
i=0

⎛
⎝ 1∫

0

∣∣∣tγβ
0 −γα

0 +β0−α0+γα
i −1

(
Di

αf(t) −Di
αf(1)

)∣∣∣p dt
⎞
⎠

1
p

+
n−1∑
i=0

∣∣Di
αf(t)

∣∣
⎤
⎥⎦ . (14)

Применяя как и в теореме 1 неравенство Харди (3) ко второму слагаемому правой части
(14) и оценку |tγβ

0 −γα
0 +β0−α0 | � 1, справедливую в силу γβ

0 − γα
0 + β0 − α0 ≥ 0 и 0 < t < 1, к

первому слагаемому, получим

‖Dn
β
f‖p � c′4

[
‖Dn

αf‖p +
n−2∑
i=0

∥∥Di+1
α f

∥∥
p,γi+1−1

+
n−1∑
i=0

∣∣Di
αf(t)

∣∣] � c′4

(
‖f‖(1)

W n
p,α

+
n−1∑
i=0

∣∣Di
αf(t)

∣∣) ,
(15)

где c′4 = c3 max(1 + kn−1, ki, i = 0, 1, . . . , n− 2).
В силу эквивалентности норм (1) и (12) из (15) следует неравенство в виде (4):

‖Dn
β
f‖p � c1 ‖f‖W n

1,α
,

которое вместе с неравенством (3) при m = n доказывает вложение Wn
p,α ↪→Wn

p,β
.

Теорема 2 доказана.
С л е д с т в и е 1. Пусть 1 < p < ∞, γα

min > 1 − 1
p , γ

β
min > 1 − 1

p . Пространство Wn
p,α

совпадает с пространством Wn
p,β

с точностью эквивалентности норм тогда и только тогда,
когда

n∑
i=0

αi =
n∑

i=0

βi. (16)



у

Д о к з а т е л ь с т в о. Действительно, на основании теоремы 2 выполнение вложений
Wn

p,α ↪→ Wn
p,β

и Wn
p,β

↪→ Wn
p,α эквивалентно, соответственно, выполнению условий: γβ

0 − γα
0 +

+ β0 − α0 и γα
0 − γβ

0 + α0 − β0 ≥ 0. Поэтому оба вложения одновременно выполняются тогда и
только тогда, когда γβ

0 −γα
0 +β0−α0 = 0, что равносильно условию (16). Следствие 1 доказано.

Пусть βn = μ, βi = 0, i = 0, 1, . . . , n − 1. Тогда условие γβ
min > 1 − 1

p эквивалентно условию
μ > n− 1

p и пространствоWn
p,β

превращается в пространство Л.Д. Кудрявцева [5]Wn
p,μ с нормой

‖f‖W n
p,μ

=
∥∥f (n)

∥∥
p,μ

+
n−1∑
i=0

∣∣f (i)(1)
∣∣. Из следствия 1 вытекает

С л е д с т в и е 2. Пусть 1 < p <∞, γα
min > 1− 1

p , μ > n− 1
p . Пространство Wn

p,α совпадает
с пространством Wn

p,μ с точностью эквивалентности норм тогда и только тогда, когда
n∑

i=0
αi = μ.

3. Вложение в случае γα
min < 1 − 1

p .

Т е о р е м а 3. Пусть 1 < p≤ q <∞, 0≤m < n, γα
min < 1− 1

p . Если γ
β
0 − γα

0 +β0 −α0 > 1−
− 1

q − γα
min, то имеет место вложение

Wn
p,α ↪→Wm

q,β
. (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из доказательства теоремы 1 следует, что для установления вло-
жения (17) достаточно показать справедливость неравенства (4).

В работе [4] показано, что в случае γα
min < 1− 1

p норма (1) пространства Wn
p,α эквивалентна

норме

‖f‖2
W n

p,α
= ‖Dn

αf‖p +
n−1∑
i=n1

∥∥Di
αf
∥∥

p,γα
i−1

+
n1−1∑
i=0

∥∥Di
αf
∥∥

p,γα
i −1+δ

, (18)

где n1 = max{i = i+ 1, 0 ≤ i≤ n− 1, γα
i < 1 − 1

p}, δ > 1 − 1
p − γα

min.
Доказательство будем проводить отдельно для возможных двух случаев: m + 1 ≤ n1 − 1 и

n≥m+ 1 > n1 − 1.
В случае m+1≤n1 +1 для установления неравенства (4), в силу эквивалентности норм (1)

и (18), достаточно показать, что

‖Dm
β
f‖q � c4

(
m+1∑
i=0

∥∥Di
αf
∥∥

p,γα
i −1+δ

+
m∑

i=0

∣∣Di
αf(1)

∣∣) (19)

для некоторого δ > 1 − 1
p − γα

min.

По условию теоремы γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 > 1 − 1
q − γα

min, откуда

γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 +
1
q
− 1
p
> 1 − 1

p
− γα

min. (20)

Выберем число δ так, чтобы

γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 +
1
q
− 1
p
≥ δ > 1 − 1

p
− γα

min. (21)

Из первой части неравенства (21) и (2) имеем

γα
i+1 − 1 + αi+1 + δ ≤ 1 − 1

p
+

1
q

+ (γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 + γα
i − 1), i = 0, 1, . . . , n− 1. (22)



Применяя неравенство Харди (3) в (7), в силу (20) и (22) получим

‖Dm
β
f‖q � c3

[
m∑

i=0

ki

(∫ 1

0

∣∣∣∣tγα
i+1−1+δ+αi+1

d

dt
Di

αf(t)
∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

+
m∑

i=0

∣∣Di
αf(1)

∣∣]≤

≤c4
[

m∑
i=0

(∫ 1

0

∣∣∣tγα
i+1−1+δDi+1

α f(t)
∣∣∣p dt)

1
p

+
m∑

i=0

∣∣Di
αf(1)

∣∣] �

≤c4
[

m+1∑
i=0

∥∥Di
αf
∥∥

p,γα
i −1+δ

+
m∑

i=0

∣∣Di
αf(1)

∣∣] ,
где c4 = c3 max(1,K, i = 0, 1, . . . ,m).

Теперь рассмотрим случай n≥m+ 1 > n1 − 1. Неравенство (7) представим в виде

‖Dm
β
f‖q � c3

[
m∑

i=n1−1

(∫ 1

0

∣∣∣tγβ
0 −γα

0 +β0−α0+γα
i −1

(
Di

αf(t) −Di
αf(1)

)∣∣∣q dt)
1
q

+

+
n1−2∑
i=0

(∫ 1

0

∣∣∣tγβ
0 −γα

0 +β0−α0+γα
i
(
Di

αf(t) −Di
αf(1)

)∣∣∣q dt)
1
q

+
m∑

i=0

|Di
αf(1)|

]
, (23)

где сумма
n1−2∑
i=0

считается равной нулю, если n1 < 2.

Применяя неравенство Харди (3), соответственно, к первой и ко второй сумме правой части
(23), на основании (8) и (10), (20) и (22) имеем:

‖Dm
β
f‖q � c3

[
m∑

i=n1−1

Ki

(∫ 1

0

∣∣∣∣tγi+1−1tαi+1
d

dt
Di

αf(t)
∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

+

+
n1−2∑
i=0

Ki

(∫ 1

0

∣∣∣∣tγi+1−1+δtαi+1
d

dt
Di

αf(t)
∣∣∣∣
q

dt

) 1
p

+
m∑

i=0

∣∣Di
αf(1)

∣∣]≤

≤c4
[

m+1∑
i=n1

∥∥Di
αf
∥∥

p,γi−1
+

n1−1∑
i=0

∥∥Di
αf
∥∥

p,γi−1+δ
+

m∑
i=0

∣∣Di
αf(1)

∣∣] .
Откуда в силу эквивалентности норм (1) и (18) следует справедливость оценки (4). Теорема

3 доказана.
Теорема 3 дает достаточное условие вложения (17), но, вообще говоря, его нельзя ослабить,

а именно, имеет место
У т в е р ж д е н и е 1. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, 0 ≤m < n, γα

min < 1 − 1
p , γ

α
min − γα

0 + β0 −
−α0 �= 0, γα

min − γα
0 +β0 −α0 + γβ

0 − γβ
i �= 0, i = 1, 2, . . . ,m− 1. Тогда из вложения (17) следует

γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 > 1 − 1
q − γα

min.
Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 1 аналогично доказательству утверждения в работе

[2]. Приведем его для полноты изложения.
Рассмотрим функцию f0(t) = tγ

α
min−γα

0 −α0 . Используя (2), имеем

Di
αf0(t) =

i−1∏
j=0

(
γα

min − γα
j

)
tγ

α
min−γα

i , i = 1, 2, . . . , n. (24)

Пусть γα
i0

= γα
min, 0 ≤ i0 ≤ n − 1. Если даже Di

αf0(t) �= 0∀i ≤ i0, то из (24) следует, что
Di0+1

α f0(t) = Dn
αf0(t) ≡ 0. Значит, f0 ∈Wn

p,α. В силу (17) функция f0 ∈Wm
q,β

.



у

Последовательно вычисляя β – мультивесовые производные функции f0(t), имеем

Dm
β
f0(t) = (γα

min − γα
0 + β0 − α0)

m−1∏
i=1

(
γα

min − γα
0 + β0 − α0 + γβ

0 − γβ
i

)
tγ

α
min−1+β0−α0+γβ

0 −γα
0 .

Из условий утверждения 1 следует, что Dm
β
f0(t) �= 0 при 0 < t≤ 1. Следовательно, для того

чтобы f0 ∈Wm
q,β

, должно выполняться условие
∫ 1

0

(
tγ

α
min−1+β0−α0+γβ

0 −γα
0

)q
dt <∞,

которое эквивалентно условию γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 > 1 − 1
q − γα

min. Утверждение 1 доказано.
З а м е ч а н и е. Из условия теоремы 3: γα

min < 1 − 1
p , γ

β
0 − γα

0 + β0 − α0 > 1 − 1
q − γα

min

следует γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 >
1
p − 1

q , которое в условиях теоремы 1 достаточно для вложения
(17). Однако, это условие, вообще говоря, не является достаточным для вложения (17) при
γα

min < 1 − 1
p .

Действительно, так как 1− 1
q − γα

min >
1
p − 1

q , то выбирая числа γα
i , i = 0, 1, . . . , n− 1, γβ

0 , β0

и α0 так, чтобы выполнялось

γα
min < 1 − 1

p
, 1 − 1

q
− γα

min > γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 >
1
p
− 1
q

и выполнялось условие утверждения 1, из доказательства этого утверждения получим, что
функция f0(·) принадлежит Wn

p,α, но не принадлежит Wm
q,β

.
4. Дополнение. Исходя из связи между пространствами Wn

p,α(0, 1) и Wn
p,α(1,+∞), возни-

кающей при замене переменной x = 1
t , полученные теоремы вложения можно переписать для

случая бесконечного промежутка (1,+∞). Действительно, с помощью указанной замены каж-
дая функция f ∈Wn

p,α(1,+∞) переводится в функцию f̃(x) = f( 1
x), лежащую в Wn

p,α̃(0, 1), где
α̃ = (α̃0, α̃1, . . . , α̃n); α̃n = −αn + 2 − 2

p ; α̃i = −αi + 2, i = n− 1, n− 2, . . . , 1; α̃0 = −α0.
Тогда

γα̃
i = −αn + 2 − 2

p
+

n−1∑
k=i+1

(−αi + 2 − 1) = −(αn +
n−1∑

k=i+1

(αi − 1)) + 2 − 2
p

= −γα
i + 2 − 2

p
.

Поэтому условие γα̃
min > 1 − 1

p равносильно условию γα
max < 1 − 1

p .
Аналогичным образом перейдем от пространства Wm

p,β
(0, 1) к пространству Wm

p,β̃
(1,+∞).

Тогда условие γβ̃
0 −γα̃

0 + β̃0− α̃0≤ 1
p − 1

q после соответствующей подстановки перейдет в условие
γβ

0 − γα
0 + β0 − α0 ≤ 1

p − 1
q .

Проведенные рассуждения позволяют записать следующие результаты:
Т е о р е м а 4. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, 0 ≤m < n, γα

max < 1 − 1
p . Тогда для непрерывного

вложения Wn
p,α(1,+∞) ↪→ Wm

q,β
(1,+∞) необходимо и достаточно, чтобы γβ

0 − γα
0 + β0 − α0 ≤

≤ 1
p − 1

q .
В случае m = n при p = q справедлива
Т е о р е м а 5. Пусть 1 < p < ∞, γα

max < 1 − 1
p . Вложение Wn

p,α(1,+∞) ↪→ Wn
p,β

(1,+∞)

имеет место тогда и только тогда, когда γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 ≤ 0.

В силу того, что условие γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 = 0 равносильно
n∑

i=0
αi =

n∑
i=0

βi имеем

С л е д с т в и е 3. Пусть 1 < p <∞, γα
max < 1 − 1

p , γ
β
max < 1 − 1

p . Пространство Wn
p,α(1,+

+∞) совпадает с пространством Wn
p,β

(1,+∞) с точностью эквивалентности норм тогда и

только тогда, когда
n∑

i=0
αi =

n∑
i=0

βi.



Пусть βn = μ, βi = 0, i = 0, 1, . . . , n−1. Тогда условие γβ
max < 1− 1

p эквивалентно условию μ <

1− 1
p и пространство Wn

p,β
(1,+∞) превращается в пространство Л.Д. Кудрявцева [5] Wn

p,μ(1,+

+∞) с нормой ‖f‖W n
p,μ

=
∥∥f (n)

∥∥
p,μ

+
n−1∑
i=0

∣∣f (i)(1)
∣∣. Из следствия 3 вытекает

С л е д с т в и е 4. Пусть 1 < p < ∞, γα
max < 1 − 1

p , μ < 1 − 1
p . Пространство Wn

p,α(1,+
+∞) совпадает с пространством Wn

p,μ(1,+∞) с точностью эквивалентности норм тогда и

только тогда, когда
n∑

i=0
αi = μ.

После перехода к случаю бесконечного промежутка условие γα̃
min < 1− 1

p переходит в условие

γα
max > 1− 1

p , а условие γβ̃
0 −γα̃

0 +β̃0−α̃0 > 1− 1
q −γα̃

min— в условие γβ
0 −γα

0 +β0−α0 < 1− 1
q −γα

max.
Поэтому имеем

Т е о р е м а 6. Пусть 1 < p≤ q <∞, 0≤m < n, γα
max > 1− 1

p . Если γ
β
0 − γα

0 +β0 −α0 < 1−
− 1

q − γα
max, то имеет место вложение Wn

p,α(1,+∞) ↪→Wm
q,β

(1,+∞).
Теорема 6 дает достаточное условие вложения Wn

p,α(1,+∞) ↪→ Wm
q,β

(1,+∞), но, вообще
говоря, его нельзя ослабить, а именно, имеет место

У т в е р ж д е н и е 2. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, 0 ≤ m < n, γα
max > 1 − 1

p , γ
α
max − γα

0 +

+ β0 − α0 �= 0, γα
max − γα

0 + β0 − α0 + γβ
0 − γβ

i �= 0, i = 1, 2, . . . ,m − 1. Тогда из вложения
Wn

p,α(1,+∞) ↪→Wm
q,β

(1,+∞) следует γβ
0 − γα

0 + β0 − α0 < 1 − 1
q − γα

max.
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ОБ УСЛОВИЯХ БАЗИСНОСТИ ОБОБЩЕННОЙ
СИСТЕМЫ ХААРА

Г. Акишев

Карагандинский государственный университет им. Е.А.Букетова
г. Караганда, ул.Университетская, 28, akishev@kargu.krg.kz

Введение. В статье рассматриваются условия базисности обобщенной системы Хаара в
симметричном пространстве.

Банахово пространство X измеримых по Лебегу на отрезке [0; 1] функций называется сим-
метричным, если
1) из |f(t)| ≤ |g(t)| почти всюду на [0, 1] и g ∈X следует, что f ∈X и ‖f‖X ≤ ‖g‖X ;
2) из f ∈ X и равноизмеримости функций |f(t)| и |g(t)| следует, что g ∈ X и ‖f‖X = ‖g‖X

(см.[1]).
Здесь и в дальнейшем ‖ψ‖X означает норму элемента ψ ∈X.
Примерами симметричных пространств являются пространства Лебега Lq, 1 ≤ q < +∞,

Орлича, Лоренца, Марцинкевича ([1], с.137).
Пусть χe(t) — характеристическая функция множества e ⊂ [0, 1]. Функция ϕ(μe) = ‖χe‖X

называется фундаментальной функцией пространства X, где μe — мера Лебега множества
e⊂ [0, 1].

Таким образом, фундаментальная функция симметричного пространства X есть функция
ϕ(t) = ‖χ[0,t]‖X , определенная на [0, 1].

Фундаментальную функцию ϕ(t) симметричного пространства можно считать вогнутой,
неубывающей, непрерывной на [0, 1] функцией, причем ϕ(0) = 0 ([1], с.137, 164). Такие функции
называются ψ-функциями.

В дальнейшем симметричное пространство X с фундаментальной функцией ϕ будем обо-
значать X(ϕ).

Через στ обозначим оператор растяжения (στf)(x) = f(x
τ ), если x

τ ∈ [0, 1] и (στf)(x) = 0,
если x

τ /∈ [0, 1]. Известно,что оператор στ непрерывен в любом симметричном пространстве и
существуют пределы

γ
X

= lim
τ→0

ln ‖στ‖X→X

ln τ
, γX = lim

τ→+∞
ln ‖στ‖X→X

ln τ
,

при этом 0 ≤ γ
X

≤ γX ≤ 1 ([2], с.1250; [1], с.131 ).
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Пусть X− симметричное пространство. Ассоциированное к нему пространство X1 состоит
из всех измеримых функций g(t), для которых

‖g‖X1 ≡ sup
f∈X
‖f‖X≤1

∫ 1

0
f(t)g(t)dt < +∞.

Известно, что сепарабельность симметричного пространства X является необходимым и доста-
точным условием совпадения ассоциированного к нему пространства X1 со всем сопряженным
пространством X ′ ([1], с.138).

Отметим также, что если ϕ(t) — фундаментальная функция симметричного пространства
X, то функция ϕ(t) = t

ϕ(t) при t ∈ (0, 1] и ϕ(0) = 0 является фундаментальной функцией
сопряженного пространства X ′ ([1], с.144).

Для функции ϕ(t), t ∈ [0, 1] положим

αϕ = lim
t→0

ϕ(2t)
ϕ(t)

, βϕ = lim
t→0

ϕ(2t)
ϕ(t)

.

Известно,что если X(ϕ) - симметричное пространство, то 1 ≤ αϕ ≤ βϕ ≤ 2.
Через C(α, q, r, . . . ) обозначим положительные постоянные, зависящие от указанных пара-

метров, вообще говоря, различных в разных формулах.
Запись A(y) � B(y) будет означать, что существуют положительные постоянные C1, C2

такие, что C1A(y) ≤ B(y) ≤ C2A(y) для всех y.
Пусть дана последовательность {pn} натуральных чисел таких, что pn ≥ 2 n = 1, 2, ....

Обобщенную систему Хаара χ{pk} = {χn(t)} на отрезке [0, 1] определим следующим образом
(см.[3], [4]).

Функция χ1(t) ≡ 1 на [0, 1]. Если n ≥ 2, то n = mk + r(pk+1 − 1) + s, где m0 = 1 и mk =
= p1p2...pk; k = 1, ...; r = 0, 1, ...,mk−1; s = 1, 2, ..., pk+1−1. Через А обозначим множество точек
вида l

mk
на отрезке [0, 1]. Тогда, если t ∈B, где B ≡ [0, 1] \A, то разложение

t =
∞∑

k=1

αk(t)
mk

, αk(t) = 0, 1, ..., pk − 1

единственно.
Теперь определим функцию χn(t) ≡ χs

k,r(t) следующим образом:

χn(t) = χ
(s)
k,r(t) =

⎧⎨
⎩

√
mkexp

2πisαk+1(t)
pk+1

, t ∈
(

r
mk
, r+1

mk

)
∩B,

0, t∈̄
[

r
mk
, r+1

mk

]
.

Пользуясь тем, что множество В всюду плотно на [0,1], функцию χn(t) по непрерывности про-
должим на интервал ( r

mk
, r+1

mk
). После этого в точках разрыва функцию χn(t) положим равной

полусумме её предельных значений справа и слева, а на концах отрезка [0,1] - её предельным
значениям изнутри отрезка.

Таким образом определенная система χ{pn} ортонормирована и полна в пространстве L1

(см.[3]). Здесь an(f) — коэффициенты Фурье функции f ∈ L1 по системе χ{pn}.
Если все pn = 2, (n = 1, 2, ...), то χ{pn} будет классической системой Хаара.
В 1927 г.Шаудер доказал, что система Хаара является базисом в пространстве Лебега

Lq, 1 ≤ q < +∞, а безусловная базисность системы Хаара в Lq, 1 < q < +∞ доказана Мар-
цинкевичем ([5], с.101). С.В.Бочкарев [6] обобщил результат Марцинкевича на рефлексивные
пространства Орлича. Отметим, что В.Ф. Гапошкиным [7] установлено, что в нерефлексивных
пространствах Орлича безусловных базисов нет. Эти вопросы в весовых пространствах Лебега
исследованы А.С.Кранцбергом [8], К.С.Казаряном [9].
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Далее, условия базисности и безусловной базисности обобщенной системы Хаара χ{pn}
в пространствах Лебега установлены Б.И. Голубовым [3], Е.А.Власовой [10]. В частности,
Е.А.Власова [10] доказала, что обобщенная система Хаара χ{pn}, определенная неограничен-
ной последовательностью {pn}, не является безусловным базисом в пространстве Lq, 1 < q �=
�= 2 < +∞. Этот результат на пространства Орлича обобщен в [11].

В предлагаемой заметке изучены условия базисности обобщенной системы Хаара в симмет-
ричных пространствах.

Для доказательства теорем нам понадобятся следующие утверждения.

Л е м м а 1. [12]. Если αϕ > 1 для ψ-функции ϕ(t), то при любом q∈ (0,+∞) выполняется
соотношение

1∫
x

[ϕq(t)t]−1dt = O(ϕ−q(x)), x ∈ (0, 1].

Л е м м а 2. ([12], с.10). Пусть даны ψ — функции ϕ1(x) и ϕ2(x), x ∈ [0, 1] и βϕ1 < αϕ2 .
Тогда для функции

θ(x) =

{
ϕ2(x)
ϕ1(x) , x ∈ (0, 1],
0, x = 0

существует ψ-функция θ1(x), для которой αθ1 > 1 и θ1(x) � θ(x), x ∈ [0, 1].

1. О безусловной базисности системы χ{pn}.
Следующее утверждение непосредственно следует из теорем Б.И. Голубова [3] и Бойда [2].
Т е о р е м а 1. Пусть X(ϕ) - сепарабельное симметричное пространство и 0 < γ

X
≤ γX <

1. Тогда обобщенная системаХаара χ{pn}, определенная произвольной последовательностью
{pn} является базисом в пространстве X(ϕ).

Т е о р е м а 2. Обобщенная система Хаара, определенная ограниченной последовательно-
стью {pn}, является безусловным базисом в любом сепарабельном симметричном простран-
стве X(ϕ), 0 < γ

X
≤ γX < 1. При этом имеет место соотношение

‖{
∞∑

n=1

|an(f)χn(·)|2}1/2‖X � ‖f‖X , f ∈X(ϕ). (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию теоремы sup
n
pn < +∞. Поэтому в силу теоремы 2.3

[10] обобщенная система Хаара χ{pn} будет безусловным базисом в пространстве Лебега Lq, 1 <
q <∞. Тогда оператор Tε:

(Tεf)(x) =
∞∑

n=1

εnan(f)χn(x)

ограничен в пространстве Lq для любой последовательности ε = {εn} чисел εn = ±1 (след-
ствие 4 из [5], с.24). Следовательно, по теореме Бойда [2] оператор Tε ограничено действует в
симметричном пространстве X(ϕ), 0 < γ

X
≤ γX < 1. Значит, система χ{pn} будет безусловным

базисом в пространстве X(ϕ) ([5], с.24). Теперь докажем соотношение (1). В силу теоремы 11
([5], с.24) сублинейный оператор

P (f, x) = {
∞∑

n=1

|an(f)χn(x)|2}1/2 (2)

ограниченно действует в пространстве Lq. Поэтому в силу интерполяционной теоремы Янсона
[13] этот оператор ограничен в симметричном пространстве X(ϕ) т.е.

‖P (f)‖X ≤ C‖f‖, f ∈X(ϕ).



Противоположное неравенство следует из принципа двойственности. Теорема доказана.
З а м е ч а н и е . Отметим,что если некоторая полная,минимальная ортонормирован-

ная система {ψn} является безусловным базисом в симметричном пространстве X(ϕ), 0 <
γ

X
≤ γX < 1, то имеет место соотношение

‖{
∞∑

n=1

|an(f)ψn(·)|2}1/2‖X � ‖f‖X , f ∈X(ϕ).

Это соотношение доказывается по той же схеме, что (1).
Т е о р е м а 3. Пусть X(ϕ) - сепарабельное симметричное пространство,

√
2 < αϕ ≤ βϕ <

2 или 1 < αϕ ≤ βϕ <
√

2. Тогда обобщенная система Хаара, определенная неограниченной
последовательностью {pn} не будет безусловным базисом в пространстве X(ϕ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как последовательность {pn} неограничена, то существует
подпоследовательность {pnk+1} такая, что pnk+1 > 2k.
Пусть

√
2 < αϕ, т.е. L2 ⊂X(ϕ). Выберем число ε > 0 такое, что

αϕ > 2
1
2
+ε >

√
2.

Тогда по лемме 2 существует ψ–функция Q(t) такая, что

ϕ(t)

t
1
2
+ε

� Q(t). (3)

В частности, Q(t) −→ 0 при t −→ 0. Рассмотрим ряд

∞∑
n=1

mn−1∑
r=0

pn+1−1∑
s=1

a(s)
n,rχ

(s)
n,r(t), t ∈ [0, 1] (4)

с коэффициентами

a(s)
n,r =

⎧⎨
⎩

p−ε
n+1

ϕ(p−1
n+1)

√
mn
, n = nk

0, n �= nk,

где r = 0, 1, ...,mn − 1, s = 1, 2, ..., pn+1 − 1.
Покажем, что ряд (4) сходится по норме симметричного пространстваX(ϕ) . Используя нера-
венство треугольника будем иметь

‖
k2∑

k=k1

mnk
−1∑

r=0

pnk+1−1∑
s=1

a(s)
nk,rχ

(s)
nk,r‖X ≤

k2∑
k=k1

‖
mnk

−1∑
r=0

pnk+1−1∑
s=1

a(s)
nk,rχ

(s)
nk,r‖X . (5)

Положим

Qmnk
(t) =

mnk
−1∑

r=0

pnk+1−1∑
s=1

a(s)
nk,rχ

(s)
nk,r(t).

Для любой функции g ∈X ′(ϕ), ‖g‖X′ ≤ 1 имеет место равенство

|
1∫

0

Qmnk
(t)g(t)dt| = |

mnk
−1∑

j=0

j+1
mnk∫
j

mnk

Qmnk
(t)g(t)dt| (6).
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Если r �= j, то по определению функции χ(s)
nk,r(t) = 0 для любого t ∈ [ j

mnk
, j+1

mnk
]. Поэтому при

фиксированном j получим
j+1
mnk∫
j

mnk

Qmnk
(t)g(t)dt =

mnk
−1∑

r=0

pnk+1−1∑
s=1

a(s)
nk,r

j+1
mnk∫
j

mnk

χ(s)
nk,r(t)g(t)dt =

=
pnk+1−1∑

s=1

a(s)
nk,r

r+1
mnk∫
r

mnk

χ(s)
nk,r(t)g(t)dt =

pnk+1−1∑
s=1

a(s)
nk,r

pnk+1−1∑
l=0

r
mnk

+ l+1
mnk+1∫

r
mnk

+ l
mnk+1

χ(s)
nk,r(t)g(t)dt =

=
pnk+1−1∑

s=1

a(s)
nk,r

pnk+1−1∑
l=0

√
mnk

exp(2πis
l

pnk+1
)

r
mnk

+ l+1
mnk+1∫

r
mnk

+ l
mnk+1

g(t)dt =

=
pnk+1

−ε

ϕ(p−1
nk+1)

pnk+1−1∑
l=0

r
mnk

+ l+1
mnk+1∫

r
mnk

+ l
mnk+1

g(t)dt
pnk+1−1∑

s=1

exp(2πis
l

pnk+1
). (7)

Если l = 0, то
pnk+1−1∑

s=1

exp(2πis
l

pnk+1
) = pnk+1 − 1.

Если l �= 0, то
pnk+1−1∑

s=1

exp(2πis
l

pnk+1
) = −1.

Поэтому

pnk+1−1∑
l=0

r
mnk

+ l+1
mnk+1∫

r
mnk

+ l
mnk+1

g(t)dt
pnk+1−1∑

s=1

exp(2πis
l

pnk+1
) =

= (pnk+1 − 1)

r
mnk

+ l+1
mnk+1∫

r
mnk

g(t)dt−
pnk+1−1∑

l=1

r
mnk

+ l+1
mnk+1∫

r
mnk

+ l
mnk+1

g(t)dt. (8)

Следовательно, из равенств (7) и (8) получим
r+1
mnk∫
r

mnk

Qmnk
(t)g(t)dt =

p−ε
nk+1

ϕ(p−1
nk+1)

[(pnk+1 − 1)

r
mnk

+ 1
mnk+1∫

r
mnk

g(t)dt−

r+1
mnk∫

r
mnk

+ 1
mnk+1

g(t)dt]. (9)

Подставляя Формулу (9) в (6), будем иметь

|
1∫

0

Qmnk
(t)g(t)dt| = |

mnk
−1∑

r=0

p−ε
nk+1

ϕ(p−1
nk+1)

[(pnk+1 − 1)

r
mnk

+ 1
mnk+1∫

r
mnk

g(t)dt−



−

r+1
mnk∫

r
mnk

+ 1
mnk+1

g(t)dt]| ≤ p−ε
nk+1

ϕ(p−1
nk+1)

(pnk+1 − 1)
∣∣∣∣
mnk

−1∑
r=0

r
mnk

+ 1
mnk+1∫

r
mnk

g(t)dt
∣∣∣∣+

+
p−ε

nk+1

ϕ(p−1
nk+1)

∣∣∣∣
mnk

−1∑
r=0

r+1
mnk∫

r
mnk

+ 1
mnk+1

g(t)dt
∣∣∣∣. (10)

Положим Ek =
mnk

−1⋃
r=0

[ r
mnk

, r
mnk

+ 1
mnk+1

], тогда μEk = 1
pnk+1

. С учетом определения фундамен-

тальной функции из (10) получим

|
1∫

0

Qmnk
(t)g(t)dt| ≤ p−ε

nk+1

ϕ(p−1
nk+1)

[(pnk+1)|
∫
Ek

g(t)dt| + |
∫

[0,1]\Ek

g(t)dt|] ≤

≤ p−ε
nk+1

ϕ(p−1
nk+1)

[(pnk+1 − 1)
ϕ(p−1

nk+1)
pnk+1

+
pnk+1 − 1
pnk+1

ϕ(
pnk+1

pnk+1 − 1
)] ≤

≤ 2(1 − 1
pnk+1

)p−ε
nk+1 < 2p−ε

nk+1 ≤ 2−kε+1.

Поэтому ‖Qmnk
‖X ≤ 2−kε+1 для любого k = 1, 2, ... Следовательно, из (5) следует

‖
k2∑

k=k1

mnk
−1∑

r=0

pnk+1−1∑
s=1

a(s)
nk,rχ

(s)
nk,r‖X ≤ 2

k2∑
k=k1

2−kε −→ 0

при k1, k2 −→ +∞. Этим мы доказали,что последовательность {
l∑

k=1

Qmnk
(t)} фундаментальна

в симметричном пространстве X(ϕ) . Поэтому в силу полноты пространства X(ϕ) существует
функция f0 ∈X(ϕ) такая, что ряд (4) сходится к ней по норме пространства X(ϕ).

Допустим, что обобщенная система Хаара χ{pn}, определенная неограниченной последова-
тельностью {pn} будет безусловным базисом в симметричном пространстве X(ϕ). Тогда опера-
тор P , определенный равенством (2 ), ограничен в пространстве X(ϕ). Следовательно, имеет
место неравенство

‖(
∞∑

n=1

|an(f0)χn|2) 1
2 ‖X ≤ C‖f0‖X < +∞. (11)

Далее, по определению функций χn(t) и чисел an(f0) получим

‖f0‖X ≥ ‖(
ν∑

k=1

mnk
−1∑

r=0

pnk+1−1∑
s=1

|a(s)
nk,r(f0)χ(s)

nk,r|2)1/2‖X =

= ‖(
ν∑

k=1

(pnk+1 − 1)[
p−ε

nk+1

ϕ(p−1
nk+1)

]2)1/2‖X = ‖χ[0,1]‖X{
ν∑

k=1

(pnk+1 − 1)[
p−ε

nk+1

ϕ(p−1
nk+1)

]2}1/2.

Таким образом,

‖f0‖X ≥ ‖χ[0,1]‖X{
ν∑

k=1

(pnk+1 − 1)[
p−ε

nk+1

ϕ(p−1
nk+1)

]2}1/2. (12)



у

Из (3) следует, что t
1
2+ε

ϕ(t) −→ +∞ при t −→ 0 и из (12) получим

‖f0‖X ≥ ‖χ[0,1]‖X{
ν∑

k=1

(pnk+1 − 1)[
p−ε

nk+1

ϕ(p−1
nk+1)

]2}1/2 ≥

2
3
‖χ[0,1]‖X{

ν∑
k=1

[
( 1

pnk+1
)

1
2
+ε

1
pnk+1

ϕ(p−1
nk+1)

]2}1/2 −→ +∞, ν −→ +∞,

т.е. ‖f0‖X = +∞. А это противоречит (11). Следовательно, система χ{pn} не может быть
безусловным базисом в пространстве X(ϕ) при условии

√
2 < αϕ ≤ βϕ < 2.

Рассмотрим случай 1 < αϕ ≤ βϕ <
√

2. Тогда
√

2 < αϕ ≤ βϕ < 2. Если допустить, что
система χ{pn} есть безусловный базис в симметричном пространстве X(ϕ), то, как известно,
сопряженная система χ{pn} должна быть безусловным базисом в пространстве X ′

(ϕ). Но это
противоречит доказанному. Теорема доказана.
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О КРИТЕРИЯХ ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
ДАРБУ-ПРОТТЕРА ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА

МНОГОМЕРНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С. А. Алдашев

КазАТК имени М. Тынышпаева
480068, Алматы, пр. аль-Фараби, 71

В работе для одного класса многомерных гиперболических уравнений получены критерий
единственности решения задачи Дарбу – Проттера.

Пусть Dε - конечная область евклидова пространства Em+1 точек (x1 . . . , xm, t) ограничен-
ная поверхностями |x| = t+ε, |x| = 1− t и плоскостью t = 0, где |x| длина вектора (x1, . . . , xm),
0 ≤ t ≤ (1 − ε)/2, 0 ≤ ε < 1. Части этих поверхностей, образующих границу ∂Dε области Dε,
обозначим Sε, S1 и S соответственно.

В области Dε рассмотрим многомерное гиперболическое уравнение

Δxu− utt +
m∑

i=1

ai(x, t)uxi + b(x, t)ut + c(x, t)u = 0, (1)

где Δx - оператор Лапласа по переменным x1, . . . , xm,m≥ 2.
Рассмотрим многомерный аналог задачи Дарбу для уравнения (1) ([1]).
Задача 1. Найти в областиDε решение уравнения (1) из класса C(Dε)∩C1(Dε∪S)∩C2(Dε),

удовлетворяющие краевым условиям

u

∣∣∣∣
S

= 0, u

∣∣∣∣
Sε

= 0, (2)

или

ut

∣∣∣∣
S

= 0, u

∣∣∣∣
Sε

= 0, (3)

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1, . . . , xm, t к сферическим
r, θ1, . . . , θm−1, t сохранив обозначения, использованные в [2].

Пусть {Y k
n,m(θ)} - система линейно независимых сферических функций порядка n, 1 ≤ k ≤

≤ kn, (m− 2)!n! kn = (n+m− 3)!(2n+m− 2), θ = (θ1, . . . , θm−1).

Keywords: statically rough boundary, "scalene"approaching
2000 Mathematics Subject Classification: 74J20
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Введем класс функций

Lp = {u : u(r, θ, t) =
p∑

n=0

kn∑
k=1

vk
n(r, t)Y k

n,m(θ), 0 ≤ p < (7 −m)/2}.

Пусть ai(x, t) = b(x, t) = c(x, t) ≡ 0, i = 1, . . . ,m. Тогда имеет место

Т е о р е м а 1. Если ε = 0, то решение задачи 1 тривиальное, тогда и только тогда, если
u ∈ Lp.

Т е о р е м а 2. Решение задачи 1 тождественно равно нулю ⇔ ε > 0.

Если ai(x, t), b(x, t), c(x, t) ∈W l
2(Dε), i = 1, . . . ,m, l ≥m+ 1, то справедлива

Т е о р е м а 3. В классе C1(Dε)∩C2(Dε) решение задачи 1 u(x, t)≡0 тогда и только тогда,
если ε > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Сначала рассмотрим задачу (1), (2). В сферических
координатах уравнение (1) имеет вид [3]

urr +
m− 1
r

ur − 1
r2
δu− utt = 0, (4)

δ ≡−
m−1∑
j=1

1
gj · sinm−j−1 θj

· ∂

∂θj

(
sinm−i−1 θj · ∂

∂θj

)
,

g1 = 1, gj = (sin θ1 . . . sin θj−1)2, j > 1.

Так как искомое решение задачи (1), (2) принадлежит классу C(Dε)∩C1(Dε ∪S)∩C2(Dε),
то его можно искать в виде ряда

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑
k=1

vk
n(r, t) · Y k

n,m(θ), (5)

где vk
n(r, t) — функции, подлежащие определению.

Подставляя (5) в (4), используя ортогональность сферических функций Y k
n,m(θ)([3]) полу-

чим
vk

nrr +
m− 1
r

vk
nr − vk

ntt −
λn

r2
vk

n = 0, λn = n(n+m− 2). (6)

В (6) произведя замену переменной vk
n(r, t) = r(1−m)/2vk

n(r, t) и положив затем ξ = (r+ t)/2,
η = (r − t)/2 будем иметь

vk
nξη +

[(m− 1)(3 −m) − 4λn]
4(ξ + η)2

vk
n = 0. (7)

Тогда краевые условие (2) для функции vk
n(ξ, η) перепишутся в виде

vk
n(ξ, ξ) = τk

n(ξ) ≡ 0, vk
n(ξ, 0) = 0, 0 ≤ ξ ≤ 1/2. (8)

Используя общее решение уравнения (7) ([4]), нетрудно показать, что решение задачи Коши
для уравнения (7) имеет вид

vk
n(ξ, η) =

1
2
τk
n(η)R(η, η; ξ, η) +

1
2
τk
n(ξ)R(ξ, ξ, ξ, η)+



+
1√
2

ξ∫
η

[
νk

n(ξ1)R(ξ1, ξ1; ξ, η) − τk
n(ξ1)

∂

∂N
R(ξ1, η1; ξ, η)

∣∣∣∣
ξ1=η1

]
dξ1, (9)

где

R(ξ1, η1; ξ, η) = Pμ

[
(ξ1 − η1)(ξ − η) + 2(ξ1η1 + ξη)

(ξ1 + η1)(ξ + η)

]
— функция Римана уравнения (7)([5]), а Pμ(z) — функция Лежандра, μ = n+ (m− 3)/2,

νk
n(ξ1) =

∂vk
n

∂N

∣∣∣∣∣
ξ1=η1

=
(
∂ξ1
∂N ′ ·

∂vk
n

∂η1
+
∂η1

∂N ′ ·
∂vk

n

∂ξ1

) ∣∣∣∣∣
ξ1=η1,

N ′ — нормаль к прямой ξ = η в точке (ξ1, η1), направленная в сторону полуплоскости η ≤ ξ.
Из (9) при η = 0 используя краевые условие (8) получим интегральное уравнение Вольтерра

первого рода

0 =

ξ∫
0

νk
n(ξ1) · Pμ

(
ξ1
ξ

)
dξ1, 0 ≤ ξ ≤ 1/2 (10)

В [2] доказано, что уравнение (10) в классе C([0, 1/2]) при μ≥2 имеет нетривиальное решения
вида

νk
n(ξ) = ξβ , β = μ− 2(s+ 1) ≥ 0, s = 0, 1, . . .

Решение уравнение (10) тождественно равно нулю тогда и только тогда, если −1
2 ≤ μ < 2, т.е.

0 ≤ n < (7 −m)/2.
Таким образом, если u ∈ Lp, то решение задачи (1),(2) u(r, θ, t) ≡ 0.
Если u 
∈Lp, то задачи (1), (2) имеют нетривиальные решение вида

u(r, θ, t) =
∞∑

n=3

kn∑
k=1

n−l · vk
n(r, t)Y k

n,m(θ), (11)

где vk
n(r, t) определяются из (9), где νk

n(ξ) = ξβ , β = μ− 2s≥ (m+ 1)/2, s = 0, 1, . . .
Аналогично, как в [6] можно доказать, что полученное решение (11) принадлежит искомому

классу, если l > 3m/2.
Далее используя результаты [2, с.14] можно показать, что задача (1), (3) также имеет нену-

левое решения вида (11), где vk
n(r, t) находятся из (9), при этом τk

n(ξ) = ξβ , β = μ− 2s > (m+
+ 3)/2, s = 0, 1 . . . .

Теорема 1 доказана.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Если ε > 0, то в [2, c.30] показано, что решение

задачи 1 u(x, t) ≡ 0.
Пусть теперь решение задачи 1 u(x, t) ≡ 0. Покажем, что ε > 0. Предположим противное,

т.е. ε = 0
Если ε = 0, то из теоремы 1 вытекает, что задача 1 имеют нетривиальные решения вида

(11). Приходим к противоречию.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Пусть ε > 0. Тогда в [2., c. 53] показано, что реше-

ние задачи 1 u(x, t) ≡ 0
Если ε = 0,то в этом случае в [6] построены примеры нетривиальных решений задачи 1.

Цитированная литература

1. Protter M. N. New voundary value problems for the wave equation and of mixed type. // J.Rath.
Mech. and Anal., 1954, vol.3, N4, p. 435 - 446.



у

2. Алдашев С. А. Краевые задачи для многомерных гиперболических и смешанных уравнений.
// Алматы: Гылым, 1994 - 170 c.

3. Михлин С. Г. Многомерное сингулярные интегралы и интегральные уравнения. // М.:
Физматгиз, 1962 - 254 с.

4. Бицадзе А. В. Уравнение смешанного типа. // М.: Изд - во АН СССР, 1959 - 164 с.
5. Copson E. T. On the Riemann-Green function. // J. Rath. Mech. and Anal. 1958. 1. p. 324 -

348.
6. Алдашев С. А. О задачах Дарбу для одного класса многомерных гиперболических уравне-

ний. // Дифференциальные уравнения. 1998, 34, N1, c. 1 - 5.

Поступила в редакцию 28.01.2002г.



Математический журнал. Алматы. 2002. Том 2. № 4 (6). C. 30 — 33

УДК 681.5

АНАЛИЗ ДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ СИСТЕМЫ
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ С ИЗМЕНЯЮЩЕЙСЯ
КОНФИГУРАЦИЕЙ СТОХАСТИЧЕСКИМ ОБЪЕКТОМ С

ЗАПАЗДЫВАНИЕМ. II

Е. Т. Аяганов, С. В. Носкова

Институт проблем информатики и управления МОН РК
480100, Алматы, ул. Пушкина 125, Ayaganov@mail.ru

Исследуются динамического свойства притяжения в среднеквадратическом стохастической,
нестационарной системы управления с изменяющейся конфигурацией объектом с запаздыва-
нием на основе стохастического аналога прямого метода Ляпунова с использованием функции
Ляпунова и подхода Разумихина.

1. Введение

Во введении первой части настоящей статьи ([1], §1) приведен обзор по проблеме исследова-
ния динамического свойства диссипативности и притяжения в среднеквадратическом нелиней-
ной системы управления стохастическим объектом с запаздыванием. Показано, что наиболее
перспективным классом объектов с запаздыванием являются системы автоматического управ-
ления с изменяющейся конфигурацией, разработанных на базе принципа бинарности, подходе
Разумихина и концепции метода сравнения с векторной функцией Ляпунова.

Вторая часть настоящей статьи посвящена исследованию динамического свойства притяже-
ния в среднеквадратическом для системы автоматического управления с изменяющейся кон-
фигурацией нестационарным стохастическим объектом с запаздыванием на основе стохасти-
ческого аналога прямого метода Ляпунова [2], принципа бинарности [3], подхода Разумихина
[4].

2. Основной результат

Постановка задачи приведена в первой части настоящей статьи ([1], §2).
Пусть существует положительно-определенная функция

V = V (t, x), V (t, 0) = 0, (1)

Keywords: stochastic object with delay, stochastic analogue of direct Lyapunov’s method, property of dissipativity in
mean-square, control systems with varying configuration
2000 Mathematics Subject Classification: 65G40
c© Е. Т. Аяганов, С. В. Носкова, 2002.
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и существуют непрерывные, монотонно возрастающие функции W1(‖ x ‖), W2(‖ x ‖) [5], такие,
что выполнены условия

V (t, x) ≤W1(‖ x ‖), V (t, x) ≥W2(‖ x ‖), (2)

причем W2(‖ r ‖) → ∞ при ‖ r ‖→ ∞.
Выберем скалярную функцию Ляпунова

V (t, x) = xT (t)H(t)x(t), H(t) = HT (t) > 0, (3)

где H(t) — функциональная, положительно-определенная, симметрическая матрица размерно-
сти (n× n).

Аналогом производной функции Ляпунова V (t, x) для дифференциальных уравнений с за-
паздывающим аргументом является скалярно-оптимизационная функция [4]

R(t, x) = sup{LV (t, xth) | xth ∈ μV (x, t)}, (4)

где LV (t, xth) — стохастический производящий оператор, μV (x, t) = {xth | V (υ, x(υ)) ≤ V (t, x),
t − h ≤ υ ≤ t, x(t) = x} — множество интегральных линий, вдоль которых функция V (t, x)
убывает.

Как следует из вышеприведенных постановок задач управления ([1], §2), после попадания
траекторий движения в допустимую ограниченную область ϑ(x) необходимо обеспечить свой-
ство притяжения в среднеквадратическом траекторий движения к ограниченному множеству
конусного типа G2δ.

Задача управления для подсистемы притяжения с запаздыванием формулируется следу-
ющим образом: необходимо выбрать настраиваемые параметры в алгоритме управления под-
системы притяжения таким образом, чтобы в области G1δ обеспечивались в среднеквадра-
тическом желаемые динамичекие свойства движения, а множество G2δ обладало свойством
притяжения в среднеквадратическом для решений подсистемы притяжения с запаздыванием.

Дадим определение понятия притяжения в среднеквадратическом множества G2δ.

О п р е д е л е н и е 2 . Множество G2δ называется притягивающим в среднеквадрати-
ческом для стохастической нестационарной подсистемы притяжения с запаздыванием, если
при любых to и для всех возмущенных движений, удовлетворяющих условию ‖ ϕ(υ) ‖< ν(t0),
где ν∈[t0−h, t0], ν(t0) — некоторое число, существует такой момент времени t1 = t1(ϕ(υ), t0),
для которого все M

[| x(t, ϕ(υ)) |2] ∈G2δ при любом t≥ t1.

Пусть в математической модели (1)–(3), (5), (12)–(14) ([1], §2) векторное управление U2(t) =
= (U21(t), . . . , U2m(t))T представляет собой нелинейную функцию (14) ([1], §2), удовлетворяю-
щую секторному ограничению вида

0 ≤ U2i(x(t), σ′(x(t)))
σ′(x(t))

≤ q0i для σ′(x(t)) �= 0, q0i = const > 0, i = 1,m . (5)

Для исследования динамического свойства притяжения в среднеквадратическом рассмат-
риваемой подсистемы управления сделаем аналогичные предыдущему случаю предположения
относительно выбираемой функции Ляпунова.

При выбранной функции Ляпунова (18) ([1], §3) выражение для стохастического произ-
водящего оператора LV (t, xth), взятого в силу выражения (1), (8) ([1], §2), представляется
следующим образом

LV (t, xth) = [A(t)x(t) +Ah(t)x(t− h) +B(t)U2(t)]Vx +
1
2
trD(x, t)DT (x, t)Vxx . (6)



При выбранной функции Ляпунова множество G2δ будет обладать свойством притяжения в
среднеквадратическом на решениях стохастической, нестационарной подсистемы притяжения
при выполнении условий

V (x, t) > 0, R(t, x) < 0 ∀M [| x(t, ϕ(υ)) |2] �∈G2δ. (7)

Условия, обеспечивающие свойство притяжения в среднеквадратическом стохастической
нестационарной подсистемы притяжения к ограниченному множеству конусного типа, форму-
лируются в следующей теореме.

Т е о р е м а 2 . При выбранной функции Ляпунова (3), стохастическая нестационар-
ная подсистема притяжения с запаздыванием (1)—(3), (5), (12)—(14) ([1], §2) обладает
свойством притяжения в среднеквадратическом и область G2δ будет притягивающей для
M
[| x(t, ϕ(υ)) |2] , если выполняются следующие условия

u > 0 , ρ > pTu−1p , (8)

где u = −(F T (t)H(t)+H(t)F (t)+H(t)Ah(t)AT
h (t)H(t)+E+ λmH(t)+dH(t)/dt), F (t) =

1
2
λ̃mE+

+A(t), p = −H(t)B(t)− 1
2
c̃T r(t), ρ = Q−1r(t), λ̃m — максимальное значение характеристиче-

ских чисел соответствующих пучков квадратичных форм, формируемых в процессе доказа-
тельства теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Слагаемое trD(x, t)DT (x, t)Vxx в выражении (6) оценивается, как
и в первой части статьи ([1], §3).

Тогда с учетом (29) ([1], §3), выражение для скалярно-оптимизационной функции примет
вид

R(t, x) = sup{xT (t)(AT (t)H(t) +H(t)A(t) + λmH(t) + dH(t)/dt)x(t)+
+2xT (t)H(t)Ah(t)x(t− h) + 2xT (t)H(t)B(t)U2(t) | xth ∈ μV (x, t)}. (9)

Слагаемое 2xT (t)H(t)Ah(t)x(t− h) оценивается аналогично, как и при доказательстве тео-
ремы о диссипативности в среднеквадратическом ([1], §3).

Тогда с учетом (31) ([1], §3) получим

R(t, x) = xT (t)(AT (t)H(t) +H(t)A(t) + λmH(t) + E+
+H(t)Ah(t)AT

h (t)H(t) + dH(t)/dt)x(t) + 2xT (t)H(t)B(t)U2(t).
(10)

Представим выражение для множества конусного типа в виде

G2δ = {M [| x(t, ϕ(υ)) |2] : σ+(t)σ−(t) = xT (t)c̃T c̃x(t) ≤ 0}. (11)

Учитывая, что выражение (10) должно быть отрицательно (или неположительно) при вы-
полнении (5), воспользуемся S-процедурой. Тогда выражение для S-функции будет иметь сле-
дующей вид

S(x, t) = −R(t, x) + r(t)U2(t)[σ′(t) −Q−1
0 U2(t)] − r(t)xT (t)c̃T c̃x(t), (12)

где r(t) > 0,. Тогда условие (7) будет выполнено, если справедливо условие (34) ([1], §3).
Проделав необходимые преобразования выражения (12) с учетом вышеприведенных выра-

жений, получим

S(x, t) = −xT (t)(AT (t)H(t) +H(t)A(t) +H(t)Ah(t)AT
h (t)H(t) + dH(t)/dt+ E+

+λmH(t) +G)x(t) − 2xT (t)(H(t)B(t) + 1
2r(t)c̃

T )U2(t) − r(t)UT
2 (t)Q−1

0 U2(t),
(13)

где G = r(t)c̃T c̃ — матрица размерности (n× n).
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Получим оценки составляющей xT (t)Gx(t) в выражении (13) в следующем виде

xT (t)Gx(t) ≤ λ̃j
mx

T (t)H(t)x(t), j = 1, 2. (14)

Для оценки значения λ̃j
m с учетом свойства положительной определенности матрицыH(t) =

= HT (t) > 0 составляются пучки квадратичных форм

xT (t)Gx(t) − λ̃jxT (t)H(t)x(t), j = 1, 2. (15)

Характеристические уравнения пучков (15) запишутся в виде

det(G1 − λ̃1H(t)) = 0, det(G2 − λ̃2H(t)) = 0, (16)

где G1 = c̃1T c̃1, G2 = c̃2T c̃2, c̃1T = cT + δβT , c̃2T = cT − δβT .
Проранжируем полученные характеристические числа уравнений (16) следующим образом:

λ̃1
1 ≤ λ̃1

2 ≤ . . .≤ λ̃1
m, λ̃2

1 ≤ λ̃2
2 ≤ . . .≤ λ̃2

m. (17)

В этом случае справедливо неравенство

λ̃1
1 ≤

xT (t)G1x(t)
xT (t)H(t)x(t)

≤ λ̃1
m, λ̃

2
1 ≤

xT (t)G2x(t)
xT (t)H(t)x(t)

≤ λ̃2
m, (18)

λ̃1 = min{λ̃1
1, λ̃

2
1}, λ̃m = max{λ̃1

m, λ̃
2
m}, (19)

где λ̃i
1, λ̃i

m, i = 1, 2 — соответственно, минимальные и максимальные значения характеристи-
ческих чисел пучков квадратичных форм (18).

Таким образом, выражение для S-функции можно представить в следующем виде:

S(x, t) = xT (t)ux(t) + 2xT (t)pU2(t) + UT
2 (t)ρU2(t), (20)

где u = −(F T (t)H(t)+H(t)F (t)+H(t)Ah(t)AT
h (t)H(t)+E+ λmH(t)+dH(t)/dt), F =

1
2
λ̃mE+

+A(t), p = −H(t)B(t) − 1
2
c̃T r(t), ρ = Q−1

0 r(t).

Представим выражение (20) в векторно-матричной форме

(xT (t) U2(t))
[
u p
pT ρ

](
x(t)
U2(t)

)
> 0. (21)

Для выполнения неравенства (21) достаточно, чтобы[
u p
pT ρ

]
> 0, (22)

т.е. получим выражение (8), что и требовалось доказать.
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O ГАУССОВЫХ ФОРМУЛАХ ВОССТАНОВЛЕНИЯ
ФУНКЦИОНАЛОВ НА ET -СИСТЕМАХ

В.В. Жук

Институт математики МО и Н РК
480100, Алматы, ул.Пушкина, 125, vladimir_zhuk@mail.ru

Гауссовым формулам восстановления для различных систем функций посвящено достаточ-
но большое количество работ (см., напр., [1]—[3]). Обзор теории гауссовых квадратур можно
найти, например, в [4]. В работе [2] найдены оценки порядка точности гауссовых квадратур
для положительного линейного непрерывного функционала на ET -системах, а также дока-
заны существование и единственность квадратуры, реализующей данную оценку. Оценки по-
рядка точности для WT -систем получены в [1]. В [3] рассматривались обобщенные гауссовы
квадратурные формулы,а также приведено доказательство существования и единственности
обобщенной квадратуры, на которой достигается верхняя оценка порядка точности для ET -
систем.

В настоящей статье дается верхняя оценка порядка точности на ET -системах гауссовых
квадратур для линейных непрерывных функционалов, не обладающих свойством положитель-
ности, а также рассматривается вопрос достижения этих оценок.

1. Постановка задачи

Пусть L(f) — линейный непрерывный функционал, заданный на некотором пространстве X
определенных на [0, 1] функций, m1,m2, . . . ,mn (mk > 0, k = 1 : n), ν1, ν2, . . . , νl (νi ≥ 0, i = 1 : l)
— фиксированные четные целые числа, и

|m| =
n∑

k=1

mk, (1)

|ν| =
l∑

i=1

νk. (2)

Рассмотрим квадратуры вида

Q(f) =
n∑

k=1

mk−2∑
j=0

akjf
(j)(xk) +

l∑
i=1

νi−1∑
j=0

bijf
(j)(ζi), (3)

Keywords: quadrature, exactness, positive linear continuous functional, ET (ECT )-system
2000 Mathematics Subject Classification: 65K32
c© В.В. Жук, 2002.
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где akj , bij ∈ R — коэффициенты квадратуры, 0 ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ 1 — узлы квадратуры,
0 < ζ1 < ζ2 < . . . < ζl < 1 — фиксированные точки.

О п р е д е л е н и е 1. Квадратура Q называется точной для функционала L на множе-
стве M ⊂X, если для всех f ∈M справедливо равенство Q(f) = L(f).

О п р е д е л е н и е 2. Функционал L называется положительным на множестве M , если
L(f) > 0 для всех f ∈M , у которых f(t) ≥ 0 ∀t ∈ (0, 1), и meas(t : f(t) = 0) < 1.

Для заданных положительных четных чисел μ1, μ2, . . . , μl введем в рассмотрение функцию
wζ ∈ C |μ|−l[0, 1] (|μ| =

∑l
k=1 μi), обладающую следующими свойствами

sgn(wζ(t)) = sgn
∏l

i=1(t− ζi), ∀t ∈ [0, 1],
w

(j)
ζ (ζi) = 0, j = 0 : μi − 2, w

(μi−1)
ζ (ζi) �= 0, i = 1 : l.

(4)

По заданному определенному на C[0, 1] положительному линейному непрерывному функ-
ционалу L∗ построим функционал вида

Lζ(f) = L∗(wζf), (5)

который, очевидно, является линейным, непрерывным и обладает тем свойством, что если для
функции f справедливы соотношения

sgn
l∏

k=1

(t− ζk)f(t) ≥ 0 ∀t ∈ (0, 1) и meas(t : f(t) = 0) < 1, (6)

то
Lζ(f) > 0. (7)

Нами рассматриваются вопросы оценки наивысшего порядка точности квадратур вида (3)
на ET -системах для функционала Lζ и возможности достижения этих оценок.

2. Предварительные результаты

Пусть Um = {u1(t), u2(t), . . . , um(t)} — некоторая система функций, заданных на отрезке [0, 1].
Запись Um ⊂M означает, что ui ∈M (i = 1 : m).

Для фиксированной функции ϕ, определенной на [0, 1], положим

ϕUm = {ϕ(t)u1(t), ϕ(t)u2(t), . . . , ϕ(t)um(t)}.

О п р е д е л е н и е 3. Будем говорить, что система Vr является ϕ-продолжением систе-
мы Um, если ϕUm ⊂ spanVr.

Справедлива следующая

Т е о р е м а 1. Пусть ET -система Vr+|μ|−l является wζ-продолжением ET -системы Ur,
где wζ ∈ Cr+|μ|−l−1[0, 1] — функция, удовлетворяющая соотношениями (4). Тогда для произ-
вольной v ∈ spanVr+|μ|−l, удовлетворяющей соотношениям

v(j)(ζi) = 0, j = 0 : μi − 2, i = 1 : l, (8)

существует единственная функция u ∈ spanUr такая, что

v(t) = wζ(t)u(t), ∀t ∈ [0, 1]. (9)
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Док а з а т е л ь с т в о . Пусть v ∈ spanVr+|μ|−l удовлетворяет условию теоремы. Выберем r
различных точек xi (i = 1 : r) из (0, 1)\{ζ1, ζ2, . . . , ζl}. Так как wζ(xi) �= 0 и Ur является
ET -системой, то существует единственный элемент u∈ spanUr, удовлетворяющий следующим
равенствам

u(xi) =
v(xi)
wζ(xi)

, i = 1 : r. (10)

Функция
v0(t) = wζ(t)u(t), ∀t ∈ [0, 1],

принадлежит spanwζUr, и, следовательно, v0 ∈ spanVr+|μ|−l.
Так как Vr+|μ|−l является ET -системой, и

v0(xi) = v(xi), i = 1 : r,

v
(j)
0 (ζi) = v(j)(ζi) = 0, j = 0 : μi − 2, i = 1 : l,

то
v(t) = v0(t) = wζ(t)u(t), ∀t ∈ [0, 1].

Таким образом, построенная функция u является искомой.
Докажем, что она единственна.
Предположим, что существует по крайней мере еще один элемент ũ ∈ spanUr такой, что

v(t) = wζ(t)ũ(t), ∀t ∈ [0, 1].

Тогда

ũ(xi) =
v(xi)
wζ(xi)

, i = 1 : r.

Поскольку Ur является ET -системой, то из последнего равенства и (10) следует, что ũ≡ u.
Теорема 1 доказана.

Пусть U|m| — ET -система размерности |m|. В spanU|m| выделим функции ukj (j = 0 : mk −
−1, k = 1 : n), единственным образом определяемые из следующих интерполяционных условий

u
(i)
kj (xp) = δijδkp, k, p = 1 : n, j = 0 : mk − 1, i = 0 : mp − 1. (11)

Ясно,

u(t) =
n∑

k=1

mk−1∑
j=0

u(j)(xk)ukj(t), ∀u ∈ spanU|m|. (12)

Т е о р е м а 2. Для того, чтобы квадратурная формула

Q(f) =
n∑

k=1

mk−2∑
j=0

akjf
(j)(xk), (13)

была точна на ET -системе U|m| для линейного функционала L, необходимо и достаточно,
чтобы

akj = L(ukj), k = 1 : n, j = 0 : mk − 2, (14)

L(uk,mk−1) = 0, k = 1 : n. (15)
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Док а з а т е л ь с т в о . Заметим, что из (3), (11) имеем

Q(ukj) = akj , Q(uk,mk−1) = 0, k = 1 : n, j = 0 : mk − 2. (16)

Если квадратура Q точна для линейного функционала L на U|m|, то с учетом (16) получаем
соотношения (14), (15).

Обратно, пусть имеют место равенства (14) и (15).
Тогда из соотношений (12), (14), (15) и линейности функционала L для всех u ∈ spanU|m|

имеем

L(u) =
n∑

k=1

mk−1∑
j=0

u(j)(xk)L(ukj) =
n∑

k=1

mk−2∑
j=0

akju
(j)(xk) = Q(u).

Отсюда следует, что квадратура Q точна для функционала L на U|m|. Теорема 2 доказана.
Имеет место, также, следующее утверждение (см., напр., [2]).

Т е о р е м а 3. Пусть для положительного линейного непрерывного функционала L квад-
ратура Q вида (13) точна на ET -системе UN , тогда N ≤ |m|.

При этом, существует единственная квадратурная формула Q вида (13), точная для L
на ET -системе U|m|.

В [4, гл. 3] доказана

Т е о р е м а 4. Пусть для функционала Lζ квадратура Q вида (3) точна на ET -системе
UN , тогда N ≤ |m| + |ν| + l.

3. Основные результаты

Из теоремы 3 следует, что для заданного положительного линейного непрерывного функ-
ционала L∗ и фиксированного набора целых чисел

K = {k1, k2, . . . kl} (1 ≤ k1 < k2 < . . . < kl ≤ n+ l) (17)

существует единственная точная на V|m|+|ν|+|μ| квадратурная формула

QK(f) =
n+l∑
k=1

m∗
k−2∑

j=0

a∗kjf
(j)(x∗k), (18)

где
0 < x∗1 < x∗2 < . . . < x∗n+l < 1,

m∗
k =

{
μi + νi, если k = ki,

mk−card([1,k]
⋂

K), если k /∈ K,
k = 1 : n+ l,

card(S) — количество элементов множества S.
В следующем утверждении приведен критерий достижения полученной в теореме 4 оценки.

Т е о р е м а 5. Пусть ET -система V|m|+|ν|+|μ| является wζ-продолжением ET -системы
U|m|+|ν|+l, где wζ ∈C |m|+|ν|+|μ|−1[0, 1] — функция, обладающая свойством (4). Тогда квадратура
Q вида (3), точная для Lζ на U|m|+|ν|+l, существует в том и только в том случае, когда
найдeтся набор K = {k1, k2, . . . kl}, удовлетворяющий условию (17), такой, что ζi = x∗ki

(i =
= 1 : l), где x∗j— j-й узел квадратуры QK вида (18), точной на V|m|+|ν|+|μ| для положительного
линейного непрерывного функционала L∗.
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Док а з а т е л ь с т в о . Пусть квадратура Q вида (3) с узлами x1, x2, . . . , xn точна для Lζ на
U|m|+|ν|+l. Тогда для всех u ∈ spanU|m|+|ν|+l таких, что u(j)(xk) = 0 (j = 0 : mk − 2, k = 1 : n) и
u(j)(ζi) = 0 (j = 0 : νi − 1, i = 1 : l), справедливы соотношения

L∗(wζu) = Lζ(u) = Q(u) = 0. (19)

Заметим, что ζi �= xk (i = 1 : l, k = 1 : n), x1 > 0, xn < 1. Действительно, если

{0, ζ1, ζ2, . . . , ζl, 1}
⋂

{x1, x2, . . . , xn} �= φ,

то для функции u ∈ spanU|m|+|ν|+l, удовлетворяющей условиям

u(t0) = −1, uj(ζi) = 0, j = 0 : νi − 1, i = 1 : l,

u(j)(xk) = 0, j = 0 : ρk, k = 1 : n,

u(mk−1)(xk) = 0, если xk /∈ {0, ζ1, ζ2, . . . , ζl, 1},
u(j)(1) = 0, j = 0 : ρ, если {ζ1, ζ2, . . . , ζl}

⋂
{x1, x2, . . . , xn} �= φ,

u(mn−1)(1) = 0, если x1 = 0, xn = 1, {ζ1, ζ2, . . . , ζl}
⋂

{x1, x2, . . . , xn} = φ,

где t0 ∈ (0, ζ1) \ {x1, x2, . . . , xn} — некоторая фиксированная точка,

ρk = mk − 1 +
l∑

i=1

(vi − 1) card({ζ1, . . . , ζl}
⋂

{xk}, k = 1 : n,

ρ = card({0, 1}
⋂

{x1, xn}) + (mn − 1)card({1}
⋂

{xn}) + 2card({ζ1, . . . , ζl}
⋂

{x1, . . . , xn}) − 2,

справедливы соотношения (6) и, следовательно, L∗(wζu) > 0, что противоречит (19).
Пусть x0 = 0, xn+l = 1 и ζi ∈ (xk∗

i −1, xk∗
i
) (1 ≤ k∗i ≤ n + l, i = 1 : l). Положим ki = k∗i + i −

− 1 (i = 1 : l) и

x∗k =

{
ζi, если k = ki,

xk−card([1,k]
⋂

K), если k /∈ K,
k = 1 : n+ l, (20)

m∗
k =

{
μi + νi, если k = ki,

mk−card([1,k]
⋂

K), если k /∈ K,
k = 1 : n+ l, (21)

где K = {k1, k2, . . . kl}.
В spanV|m|+|ν|+|μ| определим функции vkj , удовлетворяющие следующим условиям

v
(i)
kj (x∗p) = δijδkp, k, p = 1 : n+ l, j = 0 : m∗

k − 1, i = 0 : m∗
p − 1. (22)

Так как
v

(j)
k,m∗

k−1(ζi) = 0, j = 0 : μi − 2, i = 1 : l, k = 1 : n+ l, (23)

то по теореме 1 найдутся такие функции uk ∈ spanU|m|+|ν|+l, k = 1 : n+ l, что ∀t ∈ [0, 1]

vk,m∗
k−1(t) = wζ(t)uk(t), k = 1 : n+ l. (24)

При этом
u

(j)
k (x∗p) = 0, k = 1 : n+ l, p = 1 : n+ l, j = 0 : m̃k − 2, (25)

где

m̃k =

{
νi + 1, если k = ki,

m∗
k, если k /∈ K.
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Действительно, предположим противное. Пусть в некоторой точке x∗r

u
(j)
k′ (x∗r) = 0, j = 0 : ν − 1, u(ν)

k′ (x∗r) �= 0 (0 ≤ ν ≤ m̃k′ − 2).

Тогда в силу последних соотношений и (4) получаем

v
(ν+μi−1)
k′,m∗

k′−1 (x∗r) =
ν+μi−1∑

j=0

Cj
ν+μi−1w

(j)
ζ (x∗r)u

(ν−j)
k′ (x∗r) = w

(μi−1)
ζ (x∗r)u

(ν)
k′ (x∗r) �= 0, если r = ki,

v
(ν)
k′,m∗

k′−1(x
∗
r) =

ν∑
j=0

Cj
νw

(j)
ζ (x∗r)u

(ν−j)
k′ (x∗r) = wζ(x∗r)u

(ν)
k′ (x∗r) �= 0, если r /∈ K,

что противоречит (22).
Учитывая (20), (21), (25), имеем

u
(j)
k (xp) = 0, p = 1 : n, j = 0 : mp − 2, k = 1 : n+ l,

u
(j)
k (ζi) = 0 j = 0 : νi − 1, i = 1 : l, k = 1 : n+ l.

Поэтому из (19) следует, что

L∗(vk,m∗
k−1) = L∗(wζuk) = 0, k = 1 : n+ l. (26)

Таким образом, по теореме 2 в силу (26) заключаем, что если в квадратуре QK вида (18)
взять в качестве узлов точки x∗1, x∗2, . . . , x∗n+l и коэффициенты

a∗kj = L∗(vkj), k = 1 : n+ l, j = 0 : m∗
k − 2,

то эта квадратурная формула будет точна для L∗ на V|m|+|ν|+|μ|.
Обратно. Пусть квадратура QK вида (18) точна для L∗ на V|m|+|ν|+|μ| и K = {k1, k2, . . . kl}

— фиксированный набор целых чисел, удовлетворяющий условию (17) такой, что

ζi = x∗ki
, i = 1 : l. (27)

Положим
v(t) = wζ(t)u(t), (28)

где u ∈ spanU|m|+|ν|+l.
Так как V|m|+|ν|+|μ| является wζ-продолжением U|m|+|ν|+l, то v ∈ spanV|m|+|ν|+|μ|, при этом с

учетом (4), (27) и (28) получаем

v(j)(x∗ki
) = 0, j = 0 : m∗

ki
− νi − 2, i = 1 : l.

Отсюда, в силу того, что квадратура QK точна для функционала L∗ на V|m|+|ν|+|μ|, для
всех u ∈ spanU|m|+|ν|+l имеем

Lζ(u) = L∗(wζu) = L∗(v) =
n+l∑
k=1

m∗
k−2∑

j=0

a∗kjv
(j)(x∗k) =

=
∑
k/∈K

m∗
k−2∑

j=0

a∗kjv
(j)(x∗k) +

∑
k∈K

m∗
k−2∑

j=0

a∗kjv
(j)(x∗k) = (29)

=
∑
k/∈K

m∗
k−2∑

j=0

a∗kjv
(j)(x∗k) +

∑
k∈K

m∗
k−2∑

j=m∗
ki
−νi−1

a∗kjv
(j)(x∗k) =
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=
n∑

k=1

mk−2∑
j=0

akju
(j)(xk) +

l∑
i=1

νi−1∑
j=0

biju
(j)(ζi) = Q(u),

где

xk = x∗r(k), akj =
mr(k)−2∑

p=j

a∗r(k),pC
p
jw

(j−p)
ζ (x∗r(k)), j = 0 : mk − 2, k = 1 : n,

1 ≤ r(1) < r(2) < . . . < r(n) ≤ n+ l,
n⋃

k=1

{r(k)} = {1, 2, . . . , n+ l} \K,

bij =
νi−1∑
p=j

a∗ki,p+μi−1C
p+μi−1
j w

(j+μi−1−p)
ζ (ζi), j = 0 : νi − 1, i = 1 : l.

Таким образом, квадратура Q является точной для Lζ на U|m|+|ν|+l. Теорема 5 доказана.
Справедлива

Т е о р е м а 6. . Пусть ET -система V|m|+|ν|+|μ| является wζ-продолжением ET -системы
U|m|+|ν|+l, где wζ ∈C |m|+|ν|+|μ|−1[0, 1] — функция, удовлетворяющая соотношениям (4), и μ1 +
+ ν1 = μ2 + ν2 = . . . = μl + νl = m1 = m2 = . . . = mn = m.

Если существует квадратурная формула вида (3), точная для Lζ на U|m|+|ν|+l, то она
единственна.

Док а з а т е л ь с т в о . Прежде всего отметим, что поскольку μ1 + ν1 = μ2 + ν2 = . . . = μl +
+ νl = m1 = m2 = . . . = mn = m, то квадратура QK вида (18), точная на V|m|+|ν|+|μ| для L∗ ,
имеет один и тот же вид для любого набора целых чисел K, удовлетворяющего условию (17).
Обозначим ее через Q∗, и пусть 0 < x∗1 < x∗2 < . . . < x∗l < 1 — узлы этой квадратуры.

Предположим, что существуют по крайней мере две точные для Lζ на U|m|+|ν|+l квадра-
турные формулы Q̃ и Q̂ вида (3) с узлами x̃i (i = 1 : n) и x̂i (i = 1 : n), соответственно. Тогда по
теореме 5 найдутся два таких набора целых чисел K̃ = {k̃1, k̃2, . . . k̃l} (1≤ k̃1 < k̃2 < . . . < k̃l ≤
≤ n+ l) и K̂ = {k̂1, k̂2, . . . k̂l} (1 ≤ k̂1 < k̂2 < . . . < k̂l ≤ n+ l), что

ζi = x∗
k̃i

= x∗
k̂i

(i = 1 : l).

Более того, как следует из доказательства предыдущей теоремы,

{ζ1, ζ2, . . . , ζl}
⋂

{x̃1, x̃2, . . . , x̃n} = φ, {ζ1, ζ2, . . . , ζl}
⋂

{x̂1, x̂2, . . . , x̂n} = φ,

{ζ1, ζ2, . . . , ζl}
⋃

{x̃1, x̃2, . . . , x̃n} = {ζ1, ζ2, . . . , ζl}
⋃

{x̂1, x̂2, . . . , x̂n} = {x∗1, x∗2, . . . , x∗n+l}.
Поэтому

{x̃1, x̃2, . . . , x̃n} = {x̂1, x̂2, . . . , x̂n},
то есть

x̃i = x̂i, i = 1 : n. (30)

Тогда коэффициенты квадратур Q̃ и Q̂ могут быть вычислены по формулам

ãkj = âkj = L(ukj), k = 1 : n, j = 0 : m− 2, (31)

где ukj ∈ U|m|+|ν|+l — функция, удовлетворяющая, например, условиям

u
(r)
kj (0) = 0, r = 0 : l − 1, u(i)

kj (x̃p) = δijδkp, k, p = 1 : n, j = 0 : m− 1, i = 0 : m− 1.

Следовательно, учитывая (30), (31), мы заключаем, что квадратурные формулы Q̃ и Q̂
совпадают. Таким образом, мы пришли к противоречию. Теорема 6 доказана.
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4. Примеры

Приведенные ниже примеры иллюстрируют результаты, полученные в статье.
Пусть l = 1, ζ ∈ (0, 1) и

L∗(f) =
∫ 1

0
f(t)dt,

Lζ(f) =
∫ 1

0
(t− ζ)f(t)dt, ζ ∈ (0, 1).

Рассмотрим квадратуру вида

Q(f) = a1f(x1) + a2f(x2), (32)

которая является частным случаем квадратуры (3), когда n = 2, m1 = m2 = 2.
Через d(L) обозначим максимальное значение r, для которого найдется квадратура вида

(32), точная для линейного непрерывного функционала L на множестве πr полиномов, степень
которых не превышает r.

Поскольку πr является ECT -пространством порядка r + 1, то по теореме 4

d(Lζ) ≤ |m| + l − 1 = m1 +m2 = 4.

Далее рассмотрены случаи, когда данная оценка достигается и не достигается.
1) Если ζ = 1

2 - узел квадратуры вида (18), точной для L∗ на π5, то согласно теоремe 5
d(Lζ) = 4. При этом, если квадратура Q вида (32) точна для Lζ на π4, то

x1 =
5 −√

15
10

, x2 =
5 +

√
15

10
,

a1 = −
√

15
36

, a2 =
√

15
36

.

2) Если ζ = 1
4 , то d(Lζ) = 3, причем узлы и коэффициенты квадратуры Q вида (32), точной

для Lζ на π3, равны

x1 =
1 −√

51
10

, x2 =
1 +

√
51

10
,

a1 =
1
8
− 11

√
51

612
, a2 =

1
8

+
11
√

51
612

.

3) Если ζ = 3−√
3

6 - узел квадратуры вида (32) точной на π3 для L∗, то d(Lζ) = 2, при этом
квадратура вида (32), у которой x1 — произвольное число из промежутка [0, 3+

√
3

6 ) и

x2 =
3 +

√
3

6
, a1 = 0, a2 = −

√
3

6
,

точна для Lζ на π2.
4) Если ζ = 7

10 , то d(Lζ) = 2. Пологая в (32)

x1 =
1
2
, x2 =

3
10
, a1 = −13

60
, a2 = − 5

12
,

получим квадратуру, точную для Lζ на π2.
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ИССЛЕДОВАНИЕ АБСОЛЮТНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ
НЕЛИНЕЙНОЙ ИНТЕРВАЛЬНО-ЗАДАННОЙ СИСТЕМЫ С

ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ

Р. С. Ивлев

Институт проблем информатики и управления МОН РК
480100 Алматы, ул.Пушкина, 125, ivlevruslan@newmail.ru

Методом функционалов Ляпунова-Красовского получены достаточные условия абсолютной
устойчивости линейной интервально-заданной дифференциально-разностной системы с нели-
нейностью секторного типа.

1. Введение

Предметом исследования настоящей работы является развитие прямого метода Ляпунова ис-
следования абсолютной устойчивости на класс интервально-заданных дифференциально-раз-
ностных систем А.И.Лурье с нелинейностью секторного типа. Для случая, когда парамет-
ры модели известны точно, исследование абсолютной устойчивости решений дифференциаль-
ных уравнений с запаздывающим аргументом осуществлено в работах [1, 2]. Для линейной
интервально-заданной системы с запаздыванием в работе [3] получены простые в вычисли-
тельном плане достаточные условия асимптотической устойчивости с использованием поня-
тия функционалов Ляпунова-Красовского. В данной работе демонстрируется возможность
развития полученных в [3] результатов на класс интервально-заданных дифференциально-
разностных систем А.И.Лурье с нелинейностью секторного типа.

2. Обозначения и постановка задачи

Условимся в обозначениях. Для обозначения интервальных величин всюду в работе будет ис-
пользоваться полужирный шрифт, для обозначения неинтервальных — обычный шрифт. Сим-
волом нижнего и верхнего подчеркивания будут обозначаться, соответственно, нижняя и верх-
няя границы интервала. Операции взятия нижней и верхней границ интервалов применительно
к матрицам и векторам будут пониматься в поэлементном смысле.
Пусть возмущенное движение исследуемой системы задано в пространстве состояний в виде

дифференциально-разностного включения запаздывающего типа, имеющего следующий век-
торно-матричный вид:

ẋ(t) ∈ Ax(t) + Aτx(t− τ) + bϕ(σ), x(ξ) = φt0τ (ξ), ξ ∈ [t0 − τ ; t0], (1)

Keywords: absolute stability, interval analysis, differential inclusions, direct method of Lyapunov
2000 Mathematics Subject Classification: 34D20, 34K20
c© Р. С. Ивлев, 2002.



где t ∈ [t0 − τ ;∞) — независимая переменная (время); t0 ∈ R — начальный момент времени;
τ ∈ R

+ — запаздывание; x(t) = (xi(t)) — вектор состояний, компонентами которого являются
непрерывные на [t0 − τ ;∞) функции xi(t), т.е. xi(t) ∈ C[t0 − τ ;∞), 1 ≤ i ≤ n; A,Aτ ∈ IRn×n —
постоянные интервальные матрицы, A = (aij), aij = [aij ,aij ]; Aτ = (aτij ), aτij = [aτij

,aτij ],
1≤ i, j≤n; IR — множество всех вещественных интервалов [4], IR = {z ∈R | z≤ z≤ z, z, z∈R};
b ∈ IRn — интервальный вектор размерности n × 1, b = (bi), bi = [bi;bi], 1 ≤ i ≤ n; φt0τ (ξ) —
начальная вектор-функция, компоненты которой принадлежат пространству непрерывных на
[t0 − τ ; t0] функций; ϕ(σ) — непрерывно дифференцируемая функция, ϕ : R → R,
удовлетворяющая ограничениям секторного типа (график функции ϕ(σ) расположен в секторе
между прямыми ϕ = 0 и ϕ = μσ, μ ∈ R

+, μ > 0). Величина σ ∈ R определяется согласно
выражению

σ = rTx(t), (2)

где r ∈ R
n — вектор размерности n× 1.

В формальном виде ограничения секторного типа могут быть записаны в виде

0 ≤ ϕ(σ)/σ ≤ μ, (3)

где σ �= 0, и при σ = 0 необходимо ϕ(0) = 0. Последнее условие влечет существование тривиаль-
ного решения x(t)≡ 0 системы дифференциальных включений (1) — (3). Двойное неравенство
(3) можно переписать в виде одного неравенства, которое с учетом выражения для σ предста-
вимо следующим образом

ϕ(μσ − ϕ) = μϕrTx− ϕ2 = F (x, ϕ) ≥ 0. (4)

В данной работе автор придерживается нотации, аналогичной [3, 5], в частности, для опи-
сания динамической системы в условиях параметрической неопределенности в выражении (1)
согласно наметившейся в современных научных работах тенденции используется знак включе-
ния в силу многозначности правой части.
Будем предполагать, что пара интервальных матриц (A,b) стабилизируема, т.е. для любых

A ∈ A и b ∈ b стабилизируема пара (A, b).
Опр е д е л е н и е 1. Под решением (1) — (3) будем понимать всякую абсолютно непре-

рывную функцию x(t), удовлетворяющую при некоторых значениях A ∈ A, Aτ ∈ Aτ и b ∈ b
следующей нелинейной системе дифференциальных уравнений{

ẋ(t) = Ax(t) +Aτx(t− τ) + bϕ(σ)
σ = rTx(t),

x(ξ) = φt0τ (ξ), ξ ∈ [t0 − τ ; t0]. (5)

Опр е д е л е н и е 2. Будем говорить, что система нелинейных дифференциальных вклю-
чений (1) — (3) обладает некоторым свойством P, если этим свойством обладает любая система
(5) для A ∈ A, Aτ ∈ Aτ и b ∈ b.
Задача: требуется определить условия наличия свойства абсолютной устойчивости по Ля-

пунову положения равновесия x(t) ≡ 0 динамической системы (1) — (3) с запаздывающим
аргументом и нелинейностью секторного типа (3) в смысле определения 2.

3. Основной результат

Для решения сформулированной задачи в работе используется прямой метод Ляпунова, по-
лучивший плодотворное развитие на класс дифференциальных уравнений с запаздыванием в
работах Н.Н.Красовского [6]. Успех его идей заключается в использовании функционалов в
качестве аналогов функций Ляпунова для дифференциальных уравнений с запаздывающим
аргументом, что позволило получить некоторые достаточные условия асимптотической устой-
чивости для указанного класса дифференциальных уравнений. В данной работе по аналогии
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с [3] получение условий абсолютной устойчивости нелинейной интервально-заданной систе-
мы (1) — (3) базируется на применении второй теоремы Н.Н.Красовского об асимптотической
устойчивости [6], которую для краткости здесь приводить не будем. Отметим только, что для
удовлетворения условиям этой теоремы в данной работе предлагается использовать функцио-
нал [1], определенный на отрезках интегральных линий трубок движения нелинейной системы
(1) — (3)

V (x(t+ s), ϕ) = xT (t)Hx(t) +

0∫
−τ

xT (t+ ν)Dx(t+ ν)dν + θ

σ∫
0

ϕ(σ)dσ, (6)

где H∈R
n×n, H = HT — симметрическая положительно-определенная матрица, D = diag{di >

0, 1 ≤ i≤ n} — диагональная матрица, θ ∈ R
+ — неотрицательное число, s = −τ, 0.

Придерживаясь полной аналогии с подходом, предложенным в [3], вычислим первую произ-
водную по времени для (6) в силу уравнений (5) для произвольных, но фиксированных A∈A,
Aτ ∈ Aτ и b ∈ b

d

dt
V (x(t+ s), ϕ) = V̇ (x(t+ s), ϕ) = ẋT (t)Hx(t) + xT (t)Hẋ(t)+

+θϕ(σ)σ̇ + xT (t)Dx(t) − xT (t− τ)Dx(t− τ) =
= (Ax(t) +Aτx(t− τ) + bϕ(σ))THx(t) + xT (t)H(Ax(t) +Ax(t− τ) + bϕ(σ)) +
+θϕ(σ)rT (Ax(t) +Aτx(t− τ) + bϕ(σ)) + xT (t)Dx(t) − xT (t− τ)Dx(t− τ) =
= xT (t)ATHx(t) + xT (t)HAx(t) + ϕ(σ)bTHx(t) + xT (t)Hbϕ(σ) + θϕ(σ)rTAx(t) +
+xT (t− τ)AT

τ Hx(t) + xT (t)HAτx(t− τ) +
+θϕ(σ)rTAτx(t− τ) + xT (t)Dx(t) − xT (t− τ)Dx(t− τ) + θϕ(σ)rT bϕ(σ) =
= xT (t)(ATH +HA+D)x(t) + xT (t− τ)AT

τ Hx(t) + xT (t)HAτx(t− τ) +

+ϕT (σ)
(
bTH +

θ

2
rTA

)
x(t) + xT (t)

(
Hb+

θ

2
AT r

)
ϕ(σ) +

+
θ

2
ϕT (σ)rTAτx(t− τ) +

θ

2
xT (t− τ)AT

τ rϕ(σ) + θϕ(σ)rT bϕ(σ), s = −τ, 0.

Легко видеть, что полученная первая производная по времени является квадратичной формой
переменных x(t), x(t− τ) и ϕ(σ). Для определения условий, при которых первая производная
функционала, являющаяся квадратичной формой переменных x и ϕ, будет отрицательной на
траекториях движения системы в области неотрицательной определенности другой квадратич-
ной формы тех же переменных, применим как и в [5] S-процедуру. Сущность этой процедуры
согласно [7] заключается для рассматриваемого случая в эквивалентности следующих двух
утверждений:
1. первая производная V̇ (x(t+ s), ϕ) функционала отрицательна в области пространства

R
n × R, выделяемой неравенством (4);
2. cуществует неотрицательное число η ≥ 0 такое, что форма

S (x(t+ s), ϕ) = V̇ (x(t+ s), ϕ) + ηF (x(t), ϕ) (7)

отрицательно определена при x �= 0 и ϕ �= 0, т.е. ∃η ≥ 0 : S (x(t+ s), ϕ) < 0 при x �= 0 и ϕ �= 0.
Выполнение второго утверждения влечет, очевидно, выполнение первого, проверка выпол-

нимости второго же заметно проще.
В соответствии с описанным приемом применим S-процедуру к нахождению условий абсо-

лютной устойчивости исследуемой системы. Для этого в предположении существования неот-
рицательного числа η составим форму (7), где первая производная функционала вычисляется



при произвольных значениях A ∈ A, Aτ ∈ Aτ и b ∈ b:

S (x(t+ s), ϕ) = V̇ (x(t+ s), ϕ) + ηF (x(t), ϕ) =
= xT (t)(ATH +HA+D)x(t) + xT (t− τ)AT

τ Hx(t) + xT (t)HAτx(t− τ) +

+ϕT (σ)
(
bTH +

θ

2
rTA

)
x(t) + xT (t)

(
Hb+

θ

2
AT r

)
ϕ(σ) +

θ

2
ϕT (σ)rTAτx(t− τ) +

θ

2
xT (t− τ)AT

τ rϕ(σ) + θϕ(σ)rT bϕ(σ) + ηϕ(σ) (μσ − ϕ(σ)) =

= xT (t)(ATH +HA+D)x(t) + xT (t− τ)AT
τ Hx(t) + xT (t)HAτx(t− τ) +

+ϕT (σ)
(
bTH +

θ

2
rTA+

ημ

2
rT

)
x(t) + xT (t)

(
Hb+

θ

2
AT r +

ημ

2
r

)
ϕ(σ) +

θ

2
ϕT (σ)rTAτx(t− τ) +

θ

2
xT (t− τ)AT

τ rϕ(σ) + (θ + η)ϕ(σ)rT bϕ(σ).

Введем в рассмотрение вектор y(t+ s, ϕ) = (yi(t+ s, ϕ)), 1 ≤ i≤ 2n+ 1

y(t+ s, ϕ) =

⎛
⎝ x(t)

x(t− τ)
ϕ(σ)

⎞
⎠

и матрицу M ∈ R
(2n+1)×(2n+1) следующего вида

M =

⎛
⎝ ATH +HA+D HAτ Hb+ θ

2A
T r + ημ

2 r

AT
τ H −D θ

2A
T
τ r

bTH + θ
2r

TA+ ημ
2 r

θ
2r

TAτ (θ + η)rT b

⎞
⎠ .

Тогда выражение для S-формы можно переписать в более компактном виде

S (x(t+ s), ϕ) = yT (t+ s, ϕ)My(t+ s, ϕ).

В дальнейшем потребуются следующие базовые определения из интервального анализа.
Опр е д е л е н и е 3. Интервальную квадратную матрицу Q ∈ IRn×n, Q = (qij), qij =

= [q
ij

;qij ], 1 ≤ i, j ≤ n будем называть положительно-определенной и записывать Q 
 0, если
положительно определена любая матрица Q ∈ Q, т.е. ∀Q ∈ Q квадратичная форма xTQx > 0
∀x �= 0, x ∈ R

n.
Опр е д е л е н и е 4. [8] Множество матриц вида

Qsym = [Qsym;Qsym] =
{
Q ∈ Rn×n|Q = QT ,Qsym ≤Q≤ Qsym}

,

где знак неравенства понимается в поэлементном смысле, будем называть симметрической
интервальной матрицей и записывать Qsym = (Qsym)T .
Опр е д е л е н и е 5. Множество квадратных матриц вида

Σ∀∃(A,Qsym) =
= {H ∈ R

n×n|(∀A ∈ A)(∃Q ∈ Qsym)(ATH +HA = −Q)} (8)

называется допустимым множеством решений интервального матричного уравнения Ляпунова
[3]

ATH +HA = −Qsym. (9)

Условия абсолютной устойчивости исследуемой нелинейной интервально-заданной системы
дает следующая теорема.



у

Те о р ем а. Пусть для заданной интервальной матрицы A ∈ IRn×n и некоторой интер-
вальной симметрической положительно-определенной матрицы Qsym допустимое множе-
ство решений (8) интервального матричного уравнения Ляпунова (9) непусто, т.е. Σ∀∃(A,
Qsym) �= 0, некоторая симметрическая матрица принадлежит данному множеству H∗ =
= (H∗)T ∈ Σ∀∃(A,Qsym) и существуют такие неотрицательные числа η ≥ 0, θ ≥ 0 и di > 0,
1≤i≤n, что при заданных интервальной матрице Aτ∈IRn×n и интервальном векторе b∈IRn

следующая интервальная матрица

M∗ =

⎛
⎝ ATH∗ +H∗A +D H∗Aτ H∗b + θ

2A
T r + ημ

2 r

AT
τ H

∗ −D θ
2A

T
τ r

bTH∗ + θ
2r

TA + ημ
2 r

T θ
2r

TAτ (θ + η)rTb

⎞
⎠

отрицательно определена. Тогда положение равновесия x(t) ≡ 0 интервально-заданной диф-
ференциально-разностной системы (1) — (3) абсолютно устойчиво в выбранном классе нели-
нейностей.
Док а з а т е л ь с т в о. Пусть условия теоремы выполнены. Положительная определен-

ность симметрической матрицы H∗ ∈ Σ∀∃(A,Qsym) влечет асимптотическую устойчивость ин-
тервальной матрицы A. Действительно, из построения множества (8) следует, что для любой
матрицы A ∈ A существует такая симметрическая матрица Q∗ ∈ Qsym, что

ATH∗ +H∗A = −Q∗.

Другими словами, матрицаATH∗+H∗A является симметрической отрицательно-определенной,
что означает в силу хорошо известных результатов асимптотическую устойчивость матрицы A.
В свою очередь, это влечет асимптотическую устойчивость интервальной матрицы A в силу
произвольности выбора A ∈ A [3]. Из условия отрицательной определенности интервальной
матрицы M∗ следует, что матрица

M∗ =

⎛
⎝ ATH∗ +H∗A+D H∗Aτ H∗b+ θ

2A
T r + ημ

2 r

AT
τ H

∗ −D θ
2A

T
τ r

bTH∗ + θ
2r

TA+ ημ
2 r

θ
2r

TAτ (θ + η)rT b

⎞
⎠

является отрицательно определенной для произвольных матриц A∈A, Aτ∈Aτ и b∈b, поскольку
ATH∗ +H∗A∈−Qsym, ∀A∈A по условию теоремы. Тогда форма (7) и, следовательно, первая
производная по времени функционала в части пространства R

n ×R, выделяемой выражением
(4), будут отрицательными на траекториях движения системы (5) при произвольных значениях
A ∈ A, Aτ ∈ Aτ и b ∈ b. Это влечет абсолютную устойчивость исследуемой системы в смысле
определения 2. Теорема доказана.
Для успешного применения данной теоремы к исследованию абсолютной устойчивости ин-

тервально-заданной дифференциально-разностной системы (1) — (3) требуется осуществить
распознавание непустоты допустимого множества решений (8) интервального матричного урав-
нения Ляпунова (9). Эта задача интервального анализа получила исчерпывающее решение в
работах С.П. Шарого [9, 10]. В работе [3] получены некоторые алгебраические соотношения,
позволяющие определить принадлежность решения "среднего"матричного уравнения Ляпу-
нова допустимому множеству решений (8). Проверка отрицательной определенности интер-
вальной матрицыM∗ возможна, например, посредством применения алгоритмов, приведенных
в [11], либо посредством применения естественного интервального расширения [4] критерия
Сильвестра.

4. Заключение

Полученный в работе на основе прямого метода Ляпунова алгебраический критерий позво-
ляет исследовать свойство абсолютной устойчивости нелинейной системы дифференциальных



включений с параметрической неопределенностью интервального типа и запаздыванием по
вектору состояний и не требует больших вычислительных затрат.
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УДК 517.9

ОБ ОДНОМ НЕЛИНЕЙНОМ СИНГУЛЯРНОМ
УРАВНЕНИИ

А. Игликов, Б.С. Кошкарова

Казахский государственный университет им. Е.А. Букетова
г. Караганда, ул.Университетская, 28, imp@nursat.kz

Многие задачи математической физики и механики сводятся к решению различного рода
интегральных уравнений. В большинстве случаев уравнения эти являются нелинейными и их
решение требует привлечения методов функционального анализа и рассмотрения их в более
широких пространствах.

В круге K = {w : |w| < 1}, w = u + iv, рассмотрим следующее нелинейное уравнение
гидродинамического происхождения:

ς = Sρ (1)

где

Sρ(w) =
Uρ

Dρ+
√|Dρ|2 + |Uρ|2Uρ+ T1ρ− 2T1ρ− Φ′

0(w),

Φ′
0(w) есть производная от аналитической в K функции

Φ0(w) = a1 ln(1 − w) − a3 ln(1 + w) − a2t0 ln(1 − t0w) − a2t0 ln(1 − t0w). (2)

Здесь a1, a2, a3 – действительные положительные постоянные, причем a1 + a3 = 2a2, t0 = eiγ ,
0 ≤ γ ≤ π

2 . Операторы D, U и T1 определяются по формулам:

Dρ = − 1
π

∫∫
K

ρ(ζ)
(ζ − w)(ζ − w)

dξdη +
2

π(w − w)

w̄∫
w

∫∫
K

ρ(ζ)
1 − tζ

dξdηdt−

− 1
π

∫∫
K

ρ(ζ)(1 − ζw − ζw)
(1 − ζw)(1 − ζw)

dξdη +
Φ0(w) − Φ0(w)

w − w
, (3)

Uρ = − 1
π

∫∫
K

ρ(ζ)
(ζ − w)2

dξdη − w

π

∫∫
K

ζρ(ζ)
(1 − ζw)2

dξdη = Πρ− Π1ρ, (4)
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T1ρ = − 1
π

∫∫
K

ρ(ζ)
1 − ζw

dξdη. (5)

Разрешимость уравнения Sρ = ρ исследуем в весовом классе Гельдера C0,μ
−1,0(K), 0 < μ < 1,

см.([1]), где норма определяется формулой

‖ρ‖ = sup
w,w1∈K

w �=w1

rμ+1
w∪w1

|ρ(w1) − ρ(w)|
|w1 − w|μ + sup

w∈K
|ρ(w)|rw, (6)

rw∪w1 = min{|w − t∗|, |w1 − t∗|}, rw = min |w − t∗|, t∗ = {−1, 1, t0, t0}. (7)

В работе [2] установлено, что если ρ ∈ C0,μ
−1,0(K), 0 < μ < 1, то

|Πρ| ≤ J0‖ρ‖ ≤ M1

rw
‖ρ‖, |Π1ρ| ≤ J3‖ρ‖ ≤ M3

rw
‖ρ‖. (8)

Здесь M1 и M3 – константы, зависящие только от μ.
Тогда для оператора U из (4) имеем

|Uρ| ≤ |Πρ| + |Π1ρ| ≤ M1 +M3

rw
‖ρ‖. (9)

Поскольку T1 можно представить в виде

T1ρ =
1
w

w∫
0

⎛
⎝−w

π

∫∫
K

ζρ(ζ)
(1 − ζw)2

dξdη

⎞
⎠ dw =

1
w

w∫
0

Π1ρ dw,

то на основании (8) находим

|T1ρ| ≤ 1
|w| max

∣∣∣∣∣∣
w∫

0

|Π1ρ|dw
∣∣∣∣∣∣ ≤

M3

rw
‖ρ‖. (10)

Перейдем теперь к оценке оператора D, записав его следующим образом:

Dρ = − 1
π

∫∫
K

ρ(ζ) − ρ(w)
(ζ − w)(ζ − w)

dξdη − ρ(w)
π

∫∫
K

dξdη

(ζ − w)(ζ − w)
−

− 1
π

∫∫
K

(ρ(ζ) − ρ(w))(1 − ζw − ζw)
(1 − ζw)(1 − ζw)

dξdη −

− ρ(w)
π

∫∫
K

1 − ζw − ζw

(1 − ζw)(1 − ζw)
dξdη +

2ρ(w)
w − w

w∫
w

1
π

∫∫
K

dξdη

1 − tζ
dt+

+
2

π(w − w)

w∫
w

⎛
⎝∫∫

K

ρ(ζ) − ρ(w)
1 − tζ

dξdη

⎞
⎠ dt+

Φ0(w) − Φ0(w)
w − w

. (11)

В случае, когда Γ есть окружность |ζ| = 1 и точка w лежит внутри нее, (см.[3])

ΦΓ(w) =
1

2πi

∫
Γ

ζ̄

ζ − w
dζ = 0.



у у

отсюда, воспользовавшись формулой Грина, получим

1
π

∫∫
K

dξdη

(ζ − w)(ζ − w)
= 1.

Учитывая, что (см.[4])
1
π

∫∫
K

dξdη

1 − ζ̄w
= 1, w ∈K,

имеем
1
π

∫∫
K

1 − ζw − ζw

(1 − ζw)(1 − ζw)
dξdη = 1.

В (11) первый и третий интегралы по области K представим в виде сумм интегралов по
областям K+ и K−, где K+ и K− – верхняя и нижняя половинки круга K, соответственно.
Поскольку ∀ζ ∈K+ |ζ − w| ≥ |ζ − w| и ∀ζ ∈K− |ζ − w| ≤ |ζ − w|, с учетом полученных
равенств, находим

|Dρ| ≤ (2J0 + 6J3 + 2M3)
‖ρ‖
rw

+
|Φ0(w) − Φ0(w)|

|w − w| . (12)

Оценим последнее слагаемое. Из (2), имеем

|Φ0(w) − Φ0(w)|
|w − w| =

∣∣∣∣w∫
w

(
a1

1−w + a3
1+w + a2t0

w−t0
+ a2t0

w−t0

)
dw

∣∣∣∣
|w − w| ≤

≤ max
(

a1

|1 − w| +
a3

|1 + w| +
a2|t0|

|w − t0| +
a2|t0|

|w − t0|
)

≤

≤ a1 + a3 + 2a2

rw
=

4a2

rw
, (13)

т.к. согласно (7) следует, что |1 − w| ≥ rw, |1 + w| ≥ rw, |w − t0| ≥ rw и |w − t0| ≥ rw.
Таким образом, в силу оценки (8) и (12), для оператора D выполняется неравенство

|Dρ| ≤ (2M1 + 8M3)‖ρ‖ + 4a2

rw
. (14)

Оценим Φ′
0(w). Из (2) имеем

|Φ′
0(w)| ≤ a1

|1 − w| +
a3

|1 + w| +
a2|t0|

|w − t0| +
a2|t0|

|w − t0| .

Отсюда с учетом (13) имеем

|Φ′
0(w)| ≤ 4a2

rw
. (15)

Таким образом, из (1) на основании (9), (10), (14) и (15) получаем

|Sρ| ≤
|Uρ|
|Dρ|

1 +

√
1 +

∣∣∣Uρ
Dρ

∣∣∣2
|Uρ| + 3|T1ρ| + |Φ′

0(w)| ≤

≤ (4a2 + (q(M1,M3) · (M1 +M3) + 3M3)‖ρ‖) 1
rw
,

где q(M1,M3) < 1.



Для фиксированных M1, M3 > 0 можно найти такое ε = ε(M1,M3) > 0, что

(q(M1,M3) · (M1 +M3) + 3M3) ‖ρ‖ = α < 1, если ‖ρ‖ < ε(M1,M3).

Тогда, подчинив a2 неравенству

a2 ≤ 1 − 2α
4

, (16)

получим
‖Sρ‖ ≤ 1 − α. (17)

Следовательно, S : C0,μ
−1,0(K) → C0,μ

−1,0(K), если a2 удовлетворяет условию (16).
Пусть ρ1, ρ2 ∈ C0,μ

−1,0(K). Обозначим B(ρ) = Uρ
Dρ . Имеем

|Sρ1 − Sρ2| ≤ |Uρ1 − Uρ2||Aρ1| + |Uρ1 − Uρ2||Aρ2|
|1 +

√
1 +B2

ρ1
|

+

+
|Uρ1 − Uρ2||Aρ2|(|Bρ1| + |Bρ2|)

|1 +
√

1 +B2
ρ1
||Bρ1

√
1 +B2

ρ2
+Bρ2

√
1 +B2

ρ1
|
+ |Dρ1 −Dρ2)||Aρ2|·

·
⎛
⎝ |Bρ2|
|1 +

√
1 +B2

ρ1
|
+

|Bρ1| + |Bρ2|
|1 +

√
1 +B2

ρ1
||Bρ1

√
1 +B2

ρ2
+Bρ2

√
1 +B2

ρ1
|

⎞
⎠+

+|T1ρ1 − T1ρ2|.
Поскольку операторы U , D и T1 однородны относительно ρ и 1

1+
√

1+Bρ2
— ограниченная функ-

ция, то, используя оценки (9), (10), (14), находим

|Sρ1 − Sρ2| ≤ q1(M1,M3)
rw

‖ρ1 − ρ2‖, (18)

где
q1(M1,M3) = 5q(M1,M3) +M3.

При ‖ρ1 − ρ2‖ < ε(M1,M3) получим, что

‖Sρ1 − Sρ2‖ < α < 1.

Пусть θ—нулевой оператор. Тогда

Sθ = −Φ′
0(w). (19)

Используя оценку (15) и условие (16), для Sθ получим неравенство

‖Sθ‖ ≤ 1 − 2α.

При этих условиях согласно обобщенному принципу сжатых отображений (см. [5]) уравнение
ρ− Sρ = 0 имеет единственное решение ρ ∈ C0,μ

−1,0(K), принадлежащее единичному шару.
Итак, нами доказана следующая теорема
Т е о р е м а . При достаточно малом a2, удовлетворяющем неравенству (16), СИУ

имеет единственное решение, которое может быть найдено как предел последовательности

ρn+1 = Sρn, n = 0, 1, 2, . . . ,

причем в качестве ρ0(w) можно выбрать любой элемент из шара ‖ρ‖ < 1.
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БИНАРНОСТЬ ℵ0-КАТЕГОРИЧНЫХ ПОЧТИ
О-МИНИМАЛЬНЫХ ТЕОРИЙ РАНГА ВЫПУКЛОСТИ 1

Б.Ш. Кулпешов

Институт проблем информатики и управления МОН РК
Алматы, ул.Пушкина, 125, kbsh@ipic.kz

Пусть L — счетный язык первого порядка. Повсюду в этой статье мы рассматриваем L-
структуры и предполагаем, что L содержит символ бинарного отношения <, который интер-
претируется в этих структурах как линейный порядок. Для произвольных подмножеств A,B
структуры M мы пишем A < B, если a < b всякий раз, когда a ∈ A и b ∈ B. Если A ⊂M и
x ∈M , то мы пишем A < x, если A < {x}. Для любого подмножества A структуры M A+ :=
= {b∈M | A < b} и A− := {b∈M | b < A}. Для произвольного полного 1-типа p мы обозначаем
через p(M) множество реализаций типа p в M .

Открытый интервал I в структуре M есть параметрически определимое подмножество
структуры M вида I = {c ∈ M : M |= a < c < b} для некоторых a, b ∈ M ∪{−∞,∞}, где
a < b. Аналогично мы можем определить замкнутые, полуоткрытые, полузамкнутые и т.п.
интервалы в M , так, что например, произвольная точка структуры M является сама (триви-
альным) замкнутым интервалом. Подмножество A структуры M называется выпуклым, если
для любых a, b ∈A и c ∈M всякий раз, когда a < c < b мы имеем c ∈A.

Данная статья касается понятия слабой 0-минимальности, впервые введенного М. Дик-
манном в [2]. Слабо 0-минимальная структура есть линейно упорядоченная структура M =
= 〈M,=, <, ...〉 такая, что любое определимое (с параметрами) подмножество структуры M
является объединением конечного числа выпуклых множеств вM . Напомним, что такая струк-
тура M называется 0-минимальной, если каждое определимое (с параметрами) подмножество
структуры M является объединением конечного числа интервалов в M . Таким образом, сла-
бая 0-минимальность является обобщением 0-минимальности. Ранг выпуклости формулы с
одной свободной переменной введен в [3]. В частности, теория имеет ранг выпуклости 1, ес-
ли не существует определимого (с параметрами) отношения эквивалентности с бесконечным
числом выпуклых бесконечных классов. Очевидно, что 0-минимальная теория имеет ранг вы-
пуклости 1. ℵ0-категоричные слабо 0-минимальные теории были исследованы в [4] с исполь-
зованием понятий ультраметрики и C-отношения. Здесь мы исследуем ℵ0-категоричные слабо
0-минимальные теории ранга выпуклости 1 с помощью понятий слабой и почти ортогонально-
сти 1-типов, введенных Б.С. Байжановым в [5], [6]. Слабо 0-минимальная теория называется

Keywords: Model Theory; Weakly 0-minimal, ℵ0-categorical; Orthogonality of types
2000 Mathematics Subject Classification: 03C10, 03C35, 03C64
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почти 0-минимальной, если понятия слабой и почти ортогональности совпадают. Мы пред-
ставляем описание ℵ0-категоричных почти 0-минимальных теорий ранга выпуклости 1 (Тео-
рема 2), из которого следует их бинарность. Заметим, что существуют ℵ0-категоричные сла-
бо 0-минимальные теории ранга выпуклости 1, которые не являются почти 0-минимальными
(Примеры 1 и 2).

Самоопределимые множества рассматривались в [7] для исследования вопросов существо-
вания и единственности простых моделей над подмножествами C-минимальных структур.
Здесь мы представляем критерий того, чтобы каждое самоопределимое подмножество ℵ0-
категоричной слабо 0-минимальной структуры ранга выпуклости 1 являлось хорошим (Теоре-
ма 3), из которого следует, что при выполнении последнего условия данная структура является
простой над любым самоопределимым подмножеством.

А. Пиллэй и Ч. Стейнхорн доказали плотность изолированных типов произвольной 0-
минимальной теории [1], из чего следует существование конструктивной над произвольным
множеством модели. В общем случае даже для ℵ0- категоричной слабо 0-минимальной тео-
рии ранга выпуклости 1 это не выполняется (Пример 1). Здесь мы доказываем плотность
изолированных типов для произвольной ℵ0-категоричной почти 0-минимальной теории ранга
выпуклости 1 (Предложение 1).

В следующих определениях M — слабо 0-минимальная структура, A,B ⊆M , M − |A|+ —
насыщена, p, q ∈ S1(A) — неалгебраические.

О п р е д е л е н и е 1. [6] Будем говорить, что тип p является неодиночным, если суще-
ствуют A-определимая формула H(x, y) и α, γ1, γ2,∈p(M) такие, что H(M,α) \ {α} 
= ∅ и
γ1 < H(M,α) < γ2.

Т е о р е м а 1. [8] Пусть T — ℵ0-категоричная слабо 0-минимальная теория. Тогда следу-
ющие условия эквивалентны:

(1) T имеет ранг выпуклости 1.
(2) Для любой модели M |= T для любого A⊆M каждый неалгебраический тип p ∈ S1(A)

является одиночным.
(3) Для любой модели M |= T для любого A ⊆M для любого неалгебраического типа p ∈

∈ S1(A) p(M) неразличимо над A.
О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что тип p не является слабо ортогональным типу

q(p 
⊥w q), если существуют A-определимая формула H(x, y), α ∈ p(M) и β1, β2 ∈ q(M) такие,
что β1 ∈H(M,α) и β2 
∈H(M,α).

Л е м м а 1. ([6], Следствие 34(iii)) 
⊥w является отношением эквивалентности на S1(A).
О п р е д е л е н и е 3. [5] Будем говорить, что тип p не является почти ортогональным

типу q(p 
⊥w q), если существуют A-определимая формула H(x, y), α ∈ p(M) и β1, β2 ∈ q(M)
такие, что H(M,α) 
= ∅ и β1 < H(M,α) < β2.

Ф а к т 1. p 
⊥a q ⇒ p 
⊥w q.
О п р е д е л е н и е 4. [5] Будем говорить, что слабо 0-минимальная теория T является по-

чти 0-минимальной, если для любой модели M |= T , для любого A ⊆M и для любых неал-
гебраических типов p, q ∈ S1(A) p ⊥a q ⇔ p ⊥w q.

Ф а к т 2. Любая 0-минимальная теория является почти 0-минимальной.
П р и м е р 1. Пусть M = 〈M,<,=, U1

1 , U
1
2 , R

2〉, где 〈M,<〉 имеет порядковый тип Q. Уни-
версум M есть непересекающееся объединение U1 и U2 с условием a < b всякий раз, когда
a ∈ U1, b ∈ U2 и каждый предикат Ui не имеет концевых точек в M . Чтобы определить R,
отождествим Ui с Q для каждого i≤ 2. Для любых a∈U1 и b∈U2 имеем R(a, b) ⇔ b < a+

√
2.

Очевидно, что Th(M) допускает элиминацию кванторов. Можно доказать, что Th(M) —
слабо 0-минимальная теория. Пусть p = {U1}, q = {U2}. Очевидно, что p, q ∈ S1(∅), p ⊥a q, но
p 
⊥w q, т.е. Th(M) не является почти 0-минимальной.
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Л е м м а 2. Пусть M — линейно упорядоченная структура, Th(M) — ℵ0-категорична,
A ⊆M,M− | A |+ — насыщена, p, q ∈ S1(A) — неалгебраические. Тогда существует не более
одной A-определимой биекции p(M) на q(M).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное. Предположим, что существует по крайней
мере две различные A-определимые биекции f и g, отображающие p(M) на q(M). На самом
деле f является ā1-определимой, а g является ā2-определимой для некоторых ā1, ā2 ∈A. Тогда
для некоторого α∈p(M) мы имеем, что dcl({α, ā1, ā2}) является бесконечным, что противоречит
ℵ0-категоричности Th(M).

Л е м м а 3. ([3], Следствие 5.5) Пусть T — слабо 0-минимальная теория ранга выпуклости
1. Тогда T имеет Принцип Замены для алгебраического замыкания.

Пусть Y ⊂Mn+1 — ∅- определимо, π : Mn+1 →Mn — проекция, отбрасывающая последнюю
координату, Z := π(Y ) и для ā ∈ Z Yā = {y : (ā, y) ∈ Y }. Предположим, что для каждого
ā ∈ Z множество Yā ограничено сверху, но не имеет супремума в M . Определим отношение
эквивалентности ∼ наMn следующим образом:Mn \Z является одним ∼-классом, и для ā, b̄∈
∈Zā∼ b̄ тогда и только тогда, когда supYā = supYb̄. Пусть Z̄ := Z/∼ и для каждого x̄ пусть [x̄]
обозначает ∼ - класс кортежа x̄. Существует естественный ∅-определимый линейный порядок
на M ∪ Z̄, определенный следующим образом: если ā 
 ∈Z, то [ā] < x для всех x∈M ; если ā∈Z
и x ∈M , то [ā] < x тогда и только тогда, когда w < x для любого w ∈ Yā. Ясно, что если
ā 
 ∼b̄, то существует x ∈M такой, что [ā] < x < [b̄] или [b̄] < x < [ā], поэтому мы получаем
линейный порядок на M ∪ Z̄. Мы называем такое множество Z̄ сортом в M̄ (в данном случае
∅ - определимым сортом), где через M̄ обозначается объединение всех сортов. Аналогично мы
можем получить сорт M̄ , рассматривая инфинимумы вместо супремумов.

Ф а к т 3. Пусть T — слабо 0-минимальная теория ранга выпуклости 1,M |= T , A⊆M,p∈
∈ S1(A) — неалгебраический. Тогда любая функция в определимый сорт, область определения
которой содержит p(M), является монотонной или константой на p(M).

Л е м м а 4. Пусть T — ℵ0-категоричная слабо 0-минимальная теория ранга выпуклости
1,M |= T , A⊆M , p1, p2∈S1(A) — неалгебраические. Предположим, что существует b∈p1(M)
такой, что dcl(A, b) ∩ p2(M) 
= ∅. Тогда существует единственная A-определимая биекция
f : p1(M) → p2(M) такая, что f является монотонной.

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию леммы существует c ∈ p2(M) такой, что c ∈ dcl(A, b).
По Лемме 3 b ∈ dcl(A, c). Тогда существует A-определимая формула φ(x, y) такая, что

M |= φ(c, b) ∧ ∃!xφ(x, b) ∧ ∃!yφ(c, y).

Обозначим через f A-определимую функцию (f(b) = c), следующим образом:

f(y) = x⇔ φ(x, y).

Ясно, что f : p1(M) → p2(M) является биекцией. По факту 3 f должна быть монотонной или
константой на p1(M). Если бы f была константой, то область значений функции f была бы
точкой p2(M), определимой над A. Следовательно, f должна быть монотонной. Из Леммы 2
следует единственность такой биекции.

Л е м м а 5. Пусть T — ℵ0-категоричная слабо 0-минимальная теория ранга выпуклости
1, M |= T , A ⊆ M , M− | A |+ — насыщена, p1, p2 ∈ S1(A) — неалгебраические. Предполо-
жим, что существует b ∈ p1(M) такой, что dcl(A, b) ∩ p2(M) = ∅. Тогда не существует
A-определимой формулы Θ(x, y) такой, что Θ(M, b) выпукло и для некоторых c1, c2 ∈ p2(M)
выполнены неравенства: c1 < Θ(M, b) < c2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим противное. Предположим, что существует A-определи-
мая формула Θ(x, y) такая, что Θ(M, b) выпукло и существуют c1, c2∈p2(M), c1 < Θ(M, b) < c2.
Так как dcl(A, b) ∩ p2(M) = ∅, то Θ(M, b) бесконечно. Рассмотрим произвольный элемент c ∈
∈ Θ(M, b) и g ∈AutA(M) такой, что g(c1) = c2. Имеем:

Θ(M, g−1(b)) < g−1(c2) = c1 < Θ(M, b) < c2 = g(c1) < Θ(M, g(b)).
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Так как c ∈ Θ(M, b), то Θ(M, g−1(b)) < c < Θ(M, g(b)), т.е. g−1(b), g(b) 
 ∈Θ(c,M). Предполо-
жим, что g(b) < b. Тогда b < g−1(b) и, следовательно, g(b) < Θ(c,M) < g−1(b). Рассмотрим
следующую формулу:

H(c, x) := ∃y[Θ(c, y) ∧ Θ(x, y].

Ясно, что H(M, c)⊆p2(M). Покажем, что существуют γ1, γ2∈p2(M) такие, что γ1 < H(M, c) <
γ2. Пусть D(x) := ∃y Θ(y, x), B := D(M). Определим отношение эквивалентности ∼ на M
следующим образом: для любых a1, a2 ∈B, a1 ∼ a2 тогда и только тогда, когда sup Θ(M,a1) =
= sup Θ(M,a2). Пусть B̄ := B/∼.
Определим функцию f : M → B̄ следующим образом: f(x) := sup Θ(M,x). По факту 3 f долж-
на быть монотонной или константой на p1(M). Так как существуют c1, c2 ∈ p2(M) такие, что
c1 < f(b) < c2, то f не может быть константой. Если f является строго монотонно возрастаю-
щей, то f(g−1(b)) > f(d) для любого d∈Θ(c,M). Если f является строго монотонно убывающей,
то f(g(b)) > f(d) для любого d ∈ Θ(c,M). Таким образом, существует элемент γ2 ∈ p2(M) та-
кой, что H(M, c) < γ2. Аналогично рассматривая μ(x) := inf Θ(M,x), можно показать, что
существует γ1 ∈ p2(M), такой, что γ1 < H(M, c). Получаем противоречие одиночности типа p2.

С л е д с т в и е 1. Пусть T — ℵ0-категоричная слабо 0-минимальная теория ранга вы-
пуклости 1, M |= T , A ⊆M,M− | A |+—насыщена, p1, p2 ∈ S1(A) — неалгебраические. Тогда
следующие условия эквивалентны:
(1) p1 
⊥a p2.
(2) Существует элемент α ∈ p(M) такой, что dcl({α}) ∩ p2(M) 
= ∅
(3)Существует единственная A-определимая монотонная биекция f : p1(M) → p2(M).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1)⇒ (2). Так как p1 
⊥a p2, то существуют A-определимая форму-
ла H(x, y), α∈ p1(M) и γ1, γ2 ∈ p2(M) с условиями H(M,α)\{α} 
= ∅ и γ1 < H(M,α) < γ2. Если
для любого α ∈ p1(M) dcl(A ∪ {α}) ∩ p2(M) = ∅, то мы имеем противоречие с Леммой 5.
(2) ⇒ (3), в силу Леммы 4.
(3) ⇒ (1), очевидно.

О п р е д е л е н и е 5. Пусть A,B1, ..., Bs ⊆M , где M — линейно упорядоченная структура.
1. Будем говорить, что {B1, ..., Bs} является слабо ортогональным над A, если каждый

s-кортеж 〈a1, ..., as〉 ∈B1 × ...×Bs удовлетворяет одному и тому же типу над A.
2. Будем говорить, что {B1, ..., Bs} является ортогональным над A, если для любой после-

довательности (n1, ..., ns) ∈ ωs каждый правильно упорядоченный (n1 + ...+ ns)-кортеж

〈a1
1, a

1
2, ..., a

n1
1 ; ...; a1

s, a
2
s, ..., a

ns〉 ∈ (B1)n1 × ...× (Bs)ns

удовлетворяет одному и тому же типу над A.
Л е м м а 6. Пусть T — ℵ0-категоричная слабо 0-минимальная теория ранга выпуклости

1,M |= T , A⊆M,M− | A |+ —насыщена, p1, p2, ..., ps∈S1(A)— неалгебраические. Предположим,
что {p1(M), ..., ps(M)} слабо ортогонально над A. Тогда оно является ортогональным над A.
Доказательство Леммы 6 аналогично доказательству Леммы 6.6 [1].

С л е д с т в и е 2. Пусть T — ℵ0-категоричная слабо 0-минимальная теория ранга выпук-
лости 1, M |= T , A⊆M . Тогда для любых неалгебраических типов p, q ∈ S1(A) имеем

p ⊥w q ⇔ {p(M), q(M)} ортогонально над A.

Ананд Пиллэй и Чарльз Стейнхорн доказали следующую лемму:
Л е м м а 7. Пусть T — ℵ0-категоричная 0-минимальная теория, M |= T , A ⊆ M,A

конечно, p1, p2, ..., ps ∈ S1(A) — неалгебраические попарно слабо ортогональные типы. Тогда
{p1(M), ..., ps(M)} является ортогональным над A.

Заметим, что даже в случае ℵ0 - категоричной слабо 0-минимальной теории ранга выпук-
лости 1 в общем случае это не имеет места.
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П р и м е р 2. Пусть M = 〈M,<,=, U1
1 , U

1
2 , U

1
3 , R

3〉, где 〈M,<〉 имеет порядковый тип Q.
Универсум M есть непересекающееся объединение U1, U2 и U3 с условием a < b < c всякий
раз, когда a ∈ U1, b ∈ U2, c ∈ U3 и каждый предикат Ui не имеет концевых точек в M . Чтобы
определить R, отождествим Ui с Q для каждого i ≤ 3. Для любых a ∈ U1, b ∈ U2 и c ∈ U3 мы
имеем R(a, b, c) ⇔ c < a+ b+

√
2.

Очевидно, что Th(M) допускает элиминацию кванторов. Можно доказать, что Th(M) —
ℵ0-категоричная 0-минимальная теория ранга выпуклости 1, которая не является почти 0-
минимальной. Введем следующие обозначения: p1 := {U1}, p2 := {U2} и p3 := {U3}. Очевид-
но, что p1, p2, p3 ∈ S1(∅) и p1, p2, p3 — неалгебраические, попарно слабо ортогональные, однако
{p1(M), p2(M), p3(M)} не является ортогональным над ∅.

Л е м м а 8. Пусть T — ℵ0-категоричная слабо 0-минимальная теория ранга выпуклости
1,M |= T , A⊆M , A конечно, p1, p2, p3∈S1(A) — неалгебраические попарно слабо ортогональные
типы. Тогда для любых a1 ∈ p1(M) и a2 ∈ p2(M) dcl(A ∪ {a1, a2}) ∩ p3(M) = ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим противное: предположим, что существуют a1 ∈ p1(M),
a2 ∈ p2(M) и b ∈ p3(M), такие, что b ∈ dcl(A ∪ {a1, a2}). Так как p1, p2 и p3 являются попарно
слабо ортогональными, то b 
 ∈dcl(A∪{a1}) и b 
 ∈dcl(A∪{a2}). По Лемме 3 a1 ∈ dcl(A∪{a2, b})
и a2 ∈ dcl(A ∪ {a1, b}). Тогда существует A-определимая формула φ(x1, x2, x3) такая, что

M |= φ(a1, a2, b) ∧ ∃!x1φ(x1, a2, b) ∧ ∃!x2φ(a1, x2, b) ∧ ∃!x3φ(a1, a2, x3)

Определим функцию f в M следующим образом: f(x1, x2) = x3 ⇔ φ(x1, x2, x3). Дальнейшее
доказательство такое же, как в Лемме 6.9 из [1] (с.591, начиная со строки 12), если мы рас-
сматриваем pi(M) вместо компоненты Ii.

Л е м м а 9. Пусть T — ℵ0-категоричная почти 0-минимальная теория ранга выпуклости
1, M |= T , A ⊆M , A конечно, p1, p2, ..., ps ∈ S1(A) — неалгебраические попарно слабо ортого-
нальные типы. Тогда {p1(M), ..., ps(M)} является ортогональным над A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно Лемме 6 покажем, что множество {p1(M), ..., ps(M) яв-
ляется слабо ортогональным над A. Доказательство проводим индукцией по s ≥ 2. При s = 2
— это есть Следствие 2. Полагаем, что Лемма справедлива для множеств из s компонент.
Пусть множество состоит из s + 1 компоненты, {p1(M), ..., ps+1(M)}. Допустим противное.
Предположим, что {p1(M), ..., ps+1(M)} не является слабо ортогональным. Тогда существу-
ют r ≤ s + 1 и a1 ∈ p1(M), ..., ar−1 ∈ pr−1(M), ar+1(M) ∈ pr+1(M), ..., as+1 ∈ ps+1(M) pr 
 ∈
∈S1(A ∪ {a1, ..., ar−1, ar+1, ..., ss+1}). Не умаляя общности, предположим, что r = 1, т.е. p1 
 ∈
∈S1(A ∪ {a2, ..., as+1}). По индукционному предположению p1, p2 ∈ S1(A ∪ {a3, ..., as+1}). Тогда
p1 
⊥w p2 как типы над A∪{a3, ..., as+1}. В силу почти o-минимальности p1 
⊥a p2 и, следователь-
но, в силу Следствия 1 существует b2 ∈p2(M) такой, что dcl(A∪{b2, a3, ...as+1}∩p1(M) 
= ∅. По
индукционному предположению p1, p2, p3 ∈ S1(A ∪ {a4, ..., as+1}) и p1, p2, p3 являются попарно
слабо ортогональными как типы над A ∪ {a4, ..., as+1}. Это противоречит Лемме 8.

Т е о р е м а 2. Пусть T — ℵ0-категоричная почти 0-минимальная теория ранга выпук-
лости 1, M |= T , |M | = ℵ0 Тогда существуют

(i) конечное множество C = {c0, ..., cn}⊆M(M ∪{−∞,+∞} если M не имеет первого или
последнего элементов, состоящее из всех ∅ - определимых элементов в M ( с возможными
исключениями для −∞,+∞), такое, что M |= ¬(∃x) cj−1 < x < cj , либо Ij = {x ∈ M :
M |= cj−1 < x < cj} — плотный линейный порядок без концевых точек и существуют kj ∈
∈ ω u pj

1, ..., p
j
kj

∈ S1(∅) такие, что Ij = ∪kj

s=1 p
j
s(M);

(ii) отношение эквивалентности E ⊆ ({s : 1 ≤ s ≤ k})2, где {ps|s ≤ k ≤ ω} — произвольное
перечисление всех неалгебраических 1-типов над ∅ такое, что для каждой пары (i, j) ∈ E
существует единственная ∅-определимая монотонная биекция fi,j : Ui → Uj такая, что
fi,i = idUi и fj,k ◦ fj,i = fi,k для любых (i, j), (j, k) ∈ E такая, что T допускает элиминацию
кванторов относительно сигнатуры {=, <} ∪ {ci : i≤ n} ∪ {U s : s≤ k} ∪ {f

i,j
: (i, j) ∈ E} где
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ci интерпретируется в M элементом ci, U s — множеством ps(M), f
i,j
— функцией fi,j для

(i, j) ∈ E.
Кроме того, любому упорядочению с различными элементами, как в (i) и любым подходя-
шим отношением эквивалентности E, как в (ii) соответствует ℵ0-категоричная почти
0-минимальная теория ранга выпуклости 1 как выше.

Д о к а з а т е л ь с т в о . (i) Пусть C = {c∈M : c является ∅-определимым вM}. В силу ℵ0-
категоричности T C должно быть конечным. Пусть C(∪{−∞,+∞}, если M не имеет первого
или последнего элементов) перечислено как {c0, ..., cn}. Далее предположим, что Ij = {x ∈
∈M : M |= cj−1 < x < cj} 
= ∅. Тогда Ij должно быть плотным без концевых точек. Если Ij
является полным над ∅, тогда существует pj ∈ S1(∅) такой, что Ij = pj(M), т.е. kj = 1. Если Ij
не является полным над ∅, тогда в силу ℵ0-категоричности существуют kj∈ω и pj

1, ..., p
j
kj
∈S1(∅)

такие, что Ij = ∪kj

s=1p
j
s(M).

(ii) Пусть {ps|s≤k≤ω} — перечисление 1-типов над ∅ и пусть E = {(i, j) : pi 
⊥w pj , 1≤ i, j≤k}.
Согласно Лемме 1 E является отношением эквивалентности, а Лемма 4 дает единственность
и композиционные утверждения о биекциях в (ii). Остается только проверить, что T допус-
кает утверждаемую элиминацию кванторов. Мы докажем, что полный тип любого m-кортежа
(a1, ..., am) элементов из M определяется формулой Ψ, состоящей из конъюнкции всех пред-
ложений и отрицательных предложений формул вида x = y, x < y, ci < x, x < ci, U s(x),
y = f

i,j
(x), y < f

i,j
(x) и f

i,j
(x) < y, которые имеют место на координатах кортежа (a1, ..., am).

Дальнейшее доказательство такое же, как в Теореме 6.1 из [1] (с.592) с использованием Теоремы
1 и Леммы 9 вместо Лемм 6.5 и 6.9 из [1], соответственно.

Как видно из последней теоремы, почти 0-минимальные теории ранга выпуклости 1 не
отличаются существенно от 0-минимальных теорий в ℵ0-категоричном контексте, т.е. являются
"почти"0-минимальными.

С л е д с т в и е 3. Пусть T — ℵ0-категоричная почти 0-минимальная теория ранга вы-
пуклости 1. Тогда T бинарна.

О п р е д е л е н и е 6. [7] Пусть A⊆M , гдеM — произвольная структура. Множество A —
называется самоопределимым, если оно является определимым в M при помощи параметров,
являющихся элементами множества A.

О п р е д е л е н и е 7. [7] ПустьM — ℵ0-категоричная структура, A⊆M — самоопределимо.
Множество A называется хорошим, если для любого n < ω каждый n-тип над A, реализуемый
в M , является изолированным.

Ниже мы представляем критерий того, чтобы любое самоопределимое подмножество ℵ0-
категоричной слабо 0-минимальной структуры ранга выпуклости 1 являлось хорошим.

Т е о р е м а 3. Пусть T — ℵ0-категоричная слабо 0-минимальная теория ранга выпукло-
сти 1. Тогда следующие условия эквивалентны: (1) T — почти 0-минимальна.
(2) Для любой модели M теории T каждое самоопределимое подмножество A⊆M является
хорошим.

Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) ⇒ (2). Так как A самоопределимо, то существуют конечное
A1⊆A и A1-определимая формула φ(x) такие, что A = φ(M). В силу ℵ0-категоричности T M =
= dcl(A1)∪

⋃k
i=1 pi(M), где pi∈S1(A1) является неалгебраическим для каждого i≤k. Не умаляя

общности, можем считать, что dcl(A1) ⊆ A. Пусть для определенности pi(M) ⊆ A для любого
1≤ i≤ s и pj(M)∩A = ∅ для любого s+1≤ j≤ k. В силу бинарности нам достаточно показать,
что любой 2-тип над A, реализуемый в M , является изолированным. Возьмем произвольный
кортеж 〈a1, a2〉 ∈ (M \A)2, причем a1 < a2. Возможны следующие случаи:
(а) a1, a2 ∈ pj(M) для некоторого s+ 1 ≤ j ≤ k и существует i≤ s что pi 
⊥w pj .
(b) a1, a2 ∈ pj(M) для некоторого s+ 1 ≤ j ≤ k и для любого i≤ s pi ⊥w pj .
(c) a1∈pj(M), a2∈pr(M) для некоторых s+1≤ j, r≤kpj ⊥w pr и существует i≤s что pi 
⊥w pj .
(d) a1 ∈ pj(M), a2 ∈ pr(M) для некоторых s+ 1 ≤ j, r ≤ k, pj ⊥w pr и для любого i≤ s pi ⊥w pj

и pi ⊥w pr.



у

(e) a1∈pj(M), a2∈pr(M) для некоторых s+1≤j, r≤k, pj 
⊥w pr и существует i≤s что pi 
⊥w pj .
(f) a1 ∈ pj(M), a2 ∈ pr(M) для некоторых s+ 1≤ j, r ≤ k, pj 
⊥w pr и для любого i≤ s pi ⊥w pj .

(a) Так как pi 
⊥w pj , то существует определимая монотонная биекция f : pi(M) → pj(M).
Тогда существуют b1, b2 ∈ pi(M) такие, что f(b1) = a1, f(b2) = a2. Очевидно, что формула
f(b1) = x1 ∧ f(b2) = x изолирует тип кортежа 〈a1, a2〉 над A.

(b) Пусть формула Uj(x) изолирует тип pi. Тогда формула Uj(x)∧Uj(x2)∧x1 < x2 изолирует
тип кортежа 〈a1, a2〉 над A.

Остальные случаи рассматриваются аналогично.
(2)⇒ (1). Предположим, что T не почти 0-минимальна. Тогда существуют конечное множество
A ⊆M , неалгебраические типы p1, p2 ∈ S1(A) такие, что p1 
⊥w p2, но p1 ⊥a p2. Пусть A1 :=
= dcl(A)∪ p1(M). Очевидно, что A1 самоопределимо. Возьмем произвольный b∈ p2(M). Тогда
тип tp(b/A1) — неизолированный.

С л е д с т в и е 4. Пусть T — ℵ0-категоричная 0-минимальная теория. Тогда для любой
модели M теории T каждое самоопределимое подмножество A⊆M является хорошим.

Заметим, что в формулировке Теоремы 3 условие "Теория имеет ранг выпуклости 1"явля-
ется существенным. Действительно, рассмотрим следующий пример.

П р и м е р 3. Пусть M = 〈M,<,=, U1
1 , U

1
2 , E

2, R2〉, где 〈M,<〉, имеет порядковый тип Q.
Универсум M есть непересекающееся объединение U1 и U2, такое, что a < b всякий раз, когда
a∈U1, b∈U2, и каждый предикат Ui не имеет концевых точек вM . E является отношением экви-
валентности, разбивающем U1(M) на бесконечные выпуклые классы так, что индуцированный
на E-классах порядок является плотным порядком без концевых точек. Чтобы определить R,
отождествим Ui с Q для каждого i≤ 2, и для любых a ∈ U1 и b ∈ U2 R(a, b) ⇔ b < a+

√
2.

Нетрудно доказать, что теория Th(M) допускает элиминацию кванторов и является ℵ0-
категоричной почти 0-минимальной теорией ранга выпуклости 2. Действительно, пусть A :=
= U1(M). Очевидно, что A самоопределимо. Возьмем произвольный b ∈ U2(M). Тогда тип
tp(b/A) не является изолированным.

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть T — ℵ0-категоричная почти 0-минимальная теория ранга
выпуклости 1, M |= T , A ⊆ M . Тогда изолированные типы теории Th(M,a)a∈A образуют
плотное множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если A конечно, то предложение очевидно в силу ℵ0-категорич-
ности T . Предположим, что A бесконечно. Рассмотрим произвольную формулу φ(x, ā), ā ∈ A.
Предположим, что φ(M, ā) не содержит элементов из dcl(A) (иначе определение любого из этих
элементов даст нам полную над A формулу). В силу слабой 0-минимальности φ(M, ā) есть объ-
единение конечного числа ā-определимых выпуклых открытых множеств. Пусть φ1(x, ā) опре-
деляет крайнее левое ā-определимое выпуклое открытое множество, содержащееся в φ(M, ā).
В силу ℵ0-категоричности T существует лишь конечное число ∅-определимых выпуклых от-
крытых множеств {Ui : i ≤ k}. Очевидно, что существует i ≤ k, что φ1(M, ā) ∩ Ui 
= ∅. Тогда
формула φ1(x, ā)∩Ui(x) определяет полную над A формулу. Если это не так, тогда существует
формула ψ(x, b̄), b̄ ∈A такая, что

M |= ∃x[φ1(x, ā) ∧ Ui(x) ∧ ψ(x, b̄)] ∧ ∃x[φ1(x, ā) ∧ Ui(x) ∧ ¬ψ(x, b̄)].

В силу Теоремы 2 теория T допускает элиминацию кванторов относительно сигнатуры

{=, <} ∪ {ci : i≤ n} ∪ {Us : s≤ k} ∪ {fi,j : (i, j) ∈ E},

так что существует граничная точка формулы ψ(x, b̄), которая принадлежит φ1(M, ā) и которая
очевидно, содержится в dcl(A), что противоречит допущенному предположению.

С л е д с т в и е 5. Пусть T — ℵ0-категоричная почти 0-минимальная теория ранга выпук-
лости 1. Тогда для любой модели M теории T и для любого подмножества A⊆M существует
модель N теории T , которая является конструктивной над A.
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О ГИЛЬБЕРТОВОСТИ РЕЗОЛЬВЕНТ ОДНОГО КЛАССА
НЕПОЛУОГРАНИЧЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРОВ

М. Б. Муратбеков, Л. Р. Сейтбекова

Таразский Государственный Университет имени М.Х.Дулати
г. Тараз, ул. Сулейманова, 7, madiktz@nursat.kz

В данной работе изучаются вопросы о принадлежности классам δp и гильбертовость ре-
зольвент одного класса неполуограниченных дифференциальных операторов. Для неполуо-
граниченного дифференциального оператора получены условия гильбертовости резольвент и
их принадлежности классу δp.

1. Введение. Формулировка основных результатов.

Дифференциальные операторы с операторными коэффициентами являлись предметом изу-
чения многих математиков: Б.М. Левитана, А.Г. Костюченко, М.Г. Гасымова, М.О. Отелбаева,
Г.А. Суворченковой, В.И. Горбачук, М.Л. Горбачук, П.А. Мишневского, М.Б. Муратбекова,
А.Ж. Тогочуева, А. Биргебаева, А.А. Абудова и др. [1 – 14]. Авторами указанных работ иссле-
довались свойства функции Грина и самосопряженность соответствующих операторов, харак-
тер спектра, качественные свойства решений.

Однако для резольвент некоторых классов дифференциальных операторов такие вопросы,
как принадлежность классам δp, ядерность, гильбертовость, до сих пор остаются мало иссле-
дованными. К ним, в частности, относятся операторы смешанного типа, которые разделением
переменных сводятся к изучению дифференциальных операторов с операторными коэффи-
циентами. Здесь основные трудности связанны с изменением типа и неполуограниченностью
оператора.

В настоящей работе изучаются вопросы о принадлежности классам δp и гильбертовость
резольвенты следующего оператора:

Lu = −u′′ + k(y)Au+ ia(y)Aαu+ c(y)u,

определенного в пространстве H1 = H1(R,H), где k(y) — кусочно-непрерывная и ограниченная
функция в R = (−∞,∞), k(0) = 0, yk(y) > 0 при y �= 0, A — положительно-определенный
самосопряженный оператор в гильбертовом пространстве H с вполне непрерывным обратным,

Keywords: hilbertness, resolventa, non-semi-bounded differential operator
2000 Mathematics Subject Classification: 35B65, 35P05, 47B38
c© М. Б. Муратбеков, Л. Р. Сейтбекова, 2002.



H1 — гильбертово пространство, полученное пополнением C∞
0 (R,H) — множества финитных

бесконечно гладких вектор-функций, определенных на R, со значениями в H по норме

||u(y)||H1 = (

∞∫
−∞

||u(y)||2Hdy)1/2,

соответствующей скалярному произведению

< u(y), v(y) >H1=

∞∫
−∞

< u(y), v(y) >H dy.

Напомним, что через δp обозначают множество всех вполне непрерывных операторов таких,
что

||A||pδp
=

∞∑
n=1

sp
n(A) <∞ ,

где sn(A) — собственные числа оператора (A∗A)1/2.
Очевидно, что для вполне непрерывных операторов всегда sn −→ 0. Показатель p характе-

ризует степень уклонения оператора A от конечномерного. Чем меньше p, тем быстрее числа
sn стремятся к нулю и тем лучше оператор аппроксимируется конечномерным.

В данной работе, в частности, указан класс операторов, резольвенты которых являются
операторами Гильберта-Шмидта.

Предположим далее, что коэффициенты a(y), c(y) оператора L удовлетворяют условиям:
i) |a(y)| ≥ δ0 > 0 и c(y) ≥ δ > 0 — непрерывные функции в каждой точке R;
ii) sup

|x−t|≤1

a(t)
a(x) ≤ c0 <∞; sup

|x−t|≤1

c(t)
c(x) ≤ c1 <∞;

iii) 0 < δ1 ≤ a2(y)
c(y) при y ∈ R.

Справедливы следующие теоремы.

Т е о р е м а 1. Пусть выполнены условия i)− iii). Тогда резольвента оператора L принад-
лежит классу δp, если p > 1 и

∞∑
j=1

∞∫
−∞

Q−(p+1)/2(j, y)dy <∞ , (∗)

где Q(t, y) = |itα + c(y)|2, δ0 ≤ t <∞, α ∈ (1
2 , 1].

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия i) − iii) и для всех 0 ≤ l < 1∑
nlλn <∞ , (∗∗)

где λn — собственные числа оператора A. Тогда резольвента оператора L является операто-
ром Гильберта-Шмидта, если a−1(y) ∈ L1(R).

2. Вспомогательные утверждения и оценки.

Рассмотрим оператор, определенный равенством

ltu = −u′′ + (tk(y) + itαa(y) + c(y))u в L2(R), δ0 < t <∞.

Известно[15], что при выполнении условий i) − iii) существует резольвента оператора lt и
справедлива оценка

||u′||22 + ||itαa(y)u||22 + ||c(y)u||22 ≤ c(||ltu||2 + ||u||22) (1)
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для всех u ∈ D(lt), где c > 0 не зависит от u и t.
Пусть A — вполне непрерывный оператор. Известно, что собственные числа оператора

(A∗A)1/2 называются S-числами оператора A. Ненулевые S-числа будем нумеровать в порядке
их убывания с учетом их кратности так, что

sj(A) = λj((A∗A)1/2), j = 1, 2, ...

Введем следующую функцию N(λ) =
∑

sj>λ

1 — количество sj больших λ > 0. Положим

M = {u ∈ L2(R) : ||ltu||22 + ||u||22 ≤ 1}. Обозначим через dk, k-поперечник по Колмогорову
множества M в L2(R).

По определению
dk = inf

{yk}
sup
u∈M

inf
v∈yk

||u− v||2 ,

где inf берутся по всем подпространствам Yk размерности ≤ k.

Л е м м а 1. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда верна оценка

dk ≤ c2
∼
dk ,

где
∼
dk — k-поперечник множества

∼
M = {u ∈ L2(R) : ||u′||22 + ||c(y)u||22 + ||tαa(y)u||22 ≤ 1} .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия леммы следует, что для всех u ∈ D(lt) справедлива
оценка (1) Отсюда для всех u ∈M

||u′||22 + ||tαa(y)u||22 + ||c(y)u||22 ≤ c2(||ltu||22 + ||u||22) ≤ c2 .

Следовательно, M ⊆
∼
M c2 . Теперь, пользуясь свойством поперечников, имеем

dk ≤ c2
∼
dk.

Лемма 1 доказана.

Л е м м а 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда верна оценка

N(λ) ≤
∼
N(c−2λ) ,

где N(λ) =
∑

dk>λ

1 — количество поперечников dk, больших λ > 0,
∼
N(λ) =

∑
∼
dk>λ

1 — количество

поперечников
∼
dk, больших λ > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 1 имеем

N(λ) =
∑
dk>λ

1 ≤
∑

c2
∼
dk>λ

1 =
∑

∼
dk>c−2λ

1 =
∼
N(c−2λ).

Лемма 2 доказана.

Л е м м а 3. Пусть выполнены условия леммы 2. Тогда верна оценка

N(λ) ≤ cλ−1mes(y ∈ R : Q1/2(t, y) ≤ cλ−1) ,

где c — постоянное число, не зависящее от Q(t, y).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказываемая лемма следует из лемм 1 – 2 и результатов работ
[15 — 17].



3. Доказательство теорем 1 — 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Обозначим через sji — сингулярные числа опера-
тора l−1

j , j = 1, 2, 3, ...
Известно [18], что sj+1(l−1

t ) = dj , j = 1, 2, ..., где dj , j-поперечник множества M . Отсюда
следует неравенство ∑

j

∑
i

sp
ji ≤ c

∑
j

∑
i

dp
ji.

Положим F (λ) = N( 1
λ), где N(·) — функция распределения поперечников dji, i = 0, 1, 2, ...,

больших λ > 0. Заметим, что F (λ) = 0, если λ ≤ δj0 = 1
dj0

. Так как F (λi) = i при λi = d−1
ji , то

∑
j

∞∑
i=0

dp
ji =

∑
j

lim
N→∞

N∑
i=0

dp
ji =

∑
j

lim
N→∞

N∑
i=0

λ−p
ji =

=
∑

j

lim
N→∞

λN∫
0

λ−p
j dF (λj) =

∑
j

∞∫
0

λ−p
j dF (λj).

Теперь займемся внутренним интегралом.
Пусть αi = d−1

ji+1, где {dji+1}∞i=0. Интегрируя по частям имеем:

αi∫
0

λ−p
j dF (λj) =

αi∫
δj0

λ−p
j dF (λj) = λ−p

j F (λj)|αi
δj0

−
αi∫
0

λ−p−1
j F (λj)dλj =

= d−p
ji+1F (αj) − δ−p

j0 F (δj0) −
αij∫
0

λ−p−1
j F (λj)dλj , (2)

где δj0 = 1
dj0
. Следовательно, F (δj0) = 0.

Благодаря последнему равенству неравенство (2) принимает следующий вид:

αi∫
0

λ−p
j dF (λj) = d−p

ji+1F (αji) −
αi∫
0

λ−p−1
j F (λj)dλj . (3)

Пользуясь условием теоремы 1, находим:

∞∫
−∞

Q
−p+1

2 (j, y)dy ≥
∫

mes(y∈R:Q−1/2(j,y)≥cλ)

Q
−p+1

2 (j, y)dy ≥

≥
∫

mes(y∈R:Q−1/2(j,y)≥cλ)

Q
−(p−1)

2 (j, y)dy =
∫

mes(y∈R:Q−1/2(j,y)≥cλ)

Q− 1
2
(p−1)dy ≥

≥ λp−1mes(y ∈ R : Q−1/2(j, y) ≥ cλ).

Отсюда

mes(y ∈ R : Q
1
2 (j, y) ≤ cλ−1) ≤ A

λp−1
= Aλ−(p−1) , (4)

где

A =

∞∫
−∞

Q
−p+1

2 (j, y)dy.
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Из последнего неравенства и леммы 3 имеем

N(λ) ≤ c
A

λp
= cAλ−p.

Отсюда находим

dp
ji ≤ c

A

k + 1
. (5)

Неравенство (5) показывает, что внеинтегральный член равенства (3) ограничен при i → ∞.

Теперь остается вычислить интеграл
∞∫

−∞
λ−p−1

j F (λj)dλj . Учитывая лемму 3, имеем:

∞∫
0

λ−p−1
j F (λj)dλj ≤ c

∞∫
0

λ−p−1
j λjmes(y ∈ R : Q

1
2 (j, y) ≤ cλ−1

j )dλj =

= c1

∞∫
0

λ−p
j mes(y ∈ R : Q

1
2 (j, y) ≤ cλ−1

j )dλj = c2

∞∫
0

λ−p+1
j dmes(y ∈ R : Q

1
2 (j, y) ≤ cλ−1

j )

Внеинтегральный член исчезает благодаря оценке (4). Остается проверить, что

∞∫
0

λ−p+1
j dmes(y ∈ R : Q

1
2 (j, y) ≤ cλ−1

j ) =

∞∫
0

Q
1
2
(−p+1)(j, y)dy. (6)

Действительно, поскольку, что для всякой последовательности точек

δ2j0 ≤ ξ0 ≤ ξ1 ≤ ξ2 ≤ ... ≤ ξk ≤ ...

соответствуют суммы Дарбу

∞∑
k=1

MkmesΩk,j ;
∞∑

k=1

mkmesΩk,j ,

где
Ωk,j = {x ∈ R : ξk−1 ≤ Q1/2(j, y) ≤ ξk}

Mk,j = sup
x∈Ωk

Q
1
2
(−p+1)(j, y), mk,j = inf

x∈Ωk

Q
1
2
(−p+1)(j, y),

то верно неравенство

∞∑
k=1

ξ−p+1
k mesΩk,j ≤ s ≤ s ≤

∞∑
k=1

ξ−p+1
k mesΩk,j . (7)

Если существует в (6) правый интеграл, то в силу (7) существует и левый интеграл, и они
равны. Теорема 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Имеем

Q
1
2 (n, j) =

1
|iλα

na(y) + c(y)| ≤
1
λα

n

|a(y)| , n = 1, 2, 3, ... ,

где i2 = −1.
Отсюда и из теоремы 1 следует, что

∞∑
n=1

∞∫
−∞

Q−1/2(n, y)dy ≤
∞∑

n=1

∞∫
−∞

1
λα

n|a(y)|
dy =

∞∑
n=1

1
λα

n

∞∫
−∞

1
|a(y)|dy



Теперь, если воспользоваться условием (∗∗), то из последнего неравенства получаем дока-
зательство теоремы 2.
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НЕЛОКАЛЬНЫЕ НАЧАЛЬНЫЕ И КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С

МЕНЯЮЩИМСЯ НАПРАВЛЕНИЕМ ВРЕМЕНИ

Орынбасаров М., Орынбасаров Е. М.

Казахский национальный университет имени аль-Фараби
480012, Алматы, ул. Масанчи, 39/47

В этой статье будет исследована разрешимость начально-краевых задач для уравнения
теплопроводности

ut = a(t)Δu+ F (x, t), (1)

где Δ — оператор Лапласа по x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, когда коэффициент a(t) в интервале
принимает как положительные и так отрицательные значения.

Для такого типа уравнения обычная задача Коши с начальным условием при t = 0 некор-
ректна. Исследование показывает, что для регулярной разрешимости начальной задачи и кра-
евых задач для уравнения (1) необходимо задавать нелокальное начальное условие.

Для определенности в дальнейшем будем предполагать, что коэффициент

a(t) =

⎧⎨
⎩

a1(t) > 0, 0 ≤ t ≤ t0

a2(t) < 0, t0 < t ≤ T

в точке t = t0 может иметь разрыв 1-го рода.

1. Нелокальная начальная задача для уравнения (1).
Постановка начальной задачи. Требуется найти регулярное решение u(x, t) уравнения

(1) в области Rn
T ≡ {(x, t) : x ∈ Rn, t ∈ (0, t0)

⋃
(t0, T )}, и u(x, t0 − 0) = u(x, t0 + 0), удовлетворя-

ющее начальному условию
u(x, 0) + hu(x, T ) = f(x), (2)

где h = const. Заданные ограниченные функции F (x, t) ∈ Cα,0
x,t (Rn

T ), f(x) ∈ C(Rn), коэффици-
ент a(t) — однозначно непрерывная или кусочно-непрерывная функция, которая может иметь
разрыв 1-го рода и

q(t) =

t∫
0

a(τ)dτ > 0, 0 < t < T. (3)

Очевидно, что q(t) ∈ C1[0, T ].

Keywords: integral transformation, boundary problem, initial problem, heat conduction equation, non-local condition,
solvability condition, Grin’s function
2000 Mathematics Subject Classification: 35K20
c© Орынбасаров М., Орынбасаров Е. М., 2002.
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Нелокальную задачу (1)–(2) будем решать методом интегральных преобразований Фурье.
Применяя прямое интегральное преобразование Фурье по x к уравнению (1) и начальному
условию (2), получим

∼
ut = −a(t)|λ|2∼u +

∼
F (λ, t), (4)

∼
u(λ, 0) + h

∼
u(λ, T ) =

∼
f(λ), (5)

где ∼
u(λ, t) = 1

(
√

2π)n

∫
Rn

u(x, t) exp{i(λ, x)}dx, λ = (λ1, λ2, . . . , λn),

(λ, x) = λ1x1 + λ2x2 + · · · + λnxn, |λ|2 = λ2
1 + λ2

2 + · · · + λ2
n.

Общее решение уравнения (4) имеет вид

∼
u(λ, t) = C(λ) exp{−|λ|2q(t)} + h

t∫
0

∼
F (λ, τ) exp{−|λ|2[|q(t) − q(τ)|]dτ. (6)

Произвольную функцию C(λ) определим из условия (5). Имеем

C(λ) + hC(λ) exp{−|λ|2q(T )} + h

T∫
0

∼
F (λ, τ) exp{−|λ|2[|q(T ) − q(τ)|]dτ =

∼
f(λ).

Отсюда

C(λ) =

∼
f(λ)
H(λ)

− h

H)(λ)

T∫
0

∼
F (λ, τ) exp{−|λ|2[|q(T ) − q(τ)|]dτ, (7)

где
H(λ) = 1 + h exp{−|λ|2q(T )}. (8)

Подставляя в равенство (6) значение C(λ), решение задачи (4)–(5) можно представить в
виде

∼
u(λ, t) =

∼
f(λ)
H(λ)

exp{−|λ|2q(t)} +

t∫
0

∼
F (λ, τ) exp{−|λ|2[|q(t) − q(τ)|]dτ−

− h

H(λ)

T∫
0

∼
F (λ, τ) exp{−|λ|2[q(t) + |q(T ) − q(τ)|]}dτ. (9)

Прежде чем применять обратное преобразование Фурье к равенству (9), исследуем функцию
H(λ). Очевидно, что

H(λ) > 0 при h > −1 и H(λ) ≥ 1 при h > 0. (10)

Исследование показывает, что справедлива

Лемма 1. При h = −1 уравнение H(λ) = 0 имеет единственный корень λ = 0 (λ1 =
λ2 = · · · = λn = 0), а при h < −1, корнями уравнения H(λ) = 0 являются все точки сферы

|λ|2 = λ2
1 + λ2

2 + · · · + λ2
n =

1
q(T )

ln(−h).



Следует отметить, что при h exp[−|P |2q(T )] = −1, где P = (p1, p2, . . . , pn), решение задачи
(1)–(2) не единственно, так как однородное уравнение (1) (F (x, t) = 0) с нулевым начальным
условием (2) (f(x) = 0) имеет ненулевое решение вида

u0(x, t) = exp[−|P |2q(t)]
n∏

k=1

cos pkxk.

Предполагая, что выполнено условие (10), и применяя к равенству (9) обратное преобразование
Фурье, получим

u(x, t) =
∫

Rn

f(ξ)G(x− ξ, q(t))dξ − h

∫
Rn

f(ξ)G∗(x− ξ, q(T ) + q(t))dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn

F (ξ, τ)G(x− ξ, |q(t) − q(τ)|)dξ−

−h
T∫

0

dτ

∫
Rn

F (ξ, τ)G∗(x− ξ, q(t) + |q(T ) − q(τ)|)dξ, (11)

где G(x− ξ, q(t)) — обычное фундаментальное решение уравнения теплопроводности,

G∗(x− ξ, q(t)) =
1

(2π)n

∫
Rn

1
H(λ)

exp{−|λ|2q(t) + (λ, (x− ξ))}dξ.

З а м е ч а н и е . Если q(T ) = 0, то H(λ) = 1 + h и при h �= −1

G∗(x− ξ, q(t) =
1

1 + h
G(x− ξ, q(t)).

Легко убедиться в справедливости следующих утверждений.

Лемма 2. Если выполнено условие (10), то при x �= ξ функция G∗(x− ξ, q(t)) ∈ C1,∞
t, x и

является решением однородного уравнения теплопроводности (1).

Лемма 3. Справедливо соотношение

G∗(x− ξ, q(t)) = G(x− ξ, q(t)) − hG∗(x− ξ, q(T ) + q(t)). (12)

Используя леммы 2 — 3 и свойства объемного теплового потенциала, нетрудно проверить,
что функция, определяемая равенством (11), удовлетворяет неоднородному уравнению (1) и
нелокальному начальному условию (2).

Подытоживая полученные результаты, сформулируем теорему.

Те о р ем а 1. Если заданные функции F (x, t) ∈ Cα, 0
x, t (Rn

T ), f(x) ∈ C(Rn) ограничены и вы-
полнено условие (10), то нелокальная начальная задача (1) — (2) имеет регулярное решение,
определяемое формулой (11).

Рассмотрим следующие примеры.
Пример 1. Пусть

a(t) =
{

1, 0 < t < t0,
−1, t0 < t < T.

Тогда функция

q(t) =

t∫
0

a(τ)dτ =
{

t, 0 < t < t0,
2t0 − t, t0 < t < T.



у

Значение q(T ) > 0, т.е. q(T ) =
T∫
0

a(τ)dτ = 2t0 − T > 0 при t0 > T
2 и q(T ) = 0 при t0 = 1

2T .

Пример 2. Пусть a(t) = T − 2t, 0 < t < T . Тогда a(t) > 0 при t < T
2 и a(t) < 0 при

T
2 < t < T . Функция g(t) =

t∫
0

a(τ)dτ = Tt− t2 = t(T − t) > 0 и q(0) = q(T ) = 0

2. Специальные объемные и поверхностные потенциалы.
При помощи функций G(x− ξ, q(t)) и G∗(x− ξ, q(t)) построим следующие объемные потен-

циалы

V ∗
0 (t, x) =

∫
Ω

f(ξ)G(x− ξ, q(t))dξ − h

∫
Ω

f(ξ)G∗(x− ξ, q(T ) + q(t))dξ,

V ∗(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Ω

F (ξ, τ)G(x− ξ)|q(t) − q(τ)|)dξ−

−h
T∫

0

dτ

0∫
Ω

F (ξ, τ)G∗(x− ξ, q(τ) + |q(t) − q(τ)|)dξ

и поверхностные потенциалы

ω∗(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

σ(ξ, τ)a(τ)G(x− ξ, |q(t) − q(τ)|)dSξ−

−h
T∫

0

dτ

∫
S

σ(ξ, τ)τ)a(τ)G∗(x− ξ, q(τ) + |q(t) − q(τ)|)dSξ,

W ∗(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

μ(ξ, τ)a(τ)
∂G

∂Nξ
dSξ − h

T∫
0

dτ

∫
S

μ(ξ, τ)a(τ)
∂G∗

∂Nξ
dSξ,

где Ω — произвольная область в Rn с границей S, Nξ — нормаль к границе в точке ξ ∈ S.
Первые слагаемые построенных потенциалов являются обычными тепловыми потенциалами
с функцией q(t) вместо t, а второе слагаемое не имеет особенности при q(T ) > 0. Поэтому
эти потенциалы обладают аналогичными свойствами тепловых потенциалов. Используя свой-
ства тепловых потенциалов и выше приведенные леммы 2 — 3, нетрудно доказать следующие
утверждения.

Те о р ем а 2. Если ограниченная функция f(x) ∈ C(Ω) и выполнено условие (10), то при
q(t) � δ > 0 функция V ∗

0 (t, x) ∈ C1, ∞
t, x (ΩT ) и справедливы равенства

∂V ∗
0

∂t
= a(t)ΔV0, V ∗

0 (0, x) + hV ∗
0 (T, x) = f(x).

Те о р ем а 3. Если ограниченная функция F (t, x) ∈ Cα, 0
x, t и выполнено условие (10), то

функция V ∗(t, x) ∈ C1,2
t,x (ΩT ) и справедливы равенства

∂V ∗
0

∂t
= a(t)ΔV ∗ + F (x, t), V ∗(0, x) + hV ∗(T, x) = 0.



Те о р ем а 4. Если ограниченная функция σ(x, t) ∈ C(ST ) и выполнено условие (10), а
поверхность S ∈ C1+α (типа Ляпунова), то ∀x∈S функция ω∗(t, x) ∈ C1, ∞

t, x и ∂ω∗
∂t = a(t)Δω∗.

Кроме того, имеют место соотношения

lim
x→x0∈S

ω∗(t, x) = ω∗(t, x0),

lim
x→x0∈S

∂ω∗(t, x)
∂Nx0

= ∓1
2
σ(x0, t) +

∂ω∗(t, x0)
∂Nx0

,

ω∗(0, x) + hω∗(T, x) = 0.

Те о р ем а 5. Если ограниченная функция μ(x, t) ∈ C(ST ) и выполнено условие (10), а
поверхность S ∈ C1+α, то ∀x∈S функция W ∗(t, x) ∈ C1, ∞

t, x и ∂W ∗
∂t = a(t)ΔW . Кроме того,

имеют место соотношения

lim
x→x0∈S

W ∗(x, t) = ±1
2
μ(x0, t) +W ∗(t, x0),

W ∗(0, x) + hW (T, x) = 0.

При помощи построенных потенциалов можно доказать регулярную разрешимость различ-
ных краевых задач для уравнения (1) с начальным условием (2).

3. Краевые задачи для уравнения (1).
Используя вышеприведенные потенциалы и применяя метод продолжений нетрудно постро-

ить функции Грина основных краевых задач для простейших областей (полупространства, чет-
верть пространства, полоса, полуполоса и т.д.). Решение таких краевых задач можно в явном
виде выразить через заданные функции.

Смешанная краевая задача. Требуется найти регулярное решение u(x, t) уравнения (1)
в области ΩT ≡ {(x, t) : −∞ < x′′ < ∞, 0 < xn, xn−1 < ∞; 0 < t < T}, удовлетворяющее
начальному условию (2) и краевым условиям

uxn(x′, 0, t) = ϕ(x′, t), (13)

u(x′′, 0, xn, t) = ψ(x′′, xn, t), (14)

где x = (x1, x2, . . . xn) = (x′, xn) = (x′′, xn−1, xn). Заданные ограниченные функции F (x, t) ∈
Cα, 0

x, t (ΩT ), f(x) ∈ C0, 1
x′, xn

(Ω), ϕ(x′, t) ∈ C(ΩT ∩ (xn = 0)), ψ(x′′, xn,t) ∈ C0, 1
x′′, xn

ΩT ∩ (xn−1 = 0).
Кроме того, выполнены условия согласования

ϕ(x′, 0) = f ′xn(x′, 0), ψ(x′′, xn, 0) = f(x′′, 0, xn), ϕ(x′′, 0, t) = ψxn(x′′, 0, t).

Функцию Грина поставленной краевой задачи можно построить методом четного и нечетного
продолжения. При этом решение смешанной задачи (1) — (2), (13 ) — (14) выражается форму-
лой

u(x, t) =
∫
Ω

f(ξ)Q(x′′ − ξ′′, xn−1 ∓ ξn−1, xn ∓ xn, q(t))−

−h
∫
Ω

f(ξ)Q∗(x′′ − ξ′′, xn−1 ∓ ξn−1, xn ∓ ξn, q(T ) + q(t))+

+

t∫
0

dτ

∫
Ω

F (ξ, τ)Q(x′′ − ξ′′, xn−1 ∓ ξn−1, xn ∓ ξ − n, |q(t) − q(τ)|)dξ−



у

−h
T∫

0

dτ

∫
Ω

F (ξ, τ)Q∗(x′′ − ξ′′, xn−1 ∓ ξn−1, xn ∓ ξn, q(T ) + |q(t) − q(τ)|)dξ−

−2

t∫
0

dτ

∫
Rn−2

dξ′′
∞∫
0

ϕ(ξ′, τ)a(τ)Q(x′ − ξ′, xn−1 ∓ ξn−1, xn, |q(t) − q(τ)|)dξn−1+

+2h

T∫
0

dτ

∫
Rn−2

dξ′′
∞∫
0

ϕ(ξ′, τ)a(τ)Q∗(x′′ − ξ′′, xn−1 ∓ ξn−1, xn, q(T ) + |q(t) − q(τ)|)dξn−1+

+2

t∫
0

dτ

∫
Rn−2

dξ′′
∞∫
0

ψ(ξ′′, ξn, τ)a(τ)
∂Q

∂ξn−1

∣∣∣∣
ξn−1=0

dξn−

−2h

T∫
0

dτ

∫
Rn−1

dξ′′
∞∫
0

ψ(ξ′′, ξn, τ)a(τ)
∂Q∗

∂ξn−1

∣∣∣∣
ξn−1=0

dξn, (15)

где
Q(x′′ − ξ′′, xn−1 ± ξn−1, xn ∓ ξn, q(t)) = G(x− ξ, q(t)) +G(x′ − ξ′, xn + ξn, q(t))−

−G(x′′ − ξ′′, xn−1 + ξn−1, xn + ξn, xn − ξn, q(t))−
−G(x′′ − ξ′′, xn−1 + ξn−1, xn + ξn, q(t)),

Q∗(x′′ − ξ′′, xn−1 ± ξn−1, q(T ) + q(t)) = G∗(x− ξ, q(T ) + q(t))+

+G∗(x′ − ξ′, xn + ξn, q(T ) + q(t)) −G∗(x′′ − ξ′′, xn−1 + ξn−1, xn − ξn, q(T ) + q(t))−
−G∗(x′′ − ξ′′, xn−1 + ξn−1, xn + ξn, q(T ) + q(t)).

Периодическая краевая задача. Требуется найти решение u(x, t) уравнения (1) в об-
ласти ΩT ≡ {(x, t) : 0 < xk < 2π, 0 < t < T}, удовлетоворяющее начальному условию (2) и
условию периодичности:

u(0, t) = u(2π, t). (16)

Решение u(x, t) поставленной задачи ищем в виде ряда

u(x, t) =
∑

uk(t)eikx (17)

с неизвестными коэффициентами uk(t), где k = (k1, k2, . . . kn), kx = k1x1 + k2x2 + · · · + knxn

и суммирование ведется по всем целым значениям ks, −∞ < ks < ∞. Разлагая заданные
функции F (x, t), f(x) по ортогональной системе{eikx}, имеем

F (x, t) =
∑

Fk(t)eikx, f(x) =
∑

fke
ikx. (18)

Подставляя в неоднородное уравнение (1) и нелокальное условие (2) ряды (17) — (18) и срав-
нивая коэффициенты при eikx относительно неизвестных uk(t), получим следующую задачу

u′k(t) + a(t)|k|2uk = Fk(t), (19)

uk(0) + huk(T ) = fk. (20)

Общее решение уравнения (19) можно представить в виде

uk(t) = Ck exp r−|k|2q(t) + h

t∫
0

Fk(τ) exp{|k|2|q(t) − q(τ)|}dτ. (21)



Произвольные постоянные Ck определим из условия (20).
Имеем

Ck + hcke
−|k|2q(T ) + h

T∫
0

fk(τ) exp{−|k|2q(T ) − q(τ)|}dτ = fk

или

Ck =
fk

H(|k|) − h

H(|k|)

T∫
0

Fk(τ) exp{−|k|2|q(T ) − q(τ)|}dτ.

Далее, подставляя в (21) вместо Ck найденное значение, окончательно получим

uk(t) =
fk

H(|k|) exp{−|k|2q(t)} +

t∫
0

Fk(τ) exp{−|k|2q(t) − q(τ)|}dτ−

− h

H(|k|)

T∫
0

Fk(τ)exp{−|k|2[q(T ) − q(τ))]}dτ, (22)

где H(|k|) = 1 + h exp{−|k|2q(T )}.
Из интегрального представления (22) очевидным образом следует, что при H(|k|) > 0 зада-

ча (19)–(20) имеет единственное решение. Тогда периодическое решение u(x, t), представимое
рядом (17), также единственно. Кроме того, функциональный ряд (17) бесконечно дифферен-
цируем по x и один раз по t. Таким образом, доказана

Те о р ем а 6. Если заданные функции F (x, t), f(x) разлагаются по x в сходящиеся ряды
(18) и H(|k|) > 0, то периодическая задача (1), (2), (16) имеет единственное регулярное
решение u(x, t), определяемое рядом (17), где неизвестные коэффициенты uk(t) выражаются
формулой (22).
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О НЕЛОКАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО
ГИПЕРБОЛО-ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ

М.И. Рамазанов

Институт математики МО и Н РК
Алматы, ул.Пушкина, 125, dzhenali@math.kz

1 . П о с т а н о в к а з а д а ч и. Пусть Q1 = {x, t| 0 < x < 2π, 0 < t < T}, Q2 =
= {x, t| 0 < x < 2π, −T < t < 0}, Q = Q1 ∪ Q2. В области Q рассматривается следующая
граничная задача:

(−1)jD2
t u

j(x, t) − D2
xu

j(x, t) +M j [uj ] = f j(x, t), (x, t) ∈Qj ; (1)
Dp

xu
j(0, t) = Dp

xu
j(2π, t); (2)

Dp
t u

1(x, T ) = μpD
p
t u

2(x,−T ); (3)

где Dt = ∂/∂t, Dx = ∂/∂x, M1[u1] =
m∑

k=1

αku
1(x, tk), M2[u2] =

M∑
k=m+1

αku
2(x, tk); p = 0, 1; j =

= 1, 2. Далее, положим, что{
T < +∞, f j ∈ L2(Qj), j = 1, 2; μp ∈ C, p = 0, 1;

αk ∈ C, tk ∈ (−T, 0), k = m+ 1, ...,M ; tk ∈ (0, T ), k = 1, ...,m;
(4)

— заданные функции и числа.
Уравнение (1) является уравнением смешанного (гиперболо-эллиптического) типа, а из-за

наличия слагаемогоM j [uj ] его называют нагруженным. Подобные уравнения рассматривались
в [3]. Граничные задачи для уравнений смешанного типа, которые имеют вид (1), изучались в
работах [1, 2]. Задача (1)—(3) отличается от рассмотренных ранее тем, что, во-первых, область
в гиперболической части является не характеристической, во-вторых, в уравнении имеются
нагруженные слагаемые. Эти уравнения являются моделью замкнутых управляемых систем,
когда управляющее устройство формирует воздействия на объект управления в фиксирован-
ные моменты времени пропорционально следу функции-состояния. В отличие от изученных
ранее задач здесь не удается непосредственно обратить оператор гиперболической и эллиптиче-
ской частей и свести исходную задачу к исследованию разрешимости сингулярных интеграль-
ных уравнений. Рассматриваемая граничная задача (1)—(3) является модельной, позволяющей
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применить и развить методы, предлагаемые в работе [4] для уравнений с операторными (Π-
операторными) коэффициентами для уравнения смешанного типа и с наличием нагруженных
слагаемых [3]. Однако, как следует из результатов работы, они могут быть применены и для
уравнений с коэффициентами, не являющимися Π-операторами.

Основной целью данной работы является: изучить вопросы L2-сильной разрешимости гра-
ничной задачи (1)—(3) при условиях (4).

2 . О с н о в н о й р е з у л ь т а т . Сформулируем основной результат данной работы.
Для этого введем следующие обозначения:

S = {s| s = 0,±1,±2, ...};

δ1s = 1 +
m∑
1

αk
1 − ch s(tk − T )

s2
, δ2s = 1 +

M∑
m+1

αk
1 − cos s(tk + T )

s2
, s ∈ S ; (5)

Δs =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

sin sT + μ1 sh sT
s

cos sT − μ0 ch sT
cos sT − 1

s2
1 − ch sT

s2

cos sT − μ1 ch sT s(− sin sT + μ0 sh sT ) −sin sT
s

sh sT
s

M∑
m+1

αk
sin s(tk + T )

s

M∑
m+1

αk cos s(tk + T ) −δ2s 0

μ1

m∑
1
αk

sh s(tk − T )
s

μ0

m∑
1
αk ch s(tk − T ) 0 −δ1s

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, s ∈ S .

Т е о р е м а 1. Для любых f j , μp, αk, tk, T, удовлетворяющих требованиям (4), гранич-
ная задача (1)—(3) имеет единственное L2-сильное решение тогда и только тогда, когда
выполнены следующие условия:

|Δs| �= 0 ∀s ∈ S . (6)

Здесь и далее в работе для детерминанта матрицы B будет использовано обозначение |B|.
Условие (6) в терминах данных (4) дает полное описание корректных граничных задач вида
(1)—(3). Получим из этой теоремы ряд следствий.

С л е д с т в и е 1. Пусть при условиях теоремы 1 в уравнении (1) отсутствуют нагру-
женные слагаемые, т.е. αk = 0, k = 1, ...,M. Тогда для того, чтобы граничная задача (1)—(3)
имела единственное L2-сильное решение, необходимо и достаточно выполнение условий:∣∣∣∣∣

sin sT + μ1 sh sT
s

cos sT − μ0 ch sT

cos sT − μ1 ch sT s(− sin sT + μ0 sh sT )

∣∣∣∣∣ �= 0 ∀s ∈ S . (7)

З а м е ч а н и е 1. С одной стороны, условия (7) не для всех наборов данных, удовлетво-
ряющих требованиям (4), могут быть выполнены. Например, если μ1 = μ2 = 1, то условия
(7) принимают вид: ch sT · cos sT �= 1 ∀s ∈ S , которые, в частности, нарушаются при
s = 0. С другой стороны, существуют граничные задачи, для которых условия (7) могут
быть выполнены. Например, если μ0 = −μ1 = i (=

√−1), то условия (7) будут иметь вид:
sh sT · sin sT �= −i ∀s ∈ S , которые являются выполненными.

С л е д с т в и е 2. При условиях теоремы 1 предположим, что T = 2π, μ0 = μ1 = 1.
Тогда для того, чтобы граничная задача (1)—(3) имела единственное L2-сильное решение,
необходимо и достаточно выполнение условий:

δ2s

[
s2 +

m∑
1

αk

]
�= 0 ∀s ∈ S . (8)
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З а м е ч а н и е 2. Утверждение следствия 2 показывает, что в рассматриваемом случае
при отсутствии нагруженных слагаемых граничная задача (1)—(3) при f j≡0, j = 1, 2 имеет
решение, равное постоянной, т.е. оператор задачи имеет непустой спектр. Однако введение
нагрузки специальным образом (согласно условиям (8)) позволяет превратить эту задачу в
корректно поставленную, т.е. однозначно L2-сильно разрешимую при любых правых частях
уравнения f j ∈ L2(Qj), j = 1, 2. Причем, следует заметить, что условия (8) не зависят от
точек {tk, k = 1, ...,m} из области эллиптичности уравнения (1).

3 . Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Доказательство теоремы будем проводить
методом разделения переменных, т.е. ищем решение задачи (1)—(3) в следующем виде:

uj(x, t) =
∑
s∈S

uj
s(t) exp{is · x}, j = 1, 2. (9)

Учитывая соответствующие разложения для правых частей уравнения (1)

f j(x, t) =
∑
s∈S

f j
s (t) exp{is · x}, j = 1, 2, (10)

сведем граничную задачу (1)—(3) к изучению краевых задач для счетной системы нагруженных
обыкновенных дифференциальных уравнений:

−D2
t u

1
s(t) + s2 · u1

s(t) +M1[u1
s] = f1

s (t), t ∈ (0, T ), (11)

D2
t u

2
s(t) + s2 · u2

s(t) +M2[u2
s] = f2

s (t), t ∈ (−T, 0), (12)

Dp
t u

1
s(T ) = μpD

p
t u

2
s(−T ), p = 0, 1, (13)

где M1[u1
s] =

m∑
1
αku

1
s(tk), M

2[u2
s] =

M∑
m+1

αku
2
s(tk).

Введем системы чисел {νs, s ∈ S }, {ϕs, s ∈ S }, пока временно неизвестных, с помощью
которых вместо задач (11)—(13) будем рассматривать следующие граничные задачи:⎧⎨

⎩
−D2

t u
1
s(t) + s2 · u1

s(t) +M1[u1
s] = f1

s (t), t ∈ (0, T ),

u1
s(T ) = μ0νs, D

1
t u

1
s(T ) = μ1ϕs, s ∈ S ;

(14)

⎧⎨
⎩

D2
t u

2
s(t) + s2 · u2

s(t) +M2[u2
s] = f2

s (t), t ∈ (−T, 0),

u2
s(−T ) = νs, D

1
t u

2
s(−T ) = ϕs, s ∈ S .

(15)

Решая задачи (14) и (15), получим следующие представления для их решений:

u1
s(t) =

T∫
t

f1
s (τ)

sh s(t− τ)
s

dτ + ϕs · μ1 · sh s(t− T )
s

+

+ νs · μ0 · ch s(t− T ) −M1[u1
s] ·

1 − ch s(t− T )
s2

, s ∈ S ;

(16)

u2
s(t) =

t∫
−T

f2
s (τ)

sin s(t− τ)
s

dτ + ϕs · sin s(t+ T )
s

+

+ νs · cos s(t+ T ) −M2[u2
s] ·

1 − cos s(t+ T )
s2

, s ∈ S .

(17)



В этих представлениях неизвестными являются величины: νs, ϕs, M
1[u1

s], M
2[u2

s], s ∈ S .
Для нахождения этих неизвестных используем (16) и (17). Во-первых, найдем представления
для производных решений задач (14) и (15):

D1
t u

1
s(t) =

T∫
t

f1
s (τ) ch s(t− τ)dτ + ϕs · μ1 · ch s(t− T )+

+ νs · μ0 · s · sh s(t− T ) +M1[u1
s] ·

sh s(t− T )
s

, s ∈ S ;

(18)

D1
t u

2
s(t) =

t∫
−T

f2
s (τ) cos s(t− τ)dτ + ϕs · cos s(t+ T )−

− νs · s · sin s(t+ T ) −M2[u2
s] ·

sin s(t+ T )
s

, s ∈ S .

(19)

Далее, используя на линии t = 0 в области Q условия сопряжения для решений (16)—(17) и их
производных (18)—(19):

Dp
t u

1
s(0+) = Dp

t u
2
s(0−), p = 0, 1,

получим:(
sin sT
s

+ μ1
sh sT
s

)
ϕs + (cos sT − μ0 ch sT ) νs − 1 − cos sT

s2
M2[u2

s] +
1 − ch sT

s2
M1[u1

s] = F 1
s ;

(cos sT − μ1 ch sT )ϕs + s (− sin sT + μ0 sh sT ) νs − sin sT
s

M2[u2
s] +

sh sT
s

M1[u1
s] = F 2

s ;

(20)

где

F 1
s =

0∫
−T

f2
s (τ)

sin sτ
s

dτ −
T∫

0

f1
s (τ)

sh sτ
s

dτ, F 2
s = −

0∫
−T

f2
s (τ) cos sτdτ +

T∫
0

f1
s (τ) ch sτsdτ. (21)

В представлениях (16)—(17) полагаем t = tk (причем, k = 1, ...,m для (16) и k = m +
+1, ...,M для (17)), затем умножаем полученные выражения на соответствующие αk и сумми-
руя результаты предыдущего шага по k соответственно от 1 до m для решения (16) и от m+ 1
до M для решения (17). В результате будем иметь:

μ1

m∑
1

αk
sh s(tk − T )

s
ϕs + μ0

m∑
1

αk ch s(tk − T )νs − δ1sM
1[u1

s] = F 3
s ;

M∑
m+1

αk
sin s(tk + T )

s
ϕs +

M∑
m+1

αk cos s(tk + T )νs − δ2sM
2[u2

s] = F 4
s ;

(22)

где

F 3
s = −

m∑
1

αk

T∫
tk

f1
s (τ)

sh s(tk − τ)
s

dτ, F 4
s = −

M∑
m+1

αk

tk∫
−T

f2
s (τ)

sin s(tk − τ)
s

dτ, (23)

а величины δ1s и δ2s определены в (5).
Заметим, что условия однозначной разрешимости системы линейных алгебраических урав-

нений (20) и (22) относительно неизвестных ϕs, νs, M
1[u1

s], M
2[u2

s] совпадают с условиями (6)
теоремы 1 .
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Теперь из системы уравнений (20) и (22) определим неизвестные величины ϕs, νs, M
1[u1

s],
M2[u2

s] по формулам:

ϕs =
|Δϕs |
|Δs| , νs =

|Δνs |
|Δs| , M

1[u1
s] =

|ΔM1[u1
s]|

|Δs| , M2[u2
s] =

|ΔM2[u2
s]|

|Δs| ∀s ∈ S , (24)

где, как обычно, матрицы Δϕs , Δνs , ΔM1[u1
s], ΔM2[u2

s] получаются из матрицы Δs заменой со-

ответствующих столбцов элементами F 1
s , F

2
s , F

3
s , F

4
s .

Далее, подставляя (24) в (16) и (17), получаем окончательное представление решений гра-
ничных задач (11)—(13):

u1
s(t) =

T∫
t

f1
s (τ)

sh s(t− τ)
s

dτ +
|Δϕs |
|Δs| · μ1 · sh s(t− T )

s
+

+
|Δνs |
|Δs| · μ0 · ch s(t− T ) − |ΔM1[u1

s]|
|Δs| · 1 − ch s(t− T )

s2
, s ∈ S ;

(25)

u2
s(t) =

t∫
−T

f2
s (τ)

sin s(t− τ)
s

dτ +
|Δϕs |
|Δs| · sin s(t+ T )

s
+

+
|Δνs |
|Δs| · cos s(t+ T ) − |ΔM2[u2

s]|
|Δs| · 1 − cos s(t+ T )

s2
, s ∈ S .

(26)

Теперь обсудим вопрос об установлении L2-оценок для решений (25)—(26), равномерных по
s ∈ S , т.е. оценок вида:

‖u1
s(t)‖L2(0,T ) ≤ C1‖f1

s (t)‖L2(0,T ) ∀s ∈ S ; (27)

‖u2
s(t)‖L2(−T,0) ≤ C2‖f2

s (t)‖L2(−T,0) ∀s ∈ S , (28)

где постоянные C1, C2 не зависят от s.
Для этого рассмотрим вначале случай отсутствия нагруженных слагаемых. Из (25), (26)

получаем для искомых решений их представления:

u1
s(t) =

T∫
t

f1
s (τ)

sh s(t− τ)
s

dτ + μ1
|Δ̃ϕs |
|Δ̃s|

sh s(t− T )
s

+ μ0
|Δ̃νs |
|Δ̃s|

ch s(t− T ) ∀s ∈ S ; (29)

u2
s(t) =

t∫
−T

f2
s (τ)

sin s(t− τ)
s

dτ +
|Δ̃ϕs |
|Δ̃s|

sin s(t+ T )
s

+
|Δ̃νs |
|Δ̃s|

cos s(t+ T ) ∀s ∈ S , (30)

где

|Δ̃s| =

∣∣∣∣∣
sin sT + μ1 sh sT

s
cos sT − μ0 ch sT

cos sT − μ1 ch sT s(− sin sT + μ0 sh sT )

∣∣∣∣∣ =
= −1 − μ0μ1 + (μ0 − μ1) sin sT sh sT + (μ0 + μ1) cos sT ch sT ;

(31)



|Δ̃ϕs | =

0∫
−T

f2
s (τ) {cos s(τ + T ) − μ0[cos sτ ch sT − sin sτ sh sT ]} dτ+

+

T∫
0

f1
s (τ) {μ0 ch s(τ − T ) − ch sτ cos sT + sh sτ sin sT} dτ ;

(32)

|Δ̃νs | =
1
s

0∫
−T

f2
s (τ) {− sin s(τ + T ) + μ1[sin sτ ch sT − sh sT cos sτ ]} dτ+

+
1
s

T∫
0

f1
s (τ) {μ1 sh s(T − τ) + sh sτ cos sT + sin sT ch sτ} dτ.

(33)

Подставляя (31)—(33) в (29), получаем:

u1
s(t) = s−1|Δ̃s|−1

0∫
−T

f2
s (τ){μ1 sh s(t− T ) cos s(τ + T ) − μ0 sin s(τ + T ) ch s(t− T ) +

+ μ0μ1[cos sτ ch s(2T − t) − sh st cos sτ ]}dτ + s−1|Δ̃s|−1

T∫
0

f1
s (τ){μ0μ1 sh s(t− τ) +

+ μ0 sin sT ch s(t− T ) ch sτ − μ1 cos sT sh s(t− T ) ch sτ}dτ +

+ s−1|Δ̃s|−1

T∫
t

f1
s (τ){−(1 + μ0μ1) sh s(t− τ) +

+ (μ0 − μ1) sin sT sh sT sh s(t− τ) + (μ0 + μ1) cos sT ch sT sh s(t− τ)}dτ. (34)

Формулы для решений (30) и (34) позволяют получить требуемые L2-оценки не только для
самих функций u1

s(t), u
2
s(t), но и для их производных Dj

tu
1
s(t), D

j
tu

2
s(t), j = 1, 2 :

‖u1
s(t)‖L2(0,T ) ≤ C1

[‖f1
s (t)‖L2(0,T ) + ‖f2

s (t)‖L2(−T,0)

]
, (35)

‖u2
s(t)‖L2(0,T ) ≤ C2

[‖f1
s (t)‖L2(0,T ) + ‖f2

s (t)‖L2(−T,0)

]
, (36)

‖D1
t u

1
s(t)‖L2(0,T ) ≤ C3

[‖f1
s (t)‖L2(0,T ) + ‖f2

s (t)‖L2(−T,0)

]
, (37)

‖D2
t u

1
s(t)‖L2(0,T ) ≤ C4

[‖s · f1
s (t)‖L2(0,T ) + ‖s · f2

s (t)‖L2(−T,0)

]
, (38)

‖D1
t u

2
s(t)‖L2(0,T ) ≤ C5

[‖f1
s (t)‖L2(0,T ) + ‖f2

s (t)‖L2(−T,0)

]
, (39)

‖D2
t u

2
s(t)‖L2(0,T ) ≤ C6

[‖s · f1
s (t)‖L2(0,T ) + ‖s · f2

s (t)‖L2(−T,0)

]
. (40)

Обсудим, например, получение оценок (35). Для этого запишем представления (34) в виде:

u1
s(t) =

0∫
−T

G2s(t, τ)f2
s (τ)dτ +

T∫
0

G1s(t, τ)f1
s (τ)dτ, s ∈ S .

Для получения требуемых оценок достаточно показать равномерную по s ограниченность
функций G1s, G2s, т.е.

{|G1s(t, τ)|, |G2s(t, τ)|} ≤K для любых допустимых {t, τ}.
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Для конечных s из условий теоремы (6) эти неравенства справедливы. Остается рассмотреть
случаи: s = 0, s = ±∞. Пусть s = 0. Неравенства следуют из того факта, что в каждом сла-

гаемом из G1s(t, τ), G2s(t, τ) присутствуют выражения вида либо
{

sh sβ
s

}
, либо

{
sin sβ
s

}
,

которые ограничены при s → 0. В случае s → ±∞ ограниченность {|G1s(t, τ)|, |G2s(t, τ)|}
следует из-за наличия в них гиперболических функций типа {sh, ch} как в числителе, так и в
знаменателе одного и того же порядка.

Аналогичное имеет место и для остальных оценок (37)—(40).
Оценки (35) и (36) остаются справедливыми в задаче (11), (12) и (13) и при наличии на-

груженных слагаемых. Соответствующие формулы при этом оказываются очень громоздкими,
поэтому они здесь не приводятся.

Для завершения доказательства теоремы 1 теперь достаточно применить аналог соответ-
ствующей леммы из работы [4, с.118]:

Л е м м а 1. Задача (1)—(3) при условиях (4) имеет единственное L2-сильное решение
тогда и только тогда, когда все граничные задачи из (11), (12) и (13) однозначно разрешимы
и существуют независящие от s постоянные C1, C2 такие, что справедливы оценки (35) и
(36).

З а м е ч а н и е 3. Оценки (38) и (40) показывают, что для получения L2-оценок вторых
производных по времени от искомых решений u1(x, t), u2(x, t) необходимо требовать наличие
суммируемости в квадрате от первых производных по x заданных функций f1(x, t), f2(x, t).
Этот факт известен для гиперболических уравнений, однако для эллиптических граничных
задач этого дополнительного требования не должно быть. По-видимому, это является эф-
фектом влияния гиперболической части в уравнении смешанного типа (1).
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Казахский государственный университет им. аль-Фараби
480012, Алматы, ул.Масанчи, 39/47, aknykova@kac.kz

1.Необходимые определения и постановка задачи. Пусть πs = [−π, π]s— s-мерный
куб, Lp(πxs) (1≤ p <∞) — множество всех измеримых 2π-периодических по каждой перемен-
ной функций f(x) = f(x1, . . . , xs) таких, что

∥∥∥f∥∥∥
p

= (2π)−s

( ∫
πs

|f(x)|pdx
) 1

p

<∞,

Lp
0(πs) =

{
f ∈ Lp(πs) :

π∫
−π

f(x)dxj = 0 (j = 1, ..., s )

}
.

Через Zs, как обычно, обозначим целочисленную решетку Rs. Пусть Zs
0 и Z+

s — подмно-
жества Zs, каждая компонента которых неотрицательна и положительна соответственно. Для
n ∈ Zs

+ положим
∥∥∥n∥∥∥

1
= n1 + . . .+ ns, 2−n = (2−n1 , . . . , 2−ns) .

Пусть Λ(t) = Λ(t1, ..., ts) непрерывная, неубывающая по каждой переменной при любых
фиксированных остальных переменных на [0, 1]s функция такая, что Λ(t) > 0 или Λ(t) = 0 при

условии
s∏

j=1
tj > 0 или

s∏
j=1

tj = 0, соответственно.

Определим следующие множества (N > 0):

Γ(Λ, N) =
{
m ∈ Z+

s : Λ(2−m) ≥ 1
N

}
, Γ⊥(Λ, N) = Z+

s \ Γ(Λ, N) ,
ρ(n) = {m = (m1, ...,ms) ∈ Zs : 2nj−1 ≤ |mj | < 2nj} (n ∈ Zs

+),
Q(Λ, N) =

⋃
n∈Γ(Λ,N)

ρ(n),

Q⊥(Λ, N) =
⋃

n∈Γ⊥(Λ,N)

ρ(n), T (G) =
{
t(x) : t(x) =

∑
n∈G

cn e
i (n,x)

}
,

где G — конечное множество точек Zs.
Пусть на Zs определены функции или, что то же самое, последовательности: действитель-

нозначная D(n) и α(n) = (α1(n), ..., αs(n)) со значениями из Rs. В случае, когда α(n) ≡ α =
(α1, ..., αs) ∈Rs, вся последовательность {α(n)}n∈Zs обозначается через α.

Keywords: Λ-nucleus the Dirichlet, (D, α)-derivative, norm
2000 Mathematics Subject Classification: 42A10
c© М.Б. Сихов, 2002.



( )

Предположим, что f ∈ L(πs) и

σ(f ;x) ≡
∑

n∈Zs

f̂(n)ei(n,x)

— её ряд Фурье-Лебега, а ряд ∑
n∈Zs

D(n)ei(
πα(n)

2
,1)f̂(n)ei(n,x)

является рядом Фурье-Лебега некоторой функции. Эту функцию назовём (D,α)-производной
функции f и обозначим через f (D)(x, α), саму же функцию f — (D,α)-дифференцируемой
(более подробно об этом см.[1]).

Для функции Λ(t) введем функции

MQ(Λ,N)(x) =
∑

n∈Γ(Λ,N)

δn(x),

FQ(Λ,N)(x) =
∑

n∈Γ⊥(Λ,N)

δn(x), δn(x) =
∑

m∈ρ(n)

ei(m,x), x ∈Rs.

Назовем функцию MQ(Λ,N)(x) многомерным Λ-ядром Дирихле. Гармоники функции
MQ(Λ,N)(x) лежат внутри, а функции FQ(Λ,N)(x) — вне множества Q(Λ, N).

Многие вопросы теории гармонического анализа и теории приближений гармонических
функций многих переменных тесно связаны с оценками норм в различных метриках ядер,
подобных ядру Дирихле (более подробно об этом изложено в [2]).

В настоящей работе устанавливаются оценки норм функций M (D)
Q(Λ,N)(x, α) и F (D)

Q(Λ,N)(x, α) в
норме пространства Lp при 1 < p <∞ и рассмотрены их точность при некоторых ограничениях
на функцию Λ(t).

При

D(n) =
s∏

j=1

|nj |βj , αj(n) = βj · sign nj ,

Λ(t) =
s∏

j=1

t
γj

j , t ∈ [0, 1]s (1)

(множество, составленное из всех n таких, что n∈Q(
s∏

j=1
t
γj

j , 2
m)≡Qγ

m называют ступенчатым

гиперболическим крестом [3]) точные порядковые оценки норм функций M (β)
γ,μ ≡M

(D)
Q(Λ,N)(x, α)

и F (β)
γ,μ (x)≡F (D)

Q(Λ,2μ)(x, α) в смешанной норме пространства Lp(πs)(1≤p <∞) были установлены
Э.М.Галеевым [2].

2. В дальнейшем нам понадобятся следующие утверждения.

Л е м м а 1. Пусть для s-кратной числовой последовательности {λ(k)} = {λ(k1, ..., ks)}
существует число M, не зависящее от n, такое, что

|λ(k)| ≤M (k ∈ Zs),
∑

k∈ρ(n)

|Δ1...Δsλ(k)| ≤M (n ∈ Zs
0),

где Δjλ(k1, ..., ks) = λ(k1, ..., kj + 1, ..., ks) − λ(k1, ..., ks) (параллелепипед ρ(n), в общем случае
s-мерный, вырождается в параллелепипед меньшей размерности, если некоторые из nj равны
нулю). Тогда, если

f(x) ∼
∑
k∈Zs

f̂(k)ei(k,x) ∈ Lp(πs) (1 < p <∞),



то
Λf ∼

∑
k∈Zs

λ(k)f̂(k)ei(k,x) ∈ Lp(πs)

и
‖Λf‖p 	‖f‖p .

Эта теорема Марцинкевича о мультипликаторах [4, с.57].
Здесь и в дальнейшем при положительных A и В запись A	 B будет означать A ≤ CB,

где С некоторая положительная величина, разная, вообще говоря, в различных формулах и
зависящая лишь от постоянных параметров. А запись A 
 B означает A	B	A.

Л е м м а 2. [3,c.25]. Пусть 1 ≤ q < p <∞ и f ∈ Lq
0(πs). Тогда

‖f‖p
p <<

∑
n∈Zs

+

∥∥δn(f ;x)
∥∥p

q
2‖n‖1

(
p
q
−1
)
,

в том смысле, что если ряд, стоящий справа, сходится, то f ∈ Lp
0(πs) и выполняется ука-

занное неравенство.

Л е м м а 3. . Пусть 1 < p < ∞. Тогда для каждой функции f ∈ Lp
0(πs) справедливо

следующее соотношение : ∥∥∥∥∥∥∥
⎡
⎣ ∑

n∈Zs
+

|δn(f, x)|2
⎤
⎦

1
2

∥∥∥∥∥∥∥
p


 ‖f‖p ,

где
δn(f ;x) =

∑
m∈ρ(n)

f̂(m)ei(m,x).

Эта лемма является обобщением на многомерный случай теоремы Литтлвуда-Пэли [4, с.55].

Л е м м а 4. [2]. Пусть α > 0, β ∈ Rs, γi = βi

αi
, i = 1, ..., n, γ = γ1 = ... = γν > γν+1 ≥ ...≥

≥ γs (1 ≤ ν ≤ s). Тогда

∑
(α,n)≤N

2(n,β) 

⎧⎨
⎩

2γNNν−1, γ > 0;
Nν , γ = 0;
1, γ < 0.

Л е м м а 5. [2]. Пусть α > 0, β > 0, γi = βi

αi
, i = 1, ..., n, γ = γ1 = ... = γν < γν+1 ≤ ... ≤

≤ γs (1 ≤ ν ≤ s). Тогда

∑
(α,n)>N

2−(n,β) 
 2γNNν−1.

Сейчас мы рассмотрим функцию Λ(t) вида

Λ(t) = Λ(t1, t2) = tr1(
log 1

t1

)b1

tr2(
log 1

t2

)b2
(0 < t < 1),

Λ(0, 0) = Λ(t1, 0) = Λ(0, t2) = 0, 0 < r < k.

Здесь и дальше рассматриваются логарифмы по основанию 2. Так как r < k, то Λ(t) об-
ладает свойствами смешанного модуля гладкости порядка k [5]. Для выбранной Λ(t) положим
Γ(Λ, N) = Γ(N) и Q(Λ, N) = Q(N).

Наряду с множествами Q(N) рассмотрим также множества



( )

G(N) =
{
m ∈ Z2 : |mj | ∈ Z+, j = 1, 2,Λ

(
1

|m1| ,
1

|m2|
)
≥ 1
N

}
,

т.е.
G(N) =

{
m ∈ Z2 : |mj | ∈ Z+, j = 1, 2,

|m1|r(log|m1|)b1
+ · |m2|r(log|m2|)b2

+ ≤N
}
,

где (log n)+ = log n при n = 2, 3, ... и (log n)+ = 1 при n = 1.
Множества G(N) и Λ(N) эквивалентны, а именно, из неравенств

Λ
(

1
|m1| ,

1
|m2|

)
≤ Λ

(
21−n1 , 21−n2

)≤ 22kΛ
(
2−n
)≤ 22kΛ

(
1

|m1| ,
1

|m2|
)
,

справедливых для m = (m1,m2) ∈ ρ(n), вытекает, что

G(N) ⊂Q(22kN) ⊂G(22kN). (2)

В дальнейшем через |G(N)| обозначим число элементов множества G(N).
Справедлива

Л е м м а 6. . Пусть α≥ 0, 0 < r < k и b1, b2 ∈R . Тогда∑
n∈Γ(N)

2‖n‖1α 
 N
α0
r Φ(b1, b2, r, α0, N),

где

α0 =
{
α, α > 0;
1, α = 0,

Φ(b1, b2, r, α0, N) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(log N)−
b1α

r
− b2α0

r
+1 , b1α0 < r, b2α0 < r;

(log N)−
b1α0

r · log log N, b1α0 ≤ r, b2α0 = r;

(log N)−
b2α0

r · log log N, b1α0 = r, b2α0 ≤ r;

(log N)−
b1α0

r , b1α0 ≤ r, b2α0 > r;

(log N)−
b2α0

r , b1α0 > r, b2α0 ≤ r;

N− bα0
r , b1α0 > r, b2α0 > r,
b = min{b1, b2}.

Доказательство. При α = 0 лемма доказана Н.Н.Пустовойтовым [5], а при α > 0 доказа-
тельство проводится аналогично.

3. В условиях принятых выше определений и обозначений справедливы следующие теоре-
мы.

Т е о р е м а 1. . Пусть 1 < p < ∞ и для функций D(n) �= 0, α(n) существует число
C > 0 такое, что для всех k ∈ ρ(n), n ∈ Zs

+∣∣∣∣ D(k)
D(2n)

∣∣∣∣≤ C,
1

|D(2n)|
∑

k∈ρ(n)

∣∣∣Δ1...ΔsD(k)ei(
πα(k)

2
,1)
∣∣∣≤ C. (3)

Тогда имеет место неравенство

∥∥∥M (D)
Q(Λ,N)(x, α)

∥∥∥
p
	
⎛
⎝ ∑

n∈Γ(Λ,N)

|D(2n)|p · 2p
(
1− 1

p

)
‖n‖1

⎞
⎠

1
p

. (4)



Доказательство. Заметим,что в силу леммы 1

∥∥∥∥δ(D)
n (x, α)

∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥∥D(2n)
∑

k∈ρ(n)

D(k)
D(2n)

ei(
πα(k)

2
,1) · ei(k,x)

∥∥∥∥∥∥
p

	 |D(2n)| ·
∥∥∥∥δn(x)

∥∥∥∥
p

. (5)

Учитывая, что [3, c.87]

∥∥δn(x)
∥∥

p

 2‖n‖1

(
1
p
−1
)
,

а также пользуясь леммой 2 и соотношением (5) для некоторого 1 < q < p, получим

∥∥∥M (D)
Q(Λ,N)(x, α)

∥∥∥p

p
	 ∑

n∈Γ(Λ,N)

2‖n‖1

(
p
q
−1
)∥∥δ(D)

n (x, α)
∥∥p

q
	 ∑

n∈Γ(Λ,N)

|D(2n)|p · 2p
(
1− 1

p

)
‖n‖1 .

Оценка (4) и тем самым, теорема доказаны. Аналогично доказывается

Т е о р е м а 2. . Пусть 1 < p < ∞ и функции D(n) �= 0, α(n) удовлетворяют условию
(3). Если ∑

n∈Zs
+

|D(2n)|p · 2p
(
1− 1

p

)
‖n‖1 <∞, (6)

то функция F (D)
Q(Λ,N)(x, α) ∈ Lp(πs) и

∥∥∥F (D)
Q(Λ,N)(x, α)

∥∥∥
p
	
⎛
⎝ ∑

n∈Γ⊥(Λ,N)

|D(2n)|p · 2p
(
1− 1

p

)
‖n‖1

⎞
⎠

1
p

.

Теперь рассмотрим вопрос о точности оценок, полученных в теоремах 1 и 2.

Т е о р е м а 3. . Пусть 1 < p < ∞ и функции D(n) �= 0, α(n) удовлетворяют условиям
(3) и ∣∣∣∣D(2n)

D(k)

∣∣∣∣≤ C, k ∈ ρ(n), |D(2n)|
∑

k∈ρ(n)

∣∣∣∣Δ1...Δs
1

D(k)
e−i(

πα(k)
2

,1)

∣∣∣∣≤ C. (7)

для некоторого C > 0 и для всех n ∈ Zs
+. Тогда

∥∥∥M (D)
Q(Λ,N)(x, α)

∥∥∥
p


⎛
⎝ ∑

n∈Γ(Λ,N)

|D(2n)|p · 2p
(
1− 1

p

)
‖n‖1

⎞
⎠

1
p

. (8)

Доказательство. Оценка сверху сразу следует из теоремы 1. Оценка снизу. Сначала от-
метим,что функция одной переменной δn(t) приводится к следующему виду:

δn(t) =
∑

k∈ρ(n)

eikt = 2
∑

2n−1≤k<2n

coskt =
2sinn−2t · cos2−1(3 · 2n−1 − 1)t

sin t
2

.

Из оценки 2t
π ≤ sint ≤ t при 0 ≤ t ≤ π

2 , пользуясь тем, что число слагаемых в ρ(n) равно 2n,
получаем, что (см. [2])

π−12n+1cos
3π
8

≤ |δn(t)| ≤ 2n, t ∈ Tk, n < k, (9)

где
Tk = {t ∈R : π2−k−1 < |t| ≤ π2−k} (k ≥ 0).



( )

Теперь перейдем к доказательству оценки снизу в (8). Пользуясь леммой 1 при

λm =
D(2n)
D(k)

e−i(
πα(k)

2
,1)

имеем

∥∥∥M (D)
Q(Λ,N)(x, α)

∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥ ∑
n∈Γ(Λ,N)

∑
k∈ρ(n)

D(k)ei(
πα(k)

2
,1) · ei(k,x)

∥∥∥∥∥
p



∥∥∥∥∥ ∑

n∈Γ(Λ,N)

∑
k∈ρ(n)

D(2n) · ei(k,x)

∥∥∥∥∥
p

.

Далее, в силу леммы 3, разбивая отрезок интегрирования на области

Tk = {x ∈Rs : π2−kj−1 < |xj | ≤ π2−kj} (k ∈ Zs
+)

и в сумме по n беря только слагаемое с n = k, выводим, что

∥∥∥D(D)
Q(Λ,N)(x, α)

∥∥∥
p


∥∥∥∥∥∥
[ ∑

n∈Γ(Λ,N)

|D(2n)δn(x)|2
] 1

2

∥∥∥∥∥∥
p



( ∑

k∈Zs
0

∫
Tk+1

∣∣D(2k)δk(x)
∣∣p dx

) 1
p

.

Следовательно, в силу оценки (9), имеем

∥∥∥D(D)
Q(Λ,N)(x, α)

∥∥∥
p


⎛
⎝ ∑

n∈Γ(Λ,N)

|D(2n)|p 2p
(
1− 1

p

)
‖n‖1

⎞
⎠

1
p

.

Оценка снизу и тем самым, теорема полностью доказаны.
Аналогично доказывается

Т е о р е м а 4. . Пусть 1 < p < ∞ и функции D(n), α(n) удовлетворяют условиям
теоремы 3 и условию (6). Тогда

∥∥∥F (D)
Q(Λ,N)(x, α)

∥∥∥
p


⎛
⎝ ∑

n∈Γ⊥(Λ,N)

|D(2n)|p · 2p
(
1− 1

p

)
‖n‖1

⎞
⎠

1
p

.

Ясно, что функции D(n), α(n), определенные как в (1), удовлетворяют условиям (3) и (7). В
этом случае обозначимM (β)

Q(Λ,N)(x)≡M
(D)
Q(Λ,N)(x, α) и F (β)

Q(Λ,N)(x)≡F
(D)
Q(Λ,N)(x, α). Тогда из теорем

3 и 4, соответственно, вытекают следующие
Следствие 1. Пусть 1 < p <∞, β ∈Rs. Тогда

∥∥∥M (β)
Q(Λ,N)(x)

∥∥∥
p


⎛
⎝ ∑

n∈Γ(Λ,N)

2p
(
n,β+1− 1

p

)⎞⎠
1
p

. (10)

Следствие 2. Пусть 1 < p < ∞, β ∈ Rs. Функция FQ(Λ,N) ∈ Lp(πs) тогда и только тогда,
когда

∑
n∈Zs

+

2p
(
n,β+1− 1

p

)
<∞. (11)

И если выполнено условие (11), то

∥∥∥F (β)
Q(Λ,N)(x)

∥∥∥
p


⎛
⎝ ∑

n∈Γ⊥(Λ,N)

2p
(
n,β+1− 1

p

)⎞⎠
1
p

. (12)



Замечание 1. Для гиперболических крестов (см. (1)), при

γj > 0, rj = 1
γj

(
βj + 1 − 1

p

)
(j = 1, ..., s), r = r1 = ... = rν > rν+1 ≥ ...≥ rs.

оценивая сумму в соотношении (10) с помощью леммы 4, получаем

∥∥∥M (β)
γ,μ(x)

∥∥∥
p



⎧⎪⎨
⎪⎩

2rμ · μ ν−1
p , r > 0;

μν , r = 0;
1, r < 0.

Если rj < 0 (j = 1, ..., s), то из соотношениия (12) и леммы 5 вытекает следующая оценка

∥∥∥F (β)
γ,μ (x)

∥∥∥
p


⎛
⎝ ∑

(γ,n)>μ

2p(n,β) · 2p
(
1− 1

p

)
‖n‖1

⎞
⎠

1
p


 2rμμ
ν−1

p .

Эти оценки ранее получены Э.М. Галеевым [2].
Из следствия 1 и леммы 6 непосредственно вытекает
Следствие 3. Пусть 1 < p <∞, β, b1, b2 ∈R, r > 0 и

β + 1 − 1
p ≥ 0. Тогда ∥∥∥M (β)

Q(N)(x)
∥∥∥

p

 N

α0
rp (Φ(b1, b2, r, α0, N))

1
p ,

где

α0 =

{
p
(
β + 1 − 1

p

)
, β + 1 − 1

p > 0;
1, β + 1 − 1

p = 0.
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ХРОНИКА

ПЕРЕЧЕНЬ

проектов, рекомендованных НАН РК и МОН РК для финансирования в 2003 году в
рамках программ фундаментальных исследований на 2003 — 2005 г.г. по проблемам
математики, механики и машиноведения, информатики, дистанционного зондиро-
вания и космических технологий

Основное научное направление: ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ МАТЕМА-
ТИКИ

1.1. Изучение свойств функциональных пространств, интегральных и диффе-
ренциальных операторов

Головная организация: Институт математики (научный руководитель програм-
мы - д.ф.м.н. Женсыкбаев А.А.)

Наименование проекта Научные Организация,
руководители представившая проект

Критерии типа хи-квадрат, Институт
основанные на классах Воинов В.Г., д.ф.-м.н. математики МОН РК
Неймана-Пирсона

Локальные и структурные
свойства весовых пространств
и дифференциальных Ойнаров Р., д.ф.-м.н., Институт
операторов Байдельдинов Б.Л., д.ф.-м.н. математики МОН РК

Оптимальные методы прибли- Институт
жения функций и операторов Женсыкбаев А.А., д.ф.-м.н. математики МОН РК

Интерполяционные методы Евразийский националь-
анизотропных пространств и их Нурсултанов Е.Д., д.ф.-м.н. ный университет им.
приложения к задачам теории Л.Н. Гумилева
функциональных пространств,
теории рядов Фурье, теории
приближений

Методы приближений Евразийский националь-
и оценки их погрешностей Темиргалиев Н., д.ф.-м.н. ный университет им.

Л.Н. Гумилева

Весовые пространства диф- Институт прикладной
ференцируемых функций и математики МОН РК
дифференциальные и Кусаинова Л.К., д.ф.-м.н.
сингулярные операторы

Интегральные и дифферен- Институт
циальные операторы в математики МОН РК
краевых задачах Блиев Н.К., д.ф.-м.н.



Функциональные пространства Карагандинский универ-
с различными ортогональными Смаилов Е.С., д.ф.-м.н. ситет им. Е.А. Букетова
базисами

1.2. Провести качественный анализ дифференциальных уравнений и разрабо-
тать методы решения краевых задач математической физики

Головная организация: Институт математики (научный руководитель програм-
мы - д.ф.-м.н. Рахимбердиев М.И.)

Краевые задачи для нагружен-
ных, смешанного типа и Дженалиев М.Т., д.ф.-м.н. Институт
Больцмана уравнений математики МОН РК

Алгоритмическое и нейро- Институт
сетевое моделирование плохо Пак И.Т., д.ф.-м.н. математики МОН РК
формализуемых распределенных
динамических систем

Развитие качественных методов Институт
исследования дифференциальных Джумабаев Д.С., д.ф.-м.н. математики МОН РК
уравнений для решения краевых
и обратных задач

Задачи дифракции волн в де- Институт
формируемых твердых и Алексеева Л.А., д.ф.-м.н. математики МОН РК
электромагнитных средах

Нелинейные неклассические Институт
краевые задачи математической Бижанова Г.И., д.ф.-м.н. математики МОН РК
физики

Теория Фредгольмовых и Южно-Казахстанский
вариационных задач для Кальменов Т.Ш., д.ф.-м.н государственный
дифференциальных уравнений университет
эллиптического, гиперболи- им. М.Ауэзова
ческого, смешанного,
смешанно-составного типов

Разработка методов решения Институт
краевых задач неоднородных Найманова А.Ж., д.ф.-м.н математики МОН РК
турбулентных течений

Качественный и численный Институт
анализ зависимости динамики Рахимбердиев М.И., д.ф.-м.н математики МОН РК
систем от параметров

Конструктивные методы НИИ механики и мате-
решения краевых задач Айсагалиев С.А., д.т.н. матики КазНУ
управляемости и оптималь- им. аль-Фараби
ного управления с фазовыми
и интегральными ограниче-
ниями для обыкновенных
дифференциальных уравнений

Теория краевых задач для НИИ механики и мате-
сингулярно возмущенных Касымов К.А., д.ф.-м.н матики КазНУ
уравнений и уравнений в им. аль-Фараби
частных производных



Краевые задачи с фазовыми Институт
превращениями для систем Харин С.Н., д.ф.-м.н математики МОН РК
параболического и смешанного Шпади Ю.Р., к.ф.-м.н
типа и их приложения к моде-
лированию динамических про-
цессов тепло-, электро- и
массопереноса в электричес-
ких коммутационных аппаратах

Конструктивные методы Актюбинский госу-
качественного исследования и Кенжебаев К.К., д.ф.-м.н дарственный универ-
решения краевых задач для ситет им. К.Жубанова
дифференциальных уравнений и
задач теории колебаний
Теория и методы решения прямых НИИ механики и матема-
и обратных задач для дифферен- Атанбаев С.А., д.ф.-м.н тики КазНУ
циальных уравнений матема- Абылкаиров У.У., к.ф.-м.н им. аль-Фараби
тической физики

1.3. Изучение алгоритмических и структурных вопросов математической логики
и алгебры

Головная организация: Институт математики (научные руководители програм-
мы - д.ф.-м.н. Джумадильдаев А.А., д.ф.-м.н. Добрица В.П.)

Обобщенно вычислимые модели Хисамиев Н.Г., д.ф.-м.н. ВКГТУ
им. Д. Серикбаева

Вычислимость и определимость НИИ механики и ма-
в арифметике, модели стабиль- Бадаев С.А., д.ф.-м.н. тематики КазНУ
ных теорий первого порядка им. аль-Фараби

Тождества и автоморфизмы Джумадильдаев А.А., д.ф.-м.н. Институт
алгебраических систем математики МОН РК

Алгебры Линденбаума и алго- Институт
ритмические свойства семанти- Перетятькин М.Г., д.ф.-м.н. математики МОН РК
ческих классов моделей и
группы автоморфизмов моделей
теорий первого порядка

1.4. Изучить проблемы математического моделирования естественных
процессов и вычислительной математики

Головная организация: Институт механики и математики КазНУ
им. аль-Фараби (научные руководители программы - д.ф.-м.н. Смагулов Ш.С.,

д.ф.-м.н. Данаев Н.Т.)

Применение методов функцио- Евразийский националь-
нального анализа в приближен- Отелбаев М., д.ф.-м.н. ный университет
ном решении задач теории им. Л.Н. Гумилева
гидродинамики и упругости



Математическое моделирование НИИ механики и мате-
нелинейных явлений переноса в Лукьянов А.Т., д.ф.-м.н. матики КазНУ
химически реагирующих Ицкова П.Г., к.ф.-м.н. им. аль-Фараби
и газах

Разработка метода крупных НИИ механики и мате-
вихрей для задач гидродинами- Жумагулов Б.Т., д.т.н. матики КазНУ
ки с применением параллельных Абдибеков У.С., к.ф.-м.н. им. аль-Фараби
вычислительных технологий и
их приложения к проблемам
] окружающей среды

Разработка эффективных мето- НИИ механики и мате-
дов численного решения задач Данаев Н.Т., д.ф.-м.н. матики КазНУ
математической физики им. аль-Фараби

Математические вопросы
приближенных методов решения Смагулов Ш.С.,д.ф.-м.н. НИИ механики и мате-
задач гидродинамики, Мухамбетжанов С.Т., к.т.н. матики КазНУ
фильтрации и их приложения им. аль-Фараби

Основное научное направление: ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ И МАШИНОВЕ-
ДЕНИЯ

1.5. Разработка методов исследования динамики машин, манипуляционных ро-
ботов и систем управления технологическими процессами

Головная организация: Институт механики и машиноведения (научный руково-
дитель программы - Директор института, д.ф.м.н. Байгунчеков Ж.Ж.)

Разработка методов автомати- Институт механики и
зированного анализа и проек- Молдабеков М., д.т.н. машиноведения
тирования механизмов и им. У.А. Джолдасбекова
манипуляционных роботов

Разработка методов динами- Институт механики и
ческого анализа, синтеза и Уалиев Г.У., д.т.н. машиноведения
управления движений механиз- Тулешов А.К., д.т.н. им. У.А. Джолдасбекова
мов машин с учетом нелиней-
ных характеристик, направ-
ленных на решения задач
динамики отраслевых машин

Разработка аналитических и Институт механики и
численных методов синтеза и Ибраев С.М., д.т.н. машиноведения
экспертной системы функцио- им. У.А. Джолдасбекова
нального анализа рычажных
механизмов

Разработка оптимальных НИИ механики и мате-
методов исследования дина- Рахимов Е.Р., д.т.н. матики КазНУ
мики, управления и устойчи- Кадырбекулы А.Б., к.т.н. им. аль-Фараби
вости движения роторных
машин с автобалансирующими
устройствами



Разработка методов анализа КазНТУ им.
и синтеза машин с компьютер- Шоланов К.С., д.т.н. К.И. Сатпаева
ным управлением исходя из
наличия взаимосвязанных
энергетических и информа-
ционных потоков

Исследовать проблемы меха- Казахстанско-Британский
ники и управления роботами Байгунчеков Ж.Ж., д.т.н. технический университет
параллельной и структуры на
основе мехатроники развить
современные методы исследо-
вания и проектирования машин
и механизмов

1.6. Теоретические проблемы механики тектонических процессов земной коры,
разработка объектов нефтегазовой и горнорудной отрасли, подземного и

транспортного строительства

Головная организация: Институт механики и машиноведения (научные
руководители программы - академики Ержанов Ж.С., Айталиев Ш.М.)

Теоретические исследования Институт механики и маши-
силовых, моментных напряжений Тусупов М.Т., д.ф.-м.н. новедения
и реологии на напряженно- им. У.А. Джолдасбекова
деформированное состояние
массива горных пород с выработ-
кой и дилатационно-пластическо-
го разрушения тектонически
трещиноватого массива
Разработка методов механики Институт механики и
подземных сооружений и Айталиев Ш.М., д.т.н. машиноведения им.
конструкций при особо сложных Дильдабаев Ш.А., к.ф.-м.н. У.А. Джолдасбекова
природных и техногенных воз-
действиях

Механика процессов горо- и Институт механики и
разломообразования в земной Ержанов Ж.С., д.т.н. машиноведения им.
коре, дифференциального вра- Баймухаметов А.А., к.ф.-м.н. У.А. Джолдасбекова
щения во внутренних оболочках
земли

Создание методов расчета проч- Казахский националь-
ности, устойчивости и несущей Алимжанов М.Т., д.т.н. ный технический
способности пород приконтурной университет им.
зоны подземных сооружений и К.И. Сатпаева
глубоких нефтегазовых скважин в
сложных горно-геологических
условиях Центрального и Запад-
ного Казахстана



1.7. Актуальные проблемы механики жидкости, газа и плазмы

Головная организация: Институт механики и математики КазГУ им. аль-Фараби
(научный руководитель программы - д.ф.-м.м. Ершин Ш.А.)

Аэрогидродинамические и физико- Южно-Казахстанский
химические закономерности двух- Балабеков О.С., д.т.н. государственный универ-
фазных турбулентных струй с ситет им. Ауэзова
дискретно расположенными и пер-
форированными преградами

Создание математических и гидро- НИИ механики и матема-
динамических основ технологии Калтаев А.Ж., д.ф.-м.н. тики КазНУ
добычи урана методом подземного им. аль-Фараби
выщелащивания и разработка
информационных систем для рацио-
нального и эффективного исполь-
зования урановых месторождений

Гидродинамика и теплообмен НИИ механики и матема-
струйных течений с физико-хими- Ершин Ш.А., д.т.н. тики КазНУ
ческими превращениями в поле им. аль-Фараби
объемных сил

Исследование турбулентных НИИ механики и матема-
струйных течений с химическими Жапбасбаев У.К., д.т.н. тики КазНУ
превращениями им. аль-Фараби

Основное научное направление: ПРОБЛЕМЫ ИНФОРМАТИКИ, ДИСТАНЦИ-
ОННОГО ЗОНДИРОВАНИЯ И КОСМИЧЕСКИХ ТЕХНОЛОГИЙ

1.8. Разработка теоретических основ создания национальной системы космиче-
ского мониторинга территории Казахстана

Головная организация: Институт космических исследований (научный руково-
дитель программы - академик Султангазин У.М.)

Разработка теоретических основ Институт космических
методов и технологии обработки Султангазин У.М., д.ф.-м.н. исследований
космических изображений с целью
распознавания природных объектов



Исследование динамики террито- Институт космических
риальных комплексов в условиях Закарин Э.А., д.т.н. исследований
повышенных антропогенных нагру-
зок и чрезвычайных ситуаций в
рамках национальной системы
космического мониторинга

1.8. Разработка фундаментальных основ принятия решений, языков специфи-
каций, биокомпьютерного моделирования, управления сложными объектами для
создания безопасных и эффективных информационных систем

Головная организация: Институт проблем информатики и управления (научный
руководитель программы - д.ф.-м.н.Айдарханов М.Б.)

Разработать и исследовать модели и Институт проблем ин-
методы процессов моделирования и ре- Ашимов А.А., д.т.н. форматики и управле-
гулирования неравновесных открытых ния
экономических систем

Логические языки спецификаций Институт проблем ин-
реагирующих информационных систем Байжанов Б.С., к.ф.-м.н. форматики и управле-

ния

Теоретические основы и информацион- Институт проблем ин-
ная технология построения искусст- Соколова С.П., д.т.н. форматики и управле-
венных иммунных систем для интеллек- ния
туального управления сложными объек-
тами в условиях неопределенности

Разработка и исследование моделей Институт проблем ин-
методов и алгоритмов нечеткой Айдарханов М.Б., д.ф.-м.н. форматики и управле-
математики и нейронных сетей для ния
информационных технологий класси-
фикации и принятия решений

Разработка технологий по инфор- Институт проблем ин-
мационной безопасности (крипто- Бияшев Р.К., д.т.н. форматики и управле-
графическая защита информации на ния
основе нетрадиционных подходов)



Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. Àëìàòû. 2002. Òîì 2. � 4 (6) . C. 96 � 100

ÕÐÎÍÈÊÀ
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ÏÅÐÂÎÅ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÅ ÑÎÎÁÙÅÍÈÅ

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Òåîðèÿ ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è èõ ïðèëîæåíèÿ",
ïîñâÿùåííàÿ 80-ëåòèþ Ò. È. Àìàíîâà áóäåò ïðîõîäèòü ñ 1 ïî 4 èþëÿ 2003 ãîäà â Ñåìèïà-
ëàòèíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. Øàêàðèìà (Ñåìèïàëàòèíñê, Êàçàõñòàí).

Êîíôåðåíöèþ ïðîâîäÿò Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ (Ìîñ-
êâà), Ñåìèïàëàòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Øàêàðèàìà (Ñåìèïàëà-
òèíñê), Èíñòèòóò Ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ (Àëìàòû), Êàçàõñêèé Íàöèîíàëüíûé Óíè-
âåðñèòåò èì. Àëü-Ôàðàáè (Àëìàòû), Êàðàãàíäèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè-
òåò èì. Å.À. Áóêåòîâà (Êàðàãàíäà), àêèìàò Âîñòî÷íî-Êàçàõñòàíñêîé îáëàñòè ÐÊ,
àêèìàò ã. Ñåìèïàëàòèíñêà.
ÑÅÊÖÈÈ:

◦ Òåîðèÿ ôóíêöèé;
◦ Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç;
◦ Ïðèêëàäíûå âîïðîñû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ñ ïîäñåêöèÿìè:

à) ïðèìåíåíèå ÒÔ è ÔÀ â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå;
á) ïðèìåíåíèå ÔÀ â óðàâíåíèÿõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ;
â) ïðèìåíåíèå ÔÀ â ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå;

◦ Òåîðèÿ è ñîâðåìåííàÿ òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ îñíîâàì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.
Ïðîãðàììà êîíôåðåíöèè ñîñòîèò èç ïëåíàðíûõ (45 ìèíóò) è ñåêöèîííûõ (15 ìèíóò) äîêëàäîâ.
Ðàáî÷èå ÿçûêè êîíôåðåíöèè: êàçàõñêèé, ðóññêèé, àíãëèéñêèé.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÉ ÊÎÌÈÒÅÒ: Í.Ò. Àìàíîâ, Í.Ê. Áëèåâ, Ñ.Ê. Âîäîïüÿíîâ, Î.Â. Áåñîâ
(ñîïðåäñåäàòåëü), Â.È. Áóðåíêîâ, À.À. Æåíñûêáàåâ (ñîïðåäñåäàòåëü), Ë.Ä. Êóäðÿâöåâ, Ì.Î.
Îòåëáàåâ, Å.Ñ. Ñìàèëîâ (ñîïðåäñåäàòåëü), Ê.Æ. Íàóðûçáàåâ, Ø.Ñ. Ñìàãóëîâ , Ó.Ì. Ñóëòàí-
ãàçèí, Ïðåäñòàâèòåëü óíèâåðñèòåòà Ñåìåé.

ÇÀÊÀÇÍÛÅ ÄÎÊËÀÄÛ: Ñ.Ì. Íèêîëüñêèé (Ðîññèÿ), Î.Â. Áåñîâ (Ðîññèÿ), Þ.Ã. Ðåøåòíÿê
(Ðîññèÿ), Â.Í. Áóðåíêîâ (Àíãëèÿ), Ó.Ì. Ñóëòàíãàçèí (Êàçàõñòàí), Ì.Î. Îòåëáàåâ (Êàçàõñòàí),
À.À. Æåíñûêáàåâ (Êàçàõñòàí), Í.Ê. Áëèåâ (Êàçàõñòàí).

ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈÎÍÍÛÉÊÎÌÈÒÅÒ: Ñ.Ì. Íèêîëüñêèé � àêàäåìèê ÐÀÍ (ïî÷åòíûé ïðåä-
ñåäàòåëü îðãêîìèòåòà, Ðîññèÿ), Ó.Ì. Ñóëòàíãàçèí � àêàäåìèê ÍÀÍ ÐÊ (ñîïðåäñåäàòåëü, Êà-
çàõñòàí), Î.Â. Áåñîâ � ÷ëåí.êîðð ÐÀÍ (Ðîññèÿ), Í.Ê. Áëèåâ � ÷ëåí.êîðð. ÍÀÍ ÐÊ (Êàçàõ-
ñòàí), À.À. Æåíñûêáàåâ � ÷ëåí.êîðð. ÍÀÍ ÐÊ (ñîïðåäñåäàòåëü, Êàçàõñòàí), Ê.À. Êàñûìîâ �
÷ëåí.êîðð. ÍÀÍ ÐÊ (Êàçàõñòàí), Ë.Ä. Êóäðÿâöåâ � ÷ëåí.êîðð ÐÀÍ (Ðîññèÿ), Ì.Î. Îòåëáàåâ �
÷ëåí.êîðð ÍÀÍ ÐÊ (Êàçàõñòàí), Þ.Ã. Ðåøåòíÿê � àêàäåìèê ÐÀÍ (Ðîññèÿ), Á.Ë. Áàéäåëüäè-
íîâ (Êàçàõñòàí), Í.À. Áîêàåâ (Êàçàõñòàí), Â.È. Áóðåíêîâ (Àíãëèÿ), Ñ.Ê. Âîäîïüÿíîâ (Ðîññèÿ),
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Ä.Ñ. Äæóìàáàåâ (Êàçàõñòàí), Í.Ò. Äàíàåâ (Êàçàõñòàí), Ì.Ò. Äæåíàëèåâ (çàì.ïðåäñåäàòåëÿ,
Êàçàõñòàí), Á.À. Äæàïàðîâ (Êàçàõñòàí), Ê.Æ. Íàóðûçáàåâ (Êàçàõñòàí), Ð.Î. Îéíàðîâ (Êà-
çàõñòàí), Ì.È. Ðàõèìáåðäèåâ (Êàçàõñòàí), Å.Ñ. Ñìàèëîâ (çàì.ïðåäñåäàòåëÿ, Êàçàõñòàí), Å.Á.
Ñûäûêîâ (ñîïðåäñåäàòåëü, Ðåêòîð ÑåìÃÓ èì. Øàêàðèìà, Êàçàõñòàí), Í.Ò. Òåìèðãàëèåâ (Êà-
çàõñòàí), Ñ.Â. Óñïåíñêèé (Ðîññèÿ), Ë.Ï. Ôàëàëååâ (Êàçàõñòàí), Ã.Í. ßêîâëåâ (Ðîññèÿ), Ò.Ø.
Àáàéäèëüäèí (ïåðâûé çàìåñòèòåëü àêèìà Âîñòî÷íî-Êàçàõñòàíñêîé îáëàñòè), Ê.Á. Òóðëûõà-
íîâ (àêèì ãîðîäà Ñåìèïàëàòèíñêà), Ì.Ñ. Ïàíèí (ïåðâûé ïðîðåêòîð ÑåìÃÓ èì. Øàêàðèìà,
Êàçàõñòàí), Ì.È. Èñêàêîâà (ïðîðåêòîð ïî íàó÷íîé ðàáîòå ÑåìÃÓ èì. Øàêàðèìà, Êàçàõñòàí),
Å.Ê. Åñåíæîëîâ (ïðîðåêòîð ïî ñîöèàëüíûì è ýêîíîìè÷åñêèì âîïðîñàì ÑåìÃÓ èì. Øàêàðè-
ìà, Êàçàõñòàí), Ã.Å. Áåðèêõàíîâà (äåêàí ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑåìÃÓ èì. Øà-
êàðèìà), À.Ï. Ìóñòàôàåâ (çàâ.êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè ÑåìÃÓ èì. Øàêàðèìà, ó÷åíûé
ñåêðåòàðü îðãêîìèòåòà, Êàçàõñòàí).

ÐÅÃÈÑÒÐÀÖÈÎÍÍÛÉ ÂÇÍÎÑ: ðåãèñòðàöèîííûé âçíîñ äîëæåí áûòü óïëà÷åí íàëè÷-
íûìè âî âðåìÿ ðåãèñòðàöèè. Äëÿ ó÷àñòíèêîâ èç Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí è ñòðàí ÑÍÃ âçíîñ
ñîñòàâëÿåò 10 äîëëàðîâ ÑØÀ (â òåíãå ïî êóðñó Íàöáàíêà ÐÊ), äëÿ ó÷àñòíèêîâ èç äðóãèõ
ñòðàí � 50 àìåðèêàíñêèõ äîëëàðîâ.

ÐÅÃÈÑÒÐÀÖÈÎÍÍÀß ÔÎÐÌÀ: äëÿ ó÷àñòèÿ â êîíôåðåíöèè íåîáõîäèìî çàïîëíèòü ñëå-
äóþùóþ ðåãèñòðàöèîííóþ ôîðìó íå ïîçäíåå 1 ôåâðàëÿ 2003 ãîäà è íàïðàâèòü ïî Email:
fmf@semgu.kz
Îðãàíèçàöèîííûé êîìèòåò Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Òåîðèÿ ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíûé
àíàëèç è èõ ïðèëîæåíèÿ", Ñåìèïàëàòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Øàêàðèìà, óë.
Òàíèðáåðãåíîâà 1, ã. Ñåìèïàëàòèíñê, 490035, Êàçàõñòàí.

ÐÅÃÈÑÒÐÀÖÈÎÍÍÀß ÔÎÐÌÀ:
Ôàìèëèÿ:
Èìÿ:
Îðãàíèçàöèÿ:
Äîëæíîñòü:
Íàçâàíèå äîêëàäà:
Ïî÷òîâûé àäðåñ:
Óëèöà:
Ãîðîä:
Ñòðàíà:
Èíäåêñ:
Òåëåôîí:
e-mail:

ÐÀÇÌÅÙÅÍÈÅ: ïðîæèâàíèå ó÷àñòíèêîâ áóäåò îðãàíèçîâàíî â ãîñòèíèöàõ (ñòîèìîñòü îò 12
äîëëàðîâ ÑØÀ â ñóòêè).

ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ: òåçèñû äîêëàäîâ, íàïðàâëåííûå äî 1 ìàðòà 2003 ãîäà ïî àäðåñó e-mail:
fmf@semgu.kz, (îáúåìîì 1 ñòðàíèöà) â ôîðìàòå LaTEX, áóäóò îïóáëèêîâàíû äî íà÷àëà êîíôå-
ðåíöèè. Îáðàçåö îôîðìëåíèÿ òåçèñîâ:

\documentclass[English, Russian, 12pt]{article}
\usepackage{babel, amsmath, amssymb}
\setlength{texwidth}{6.5in} \setlength{texheight}{9.5in}
\pagestule{headings}
\begin{document} \select language{russian} \setcounter{section}{3}\vspase{0.3in}
\begin{center}
\{\Large The title of the report}\\
\sc Autor\\it Organization\\
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Address, e-mail
\end{center}
\end{document}

Ìàòåðèàëû êîíôåðåíöèè áóäóò îïóáëèêîâàíû.

ÂÀÆÍÛÅ ÄÀÒÛ: ðåãèñòðàöèÿ ó÷àñòíèêîâ äî 1 ôåâðàëÿ 2003 ãîäà. Ïðåäîñòàâëåíèå
òåçèñîâ äîêëàäîâ â ýëåêòðîííîé ôîðìå äî 1 ìàðòà 2003 ãîäà.
ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈÎÍÍÛÉ ÊÎÌÈÒÅÒ:

Òåëåôîí: (3222)458466
Ôàêñ: (3222)665764
E-mail: fmf@semgu.kz
Ïî÷òîâûé àäðåñ: Ñåìèïàëàòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.Øàêàðèìà óë. Òàíèð-

áåðãåíîâà 1, ã.Ñåìèïàëàòèíñê, 490035, Êàçàõñòàí

ÌÅÆÄÓÍÀÐÎÄÍÀß ÊÎÍÔÅÐÅÍÖÈß ÏÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÌ
ÓÐÀÂÍÅÍÈßÌ,

ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ àêàäåìèêà ÀÍ ÊàçÑÑÐ, äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîðà Êîíñòàíòèíà Ïåòðîâè÷à Ïåðñèäñêîãî

ÏÅÐÂÎÅ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÅ ÑÎÎÁÙÅÍÈÅ

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ Ê.
Ï. Ïåðñèäñêîãî áóäåò ïðîõîäèòü ñ 24-26 ñåíòÿáðÿ 2003 ãîäà â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ÌÎÍ
ÐÊ (Àëìàòû, Êàçàõñòàí).

Êîíôåðåíöèþ ïðîâîäÿò Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ (Àëìàòû), Êàçàõñêèé Íà-
öèîíàëüíûé Óíèâåðñèòåò èì. Àëü-Ôàðàáè (Àëìàòû), Àêòþáèíñêèé Óíèâåðñèòåò
èì. Õ. Æóáàíîâà (Àêòîáå), Æåòûñóéñêèé Óíèâåðñòèòåò èì. È. Æàíñóãóðîâà (Òàë-
äûêîðãàí).
ÑÅÊÖÈÈ:

◦ Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ;
◦ Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû;
◦ Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè;
◦ Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà;
◦ Ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà;
◦ Ïðèêëàäíàÿ è âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà.

Ïðîãðàììà êîíôåðåíöèè ñîñòîèò èç ïëåíàðíûõ (45 ìèíóò) è ñåêöèîííûõ (15 ìèíóò) äîêëàäîâ.
Ðàáî÷èå ÿçûêè êîíôåðåíöèè: ðóññêèé è àíãëèéñêèé.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÉ ÊÎÌÈÒÅÒ: Â.Ì. Àìåðáàåâ (Ðîññèÿ), Í.Ê. Áëèåâ (Êàçàõñòàí), Ì.È.
Èìàíàëèåâ (Êûðãûçñòàí), Ê.Ê. Êåíæåáàåâ (Êàçàõñòàí), Ñ.Í. Õàðèí (Àíãëèÿ), Å.Ó. Ìåäå-
óîâ (Êàçàõñòàí), Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ (Ðîññèÿ), Ì.Î. Îòåëáàåâ (Êàçàõñòàí), Ñ.Ê. Ïåðñèäñêèé
(Óêðàèíà), Ð.Õ. Ðîçîâ (Ðîññèÿ), Â.Â. Ðóìÿíöåâ (Ðîññèÿ, ñîïðåäñåäàòåëü), À.Ì. Ñàìîéëåíêî
(Óêðàèíà, ñîïðåäñåäàòåëü), Ø.Ñ. Ñìàãóëîâ (Êàçàõñòàí), Ó.Ì. Ñóëòàíãàçèí (Êàçàõñòàí, ñî-
ïðåäñåäàòåëü), À.À. Æåíñûêáàåâ (Êàçàõñòàí), Ã.Ê. Çàêèðüÿíîâà (Êàçàõñòàí, ó÷åíûé ñåêðå-
òàðü).
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ÇÀÊÀÇÍÛÅ ÄÎÊËÀÄÛ: Ì.È. Èìàíàëèåâ (Êûðãûçñòàí), Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ (Ðîññèÿ),
Ì.È. Ðàõèìáåðäèåâ (Êàçàõñòàí), Ð.Õ. Ðîçîâ (Ðîññèÿ), Â.Â. Ðóìÿíöåâ (Ðîññèÿ), À.Ì. Ñàìîé-
ëåíêî (Óêðàèíà).

ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈÎÍÍÛÉ ÊÎÌÈÒÅÒ: Ë.À. Àëåêñååâà (Êàçàõñòàí), Ã.Í. Áàãàóòäèíîâ (Êà-
çàõñòàí), Á.Ë. Áàéäåëüäèíîâ (Êàçàõñòàí), Ã.È. Áèæàíîâà (Êàçàõñòàí), Í.Ê. Áëèåâ (Êàçàõñòàí),
Ì.Ò. Äæåíàëèåâ (Êàçàõñòàí), Ä.Ñ. Äæóìàáàåâ (Êàçàõñòàí), Ê.À. Êàñûìîâ (Êàçàõñòàí), À.À.
Êåíæåáàåâ (Êàçàõñòàí), À.À. Õàáèáóëèí (Êàçàõñòàí), Í.È. Ëîáàíîâà (êàçàõñòàí), Å.Ó. Ìå-
äåóîâ (Êàçàõñòàí), È.Ò. Ïàê (Êàçàõñòàí), Ì.È. Ðàõèìáåðäèåâ (Êàçàõñòàí), À.Ñ. Ñàêàáåêîâ
(Êàçàõñòàí), Ø.Ñ. Ñìàãóëîâ (Êàçàõñòàí), Æ.Ñ. Ñóëåéìåíîâ (Êàçàõñòàí), Ó.Ì. Ñóëòàíãàçèí
(Êàçàõñòàí), À.À. Æåíñûêáàåâ (Êàçàõñòàí, ïðåäñåäàòåëü), Ã.Ê. Çàêèðüÿíîâà (Êàçàõñòàí, ó÷å-
íûé ñåêðåòàðü), À.Æ. Ñàðñåíáàé (Êàçàõñòàí).

ÐÅÃÈÑÒÐÀÖÈÎÍÍÛÉ ÂÇÍÎÑ: ðåãèñòðàöèîííûé âçíîñ äîëæåí áûòü óïëà÷åí íàëè÷-
íûìè âî âðåìÿ ðåãèñòðàöèè. Äëÿ ó÷àñòíèêîâ èç Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí è ñòðàí ÑÍÃ âçíîñ
ñîñòàâëÿåò 10 äîëëàðîâ ÑØÀ (â òåíãå ïî êóðñó Íàöáàíêà ÐÊ), äëÿ ó÷àñòíèêîâ èç äðóãèõ
ñòðàí � 50 àìåðèêàíñêèõ äîëëàðîâ.
ÐÅÃÈÑÒÐÀÖÈÎÍÍÀß ÔÎÐÌÀ: äëÿ ó÷àñòèÿ â êîíôåðåíöèè íåîáõîäèìî çàïîëíèòü ñëå-
äóþùóþ ðåãèñòðàöèîííóþ ôîðìó íå ïîçäíåå 1 ìàðòà 2003 ãîäà è íàïðàâèòü ïî Email:
zakir@math.kz, Çàêèðüÿíîâà Ãóëüìèðà Êîæàõìåòîâíà èëè ïî ïî÷òîâîìó àäðåñó: Îðãàíèçàöè-
îííûé êîìèòåò Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì: Èíñòèòóò
ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ, óë. Ïóøêèíà, 125, ã. Àëìàòû, 480100, Êàçàõñòàí, Çàêèðüÿíîâà Ãóëüìèðà
Êîæàõìåòîâíà.

ÐÅÃÈÑÒÐÀÖÈÎÍÍÀß ÔÎÐÌÀ:
Ôàìèëèÿ:
Èìÿ:
Îðãàíèçàöèÿ:
Äîëæíîñòü:
Íàçâàíèå äîêëàäà:
Ïî÷òîâûé àäðåñ:
Óëèöà:
Ãîðîä:
Ñòðàíà:
Èíäåêñ:
Òåëåôîí:
e-mail:

ÐÀÇÌÅÙÅÍÈÅ: ïðîæèâàíèå ó÷àñòíèêîâ áóäåò îðãàíèçîâàíî â ãîñòèíèöàõ (ñòîèìîñòü îò 20
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ÏÐÀÂÈËÀ ÎÔÎÐÌËÅÍÈß ÑÒÀÒÅÉ
Ñòàòüè, íàïðàâëÿåìûå â "Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë", äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëå-

äóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1. Ñòàòüÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïîëíîì îáúåìå èëè â âèäå êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ
íà ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì ÿçûêàõ.

2. Ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ è ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì äëÿ ïå÷àòè.
Â ëåâîì âåðõíåì óãëó íåîáõîäèìî óêàçàòü èíäåêñ ÓÄÊ, äàëåå íàçâàíèå ñòàòüè è
ôàìèëèè àâòîðîâ ïî àëôàâèòó.

3. Ê ñòàòüå ïðèëàãàþòñÿ â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ (äëÿ
ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå òîëüêî íà àíãëèéñêîì): íàçâàíèå ñòàòüè; ôàìèëèè
è èíèöèàëû àâòîðîâ; êëþ÷åâûå ñëîâà; àâòîðåôåðàò ñ óêàçàíèåì èíäåêñà 2000
Mathematics Subject Classi�cation.

4. Êðîìå òâåðäûõ êîïèé íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü â ðåäàêöèþ äèñêåòó ñ ïîäãîòîâëåí-
íûì â LATEX tex-ôàéëîì ñòàòüè èëè ïåðåñëàòü åãî ýëåêòðîííîé ïî÷òîé e-mail:
journal@math.kz (ñì. îáðàçåö îôîðìëåíèÿ ñòàòüè â http://www.math.kz/ â
ðàçäåëå "Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë").

5. Îáúåì ñòàòåé (ñòàíäàðòíûé ôîðìàò â LATEX) íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 æóðíàëüíûõ
ñòðàíèö (íå áîëåå 20 ìàøèíîïèñíûõ ñòð. ÷åðåç 2 èíòåðâàëà), êðàòêèå ñîîáùåíèÿ
� 3 æóðíàëüíûå ñòðàíèöû (íå áîëåå 6 ìàøèíîïèñíûõ ñòð. ÷åðåç 2 èíòåðâàëà).
Îáúåì ðåôåðàòà � íå áîëåå 1/4 ñòð. (0,5 ìàøèíîïèñíîé ñòð.).

6. Íóìåðîâàííûå ôîðìóëû ñëåäóåò ïèñàòü â îòäåëüíîé ñòðîêå.

7. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòàâëÿåòñÿ ïî ïîðÿäêó ññûëîê â òåêñòå. Ïðè ññûëêå íà ìî-
íîãðàôèþ íåîáõîäèìî óêàçàòü ñòðàíèöó (íàïðèìåð, [1, ñ.45]). Ññûëêè íà íåîïóá-
ëèêîâàííûå ðàáîòû íå äîïóñêàþòñÿ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì
âèäå.
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