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Íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î äåéñòâèè ïîäâèæíîé íàãðóçêè íà òð¼õñëîéíóþ îáî-
ëî÷êó â óïðóãîì ïðîñòðàíñòâå èññëåäóþòñÿ êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè íàãðóçêè, à òàêæå íàïðÿæ¼ííî-
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè è îêðóæàþùåãî ìàññèâà. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå êîíòàêòíûõ
óñëîâèé íà äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå îáîëî÷êè.

Çàäà÷è î äåéñòâèè ïîäâèæíîé îñåñèììåòðè÷íîé íîðìàëüíîé íàãðóçêè íà òîíêîñòåííóþ è
òîëñòîñòåííóþ êðóãîâóþ öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó â óïðóãîé ñðåäå ðàññìàòðèâàëèñü ñîîò-
âåòñòâåííî â ñòàòüÿõ [1,2]. Äàííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ìîäåëüíûìè ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè
òîííåëåé ãëóáîêîãî çàëîæåíèÿ, ïîäêðåïëåííûõ îäíîðîäíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êîé (îá-
äåëêîé). Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå òàêîé ìîäåëè ïîäçåìíîãî ñîîðóæåíèÿ ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíî
ïðè èñïîëüçîâàíèè â ïðàêòèêå ñòðîèòåëüñòâà ìíîãîñëîéíûõ (íàïðèìåð, ñòàëåáåòîííûõ) öè-
ëèíäðè÷åñêèõ îáäåëîê [3]. Â [4] ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î äåéñòâèè áåãóùåé
íàãðóçêè íà òð¼õñëîéíóþ îáîëî÷êó â óïðóãîì ïðîñòðàíñòâå. Â äàííîé ðàáîòå, íà åãî îñíîâå
èññëåäóþòñÿ êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè ðàâíîìåðíî äâèæóùåéñÿ ïî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òð¼õ-
ñëîéíîé îáîëî÷êè íàãðóçêè, à òàêæå íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå (ÍÄÑ) îáîëî÷êè
è îêðóæàþùåãî ìàññèâà ïðè ðàçíûõ êîíòàêòíûõ óñëîâèÿõ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä.

1. Ïîñòàíîâêà è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ñëåäóÿ [4] ðàññìîòðèì öèëèíäðè-
÷åñêóþ ïîëîñòü ðàäèóñîì r = R1 â áåñêîíå÷íîé, ëèíåéíî-óïðóãîé, îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé
ñðåäå. Ïîëîñòü ïîäêðåïëåíà òðåõñëîéíîé êðóãîâîé îáîëî÷êîé, ñðåäíèì ñëîåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
òîëñòîñòåííàÿ îáîëî÷êà (çàïîëíèòåëü), à âíåøíèå ñëîè (îáøèâêà) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òîíêî-
ñòåííûå îáîëî÷êè. Ïîëàãàåì, ÷òî êîíòàêò ìåæäó ñëîÿìè îáîëî÷êè, îáîëî÷êîé è îêðóæàþùèì
å¼ ìàññèâîì ìîæåò áûòü êàê æåñòêèì, òàê è ñêîëüçÿùèì. Â ñèëó ìàëîñòè òîëùèíû ñîñòàâëÿ-
þùèõ îáøèâêó îáîëî÷åê áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè êîíòàêòèðóþò ñ çàïîëíèòåëåì è îêðóæàþùèì
ìàññèâîì âäîëü ñðåäèííûõ ïîâåðõíîñòåé. Îáîçíà÷èì òîëùèíó âíåøíåé îáîëî÷êè îáøèâêè h01

Keywords: Tunnel, moving load, trilaminar casing, elasticity, critical velocity, stress-strain state, contact conditions
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 74H10
c Ë. À. Àëåêñååâà, Ñ. Ð. Ãèðíèñ, Â. Í. Óêðàèíåö, 2009.
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ïðè ðàäèóñå êðèâèçíû åå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè R1 , à òîëùèíó âíóòðåííåé îáîëî÷êè îá-
øèâêè � h02 ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè R2. Ïî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè
ñëîèñòîé îáîëî÷êè â íàïðàâëåíèè åå îñè z ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ c (ìåíüøåé, ÷åì ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñäâèãà â çàïîëíèòåëå è îêðóæàþùåì ìàññèâå) äâèæåòñÿ íàãðóçêà èí-
òåíñèâíîñòüþ P. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòàíîâèâøèéñÿ ïðîöåññ, òî êàðòèíà äåôîðìàöèé
ñòàöèîíàðíà ïî îòíîøåíèþ ê äâèæóùåéñÿ íàãðóçêå. Ïîýòîìó óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïîäâèæíóþ
öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò η = z − ct, θ, r.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷åê îáøèâêè âîñïîëüçóåìñÿ êëàññè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè òåî-
ðèè òîíêèõ îáîëî÷åê:

[1− (1− ν0k)ρ0kc
2
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Rk
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1
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∂u0θk
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+
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12
∆∆u0rk +

(1− ν0k)ρ0kc
2

2µ0k

∂2u0rk

∂η2
+

u0rk

R2
k

= − 1− ν0k

2µ0kh0k
(qrk − qrRk

),

ãäå äëÿ âíåøíåé îáîëî÷êè îáøèâêè k = 1, äëÿ âíóòðåííåé � k = 2; u0ηk, u0θk, u0rk

� ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííûõ ïîâåðõíîñòåé îáîëî÷åê îáøèâêè; ν0k, µ0k, ρ0k � ñîîòâåò-
ñòâåííî êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ìîäóëü ñäâèãà è ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷åê îáøèâêè;
qjR2 = σrj2|r=R2 , qjR1 = σrj2|r=R1 , qjR1 = σrj1|r=R1 � ñîñòàâëÿþùèå ðåàêöèè çàïîëíèòåëÿ è
ñðåäû, σrj2, σrj1 � ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé â çàïîëíèòåëå è ñðåäå
(j = η, θ, r); qj2 = Pj(j = η, θ, r), Pη, Pθ, Pr � ñîñòàâëÿþùèå èíòåíñèâíîñòè ïîäâèæíîé íàãðóçêè
P ; ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ çàïîëíèòåëÿ è îêðóæàþùåé ñðåäû èñïîëüçóåì äèíàìè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè:

(
1

M2
pk

− 1
M2

sk

)grad div uk +
1

M2
sk

4uk =
∂2uk

∂η2
, k = 1, 2. (2)

Çäåñü è â äàëüíåéøåì èíäåêñ 1 îòíîñèòñÿ ê ñðåäå, à 2 � ê çàïîëíèòåëþ; Mpk = c/cpk, Msk =
c/csk � ÷èñëà Ìàõà; cpk =

√
(λk + 2µk)/ρk, csk =

√
µk/ρk � ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí

ðàñøèðåíèÿ � ñæàòèÿ è ñäâèãà â ñðåäå è çàïîëíèòåëå, λk = 2µkνk/(1−2νk), µk � ìîäóëè ñäâèãà,
νk � êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà, uk � âåêòîðû ñìåùåíèé òî÷åê ïðîñòðàíñòâà è çàïîëíèòåëÿ.

Âûðàæàÿ âåêòîðû ñìåùåíèé ÷åðåç ïîòåíöèàëû Ëàìå

uk = gradϕ1k + rot(ϕ2keη) + rotrot(ϕ3keη), k = 1, 2,

ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (2) ê âèäó:

4ϕjk = M2
jk

∂2ϕjk

∂η2
, j = 1, 2, 3, k = 1, 2. (3)

Çäåñü M1k = Mpk, M2k = M3k = Msk.
Ïðèìåíèâ ê (3) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî η, íàõîäèì:

42ϕ
∗
jk −m2

jkξ
2ϕ∗jk = 0, j = 1, 2, 3, k = 1, 2, (4)

ãäå 42 � äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà, m2
jk = 1 − M2

jk, m1k ≡ mPk, m2k = m3k ≡ mSk,

ϕ∗jk(r, θ, ξ) =
∫∞
−∞ ϕjk(r, θ, η)e−iξηdη.
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Âûðàçèâ êîìïîíåíòû íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû è çàïîëíèòåëÿ ÷åðåç
ïîòåíöèàëû Ëàìå è ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî η , ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ
òðàíñôîðìàíò íàïðÿæåíèé σ∗ijk è ïåðåìåùåíèé u∗ik (i, j = r, θ, η; k = 1, 2) â öèëèíäðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò êàê ôóíêöèè îò ϕ∗jk.

Òàê êàê ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íàãðóçêè ìåíüøå, ÷åì ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñäâèãà
âî âíåøíåì ñëîå îáîëî÷êè è ñðåäå, òî Msk < 1 (msk > 0) è ðåøåíèÿ (4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå:
äëÿ ñðåäû �

ϕ∗j1 =
∞∑

n=−∞
anjKn(kj1r)einθ; (5)

äëÿ çàïîëíèòåëÿ �

ϕ∗j2 =
∞∑

n=−∞
(anj+3Kn(kj2r) + anj+6In(kj2r))einθ. (5a)

Çäåñü j = 1, 2, 3, kj1 = |mj1ξ|, kj2 = |mj2ξ|; In(kr), Kn(kr) � ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî è
âòîðîãî ðîäà îò ìíèìîãî àðãóìåíòà, an1, . . . , an9 � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, ïîäëåæàùèå
îïðåäåëåíèþ.

Ïðèìåíèâ ê (1) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî η è ðàçëàãàÿ ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé òî÷åê ñðå-
äèííûõ ïîâåðõíîñòåé îáîëî÷åê îáøèâêè è íàãðóçîê â ðÿäû Ôóðüå ïî θ , äëÿ n -ãî ÷ëåíà ðàç-
ëîæåíèÿ ïîëó÷èì:

ε2
1ku0nηk + ν02knξ0ku0nθk − 2iν0kξ0ku0nrk = G0k(qnηk − qnηRk

),

ν02knξ0ku0nηk + ε2
2ku0nθk − 2inu0nrk = G0k(qnθk − qnθRk

), (6)

2iν0kξ0ku0nηk + 2inu0nθk + ε2
3ku0nrk = G0k(qnrk − qnrRk

),

ãäå k = 1, 2; ε2
1k = α2

0k − ε2
0k, ε2

2k = β2
0k − ε2

0k, ε2
3k = γ2

0k − ε2
0k, ξ0k = ξRk, α2

0k = 2ξ2
0k +

ν01kn
2, β2

0k = ν01kξ
2
0k + 2n2, γ2

0k = χ2
k(ξ

2
0k + n2)2 + 2, ε2

0k = ν01kξ
2
0kM

2
s0k, ν01k = 1 − ν0k, ν02k =

1 + ν0k, Ms0k = c/cs0k, cs0k =
√

µ0k
ρ0k

, χ2
k = h2

0k

6R2
k
, G0k = −ν01kR2

k
µ0kh0k

, qnmR2 = (σ∗rm2)n ïðè r =
R2; qnm1 = (σ∗rm2)n è qnmR1 = (σ∗rm1)n ïðè r = R1; qnm2 = Pnm; u0nm, Pnm � ñîîòâåòñòâåííî
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

u∗0m(θ, ξ) =
∫ ∞

−∞
u0m(θ, η)e−iξηdη

è
P ∗

m(θ, ξ) =
∫ ∞

−∞
Pm(θ, η)e−iξηdη

â ðÿäû Ôóðüå ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå θ (m = η, θ, r). Èç (6) íàõîäèì:

u0nηk =
G0k

δnk

3∑

j=1

δηjk(qnjk − qnjRk
),

u0nθk =
G0k

δnk

3∑

j=1

δθjk(qnjk − qnjRk
), (7)

u0nrk =
G0k

δnk

3∑

j=1

δrjk(qnjk − qnjRk
).
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Çäåñü
δnk = δ|n|k = (ε1kε2kε3k)2 − (ε1kξ1)2 − (ε2kξ2k)2 − (ε3kξ3k)2 + 2ξ1ξ2kξ3k,

δη1k = (ε2kε3k)2 − ξ2
1 , δη2k = ξ1ξ2k − ξ3kε

2
3k, δη3k = i(ε2

2kξ2k − ξ1ξ3k),

δθ1k = δη2k, δθ2k = (ε1kε3k)2 − ξ2
2k, δθ3k = i(ε2

1kξ1 − ξ2kξ3k),

δr1k = −δη3k, δr2k = −δθ3k, δr3k = i(ε1kε2k)2 − ξ2
3k,

ξ1 = 2n, ξ2k = 2ν0kξ0k, ξ3k = ν02kξ0kn,

äëÿ qnjk è qnjRk
èíäåêñ j = 1 ñîîòâåòñòâóåò èíäåêñó η, j = 2− θ, j = 3− r.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ an1, . . . , an9 âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè ñ ó÷¼òîì (5), (5a) è (7).

Ïðè æ¼ñòêîì ñöåïëåíèè ñëî¼â îáîëî÷êè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
äëÿ ñêîëüçÿùåãî êîíòàêòà îáîëî÷êè ñ ìàññèâîì �
ïðè r = R1, u∗r1 = u∗r2, u∗j2 = u0j1, σ∗rη1 = 0, σ∗rθ1 = 0, ïðè r = R2 u∗j2 = u0j2, j = r, θ, η;
äëÿ æ¼ñòêîãî êîíòàêòà îáîëî÷êè ñ ìàññèâîì �
ïðè r = R1, u∗j1 = u∗j2, u∗j1 = u0j1, ïðè r = R2 u∗j2 = u0j2, j = r, θ, η.
Ïðè ñêîëüçÿùåì êîíòàêòå ñëî¼â îáîëî÷êè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:
äëÿ ñêîëüçÿùåãî êîíòàêòà îáîëî÷êè ñ ìàññèâîì �
ïðè r = R1, u∗r1 = u∗r2, u∗r2 = u0r1, σ∗rη2 = 0, σ∗rθ2 = 0, σ∗rη1 = 0, σ∗rθ1 = 0,
ïðè r = R2 u∗r2 = u0r2, σ∗rη2 = 0, σ∗rθ2 = 0;
äëÿ æ¼ñòêîãî êîíòàêòà îáîëî÷êè ñ ìàññèâîì �
ïðè r = R1, u∗r1 = u∗r2, σ∗rη2 = 0, σ∗rθ2 = 0, u∗j1 = u0j1,
ïðè r = R2 u∗r2 = u0r2, σ∗rη2 = 0, σ∗rθ2 = 0, j = r, θ, η.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ Ôóðüå-Áåññåëÿ ïðè einθ, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ (n =
0,±1,±2, . . .) ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé áëî÷íî-äèàãîíàëüíîãî âèäà äëÿ
îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ an1, . . . , an9, ïðèìåíÿÿ îá-
ðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ìîæíî âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ ñðåäû è çàïîëíèòåëÿ. Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ Ôóðüå ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ëþáîé ÷èñëåííûé ìåòîä, åñëè îïðåäåëèòåëè ∆n(ξ, c) ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé äëÿ
êîíêðåòíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íå îáðàùàþòñÿ â íîëü, ò.å. êîãäà ñêîðîñòü áåãóùåé íàãðóçêè
íèæå êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè (ñì. ï.2).

Ðèñ. 1: Äèñïåðñèîííûå êðèâûå òð¼õñëîéíîé îáîëî÷êè ïðè æ¼ñòêîì ñîïðÿæåíèè ñëî¼â.
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Ðèñ. 2: Äèñïåðñèîííûå êðèâûå òð¼õñëîéíîé îáîëî÷êè ïðè ðàçëè÷íûõ êîíòàêòíûõ óñëîâèÿõ.

Ðèñ. 3: Êîìïîíåíòû ÍÄÑ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè çàïîëíèòåëÿ â ñå÷åíèè η = 0.

2. Êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè íàãðóçêè. Ïðèðàâíèâàÿ ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî n è ξ
ôóíêöèè ∆n(ξ, c) ê íóëþ, ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè äèñïåðñèîííûå êðèâûå â
ïëîñêîñòè (ξ, c). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ n êîîðäèíàòàì ξ(n), c(c) ëþáîé òî÷êè êðèâîé
ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ âäîëü îñè îáîëî÷êè. Ôîðìà ýòîé âîëíû
çàâèñèò îò ÷èñëà n è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé. Ïðî-
âåäåííûå â ï.4 ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ∆n(ξ, c) ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ êàæäîé n -ìîäû ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü äîçâóêîâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíèìóìó ïîñòðîåííîé â ïëîñêîñòè (ξ, c) äèñïåð-
ñèîííîé êðèâîé êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü c = c(n)∗ , ïðè êîòîðîé â äâóõ òî÷êàõ ±ξ(n)∗ (ξ(n)∗ > 0)
∆n(±ξ(n)∗ , c(n)∗) = 0, ∂∆n(±ξ(n)∗ , c(n)∗)/∂ξ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è äëÿ äàííîé ìîäû íå ñóùåñòâóåò. Ïðè÷¼ì, ìèíèìàëüíàÿ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü, íåçàâèñèìî
îò óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ îáîëî÷êè ñî ñðåäîé, èìååò ìåñòî ïðè n = 0 (ñì. ï.3). Ïîýòîìó, åñëè
0 < c < c(0)∗ , òî ∆n(ξ, c) 6= 0 äëÿ ëþáûõ ξ è n. Â ýòîì ñëó÷àå äîïóñòèìî ïðÿìîå è îá-
ðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ðåøàþò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ïðè
c(n)∗) < c < min csk (k = 1, 2) äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóþò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè ±ξ(n)1, ±ξ(n)2

â êîòîðûõ ∆n(±ξ(n)l, c(n)) = 0, ∂∆n(±ξ(n)l, c(n))/∂ξ 6= 0, l = 1, 2. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå ñóùå-
ñòâóåò, åñëè ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ äàííîé
n -ìîäû. Ïðè äâèæåíèè ñ òàêèìè ñâåðõêðèòè÷åñêèìè ñêîðîñòÿìè íàãðóçêà ãåíåðèðóåò ïîçàäè
ñåáÿ ñâîáîäíûå öèëèíäðè÷åñêèå íåçàòóõàþùèå âäîëü îñè îáîëî÷êè ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû ÷à-
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Ðèñ. 4: Êîìïîíåíòû ÍÄÑ íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè çàïîëíèòåëÿ â ñå÷åíèè η = 0.

Ðèñ. 5: Êîìïîíåíòû ÍÄÑ êîíòàêòèðóþùåé ñ îáîëî÷êîé ïîâåðõíîñòè ìàññèâà â ñå÷åíèè η = 0.

ñòîòû ω(n)l = cξ(n)l è äëèíû λ(n)l = 2Πξ(n)l, äâèæóùèåñÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè âñëåä
çà äåéñòâóþùåé íàãðóçêîé ñ òîé æå ñêîðîñòüþ [5]. Àìïëèòóäà ýòèõ âîëí íå çàâèñèò îò z è ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò ïðè r →∞. Ïðè c = c(n)∗ òî÷êè ξ(n)1 è ξ(n)2 ñëèâàþòñÿ â îäíó ξ(n)∗ .
Ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ òàêèõ ñêîðîñòåé â îáîëî÷êå
âîçíèêàþò ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ, äëÿ èçó÷åíèÿ êîòîðûõ ñëåäóåò ïåðåõîäèòü ê íåñòàöèîíàðíîé
ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà çàäà÷è c = c(n)∗ ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü êàê òî÷êó
áèôóðêàöèè ðåøåíèÿ, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðóþ âîçíèêàåò íåóñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ. Ýòîò
ôàêò ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííûì äëÿ ïðàêòèêè ñòðîèòåëüñòâà ïîäçåìíûõ òðàíñïîðòíûõ
ñîîðóæåíèé.

3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Ðàññìîòðèì òð¼õñëîéíóþ ñòàëåáåòîííóþ îáîëî÷êó â ìàñ-
ñèâå ïåñ÷àíèêà (ν1 = 0, 28, µ1 = 7, 8∗103ÌÏà, ρ1 = 2, 5∗103êã/ì3; cs1 = 1766ì/ñ). Ïàðàìåòðû
îáîëî÷êè: âíóòðåííèé è âíåøíèé ñëîè îáøèâêè � òîíêèå ñòàëüíûå îáîëî÷êè (ν0k = 0, 3, µ0k =
8, 08 ∗ 104ÌÏà, ρ0k = 7, 8 ∗ 103êã/ì3, k = 1, 2) òîëùèíîé h0 = h01 = h02 = 0, 02ì è ðàäèóñà-
ìè êðèâèçíû ñðåäèííûõ ïîâåðõíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî R2 = R = 1ì è R1 = 1, 15R; ñðåäíèé
ñëîé (çàïîëíèòåëü) òîëùèíîé hc = R1 − R2 � áåòîí (ν2 = 0, 2, µ2 = 1, 21 ∗ 104ÌÏà, ρ2 =
2, 5 ∗ 103êã/ì3, cs2 = 2200ì/ñ).

Íà ðèñóíêå 1 äëÿ äàííîé îáîëî÷êè ïðè ξ > 0 èçîáðàæåíû äèñïåðñèîííûå êðèâûå ñ (ì/ñ)
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Ðèñ. 6: Ýïþðû ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé u◦r , ì íà êîíòóðå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ η = 0 âíóò-
ðåííåé ïîâåðõíîñòè çàïîëíèòåëÿ.

Ðèñ. 7: Ýïþðû ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé u◦r , ì íà êîíòóðå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ η = 0 âíåøíåé
ïîâåðõíîñòè çàïîëíèòåëÿ.

∼ ξ (ì −1 )(êîíòàêò ìåæäó ñëîÿìè îáîëî÷êè, à òàêæå ìåæäó îáîëî÷êîé è îêðóæàþùèì å¼ ìàñ-
ñèâîì ïîëàãàëñÿ æ¼ñòêèì). Ïî äèñïåðñèîííûì êðèâûì îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñêî-
ðîñòåé íàãðóçêè c(n)∗ : c(0)∗ = 1687(ì/ñ), c(1)∗ = 1689(ì/ñ), c(2)∗ = 1693(ì/ñ), c(3)∗ = 1708(ì/ñ).

Îáîçíà÷åíèÿ êðèâûõ: n = 0 (0); |n| = 1 (1); |n| = 2(2); |n| = 3 (3).
Ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé íàãðóçêè c(0)∗ ïðè ðàçëè÷íûõ êîíòàêòíûõ

óñëîâèÿõ îáîëî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ ïî äèñïåðñèîííûì êðèâûì, ïîñòðîåííûì íà ðèñóíêå 2. Ïî
êðèâîé 1 (æ¼ñòêîå ñöåïëåíèå ñëî¼â îáîëî÷êè, îáîëî÷êè è ìàññèâà), íàõîäèì c(0)∗ = 1687ì/ñ;
ïî êðèâîé 2 (æ¼ñòêîå ñöåïëåíèå ñëî¼â îáîëî÷êè ïðè ñêîëüçÿùåì êîíòàêòå îáîëî÷êè ñ ìàññè-
âîì) � c(0)∗ = 1564ì/ñ; ïî êðèâîé 3 (ñêîëüçÿùèé êîíòàêò ìåæäó ñëîÿìè îáîëî÷êè, æ¼ñòêî
ñîïðÿæ¼ííîé ñ ìàññèâîì) � c(0)∗ = 1367ì/ñ; ïî êðèâîé 4 (ñêîëüçÿùèé êîíòàêò ìåæäó ñëîÿìè
îáîëî÷êè, îáîëî÷êîé è ìàññèâîì) - c(0)∗ = 1318ì/ñ. Òî åñòü â äàííîì ñëó÷àå, ïðè æ¼ñòêîì
êîíòàêòå îáîëî÷êè ñ ìàññèâîì êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè íàãðóçêè c(0)∗ ìîãóò áûòü ìåíüøå, ÷åì
ïðè ñêîëüçÿùåì êîíòàêòå, åñëè çàìåíèòü æ¼ñòêèé êîíòàêò ìåæäó ñëîÿìè íà ñêîëüçÿùèé.

Èññëåäóåì íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òð¼õñëîéíîé îáîëî÷êè è îêðóæàþùå-
ãî å¼ ìàññèâà ïðè âîçäåéñòâèè áåãóùåé ñ äîêðèòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ c = 100ì/ñ íîðìàëüíîé
íàãðóçêè èíòåíñèâíîñòüþ P ◦, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé ïî íèæíåé ïîëîâèíå âíóòðåííåé
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Ðèñ. 8: Èçìåíåíèÿ ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé u◦r , ì â ñå÷åíèè η = 0 ñ óäàëåíèåì îò âåðõíåé
òî÷êè âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè çàïîëíèòåëÿ.

Ðèñ. 9: Èçìåíåíèÿ ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé u◦r , ì â ñå÷åíèè η = 0 ñ óäàëåíèåì îò íèæíåé
òî÷êè âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè çàïîëíèòåëÿ.

ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè (r = R2 = R = 1ì, 90◦ ≤ θ ≤ 270◦) â èíòåðâàëå |η| ≤ 0, 2R. Õàðàê-
òåðèñòèêè ìàññèâà: ν1 = 0, 25, µ1 = µ = 4, 0 ∗ 103ÌÏà, ρ1 = 2, 6 ∗ 103êã/ì3; cs1 = 1240, 35ì/ñ
[3]. Ïàðàìåòðû îáîëî÷êè: âíóòðåííèé è âíåøíèé ñëîè îáøèâêè - òîíêèå ñòàëüíûå îáîëî÷êè
òîëùèíîé h0 = h01 = h02 = 0, 02ì è ðàäèóñàìè êðèâèçíû ñðåäèííûõ ïîâåðõíîñòåé ñîîòâåò-
ñòâåííî R2 = R = 1ì è R1 = 1, 2R; ñðåäíèé ñëîé (çàïîëíèòåëü) òîëùèíîé hc = R1 − R2 �
áåòîí. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñëîè îáîëî÷êè æ¼ñòêî ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé, à å¼ êîíòàêòíûå
óñëîâèÿ ñ ìàññèâîì ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òà íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äàííîé îáîëî÷êè è îêðóæà-
þùåãî å¼ ìàññèâà ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ (ðèñ.3�5) è ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ðèñóíêàõ 6�9.

Îáîçíà÷åíèÿ: u◦r = urµ/P ◦, ì, σ◦θθ = σθθ/P ◦, σ◦ηη = σηη/P ◦.
Îáîçíà÷åíèÿ êðèâûõ: 1 � æ¼ñòêèé êîíòàêò îáîëî÷êè ñ ìàññèâîì; 2 � ñêîëüçÿùèé êîíòàêò

îáîëî÷êè ñ ìàññèâîì.
Èç àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò ñòðîãîå âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ìåñòå êîíòàêòà

îáîëî÷êè ñ ìàññèâîì (r = 1, 2R). Â ñëó÷àå ñêîëüçÿùåãî êîíòàêòà ìàêñèìàëüíûå ðàäèàëüíûå
ïåðåìåùåíèÿ ur êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé áîëüøå, ÷åì ïðè æ¼ñòêîì êîíòàêòå (ðèñóíîê
3). Ïðè çàìåíå æ¼ñòêîãî êîíòàêòà íà ñêîëüçÿùèé ïðîèñõîäèò âîçðàñòàíèå ýêñòðåìàëüíûõ çíà-
÷åíèé íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé σθθ íà íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè çàïîëíèòåëÿ (íà âíóòðåííåé
ïîâåðõíîñòè îíè ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ) è èõ ñíèæåíèå íà êîíòàêòèðóþùåé ñ îáîëî÷êîé
ïîâåðõíîñòè ìàññèâà. Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ σηη ïðè ýòîì óìåíüøàþòñÿ íà âíóòðåííåé ïî-
âåðõíîñòè çàïîëíèòåëÿ è óâåëè÷èâàþòñÿ íà åãî íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè, à òàêæå íà êîíòàêòíîé
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ïîâåðõíîñòè ìàññèâà. Ïðè óäàëåíèè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè îò âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè
çàïîëíèòåëÿ, êàê âèäíî èç ðèñóíêà 4, âëèÿíèå êîíòàêòíûõ óñëîâèé íà ðàäèàëüíûå ñìåùåíèÿ
òî÷åê ñíèæàåòñÿ.
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Èññëåäóåòñÿ ïîëóïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì äëÿ ñèñòåì ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé ìåòîäîì ââåäåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.
Óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè èññëåäóåìîé çàäà÷è
â òåðìèíàõ èñõîäíûõ äàííûõ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëóïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì äëÿ ñèñòå-
ìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè
íà ïðÿìîóãîëüíèêå Ω̄ = [0, T ]× [0, ω] :

∂2u

∂t∂x
= A(t, x)

∂u

∂x
+ B(t, x)

∂u

∂t
+ C(t, x)u + f(t, x), t 6= ti, (1)

u(t, 0) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (2)

∂u(0, x)
∂x

=
∂u(T, x)

∂x
, x ∈ [0, ω], (3)

∂u(ti − 0, x)
∂x

− ∂u(ti + 0, x)
∂x

= ϕi(x), i = 1,m, (4)

ãäå u ∈ Rn , (n×n) � ìàòðèöû A(t, x) , B(t, x) , C(t, x) , n � âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t, x) íåïðåðûâ-
íû íà Ω̄ , n � âåêòîð-ôóíêöèè ϕi(x) , i = 1, m , íåïðåðûâíû íà [0, ω] , n � âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ(t)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, T ] , 0 < t1 < t2 < ... < tm < T , ||u(t, x)|| = max

i=1,n
|ui(t, x)|,

||A(t, x)|| = max
i=1,n

n∑
j=1

|aij(t, x)| .

Keywords: system of hyperbolic equations, semi-periodical boundary value problem, impulsive e�ect, method of
additional parameter's introduction, correct solvability
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Ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(4) áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ íà Ω̄ ôóíêöèþ u(t, x) ,
èìåþùóþ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå íà Ω̄ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂u(t, x)

∂x
, ∂u(t, x)

∂t
, ∂2u(t, x)

∂t∂x
, óäî-

âëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå (1) ïðè âñåõ (t, x) ∈ Ω , êðîìå ëèíèé t = ti , i = 1,m , óñëîâèþ (2),
ïåðèîäè÷åñêîìó óñëîâèþ (3) è óñëîâèÿì èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû
âðåìåíè (4).

Â ðàáîòå [1] èññëåäîâàíà ïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì ïðè ïîìîùè ÷èñëåííî-àíàëèòè-
÷åñêîãî ìåòîäà.

Â ñòàòüå [2] èçó÷àëàñü ïîëóïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì ìåòîäîì ââåäåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ [3], ãäå
óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè è óñëîâèÿ èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ çàäàâàëèñü äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè
u(t, x) . Òàêæå îòíîñèòåëüíî ãðàíè÷íîé ôóíêöèè ψ(t) äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàëîñü âûïîëíå-
íèå óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè: ψ(0) = ψ(T ) . Â îòëè÷èå îò [2] â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïîëóïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì äëÿ ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, ãäå óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè (3) è óñëîâèÿ èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ (4) çàäàþòñÿ
äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé x èñêîìîé ôóíêöèè u(t, x) . Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è (1)�(4)
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ââåäåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîëó÷å-
íû êîýôôèöèåíòíûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ïîëóïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è
ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî ñìåøàííîé ïðîèçâîä-
íîé (1)�(4). Íà îñíîâå ýêâèâàëåíòíîñòè êîððåêòíûõ ðàçðåøèìîñòåé êðàåâîé çàäà÷è ñ èìïóëüñ-
íûì âîçäåéñòâèåì äëÿ ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ
çàäà÷ ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
óñòàíîâëåí êðèòåðèé êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû ââîäÿòñÿ êàê çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè íà õàðàêòåðèñòèêàõ
t = ti , i = 0,m , t0 = 0 , tm+1 = T . Ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ t = ti , i = 1,m , îáëàñòü Ω ðàçáèâàåòñÿ
íà ïîäîáëàñòè Ωr = [tr−1, tr)× [0, ω] , r = 1, m + 1 . ×åðåç ur(t, x) îáîçíà÷èì ñóæåíèå ôóíêöèè
u(t, x) íà Ωr, r = 1,m + 1. Ââîäÿòñÿ ïàðàìåòðû λr(x) = ur(tr−1, x) , r = 1,m + 1 è çàäà÷à
(1)�(4) ïóòåì ââåäåíèÿ íîâûõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ũr(t, x) = u(t, x) − λr(x) , r = 1,m + 1 ,
ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å ñ ïàðàìåòðàìè:

∂2ũr

∂t∂x
= A(t, x)

∂ũr

∂x
+ B(t, x)

∂ũr

∂t
+ C(t, x)ũr + A(t, x)λ′r(x) + C(t, x)λr(x) + f(t, x), (5)

(t, x) ∈ Ωr, r = 1,m + 1,

ũr(tr−1, x) = 0, r = 1,m + 1, (6)

ũr(t, 0) = ψ(t)− ψ(tr−1), t ∈ [tr−1, tr), r = 1,m + 1, (7)

λ′1(x) = λ′m+1(x) + lim
t→T−0

∂ũm+1(t, x)
∂x

, x ∈ [0, ω], (8)

λ′i(x) + lim
t→ti−0

∂ui(t, x)
∂x

− λ′i+1(x) = ϕi(x), i = 1,m. (9)

Ðåøåíèåì çàäà÷è (5)�(9) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ïàð (λ(x), ũ([t], x)) ñ ýëåìåíòàìè λ(x) = (λ1(x),
λ2(x), ..., λm+1(x))′ , ũ([t], x) = (ũ1(t, x), ũ2(t, x), ..., ũm+1(t, x))′ , ãäå ôóíêöèè ũr(t, x) íåïðå-
ðûâíû íà Ωr , èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂ũr(t, x)

∂x
, ∂ũr(t, x)

∂t
, ∂2ũr(t, x)

∂t∂x
íà

Ωr, r = 1,m + 1 (íà ëèíèÿõ t = tr−1 ñèñòåìå (5) óäîâëåòâîðÿþò
∂ũr,ïð(t, x)

∂x
,

∂ũr,ïð(t, x)
∂t

,
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∂2ũr,ïð(t, x)
∂t∂x

), êîíå÷íûé ëåâîñòîðîííèé ïðåäåë lim
t→tr−0

∂ũr(t, x)
∂x

, r = 1,m + 1 è ïðè λr(x) =

λ∗r(x) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (5) è óñëîâèÿì (6)�(9).
Çàäà÷è (1)�(4) è (5)�(9) ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ u(t, x) ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì (1)�(4), òî ñèñòåìà ïàð (λ(x), ũ([t], x)) , ãäå λ(x) = (λ1(x), λ2(x), ..., λm+1(x))′ ,
ũ([t], x) = (ũ1(t, x), ũ2(t, x), ..., ũm+1(t, x))′ , ur(t, x) = u(t, x) , (t, x) ∈ Ωr , r = 1,m + 1 ,
lim

t→T−0
um+1(t, x) = u(T, x) , λr(x) = ur(tr−1, x) , ũr(t, x) = ur(t, x) − ur(tr−1, x) , r = 1,m + 1 ,

áóäåò ðåøåíèåì (5)�(9), è íàîáîðîò, åñëè (λr(x), ũr(t, x)), r = 1,m + 1 , � ðåøåíèå (5)�(9), òî
ôóíêöèÿ u(t, x) , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè u(t, x) = λr(x)+ũr(t, x), (t, x) ∈ Ωr , r = 1,m + 1 ,
u(T, x) = λm+1(x) + lim

t→T−0
ũm+1(t, x) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(4).

Â îòëè÷èå îò çàäà÷è (1)�(4) çäåñü ïîÿâèëèñü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (6) êàê çíà÷åíèÿ íåèçâåñò-
íîé ôóíêöèè íà õàðàêòåðèñòèêàõ t = tr−1 , r = 1, m + 1 .

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ λr(x), λ′r(x), r = 1,m + 1 , ôóíêöèè {ũr(t, x)}, r = 1,m + 1 , ÿâëÿ-
þòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è Ãóðñà íà Ωr c óñëîâèÿìè (6), (7).

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ ṽr(t, x) =
∂ũr(t, x)

∂x
, w̃r(t, x) =

∂ũr(t, x)
∂t

èç (6), (7) ïîëó÷èì
ṽr(tr−1, x) = 0, w̃r(t, 0) = ψ̇(t) , è çàäà÷ó Ãóðñà ñâåäåì ê ñèñòåìå òðåõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

w̃r(t, x) = ψ̇(t) +

x∫

0

[
A(t, ξ)ṽr(t, ξ) + B(t, ξ)w̃r(t, ξ) + C(t, ξ)ũr(t, ξ)+

+f(t, ξ) + A(t, ξ)λ′r(ξ) + C(t, ξ)λr(ξ)
]
dξ, (10)

ṽr(t, x) =

t∫

tr−1

[
A(τ, x)ṽr(τ, x) + B(τ, x)w̃r(τ, x) + C(τ, x)ũr(τ, x)+

+f(τ, x) + A(τ, x)λ′r(x) + C(τ, x)λr(x)
]
dτ, (11)

ũr(t, x) = ψ(t)− ψ(tr−1) +

t∫

tr−1

dτ

x∫

0

[
A(τ, ξ)ṽr(τ, ξ) + B(τ, ξ)w̃r(τ, ξ)+

+C(τ, ξ)ũr(τ, ξ) + f(τ, ξ) + A(τ, ξ)λ′r(ξ) + C(τ, ξ)λr(ξ)
]
dξ. (12)

Âìåñòî ṽr(τ, x) ïîäñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðàâóþ ÷àñòü (11) è, ïîâòîðèâ ýòîò ïðîöåññ ν
(ν = 1, 2, ...) ðàç, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ṽr(t, x) :

ṽr(t, x) = Gνr(t, x, ṽr) + Hνr(t, x, ũr, w̃r) + Fνr(t, x) + Dνr(t, x)λ′r(x) + Eνr(t, x)λr(x), (13)

ãäå

Gνr(t, x, ṽr) =

t∫

tr−1

A(τ1, x)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1, x)

τν−1∫

tr−1

A(τν , x)ṽr(τν , x)dτν ...dτ1,

Hνr(t, x, ũr, w̃r) =

t∫

tr−1

[
B(τ1, x)w̃r(τ1, x) + C(τ1, x)ũr(τ1, x)

]
dτ1 + ...+
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+

t∫

tr−1

A(τ1, x)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1, x)

τν−1∫

tr−1

[
B(τν , x)w̃r(τν , x) + C(τν , x)ũr(τν , x)

]
dτν ...dτ1,

Fνr(t, x) =

t∫

tr−1

f(τ1, x)dτ1 + ... +

t∫

tr−1

A(τ1, x)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1, x)

τν−1∫

tr−1

f(τν , x)dτν ...dτ1,

Dνr(t, x) =

t∫

tr−1

A(τ1, x)dτ1 + ... +

t∫

tr−1

A(τ1, x)...

τν−1∫

tr−1

A(τν , x)dτν ...dτ1,

Eνr(t, x) =

t∫

tr−1

C(τ1, x)dτ1 + ... +

t∫

tr−1

A(τ1, x)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1, x)

τν−1∫

tr−1

C(τν , x)dτν ...dτ1,

(t, x) ∈ Ωr , r = 1,m + 1 .
Èç óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ â òî÷êàõ (tr−1, 0) , r = 1,m + 1 , âûòåêàåò:

λr(0) = ψ(tr−1), r = 1,m + 1. (14)

Ïåðåõîäÿ â ïðàâîé ÷àñòè (13) ê ïðåäåëó ïðè t → tr − 0, íàõîäèì lim
t→tr−0

ṽr(t, x) , r = 1, m + 1,

x ∈ [0, ω] , ïîäñòàâëÿÿ èõ â (8), (9) äëÿ íåèçâåñòíûõ âåêòîð-ôóíêöèé λr(x), r = 1, m + 1,
ïîëó÷àåì ñèñòåìó m + 1 îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå
ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ:

Qν(x)λ′(x) = −Eν(x)λ(x)− Fν(x)−Hν(x, ũ, w̃)−Gν(x, ṽ), (15)

ãäå

Qν(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

I 0 0 . . . 0 −[I + Dν(m+1)(T, x)]
I + Dν1(t1, x) −I 0 . . . 0 0

0 I + Dν2(t2, x) −I . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . I + Dνm(tm, x) −I

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n× n) ,

Eν(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 . . . 0 −Eν(m+1)(T, x)
Eν1(t1, x) 0 0 . . . 0 0

0 Eν2(t2, x) 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . Eνm(tm, x) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

Fν(x) =
(−Fν(m+1)(T, x), Fν1(t1, x)− ϕ1(x), . . . , Fνm(tm, x)− ϕm(x)

)′
,

Hν(x, ũ, w̃) =
(−Hν(m+1)(T, x, ũm+1, w̃m+1),Hν1(t1, x, ũ1, w̃1), . . . , Hνm(tm, x, ũm, w̃m)

)′
,

Gν(x, ṽ) =
(−Gν(m+1)(T, x, ṽm+1), Gν1(t1, x, ṽ1), . . . , (Gνm(tm, x, ṽm)

)′
.

Åñëè èçâåñòíû ôóíêöèè λr(x), λ′r(x) , r = 1,m + 1 , òî ðåøàÿ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (10)�(12), íàéäåì ôóíêöèè ũr(t, x), w̃r(t, x) , ṽr(t, x) è èç ñèñòåìû ôóíêöèé (λr(x) +
ũr(t, x)) ïîëó÷èì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. Åñëè èçâåñòíû ôóíêöèè ũr(t, x), w̃r(t, x) , ṽr(t, x) ,
òî ðåøàÿ óðàâíåíèå (15) ïðè óñëîâèè (14), íàéäåì λ′r(x), λr(x) è ñíîâà èç ñèñòåìû ôóíêöèé
(λr(x) + ũr(t, x)) íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4).
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Çäåñü íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ êàê ôóíêöèè λr(x) , λ′r(x) , òàê è ôóíêöèè ũr(t, x) , w̃r(t, x) ,
ṽr(t, x) . Ïîýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä è ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíîøå-
íèé (10)�(12), (15) ñ óñëîâèåì (14) íàõîäÿòñÿ êàê ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {λ(k)

r (x)} ,
{λ′(k)

r (x)}, {ũ(k)
r (t, x)}, {w̃(k)

r (t, x)}, {ṽ(k)
r (t, x)} , îïðåäåëÿåìûõ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

0 �Øàã.Ïðåäïîëàãàÿ â ïðàâîé ÷àñòè (15) λr(x) = ψ(tr−1), ũr(t, x) = ψ(t)−ψ(tr−1), w̃r(t, x) =
ψ̇(t), ṽr(t, x) = 0, è ñ÷èòàÿ, ÷òî ìàòðèöà Qν(x) îáðàòèìà ïðè âñåõ x ∈ [0, ω], èç óðàâíåíèÿ
(15) íàéäåì {λ′(0)

r (x)} , r = 1,m + 1 . Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (14), íàõîäèì ôóíêöèè λ
(0)
r (x) :

λ
(0)
r (x) = ψ(tr−1) +

x∫
0

λ
′(0)
r (ξ)dξ. Èç ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (10) � (12), ãäå λr(x) =

λ
(0)
r (x) , λ′r(x) = λ

′(0)
r (x) , îïðåäåëèì ôóíêöèè ũ

(0)
r (t, x), w̃

(0)
r (t, x), ṽ

(0)
r (t, x), r = 1,m + 1 .

1 � Øàã. Èç ñèñòåìû (15), ãäå â ïðàâîé ÷àñòè λr(x) = λ
(0)
r (x) , ũr(t, x) = ũ

(0)
r (t, x) , w̃r(t, x) =

w̃
(0)
r (t, x) , ṽr(t, x) = ṽ

(0)
r (t, x) , r = 1,m + 1 , â ñèëó îáðàòèìîñòè Qν(x) ïðè x ∈ [0, ω] íàéäåì

{λ′(1)
r (x)} , r = 1,m + 1 . Âíîâü èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (14), íàõîäèì λ

(1)
r (x) : λ

(1)
r (x) = ψ(tr−1)+

x∫
0

λ
′(1)
r (ξ)dξ . Èç ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (10)�(12), ãäå λr(x) = λ

(1)
r (x) , λ′r(x) = λ

′(1)
r (x) ,

îïðåäåëèì ôóíêöèè ũ
(1)
r (t, x), w̃

(1)
r (t, x), ṽ

(1)
r (t, x), r = 1,m + 1 . È ò.ä.

Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ìåòîä ââåäåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ
ðàçáèâàåò íà äâà ýòàïà:
1) íàõîæäåíèå ââåäåííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ λr(x) λ′r(x) èç ñîîòíîøåíèÿ (15) ñ
óñëîâèåì (14).
2) íàõîæäåíèå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ũr(t, x), w̃r(t, x) , ṽr(t, x) èç ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (10)�(12).

Óñëîâèÿ ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ îáåñïå÷èâàþò îñóùåñòâèìîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèò-
ìà è îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1)�(4).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì ν, ν ∈ N, (n(m + 1) × n(m + 1)) � ìàòðèöà Qν(x)
îáðàòèìà ïðè âñåõ x ∈ [0, ω] è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

a) ||[Qν(x)]−1|| ≤ γν(x),

b) qν(x) = γν(x) ·
[
eα(x)h − 1−

ν∑
j=1

[α(x)h]j

j!

]
≤ χ < 1,

ãäå γν(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî x ∈ [0, ω] ôóíêöèÿ, α(x) = max
t∈[0,T ]

||A(t, x)||,
h = max

i=1,m+1
(ti − ti−1) , χ− const.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì (1)�(4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû èç [2].
Îñíîâíûì óñëîâèåì îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1)�(4) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîñòü (n(m+

1)×n(m+1)) � ìàòðèöû Qν(x) , êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ÷åðåç ñóììó ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ èç ìàò-
ðèöû A(t, x) è åäèíè÷íûå ìàòðèöû. Â ðàáîòå [2] ïðèâåäåíà ëåììà, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò
ýêâèâàëåíòíîñòü îáðàòèìîñòè ìàòðèöû Qν(x) ðàçìåðíîñòè (n(m+1)×n(m+1)) îáðàòèìîñòè

ìàòðèöû Mν(x) = −
1∏

s=m+1
[I + Dνi(ti, x)] ðàçìåðíîñòè (n× n) . Ñ ïîìîùüþ ýòîé ëåììû òàêæå

ìîæíî ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû íàõîæäåíèÿ áëî÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû [Qν(x)]−1 .
Â äàëüíåéøåì áóäåì èññëåäîâàòü âîïðîñû êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1)�(4).
Îïðåäåëåíèå 1. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(4) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ðàçðåøèìîé, åñëè äëÿ ëþ-

áûõ f(t, x) , ψ(t) , ϕi(x) , i = 1,m, îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(t, x) è ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

max
(

max
(t,x)∈Ω̄

||u(t, x)||, max
(t,x)∈Ω̄

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂u(t, x)

∂x

∣∣∣∣
∣∣∣∣, max

(t,x)∈Ω̄

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂u(t, x)

∂t

∣∣∣∣
∣∣∣∣
)
≤
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≤ K max
(

max
(t,x)∈Ω̄

||f(t, x)||, max
t∈[0,T ]

||ψ(t)||, max
i=1,m

max
x∈[0,ω]

||ϕi(x)||
)
, (16)

ãäå êîíñòàíòà K íå çàâèñèò îò f(t, x) , ψ(t) , ϕi(x) , i = 1, m .
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì äëÿ ñè-

ñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
∂v

∂t
= A(t, x)v + F (t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ [0, ω], v ∈ Rn, (17)

v(0, x) = v(T, x), x ∈ [0, ω], (18)

v(ti − 0, x)− v(ti + 0, x) = ϕi(x), i = 1,m. (19)

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ x ∈ [0, ω] çàäà÷à (17), (18), (19) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çà-
äà÷åé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (17), (18), (19) ïðè ôèêñèðîâàííûõ
x ∈ [0, ω] èññëåäîâàíû ìíîãèìè àâòîðàìè, îáçîð è áèáëèîãðàôèþ êîòîðûõ ìîæíî ïîñìîòðåòü
â ðàáîòàõ [4, 5]. Â ðàáîòå [6] çàäà÷à (17)�(19) áûëà èññëåäîâàíà è ðåøåíà ìåòîäîì ïàðàìåòðè-
çàöèè [7]. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé è êîððåêòíîé ðàçðåøè-
ìîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ è äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì äëÿ ñèñòåì
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â òåðìèíàõ èñõîäíûõ äàííûõ [8].

Ïðè èçìåíåíèè ïåðåìåííîé x íà [0, ω] ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ
èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(4) êîððåêòíî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

êîððåêòíî ðàçðåøèìà çàäà÷à (8), (9).
Óñëîâèÿ òåîðåìû 1 îáåñïå÷èâàþò íå òîëüêî îäíîçíà÷íóþ, íî è êîððåêòíóþ ðàçðåøèìîñòü

çàäà÷è (1)�(4). Êðîìå òîãî, íà îñíîâå òåîðåìû 2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1 ÿâëÿþò-
ñÿ òàêæå è íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ïîëóïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé
çàäà÷è ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì äëÿ ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1)�(4).

Òåîðåìà 3. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(4) êîððåêòíî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ν, ν ∈ N, ïðè êîòîðîì (n(m + 1)× n(m + 1)) � ìàòðèöà Qν(x) îáðàòèìà äëÿ
âñåõ x ∈ [0, ω] è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà a), b) Òåîðåìû 1.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2 è 3 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 2 è 3 èç
[9], ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
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Î ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈÈ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ
ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ý. Ò. Àøûðîâà, Äæ. Ìàìûòîâ, Æ. Øàðøåíàëèåâ

Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé
720071 Áèøêåê ïð. ×óé, 265-à avtomatika_nankr@mail.ru

Êûðãûçñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò àðõèòåêòóðû è ñòðîèòåëüñòâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû ñî ñêàëÿðíûì ìîäàëüíûì óïðàâëåíèåì. Ïðåäëî-
æåí àëãîðèòì ðàçìåùåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïîçèöèîííîé çàìêíóòîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Îñó-
ùåñòâëåí ñèíòåç, îáåñïå÷èâàþùèé ñòàáèëèçàöèþ, çà ñ÷åò ñâîéñòâ îðãàíèçàöèè êîýôôèöèåíòà óñè-
ëåíèÿ â âèäå íå òîëüêî îäíîé ìàòðèöû, à ñåðèè ìàòðèö n -ãî ïîðÿäêà.

Ââåäåíèå. Ëþáîé èíæåíåðíûé ïðîåêò ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îñíîâûâàåòñÿ íà
ðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Çàäà÷àì ñòàáèëèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû [2, 3, 4] ñ íàèáîëåå ïîëíîé
áèáëèîãðàôèåé.

Ñóùåñòâóåò äâà ïðèíöèïà óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè îáúåêòàìè êàê â ïðîãðàììíîé, òàê
è â ïîçèöèîííîé ñèñòåìå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, èñïîëüçóþùèå êàê àïðèîðíóþ, òàê è òåêóùóþ
èíôîðìàöèþ (ðèñ.1).

Â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå íàèáîëåå èçâåñòíû äâà ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ: ìåòîä îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ, ïðèçâàííûé îáåñïå÷èòü íàèëó÷øèé ðåæèì îòíîñèòåëüíî ïðèíÿòîãî êðèòåðèÿ
êà÷åñòâà â çàäà÷àõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé è ñèíòåçà êîððåêòèðóþùèõ
óñòðîéñòâ, è ìåòîä ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ôîðìèðóþùèé öåïè îáðàòíûõ ñâÿçåé, ïðèäàþùèõ
ñèñòåìå æåëàåìîå ðàñïðåäåëåíèå êîðíåé. Ïðè ìîäàëüíîì óïðàâëåíèè êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò
ñîñòàâëÿþùèå ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû, òî åñòü ìîäû.

Â äàííîé ðàáîòå êà÷åñòâî ñòàáèëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû äîñòèãàåòñÿ ïóòåì óïðàâ-
ëåíèÿ ìîäàìè ñèñòåìû, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñèñòåìó ñ çàäàííûì ñïåêòðîì, òî åñòü ñ çà-
äàííûì äåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ.

Ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ìîæíî îñóùåñòâèòü ïóòåì óïðàâëåíèÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè (÷èñ-
ëàìè) ñèñòåìû, òî åñòü äîñòè÷ü çàðàíåå çàäàííîé äèíàìèêè ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Ýòîò ïîäõîä
ñâÿçàí ñ ìåòîäîì îáåñïå÷åíèÿ ñòåïåíè óñòîé÷èâîñòè, ðàçðàáîòàííûì ß.Ç. Öûïêèíûì, Í.Í.
Êðàñîâñêèì, À.Ì. Ëåòîâûì, À.Ì. Ìèõàéëîâûì è äðóãèìè ó÷åíûìè.

Keywords: stationary equation, linear governed system, stabilization problem, modal control
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 49J15, 49N35
c Ý. Ò. Àøûðîâà, Äæ. Ìàìûòîâ, Æ. Øàðøåíàëèåâ, 2009.
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Ðèñ. 1: Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ êîìáèíèðîâàííîé ãèáêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ

Íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ìåòîäàìè ìîäàëüíîãî è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
âñå æå ìåæäó íèìè èìååòñÿ îïðåäåëåííàÿ ñâÿçü.

Â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êàæäîìó îïòèìèçèðóþùåìó ôóíêöèîíàëó ñîîòâåòñòâó-
åò îïðåäåëåííûé ñïåêòð ñèñòåìû ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ è, íàîáîðîò, êàæäîìó çàäàííîìó ñïåêòðó
çàìêíóòîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûé íàáîð îïòèìèçèðóþùèõ ôóíêöèîíàëîâ.

Îñîáûì äîñòîèíñòâîì ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöå-
äóð. Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ëèíåéíîãî îáúåêòà ìîäàëüíîñòü óïðàâëåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ íàëè÷èåì
ó íåãî ñâîéñòâ óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ñ îä-
íèì óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì:

dx

dt
= Ax + bu, (1)

ãäå A− n× n, b− n× 1, x− n× 1 � ìàòðèöû, à u � ñêàëÿðíîå óïðàâëåíèå.
Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà

W (p) = (pEn −A)−1, (2)

En − n× n− åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Äëÿ ìàòðèöû À ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èç (1), (2) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

det(λEn −A) = 0.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ñ îäíèì óïðàâëÿþùèì âîçäåé-
ñòâèåì âèäà (1). Ïóñòü p0, p1, ..., pn−1 � êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàò-
ðèöû A , òî åñòü

|λE −A| = λn + pn−1λ
n−1 + ... + p1λ + p0. (3)

Èçâåñòíî, ÷òî pj (j = 0, 1, 2, ..., n − 1) îïðåäåëåííûì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåí-
òû aij (i, j = 1, 2, ..., n) ìàòðèöû A [5]. Ïóñòü ν1, ν2, ..., νn− òðåáóåìûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà
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ìàòðèöû A = A− bM , ãäå Ì −1× n ìàòðè÷íûé êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ óïðàâëåíèÿ, òî åñòü
u = −Mx .

Çàäà÷à. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàòðèöó Ì òàêóþ, ÷òî A − bM èìåëà áû çàäàííûé íàáîð
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ν1, ν2, ..., νn .

2. Ðåøåíèå çàäà÷è. Èçâåñòíî [1, 2, 3], ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàçðå-
øèìîñòè ïðîáëåìû ðàçìåùåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå:

det K 6= 0, ãäå K = (b, Ab, ..., An−1b). (4)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâà ìíîãî÷ëåíà n -é ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî λ è µ :

Rn(λ) = |λE −A| = λn + pn−1λ
n−1 + ... + p1λ + p0,

Qn(µ) = (µ− ν1)(µ− ν2)...(µ− νn) = µn + Qn−1(ν)µn−1 + ... + Q1(ν)µ + Q0(ν),

ãäå ν = (ν1, ν2, ..., νn), à Qj(ν) (j = 0, 1, ..., n − 1) � èçâåñòíûå ôóíêöèè îò ν, êîòîðûå ïî
ôîðìóëàì Âèåòà èçâåñòíûì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîðíè ν1, ν2, ..., νn ìíîãî÷ëåíà Qn(µ) .
Äàëåå, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ λ è µ ìíîãî÷ëåíîâ Rn(λ) è
Qn(µ), ïîëó÷èì

pj = Qj(ν) (j = 0, 1, ..., n− 1). (5)
Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ν1, ν2, ..., νn çàäàííûå (òðåáóåìûå) êîíêðåòíûå ÷èñëà, òî Qj(ν) òàêæå
áóäóò êîíêðåòíûìè ÷èñëàìè ñîãëàñíî ôîðìóëàì Âèåòà.

Òåïåðü, â ñèëó óñëîâèÿ (5) ìíîãî÷ëåí Rn(λ) èìååò n êîðíåé ν1, ν2, ..., νn , êîòîðûå îïðå-
äåëÿåì ñëåäóÿ [2] èç ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ:

MS = M, (6)

ãäå S − n× n , M − 1× n è M − 1× n ìàòðèöû, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a0. S = (S1, S2, ..., Sn), ãäå

Sn = b, Sn−1 = Ab + pn−1b, ..., S2 = An−2b + pn−1A
n−3b + ... + p2b,

S1 = An−1b + pn−1A
n−2b + ... + p1b.

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà S ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé.
b0. M = (m1, m2, ...,mn), mk+1 = pk − pk (k = 0, 1, ..., n− 1) èëè â ñèëó (5)

mk+1 = Qk(ν)− pk (k = 0, 1, ..., n− 1).

Ïîýòîìó èç (6) íàõîäèì:
M(ν) = M(ν)S−1, (7)

òî åñòü íàõîäèì ýëåìåíòû mk+1(ν) (k = 0, 1, ..., n− 1) èñêîìîé ñòðî÷íîé ìàòðèöû M(ν) .
Åñëè çàìûêàåì ñèñòåìó (1) óïðàâëåíèåì u = −M(ν)x = −M(ν)S−1x , òî ïîëó÷èì:

dx

dt
= (A− bM(ν)S−1)x = A(ν)x. (8)

Òîãäà, â ñèëó àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàçìåùåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë [2, 4], à òàêæå â
ñèëó (5) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A(ν) èìååò æåëàåìûå êîðíè ν1, ν2, ..., νn ,
òî åñòü óïðàâëåíèå u = −M(ν)x = −M(ν)S−1x ðåøàåò ïðîáëåìó ðàçìåùåíèÿ ñîáñòâåííûõ
÷èñåë.
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Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ Reλk < 0 (k = 1, 2, ..., n) , òî
óïðàâëåíèå u = −M(ν)S−1x ðåøàåò âîïðîñ î ñòàáèëèçàöèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1).

Åñëè æå òåïåðü â (1) ïðîèçâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ x = Kz , ãäå K îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî
(4), òî ïîëó÷èì [4]:

dz

dt
= A0z + b0u, (9)

ãäå A0 = K−1AK, b0 = K−1b .
Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî

A0 =




0 0 . . . 0 −p0

1 0 . . . 0 −p1

0 1 . . . 0 −p2

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 −pn−1




, b0 =




1
0
0
...
0




. (10)

Çäåñü p0, p1, ..., pn−1 � êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà (3).
Åñëè äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (9) óïðàâëåíèå u ïîñòðîèòü â âèäå u = −M(ν)S−1Kz,

òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A0 − b0M(ν)S−1K òàêæå áóäåò èìåòü â êà÷åñòâå
ñâîèõ êîðíåé ÷èñëà: ν1, ν2, ..., νn . Â ñàìîì äåëå, ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé èç (9) è (10):

|λE −A0 + b0M(ν)S−1K| = |λK−1K −K−1AK + K−1bM(ν)S−1K| = |K−1||λE − bM(ν)S−1K|.
Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñèñòåìû (8), êîòîðûé

èìååò êîðíè ν1, ν2, ..., νn .
Òàêèì îáðàçîì, ïóòåì ïîäáîðà ν1, ν2, ..., νn ìîæíî ðåøèòü âîïðîñû ñòàáèëèçàöèè, êîëåáà-

íèé è äðóãèå âîïðîñû äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò: àëãîðèòì. Èç âñåãî èçëîæåííîãî âûøå ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëå-
äóþùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàçìåùåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû çàìêíóòîé ëè-
íåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû è âîïðîñîâ ñòàáèëèçàöèè åå ðåøåíèÿ.

10. Âû÷èñëèòü n × n ìàòðèöó K = (b, Ab, ..., An−1b) è ïðîâåðèòü, ÷òî |K| 6= 0 . Íàéòè
K−1 .

20. Ïðîèçâåñòè â äàííîé ñèñòåìå çàìåíó ïåðåìåííûõ x = Kz è ïîëó÷èòü ìàòðèöó A0 =
K−1AK, b0 = K−1b . Ïîñëåäíèé ñòîëáåö À 0 äàåò ñ îáðàòíûì çíàêîì êîýôôèöèåíòû p0, p1, ...,
pn−1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà (3), êîòîðûå âåñüìà íóæíû äëÿ äàëüíåéøåãî.

30. Ñîñòàâèòü ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû Q0(ν), Q1(ν), ..., Qn−1(ν) ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì Âè-
åòà:

Q0(ν) = (−1)nν1ν2...νn,

Q1(ν) = (−1)n−1[ν1ν2...νn−1 + ν1ν2...νn−2 + ... + ν2ν3...νn],

.........................................................................................

Qn−2(ν) = ν1ν2 + ν1ν3 + ... + ν1νn + ν2ν3 + ... + νn−1νn,

Qn−1(ν) = −(ν1 + ν2 + ... + νn).

40. Ñîñòàâèòü 1× n ìàòðèöó M(ν) = (m1)(ν), m2)(ν), ...,mn)(ν)), ãäå

mk+1(ν) = Qk(ν)− pk (k = 0, 1, ..., n− 1).
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50. Ñîñòàâèòü 1× n íåîñîáóþ ìàòðèöó M(ν) = (m1)(ν),m2)(ν), ..., mn)(ν)) è íàéòè S−1 .
Çäåñü

Sn = b, Sn−1 = ASn + pn−1b, ..., S2 = AS3 + p2b, S1 = AS2 + p1b.

60. Îïðåäåëèòü 1× n ìàòðèöó M(ν) = (m1)(ν),m2)(ν), ..., mn)(ν)) ïî ôîðìóëå (7):

M(ν) = M(ν)S−1.

Òîãäà óïðàâëåíèå u = −M(ν)Kz ðåøàåò ïðîáëåìó ðàçìåùåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñòàáèëè-
çàöèè äëÿ ñèñòåìû (9), à óïðàâëåíèå u = −M(ν)z ðåøàåò àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ èñõîäíîé
ñèñòåìû (1).

Çàìå÷àíèå 2. Êîýôôèöèåíòû p0, p1, ..., pn−1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà çàäàííîé
ìàòðèöû A ìîæíî áûëî áû âû÷èñëèòü, íå ïðèáåãàÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ (10), ïî ôîðìóëàì
[5]:

pk = (−1)kPk (k = 0, 1, ..., n− 1), (11)
ãäå pk åñòü ñóììà âñåõ ãëàâíûõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà k ýòîé ìàòðèöû. Îäíàêî, êîãäà n äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, íàì êàæåòñÿ áîëåå ïðèåìëåìûì âû÷èñëåíèå ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ
ïðåîáðàçîâàíèåì (10).

Çàìå÷àíèå 3. Êîãäà ÷èñëî n íåâåëèêî (íàïðèìåð, n = 2, ëèáî 3, ëèáî 4), òî êîýôôèöèåí-
òû pk ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëàì (11) è ïðèìåíÿòü ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì èñêëþ÷àÿ
ïóíêò 20 .

4. Ïðèìåð. Ïóñòü â ñèñòåìå (1) A =




1 0 6
1 2 4
0 0 4


 , b =




3
3
1


 .

Ñëåäóÿ ïðåäëîæåííîìó âûøå àëãîðèòìó, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì:

10 . K = (b Ab A2b) , Ab =




9
10
4


 , A2b =




33
36
16


 , K =




3 9 33
3 10 36
1 4 16


 , |K| = 6 6= 0,

K−1 = 1
6




16 −12 −6
−12 15 −9
2 −3 3


 .

20. A0 = K−1AK =




0 0 8
1 0 −14
0 1 7


 , b0 = K−1b =




1
0
1


 . Îòñþäà p0 = −8, p1 =

14, p2 = −7, òî åñòü ñðàçó ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà |A−λE|.
30. Âçÿâ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíûå òðè ÷èñëà ν1, ν2, ν3, ñîñòàâèì âåëè÷èíû

Q0(ν), Q1(ν), Q2(µ), ãäå ν = (ν1, ν2, ν3) ïî ôîðìóëàì:

Q0(ν) = −ν1, ν2, ν3, Q1(ν) = ν1ν2 + ν1ν3 + ν2ν3 Q2(ν) = −(ν1 + ν2 + ν3).

40. M(ν) = (m1)(ν), m2)(ν), m3)(ν)), ãäå m1 = Q0(ν)− p0 = −ν1ν2ν3 + 8,
m2 = Q1(ν)− p1 = −ν1ν2 + ν1ν3 + ν2ν3 − 14, m3 = Q2(ν)− p2 = −(ν1 + ν2 + nu3) + 7.
50. Ñîñòàâèì ìàòðèöó [2] S = (S1, S2, S3), ãäå

S3 = b =




3
3
1


 , S2 = Ab + p2b =



−12
−11
−3


 , S1 = AS2 + p2b =




12
8
2


 .

S =




12 −12 3
8 −11 3
2 −3 1


 , S−1 =




1
3 −1

2
1
2

1
3 −1 2
1
3 −2 6


 .

60. M(ν) = M(ν)S−1, îòñþäà:

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2009. Òîì 9. � 4 (34)



Î ñòàáèëèçàöèè ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì 25

m1(ν) = 1
3 [m1(ν) + m2(ν) + m3(ν)],

m2(ν) = −1
2 [m1(ν)−m2(ν)−m3(ν)],

m3(ν) = −1
2 [m1(ν) + 2m2(ν) + 6m3(ν)].

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå ν1 = −2, ν1 = −3, ν1 = −4, òî m1 = 32, m2 = 12, m3 =
16, m1 = 20, m2 = −60, m3 = 136, M = (m1,m2,m3) = (20,−60, 136).

Åñëè ïðèíÿòü â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ u = −Mx , òî îíî áóäåò ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó (1).
À åñëè âçÿòü óïðàâëåíèå â âèäå u = −MKx , òî îíî áóäåò ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó (9), ò.å.
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû |λE− (A + MS−1)| è |λE− (A0 + MS−1K)| èìåþò îäíè è òå
æå êîðíè ν1 = −2, ν1 = −3, ν1 = −4.

Åñëè âçÿòü äðóãèå çíà÷åíèÿ ν1, ν2, ν3 èç êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òî ïîëó÷èì äðóãóþ ìàò-
ðèöó M è, ñëåäîâàòåëüíî, äðóãóþ M .

Òàêèì îáðàçîì, â çàâèñèìîñòè îò ïîäáîðà ÷èñåë ν1, ν2, ν3 ïîëó÷èì ñåðèè âåëè÷èí M .

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå, äëÿ ñêàëÿðíîãî óïðàâëåíèÿ ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà åãî ïîñòðîåíèÿ
è ðåàëèçóþùèé åå àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèå ïîñòðîèòü ñåðèþ æåëàåìûõ ìàòðèö n -ãî ïîðÿäêà,
ïîëíîñòüþ îòâå÷àþùèõ òðåáîâàíèÿì ïðîáëåìû ðàçìåùåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.
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Â îãðàíè÷åííîé äâóìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè-Äèðèõëå äëÿ
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Èçó÷àåìàÿ íåêîððåêòíàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ. Â òåðìèíàõ ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ îïòèìàëü-
íîñòè. Íàéäåí êðèòåðèé ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè íåêîððåêòíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è.

Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñðåäè ñïåöèàëèñòîâ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
çíà÷èòåëüíî âîçðîñ èíòåðåñ ê çàäà÷àì, íå ÿâëÿþùèìñÿ êîððåêòíûìè ïî J.Hadamard [1]. Îíè
âñåãäà ïðèâëåêàëè âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé. Ïðåæäå âñåãî, ýòî ñâÿçàíî ñ èõ âàæíîñòüþ íå
òîëüêî â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå, íî òàêæå è ñ òåì, ÷òî ñ íèìè ïðèõîäèòüñÿ ñòàëêèâàòüñÿ âî
ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé íàóêè è òåõíèêè. Çäåñü ìîæíî îòìåòèòü
êëàññè÷åñêèå ðàáîòû J.Hadamard [1], À.Í.Òèõîíîâà [2], Ì.Ì.Ëàâðåíòüåâà [3] è ìíîãèõ äðóãèõ,
îáðàòèâøèõ âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé íà íåêîððåêòíûå çàäà÷è è âíåñøèõ ñóùåñòâåííûé âêëàä
â ðàçâèòèå ýòîãî âàæíîãî íàïðàâëåíèÿ ìàòåìàòèêè.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ìû ïðèìåíÿåì ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â îáëàñòè Ω = {x, t| 0 < x < π, −1 < t < 1} ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à:

ytt(x, t) + yxx(x, t) = f(x, t), x ∈ (0, π), t ∈ (−1, 1), (1)

y(0, t) = 0, y(π, t) = 0, (2)

y(x,−1) = ϕ1(x), yt(x,−1) = ϕ2(x). (3)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äàííûå â çàäà÷å (1)�(3) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

f ∈ L2(Ω), ϕ1 ∈ H1
0 (0, π), ϕ2 ∈ L2(0, π). (4)

Keywords: spectral problem, eigenfunction, spectrum
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 35J05, 35J25, 49J20, 49K20
c À. Ì. Àÿçáàåâà, Ì. Ò. Äæåíàëèåâ, Ê. Á. Èìàíáåðäèåâ, 2009.
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Ïîñêîëüêó ïî ïåðåìåííîé t çàäàíû óñëîâèÿ Êîøè, çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâ-
ëåííîé. Îíà èçó÷àëàñü ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè.

Â êíèãå R.Lattes, J.L.Lions [4] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâ-
ëåííîé â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) , ò.å. ðàçðåøàþùèé ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó (1.1) îïåðàòîð L−1

C íåîãðà-
íè÷åí â L2(Ω) .

Îòìåòèì, ÷òî êðèòåðèé êîððåêòíîñòè îäíîðîäíîé ñìåøàííîé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-
íèÿ Ïóàññîíà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè áûë óñòàíîâëåí â ðàáîòå Êàëüìåíîâà Ò.Ø. è Èñêà-
êîâîé Ó.À. [5]. Â íåé êðèòåðèé êîððåêòíîñòè áûë ïîëó÷åí â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
è êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòå-
ìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà îáîáùåííûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ñ íàëè÷èåì
îïåðàòîðà îòêëîíåíèÿ-èíâåðòèðîâàíèÿ îäíîé èç äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Â ðàáîòå [6]
ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Îáùèé ìåòîä ðåãó-
ëÿðèçàöèè ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè áûë ïðåäëîæåí Òèõîíîâûì À.Í. [2]. Â ðàáîòå R.Lattes è J.-L.Lions [4] äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè
íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä êâàçèîáðàùåíèÿ ïóòåì çàìåíû
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâîì âñïîìîãàòåëüíûõ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì (èìåþùèõ áîëåå âû-
ñîêèé äèôôåðåíöèàëüíûé ïîðÿäîê), äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ðåøàåòñÿ êîððåêòíàÿ ãðàíè÷íàÿ
çàäà÷à. Îñîáåííîñòè è âîïðîñû ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷ Êîøè äëÿ àáñòðàêòíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè èçó÷àþò Melnikova I.V. è Anufrieva U.A. [7],
ãäå íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ïîëóãðóïï èìè ïîëó÷åíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ è
ðåãóëÿðèçîâàííûõ ðåøåíèé.

2. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷å (1)�(3) ñëåäóþùóþ îïòèìèçà-
öèîííóþ çàäà÷ó:

ytt(x, t) + yxx(x, t) = f(x, t), (5)

y(0, t) = y(π, t) = 0, (6)

yt(x,−1) = ϕ2(x), y(x, 1) = ψ(x), ψ ∈ L2(0, π), (7)

ôóíêöèîíàë îïòèìàëüíîñòè:

J (ψ) =

π∫

0

|y(x,−1)− ϕ1(x)|2dx → min
ψ

, (8)

ãäå ψ èãðàåò ðîëü ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ñôîðìóëèðîâàëè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â âèäå (5)�(8). Èç-

âåñòíî, ÷òî â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàäà÷à (5)�(8) òàêæå íåêîððåêòíà.
3. Ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ íåêîð-

ðåêòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè. Èñïîëüçóÿ ýòîò ìåòîä, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è íóæíî âûáðàòü ñòàáèëèçàòîð. Â íàøåì ñëó÷àå óïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ èç ìíîæåñòâà
U ≡ L2(0, π) , ïîýòîìó ôóíêöèÿ α ·

π∫
0

|ψ(x)|2dx ìîæåò ñëóæèòü ñòàáèëèçàòîðîì. Ýòîò ìàòåìà-
òè÷åñêèé ïðèåì íàçûâàþò ðåãóëÿðèçàöèåé ïî Òèõîíîâó. Çäåñü α > 0 .

Äàëåå, íà ìíîæåñòâå U ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà:

Jα(ψ) =

π∫

0

|y(x,−1)− ϕ1(x)|2dx + α

π∫

0

|ψ(x)|2dx → min
ψ∈U

. (9)

Äëÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè (5)�(7) è (9) íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ýëåìåíò ψ ∈ L2(0, π) , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

J (
ψ

)
= inf

ψ∈U
J (ψ),

íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì.

Âåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
y(x, t, ψ) � åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (5)�(7), ñîîòâåòñòâóþùåå çàäàííîìó óïðàâëåíèþ ψ(x) ;

π(ψ1, ψ2) =

π∫

0

[y(x,−1;ψ1)− y(x,−1; 0)][y(x,−1;ψ2)− y(x,−1; 0)]dx + α ·
π∫

0

ψ1(x) · ψ2(x)dx;

L(ψ1) =

π∫

0

[ϕ1(x)− y(x,−1; 0)][y(x,−1;ψ1)− y(x,−1; 0)]dx,

çäåñü π(ψ1, ψ2) � áèëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôîðìà èç U , à L(ψ1) � íåïðåðûâíàÿ ëèíåéíàÿ
ôîðìà. Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ôóíêöèîíàë (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Jα(ψ) = π(ψ, ψ)− 2L(ψ) +

π∫

0

|y(x,−1; 0)− ϕ1(x)|2dx.

4. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïîñêîëüêó π(ψ, ψ) � áèëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà èç U è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

π(ψ, ψ) > c ‖ψ‖2, (10)
òî äëÿ çàäà÷è (5)�(9) íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò ψ ∈ U :

J (ψ) = inf
ψ∈U

J (ψ),

è ýòîò ýëåìåíò áóäåò åäèíñòâåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü {ψn} ∈ U � ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ò.å.

J (ψn) = inf
ψ∈U

J (ψ). (11)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (10)
J (ψn) > c ‖ψn‖2 − c1 ‖ψn‖, (12)

èç ñîîòíîøåíèÿ (11) è (12)
‖ψn‖ 6 const. (13)

Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ψn} â (13) íà ìíîæåñòâå U ìîæíî âûäåëèòü òàêóþ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {vµ} , êîòîðàÿ ñëàáî ñõîäèòñÿ, ò.å.

ψµ → ω. (14)

Ïîñêîëüêó U � ñëàáî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî

ω ∈ U .
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Òàê êàê ôóíêöèÿ ψ → π(ψ,ψ) íà U ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, à ψ → L(ψ) íåïðåðûâíà â
ñëàáîé òîïîëîãèè, òî ïîëó÷àåì:

limJ (ψµ) > J (ω). (15)

Äàëåå, èç ñîîòíîøåíèé (11) è (15) èìååì:

ω ∈ U , J (ω) 6 inf
ψ∈U

J (ψ).

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

J (ω) = inf
v∈U

J (ψ)

è äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü ψ = ω.
Åäèíñòâåííîñòü. Ïîñêîëüêó ψ → π(ψ, ψ) ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ (ò.å. ïðè ψ1 6= ψ2

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî π((1 − θ)ψ1 + θψ2, (1 − θ)ψ1 + θψ2) < (1 − θ)π(ψ1, ψ1) + θπ(ψ2, ψ2) ,
çäåñü θ ∈ (0, 1) ), òîãäà è ψ → J (ψ) ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ
íà U â äâóõ ýëåìåíòàõ ψ1 è ψ2 , ò.å.

J (ψ1) = J (ψ2) = inf
v∈U

J (ψ).

Èç âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà U ñëåäóåò 1
2(ψ1 + ψ2) ∈ U , à äëÿ ψ1 6= ψ2 èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè

ôóíêöèîíàëà ψ → J (ψ) èìååì:

J
(

1
2
(ψ1 + ψ2)

)
< inf

ψ∈U
J (ψ).

Îòñþäà ìîæåò áûòü òîëüêî ψ1 = ψ2 = ψ. Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.
5. Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ [8]. Ðåøåíèå

çàäà÷è (5)�(7), (9) îáîçíà÷èì:
ψ(x) = arg min

ψ∈U
Jα(ψ).

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [8] ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. ψ ∈ U ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

〈Jαψ

(
ψ

)
, ψ − ψ

〉
> 0, ∀ ψ ∈ U ≡ L2(0, π),

ò.å. âûïîëíÿåòñÿ:
π∫

0

[
y

(
x,−1;ψ

)− ϕ1(x)
] · yψ

(
x,−1;ψ

) · [ψ − ψ
]
dx+

+ α ·
π∫

0

ψ(x) · [ψ(x)− ψ(x)
]
dx > 0, ∀ ψ ∈ U . (16)

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî (16). Äëÿ ýòîãî ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó (5)�(7) çàïèøåì â îïåðàòîðíîì
âèäå: A y = F , {f, ϕ2, ψ} . Ðåøåíèå y(x, t;ψ) ýòîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü
â ñëåäóþùåì âèäå: y(x, t;ψ) = A −1F = A −1

0 f + A −1
1 ϕ2 + A −1

2 ψ.
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Äàëåå, áåðåì ïðîèçâîäíóþ ýòîãî ðåøåíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ ψ − ψ :

yψ

(
x, t; ψ

) · [ψ − ψ
]

= A −1
2

[
ψ − ψ

]
= A −1

2 ψ −A −1
2 ψ = y(x, t; ψ)− y

(
x, t;ψ

)
,

èëè yψ

(
x, t;ψ

) · [ψ − ψ
]

= y(x, t; ψ)− y
(
x, t; ψ

)
.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (15) ïðèíèìàåò âèä:
π∫

0

[
y

(
x,−1;ψ

)− ϕ1(x)
] · [y(x,−1;ψ)− y

(
x,−1; ψ

)]
dx+

+ α ·
π∫

0

ψ(x) · [ψ(x)− ψ(x)
]
dx > 0, ∀ ψ ∈ U . (17)

6. Ñîïðÿæåííàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à. Äàëåå, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ñîïðÿæåííóþ ãðà-
íè÷íóþ çàäà÷ó ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

1∫

−1

π∫

0

[
ytt

(
x, t; ψ

)
+ yxx

(
x, t; ψ

)] · v(x, t)dxdt.

Ïðåîáðàçóÿ ýòî âûðàæåíèå, íàõîäèì:

1∫

−1

π∫

0

[ytt + yxx] · v(x, t)dxdt =

∣∣∣∣∣∣∣∣

v(0, t) = v(π, t) = 0;

vt(x,−1) = y
(
x,−1, ψ

)− ϕ1(x);

v(x, 1) = 0.

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

1∫

−1

π∫

0

y(x, t) · [vtt + vxx] dxdt−
π∫

0

yt(x,−1;ψ) · v(x,−1)dx−

−
π∫

0

y
(
x, 1;ψ

) · vt(x, 1)dx +

π∫

0

y
(
x,−1;ψ

) · vt(x,−1)dx = 0. (18)

Íà îñíîâàíèè (17) ââåäåì ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó:




vtt(x, t) + vxx(x, t) = 0, x ∈ (0, π), t ∈ (−1, 1);

v(0, t) = v(π, t) = 0, t ∈ (−1, 1);

vt(x,−1) = y
(
x,−1;ψ

)− ϕ1(x), v(x, 1) = 0 .

(19)

.
7. Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè. Çàìåíÿÿ â èíòåãðàëå (18) vt(x,−1) íà y

(
x,−1;ψ

) − ϕ1(x)
è ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (7), ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (18) â âèäå:

π∫

0

y
(
x,−1;ψ

) · [y (
x,−1;ψ

)− ϕ1(x)
]
dx =

=

π∫

0

v(x,−1) · yt

(
x,−1;ψ

)
dx +

π∫

0

vt(x, 1) · ψ(x)dx. (20)
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Äàëåå, àíàëîãè÷íî äëÿ y(x, t;ψ) è v(x, t; ψ) ïîëó÷àåì:

π∫

0

y(x,−1;ψ) · [y (
x,−1;ψ

)− ϕ1(x)
]
dx =

=

π∫

0

v(x,−1) · yt(x,−1;ψ)dx +

π∫

0

vt(x, 1) · ψ(x)dx. (21)

Èç ñîîòíîøåíèé (20) è (21) ïîëó÷àåì:

π∫

0

[
y

(
x,−1;ψ

)− ϕ1(x)
] · [

y(x,−1;ψ)− y
(
x,−1;ψ

)]
dx =

π∫

0

vt(x, 1) · [
ψ(x)− ψ(x)

]
dx. (22)

Íåðàâåíñòâî (16) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

π∫

0

vt(x,−1) · [y(x,−1;ψ)− y
(
x,−1;ψ

)]
dx + α ·

π∫

0

ψ(x) · [ψ(x)− ψ(x)
]
dx > 0, ∀ ψ ∈ U . (23)

À èç ñîîòíîøåíèé (22) è (23) ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó:

π∫

0

[
vt(x, 1) + α · ψ(x)

] · [ψ(x)− ψ(x)
]
dx > 0, ∀ ψ ∈ U . (24)

Òàêèì îáðàçîì, èç (1)�(3), (19) è (24) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:




ytt(x, t) + yxx(x, t) = f,

y(0, t) = y(π, t) = 0,

yt(x,−1) = ϕ2(x); y(x, 1) = ψ(x),

(25)





vtt(x, t) + vxx(x, t) = 0,

v(0, t) = v(π, t) = 0,

vt(x,−1) = y
(
x,−1;ψ

)− ϕ1(x), v(x, 1) = 0,

(26)

π∫

0

[
vt(x, 1) + α · ψ(x)

] · [ψ(x)− ψ(x)
]
dx > 0, ∀ ψ ∈ U , (27)

íà îñíîâå êîòîðûõ ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â âèäå óòâåðæäåíèÿ:

Óòâåðæäåíèå 2. ×òîáû ýëåìåíò ψ áûë îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (5)�(7) è (9), íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí óäîâëåòâîðÿë ãðàíè÷íûì çàäà÷àì (25), (26) è âàðèàöèîííîìó
íåðàâåíñòâó (27).
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8. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ óñëîâèé îïòèìàëü-
íîñòè (25)�(27) èñïîëüçóåì ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ
çàäà÷ (25) è (26) â âèäå:

y(x, t) =
∞∑

k=1

yk(t)Xk(x), v(x, t) =
∞∑

k=1

vk(t)Xk(x),

ãäå
Xk(x) =

sin kx√
π/2

, λk = k2, k = 1, 2, ..., (28)

ñèñòåìû îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷è:

X ′′(x) = λ ·X(x), X(0) = X(π) = 0.

Èç (25)�(27) ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì:

y′′k(t)− k2yk(t) = fk(t), t ∈ (−1, 1), y′k(−1) = ϕ2k; yk(1) = ψk; k = 1, 2, ..., (29)

v′′k(t)− k2vk(t) = 0, t ∈ (−1, 1), v′k(−1) = yk(−1)− ϕ1k; vk(1) = 0; k = 1, 2, ..., (30)
[
v′k(1) + α · ψk

] · [ψk − ψk

]
> 0, äëÿ ∀ ψk, k = 1, 2, ..., (31)

ãäå fk(t), ϕ1k, ϕ2k, ψk, ψk, k = 1, 2, ..., � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé f(x, t), ϕ1(x),
ϕ2(x) è ψ(x), ψ(x) ïî ñèñòåìå (28).

Âûïèøåì ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ (29) è (30):

yk(t) = ψk ·
ch k(t + 1)

ch 2k
+ ϕ2k · sh k(t− 1)

k ch 2k
+

1∫

−1

Gk(t, τ) · fk(τ)dτ ; (32)

vk(t) = [yk(−1)− ϕ1k] · sh k(t− 1)
k ch 2k

; (33)

ãäå

Gk(t, τ) =




−sh k(1− t) · ch k(1 + τ)

k · ch 2k
, −1 < τ < t < 1;

−sh k(1− τ) · ch k(1 + t)
k · ch 2k

, −1 < t < τ < 1.

(34)

Èç (32)�(33) íàõîäèì:

v′k(1) + αψk =
1

ch 2k




(
α ch 2k +

1
ch 2k

)
ψk − ϕ1k−

−ϕ2k
th 2k

k
+

1∫

−1

Gk(−1, τ)fk(τ)dτ


 ; (35)

à íåðàâåíñòâà (31) ïðèíèìàþò ïðè k = 1, 2, ... âèä (ãäå Akα = (1 + α ch2 2k)/ ch 2k ):

Akαψk − ϕ1k − ϕ2k

th 2k

k
+

1∫

−1

Gk(−1, τ)fk(τ)dτ


 · [ψk − ψk

] ≥ 0 äëÿ ∀ ψk. (36)
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Òàê êàê äëÿ ôóíêöèé ψ(x) íåò îãðàíè÷åíèé, êðîìå ïðèíàäëåæíîñòè ïðîñòðàíñòâó L2(0, π) ,
òî èç (36) íàõîäèì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ Ôóðüå-êîýôôèöèåíòîâ ψk, k = 1, 2, ... :

ψk = A−1
kα


ϕ1k + ϕ2k

th 2k

k
−

1∫

−1

Gk(−1, τ)fk(τ)dτ


 . (37)

Ðåøåíèÿ yk(t) , íàéäåííûå ïî ôîðìóëå (32) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïòèìàëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè Ôóðüå ψk, k = 1, 2, ..., èç (37), äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì ïðåäåëüíûì ñîîòíî-
øåíèÿì:

lim
α→0

yk(−1) = ϕ1k,

êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî èìåþò ìåñòî. È ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ óñëîâèåì y(x,−1) = ϕ1(x) èç (3).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5)�(8) â (37) ïåðåéäåì ê ïðåäåëó

ïðè α → 0 è ñîñòàâèì ñëåäóþùèé ðÿä:

ψ(x) =
∞∑

k=1

√
2/π · ch 2k


ϕ1k + ϕ2k

th 2k

k
−

1∫

−1

Gk(−1, τ)fk(τ)dτ


 sin kx,

à äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè-Äèðèõëå (1)�(3) ïîëó÷èì ðåøåíèå íà îñíîâå ôîðìóë (32).
Çàêëþ÷åíèå. Èç ðàâåíñòâ (37) è (32) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò:
âî-ïåðâûõ, ÷òî ñ ðîñòîì èíäåêñà k è ïðè α → 0 êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè ψ(x) è

ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèå yk(t) ìîãóò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü, åñëè ýòîò ðîñò íå áóäåò "ïîäàâ-
ëÿòüñÿ" ñîîòâåòñòâóþùèì áîëåå áûñòðûì óìåíüøåíèåì àáñîëþòíûõ âåëè÷èí êîýôôèöèåíòîâ
ϕ1k, ϕ2k è çíà÷åíèé íîðì ‖fk(t)‖L2(−1,1);

âî-âòîðûõ, ÷òî ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (1)�(3) ïðè óñëîâèÿõ (4) èìååò åäèíñòâåííîå L2 -ñèëüíîå
ðåøåíèå [9], òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∞∑

k=1

|ch 2k|2
[
|ϕ1k|2 +

∣∣∣∣ϕ2k
th 2k

k

∣∣∣∣
2

+ ‖fk(τ)‖2
L2(−1,1)

]
< +∞. (38)

Òàêèì îáðàçîì, ñòàíîâèòüñÿ ÿñíûì íå òîëüêî ñìûñë ðåãóëÿðèçàöèè â çàäà÷å (5)�(7) è (9),
íî è ïðèðîäà íåêîððåêòíîñòè â çàäà÷å Êîøè-Äèðèõëå (1)�(3) [5, 6]. À ðåãóëÿðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò
íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå.
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ÇÀÄÀ×È ÐÀÑÏÀÐÀËËÅËÈÂÀÍÈß
Æ.À. Áàëäûáåê , Ì.Î. Îòåëáàåâ

ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè
050012 Àëìàòû óë. Ìàñàí÷è, 39/47 2261032@mail.ru

Ðàññìîòðåíû çàäà÷è ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ çàäà÷. Ðåøåíû ñ ïîìîùüþ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ çàäà÷à Êîøè è ìíîãîòî÷å÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ëè-
íåéíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåí
âàðèàíò ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåàðèçàöèè.

Ââåäåíèå. Ïóñòü ki (i = 1 , 2, ..., m) � íåêîòîðûå âû÷èñëèòåëüíûå ñðåäñòâà (ÝÂÌ), äàëåå
BC, è ñ èõ ïîìîùüþ ðåøàåòñÿ íåêîòîðàÿ çàäà÷à Z . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêîðîñòü BC kj

ðàâíà υj . Òîãäà BC kj çàäà÷ó Z ðåøàåò çà âðåìÿ

N(Z) · υ−1
j = Tj , (1)

à âñå BC
m∑

j=1
kj âìåñòå çà âðåìÿ

T = N(Z)




m∑

j=1

υj



−1

, (2)

ãäå N(Z) � îáúåì ðàáîòû, íóæíîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Z .
Ïóñòü A � íåêîòîðûé àëãîðèòì, êîòîðûé ðåøàåò çàäà÷ó Z ñ ïîìîùüþ ñîâîêóïíîñòè

BC{kj} çà âðåìÿ TA . Ñëåäóþùåå ÷èñëî

KA = TA T−1 < 1

íàçîâåì êîýôôèöèåíòîì ýôôåêòèâíîñòè. Êàê ïðàâèëî, KA < 1 , íî ñóùåñòâóþò òàêèå çàäà-
÷è, êîòîðûå îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ �íàäóìàííûìè�, äëÿ êîòîðûõ TA T−1 > 1 . Íóæíî îòìåòèòü,
÷òî ñóùåñòâóþò çàäà÷è, êîãäà óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà BC íå äàåò ïîëîæèòåëüíîãî ýôôåê-
òà. Ýòî çàìå÷àíèå, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïðîñòûõ çàäà÷ èìååò îòíîøåíèå è ê ñëîæíûì
çàäà÷àì. Ìû íàöåëåíû íà çàäà÷è ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷.

Keywords: A counts, stability, equilibrium condition
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 35L40
cÆ.À. Áàëäûáåê , Ì.Î. Îòåëáàåâ, 2009.
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1. Çàäà÷à ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ. Ïóñòü íà îòðåçêå [0, 1] çàäàíî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

LU = U (n) + a1(x) U (n−1) + ... + an(x) U = f(x), (3)

ãäå aj(x) (j = 1, 2, ..., n) è f(x) � íåïðåðûâíûå íà [0, 1] ôóíêöèé. Ïðèñîåäèíèì ê (3) íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ Êîøè:

U(0) = C0, U ′(0) = C1, U (n−1)(0) = Cn−1. (4)

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (3)�(4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå U(x) . Íàñ èíòåðåñóåò
ïðîáëåìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ BC

k1, k2, ..., km.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñêîðîñòè BC kj ðàâíû υj (j = 1,m).
Îòðåçîê [0, 1] ðàçîáüåì íà îòðåçêè ∆1, ∆2, ...,∆m òàê, ÷òîáû

∆−
1 = 0, ∆+

1 = ∆−
2 , ..., ∆+

j = ∆−
j+1, ..., ∆+

m = 1. (5)

Çäåñü ∆−
j � ëåâûé êîíåö, à ∆+

j � ïðàâûé êîíåö îòðåçêà ∆j .
Ïðè j 6= 1 , ` = 0, n− 1, íà îòðåçêå ∆j ðåøèì çàäà÷è Êîøè:





U
(n)
j , `(t) +

n−1∑

k=0

ak(t)
(

d

dt

)k

Uj , `(t) = 0 , t ∈ ∆j ,

(
d

dt

)s

Uj , `(t)
∣∣∣∣t=∆−

j

= δs ` , s = 0, n− 1,

(6)

ãäå δs ` = 0 ïðè s 6= ` è δ`` = 1 .
Íà ýòîì æå îòðåçêå ðåøèì çàäà÷ó:





0
U

(n)

j , `(t) +
n−1∑

k=0

ak(t)
(

d

dt

)k
0
U j(t) = f(t) , t ∈ ∆j ,

(
d

dt

)s
0
U j , `(t)

∣∣∣∣t=∆−
j

= 0 , s = 0, n− 1.

(7)

Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1�2] èìå-
åì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) íà îòðåçêå ∆j (j 6= 1) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå:

Uj(t) =
n−1∑

`=0

Cj ` Uj ` +
0
U j , (8)

ãäå Cj ` � ïîñòîÿííûå ÷èñëà.
Íà îòðåçêå ∆1 ðåøèì çàäà÷ó (3), (4):

U
(n)
1 +

n∑

k=1

ak(t)
(

d

dt

)n−k

U1 = f ,

U1(0) = C0, U ′
1(0) = C1, ..., U

(n−1)
1 (0) = Cn−1.

(9)
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Òåïåðü, âûáåðåì ïîñòîÿííûå â (8) òàê, ÷òîáû Uj(t) áûëè ðåøåíèåì çàäà÷è (3), (4) íà îòðåçêå
∆j (j = 2 , 3 , ... , m− 1) . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûáðàòü ïîñòîÿííûå Cj ` â (8) èç ñëåäóþùèõ
óðàâíåíèé:

[(
d
dt

)k
U1

] (
∆+

1

)
=

n−1∑
`=0

C2 `

[(
d
dt

)k
U2 `

] (
∆−

2

)
, k = 0, n− 1,

n−1∑
`=0

C2 `

[(
d
dt

)k
U2 `

] (
∆+

2

)
+

[(
d
dt

)k 0
U2

] (
∆+

2

)
=

n−1∑
`=0

C3 `

[(
d
dt

)k
U3 `

] (
∆−

3

)
, k = 0, n− 1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n−1∑
`=0

Cj `

[(
d
dt

)k
U j `

] (
∆+

j

)
+

[(
d
dt

)k 0
U j

] (
∆+

j

)
=

n−1∑
`=0

Cj+1, `

[(
d
dt

)k
U j +1 , `

] (
∆−

j+1

)
,

k = 0, n− 1,





(10)

èëè ó÷èòûâàÿ âûáîð Uj , `, ïîëó÷àåì:
[(

d
dt

)k
U1

] (
∆+

1

)
=

n−1∑
`=0

C2 k, k = 0, n− 1,

n−1∑
`=0

C2 `

[(
d
dt

)k
U2 `

] (
∆+

2

)
+

[(
d
dt

)k 0
U2

] (
∆+

2

)
= C3 k, k = 0, n− 1,

n−1∑
`=0

Cj `

[(
d
dt

)k
U j `

] (
∆+

j

)
+

[(
d
dt

)k 0
U j

] (
∆+

j

)
= Cj+1,k, k = 0, n− 1, j ≤ m− 1.





(11)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (3), (4) â ïðîèçâîëüíîì èíòåðâàëå (a, b) . ×åðåç K îáîçíà÷èì
êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, êîòîðîå çàòðà÷èâàåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è (ïðè ôèêñèðîâàííîì
àëãîðèòìå ðåøåíèÿ).

Äëÿ îáùèõ óðàâíåíèé âèäà (3), êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

K = (b− a) KA, (12)

ãäå KA çàâèñèò îò âûáðàííîãî àëãîðèòìà.
Êîíå÷íî, â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (3), (4) ìîæíî ïðèäóìûâàòü ñïåöè-

àëüíûå àëãîðèòìû, äëÿ êîòîðûõ ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî (12) âîçìîæíî íå âûïîëíÿåòñÿ.
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî (12), òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4) â èíòåðâàëå

∆1 ïîòðåáóåòñÿ KAd (∆1) îïåðàöèé.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (6), (7) íà ∆j (j = 2, 3, ...,m) ïîòðåáóåòñÿ (n + 1) KA d (∆j) îïåðàöèé.

Çäåñü d(∆j) � äëèíà ∆j . Ïîýòîìó âñåãî ïîòðåáóåòñÿ

N = KA


d(∆i) + (n + 1)

m∑

j=2

d(∆j)


 (13)

îïåðàöèé.
BC kj ïîðó÷èì ðåøàòü çàäà÷ó â èíòåðâàëå ∆j . Òîãäà BC k1 äîëæåí âûïîëíèòü KAd(∆1) ,

à kj (j ≥ 2) (n+1)KAd(∆j) � îïåðàöèé è k1 çàòðàòèò KA d(∆1)
υ1

, à kj çàòðàòèò (n + 1)KA d(∆j)
υjâðåìåíè.

Ìû õîòèì, ÷òîáû âñå BC çàêîí÷èëè ðàáîòó îäíîâðåìåííî, ò.å. âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà
KA d(∆1)

υ1
=

(n + 1)KA d(∆j)
υj

, j = 2, 3, ...,m.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì:
d(∆j) =

υj

υ1

d(∆1)
n + 1

, j = 2, ..., m.

Êðîìå òîãî, òàê êàê íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåðâàëû ∆j çàïîëíÿþò (0, 1), èìååì:



m∑

j=2

υj

υ1(n + 1)
+ 1


 d (∆1) = 1.

Òàêèì îáðàçîì,
d(∆1) = υ1

n + 1
m∑

j=2
υj + (n + 1) υ1

, (14)

d(∆j) = υj
1

m∑
j=2

υj + (n + 1) υ1

, (j = 2 , ..., m). (15)

Òåïåðü ïîðó÷èì îäíîìó èç BC ðåøèòü ñèñòåìó (10).
Èíòåðâàë (0,1) ðàçáèâàåì íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåðâàëû ∆j (j = 1, ..., m) , êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò (14) è (15).
Íà ∆1 ÂÑ k1 ðåøàåò çàäà÷ó Êîøè ñ óñëîâèåì (4).
Íà ∆j (j ≥ 2) BC kj ðåøàåò âñå çàäà÷è (6), (7).
È â êîíöå îäèí èç BC ðåøàåò çàäà÷ó (11) è òåì ñàìûì ïî ôîðìóëàì (8) ïîëó÷àåò ðåøåíèå

çàäà÷è (3), (4) íà èíòåðâàëå ∆j ïðè j ≥ 2 , A ïðè j = 1 ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4) óæå ïîëó÷åí
BC k1 .

Çàìå÷àíèå 1. Êîãäà íåîáõîäèìî èìåòü âûñîêóþ òî÷íîñòü, òî çàäà÷è Êîøè (6), (7) òðå-
áóþò ãîðàçäî áîëüøåãî êîëè÷åñòâà îïåðàöèé, ÷åì êîëè÷åñòâî îïåðàöèé íåîáõîäèìûõ äëÿ ðå-
øåíèÿ (10). Ïîýòîìó ìû çà ðåøåíèå (10) ïðèíÿëèñü â ñàìîì êîíöå. Òàê ìîæíî ïîñòóïàòü
òàê æå â ñëó÷àå, êîãäà BC íå î÷åíü ìíîãî.

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî åñëè m ≤ n , òî ìåòîä ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íå âûãîäåí. Ïðè
m > n + 1 ìåòîä âûãîäåí.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ÷èñëî m î÷åíü áîëüøîå (ò.å., åñëè BC ñëèøêîì ìíîãî), òî ðåøåíèå
ñèñòåìû (10) ïðåâðàòèòñÿ â ïðîáëåìó (èç-çà îáúåìà ðàáîòû).

Êîíå÷íî, â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ÷àñòü BC è ïðîáëåìà ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû (10) ñíèìàåòñÿ.

Íî ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîïóñòèì S êîëè÷åñòâî BC, 1000 < S < 6000
è ïóñòü óðàâíåíèå èìååò ïîðÿäîê n ≤ 4 .

Ðàçîáüåì BC íà 15 ãðóïï k̃1, ..., k̃15 . Òåïåðü ðàñïðåäåëåíèå çàäà÷è ïðîâåäåì ìåæäó ýòèìè
ãðóïïàìè. Òîãäà (10) áóäåò ñèñòåìîé ïîðÿäêà 15. Ìîæåò ñëó÷èòñÿ â íåêîòîðûõ ãðóïïàõ îïÿòü-
òàêè ñëèøêîì ìíîãî BC , òîãäà ðàçîáüåì ýòó ãðóïïó íà ïîäãðóïïû è çàäà÷ó, ïîëó÷åííóþ
ãðóïïîé, ðàñïðåäåëèì ïî ïîäãðóïïàì.

2. Î ïðîáëåìå ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ìíîãîòî÷å÷íûõ çàäà÷. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
(3), ê êîòîðîìó ïðèñîåäèíèì ìíîãîòî÷å÷íûå óñëîâèÿ:

m1∑

`=0

n−1∑

s=0

γs
k`

[(
d

dt

)s

Ũ

]
(x`) = Ck k = 0, n− 1, (16)

ãäå x1 , x2 ,..., xm1 � òî÷êè èç îòðåçêà [0, 1] .
Ðåøåíèå çàäà÷è (3), (16) íå âñåãäà ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèå Ũ(t)

óðàâíåíèÿ (3), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (16), ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
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Äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ çàäà÷è (3), (16) ðåøèì âñå çàäà÷è (6) è (7) íà îòðåçêàõ ∆j , (j =
1, 2, ..., m) .

Ðåøåíèå Ũ(t) çàäà÷è (3), (16) íà îòðåçêå ∆j èùåì â âèäå:

Ũ(t) =
n−1∑

`=0

Cj ` Uj `(t) + Uj(t), t ∈ ∆j . (17)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òî÷êè x` (` = 1, ...,m1) íå ïîïàäàþò íà êîíöû èíòåðâàëîâ ∆j

(j = 1,m) , à òàêæå xi 6= xj ïðè i 6= j è xj ∈ ∆j .
Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ äî (n− 1) -ãî ïîðÿäêà ïîëó÷èì:

n−1∑

`=0

Cj `

[(
d

dt

)k

Uj `

]
(∆+

j ) +

[(
d

dt

)k

Uj

]
(∆+

j ) =
n−1∑

`=0

Cj +1 , `

[(
d

dt

)k

Uj+1, `

]
(∆−

j+1)

(k = 0, n− 1, j = 1, m− 1),

èëè
n−1∑

`=0

Cj `

[(
d

dt

)k

Uj `

]
(∆+

j ) +

[(
d

dt

)k

Uj

]
(∆+

j ) = Cj +1 , k (18)

(k = 0, n− 1, j = 1, m− 1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå Cj,k (j = 2,m) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç C1 , k .
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ {C1,k} âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì (16). Òîãäà ïîëó÷èì n -óðàâíåíèé. Òàêèì

îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó (m× n) óðàâíåíèé ñ (m× n) íåèçâåñòíûìè, èç íèõ (m− 1)n
óðàâíåíèé ýòî (18) è n óðàâíåíèé èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Ck =
m1∑

r=0

n−1∑

s=0

γ
(s)
k r

[(
d

dt

)s
(

n−1∑

`=0

C`′1 ` U`′ ` + U`′

)]
(x`) , k = 0, n− 1. (19)

Çäåñü `′ � íîìåð èíòåðâàëà èç íàáîðà {∆j} , êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò òî÷êà `′ . Ñèñòåìà (18),
(19) ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì ïðîãîíêè.

Îòìåòèì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåò ñèëó Çàìå÷àíèå 3 èç ï.1. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî m ≤ 5n (m ÷èñëî BC ), ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìû (18), (19) íå î÷åíü áîëüøèå.

3. Îá îäíîì ìåòîäå ñâåäåíèÿ çàäà÷è ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ê ëèíåéíûì. Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ îáû÷íî èñïîëüçóþò èòåðàöèè, ò.å. ïîñëåäîâà-
òåëüíîå ïðèáëèæåíèå áîëåå ïðîñòûìè çàäà÷àìè (íàïðèìåð ëèíåéíûìè).

Ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ ê íåëèíåéíûì çàäà÷àì íåâîçìîæ-
íî, òàê êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèé ðåøåíèé óæå íå îáÿçàòåëüíî ðåøåíèå. Äëÿ óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, äàæå â ëèíåéíîì ñëó÷àå, ïðèìåíåíèþ ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ ìå-
øàåò òî, ÷òî îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ èìåþò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ ñè-
ñòåìó ìîæíî ïðèâåñòè ê ñèñòåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ.
Ïîýòîìó, ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà:

U ′ + A(t, U)U = f(t), 0 ≤ t ≤ 1. (20)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:
U(0) = C0, (21)

ãäå A(t, U) � ìàòðèöà n× n , U(t) è f(t) � âåêòîð ôóíêöèè;

U(t) = (U1t), ..., Un(t)) , f(t) = (f1(t) , ..., fn(t)),
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à C0 � n �ìåðíûé ÷èñëîâîé âåêòîð.
Ïóñòü f(t) íåïðåðûâíà ïî t ∈ [0, 1] , à îò A(t, x) ïîòðåáóåì, ÷òîáû îíà áûëà íåïðåðûâíî-

äèôôåðåíöèðóåìà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì:

〈A(t, x)y, y〉 ≥ 0, (22)

A(t, x)−A(t, y) = K(t, y, x− y), (23)

ãäå ìàòðèöà K(t, y, x− y) ïðè ìàëûõ |x− y| óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

K(t, y, x− y) ≤ C(t, |y|)
[
|x− y|+ 0(|x− y|2)

]
,

ãäå C(t, |y|) íåïðåðûâíàÿ îò t ∈ [0, 1] è y , |y| ∈ (0,∞) ôóíêöèÿ.
Äëÿ ðåøåíèÿ (20) ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü U0 , U1 , ..., Uj , Uj+1 , ... ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:
d

dt
Un+1 + A(t, Un) Un+1 = f(t), t ∈ [0, 1],

Un+1|t=0 = C0, n = 0, 1, ... .





(24)

Ïðè n = 0 U0(t) áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèåé òàêîé, ÷òî U0(0) = C0 . Ñïðàâåä-
ëèâà

Ëåììà. à) Ðåøåíèå çàäà÷è (20) , (21) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
á) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-ôóíêöèé Un(t) (n = 0, 1, 2, ...), ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî ðå-

êóððåíòíûì óðàâíåíèÿì (24), ïðè n →∞ ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (20).
Ïðèâåäåì êðàòêóþ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû.
Ïóíêò à) ëåììû åñòü õîðîøî èçâåñòíûé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò. Óìíîæèì óðàâíåíèå (24)

íà Un+1(t) ñêàëÿðíî è ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî t , òîãäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü:

|Un+1(t)|2 − |C0|2
2

+

t∫

0

< A(η , Un)Un+1 , Un+1 > dη =

t∫

0

< Un+1 , f(η) > dη.

Îòñþäà è èç óñëîâèÿ (22) âûòåêàåò:

|Un+1(t)|2 ≤ |C0|2 + 2

t∫

0

〈Un+1(η) , f(η)〉 dη ≤

≤ |C0|2 + 2

√√√√√
t∫

0

|Un+1(η)|2 dη

√√√√√
t∫

0

|f(η)|2 dη.

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

|Un+1(t)|2 ≤ |C0|2 + 2 sup
0≤t≤1

|Un+1(t)|

√√√√√
t∫

0

|f(η)|2dη,

sup
0≤t≤1

|Un+1(t)|2 ≤ |C0|2 +
(

2 sup
0≤t≤1

|Un+1(t)|
)
·



1∫

0

|f(η)|2 dη


 .
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Ýòî íåðàâåíñòâî äàåò, ÷òî âñå |Un(t)| îãðàíè÷åíû ÷èñëîì íåçàâèñèìî îò n . Ïîýòîìó èç
óðàâíåíèÿ (24) è èç îãðàíè÷åííîñòè |f(·)| è |A(t , ·)| âûòåêàåò, ÷òî

sup
0≤t≤1

(∣∣∣∣
dUn(t)

dt

∣∣∣∣
2

+ |Un(t)|2
)

< ∞.

Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû Àðöåëÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Un(t)} êîìïàêòíà. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè Unj òàê, ÷òîáû Unj (t) , Unj+1(t) ñõîäèëèñü
ê íåêîòîðûì ïðåäåëàì:

Unj (t) → g, Unj+1 → υ ïðè j →∞, (25)
èç ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé (24) èìååì:

0 = ω′n+1(t) + A(t , Un)ωn+1 + (A(t , Un)−A(t , Un−1))Un, (26)

ωn+1(0) = 0,

ãäå ωn+1 = Un+1 − Un .
Íî â ñèëó (23)

A(t, Un−1) = A(t, Un − ωn) = A(t, Un) + K(t, Un, ωn). (27)

Òàê êàê Un îãðàíè÷åíû è íåïðåðûâíû â ñîâîêóïíîñòè èç (26) è (27), èç îáùåé òåîðèé
ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷èì:

ωn+1(t) =

t∫

0

Sn(t, ξ) K(ξ, Un(ξ), ωn(ξ))dξ, (28)

ãäå Sn(t, ξ) � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ ìàòðèöà. Âîñïîëüçóåìñÿ (23), òîãäà èç ïîñëåäíèõ ðå-
êóððåíòíûõ ðàâåíñòâ ïðè ìàëûõ t âûòåêàåò:

|ωn(t)| ≤
t∫

0

|Sn(t , ξ)|C (|Un(ξ)|) (|ωn(ξ)|2)) dξ ≤R ·
t∫

0

(
|ωn(ξ)|+ O(|ωn(ξ)|2

)
dξ ≤

≤ 2Rt · sup
(
|ωn(η)|+ O

(
|ωn(η)|2

))
≤ (2Rt)2 sup

0<η<t
(|ωn−1(η)|+ O(|ωn−1(η)|2)) ≤ (2Rt)n|< 0 ,

ãäå R è K0 � íåêîòîðûå ÷èñëà. Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâûå ïðè ìàëûõ t äàþò, ÷òî

ωn(t) → 0 ïðè n →∞, (29)

åñëè t ∈ [0, t0] èç (25) è (24) âûòåêàåò, ÷òî:
{

υ′ + A(t, g)υ = f(t),
υ|t=0 = C0.

. (30)

Ïðè ìàëûõ t ∈ [0, t0] èç (29) âûòåêàåò, ÷òî υ(t) = g(t) äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1] . Ïóñòü t0 �
âåðõíÿÿ âñåõ òåõ òî÷åê äëÿ êîòîðûõ z(t) = g(t) .

Èç (28) ïðè t > t0 êîãäà |t0 − t| ïîëó÷àåì:

ωn+1(t) = ωn+1(t0) +

t∫

t0

Sn(t, ξ)K(ξ, Un(ξ), ωn(ξ))dξ.
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Îòñþäà, íåñóùåñòâåííî ìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå ïðè âûâîäå (29), òàê êàê ωn+1

(t) → 0 ïðè n →∞ , ïîëó÷àåì, ÷òî ωn(t) → 0 ïðè n →∞ , êîãäà |t− t0| ìàëû t− t0 ∈ [0 , ε] .
Òåïåðü ïîëüçóÿñü (25) è (26), ïîëó÷èì υ(t) = g(t) ïðè ìàëûõ t− t0 . Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîïó-
ùåíî îòíîñèòåëüíî t0 < 0 . Òàêèì îáðàçîì, â (30) ïðè âñåõ t ∈ [0 , 1] âûïîëíåíî z(t) = g(t) .
Ïîýòîìó ëåììà äîêàçàíà. ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24) ïðè êàæäîì n ìîæíî ðàñïà-
ðàëëåëèâàòü ìåòîäîì ï.2, òàê êàê ñèñòåìà (24) ñîñòîèò èç íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
ðàññìîòðåííûõ â ï.2.
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ÅÄÈÍÈÖÅ
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Æåòûñóñêèé Ãîñóäàðñòâåíûé Óíèâåðñèòåò èì. È. Æàíñóãóðîâà
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíî-äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îòíîñèòåëüíî ÷àñòè ïåðåìåííûõ
â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ
èìååòñÿ îäèí êîðåíü ðàâíûé åäèíèöå. Ïîëó÷åíû êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè
ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ÐÄÑ:

xjn+1 = Xj(x1n, . . . , xmn), j = 1,m, (1)

ãäå
Xj(0, . . . , 0) = 0.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè xin = 0, i = 1, k, íóëåâîãî ðåøåíèÿ (1) ïî îòíîøåíèþ
ê xin, . . . , xkn, (k > 0, m = k + l, l > 0.) . Îáîçíà÷èì ýòè ïåðåìåííûå ÷åðåç yin = xin, (i = 1, k),
îñòàëüíûå ÷åðåç zvn = xk+vn (v = 1, l). Ïóñò ôóíêöèè Xj ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòåïåííûå ðÿäû,
ðàñïîëîæåííûå ïî ñòåïåíÿì yin (i = 1, k) è zvn (v = 1, l), ñõîäÿùèåñÿ â îáëàñòè

|yin| ≤ h, i = 1, k, |zj | < H < ∞, j = 1, p, (2)

ãäå h,H � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.
Òåïåðü ÐÄÑ (1) èìåþò âèä

yin+1 =
k∑

τ=1

aiτyτn + Yi(y1n, . . . , ykn, z1n, . . . , zln), i = 1, k, (3)

zνn+1 =
k∑

τ=1

bντyτn +
l∑

µ=1

cνµzµn + Zν(y1n, . . . , ykn, z1n, . . . , zln), ν = 1, l,

Keywords: Stability, instability, critical case
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 74H10
c Ê. Á. Áîïàåâ, À. Ò. Æóíóñîâà, 2009.
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ãäå aiτ , bντ , cνµ - ïîñòîÿííûå, Yi, Zν � ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ yin, zνn (i = 1, k), (ν = 1, l) êî-
òîðûå ðàçëàãàþòñÿ â îáëàñòè (2) â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ýòèõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì ðàçëîæåíèÿ
íà÷èíàþòñÿ ÷ëåíàìè íå íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïåðåìåííûå zνn (ν = 1, l) âñåãäà îãðàíè÷åíû
(óñëîâèå À), òàê êàê ïðèíàäëåæàò îáëàñòè (2). Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì ïðåäïîëîæå-
íèåì ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåìû (3). Ïóñòü

Yi(0, . . . , 0, z1n, . . . , zln) = 0, |Yi| ≤
k∑

τ=1

hiτ |yτn|, i = 1,m, (4)

ãäå hiτ � äîñòàòî÷íî ìàëûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.
Â [1] çàâèñèìîñòè îò êîðíåé óðàâíåíèÿ

|aiτ − δiτλ| = 0 (5)

áûëè äîêàçàíû òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ îòíîñè-
òåëüíî ïåðåìåííûõ yjn j = 1, k, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÐÄÑ èìåþò (3).

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1] ïîäñêàçûâàþò ÷òî äëÿ ÐÄÑ (3) ìîæåò èìåòü êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé
óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ àíàëîãè÷íî â [2], ò.å. ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà 1. Åñëè óðàâíåíèå (5) íå èìååò êîðíåé ïî ìîäóëþ áîëüøèõ åäèíèöû, íî èìååò
êîðíè ïî ìîäóëþ ðàâíûå åäèíèöå, òî ÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ â ïåðâîé ãðóïïå ÐÄÑ (3) ìîæíî
âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (À) ïîëó÷èòü, ïî æåëàíèþ, êàê óñòîé÷èâîñòü,
òàê è íåóñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ yin, i = 1, k.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñëó÷àè, êîòîðûå ìîãóò ïðåäñòàâèòüñÿ ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è óñòîé-
÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ yin, i = 1, k, êîãäà ÐÄÑ èìåþò âèä (3), ìîæíî ðàçáèòü íà
äâå êàòåãîðèè: ñëó÷àè íåêðèòè÷åñêèå, êîãäà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ëèíåéíûìè ïðèáëèæåíèÿìè, è
ñëó÷àè êðèòè÷åñêèå, êîãäà òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåíèå ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (òåîðåìà
1).

Áóäåì èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ÐÄÑ (3) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ yin, i =
1, k â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ (5) ðàâåí åäèíèöå, à îñòàëüíûå ïî ìîäóëþ
ìåíüøå åäèíèöû, ò.å. áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé îäíîãî åäèíè÷íîãî êîðíÿ ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ÷àñòè ïåðåìåííûõ. ÐÄÑ

yin+1 =
k∑

τ=1

aiτyτn, i = 1, k,

ïðèâåäåì ê âèäó [4]

un+1 = un, uαn+1 =
k−1∑

β=1

Pαβuβn + Pαun, α = 1, k − 1.

Òîãäà ÐÄÑ (3) áóäåò èìåòü âèä

un+1 = U(un, u1n, . . . , uk−1,n, z1n, . . . , zl,n), (6)

uαn+1 =
k−1∑

β=1

Pαβuβn + Pαun + Uα(un, u1n, . . . , uk−1,n, z1n, . . . , zl,n),

zνn+1 =
k−1∑

β=1

b
′
νβuβn + b

′
νun +

l∑

β=1

cνµzµn + Z
′
ν(un, u1n, . . . , uk−1,n, z1n, . . . , zl,n),
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α = 1, k − 1, ν = 1, l,

ïðè÷åì äëÿ ôóíêöèé U è Uα α = 1, k − 1 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òèïà (4).
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

fα =
k−1∑

β=1

Pαβuβn + Pαun + Uα(un, u1n, . . . , uk−1,n, z1n, . . . , zl,n) = 0, α = 1, k − 1, (7)

îïðåäåëÿþùèõ ïåðåìåííûå uαn, êàê ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé un, à òàêæå z1n, . . . , zl,n. Ôóíêöè-
îíàëüíûé îïðåäåëèòåëü ïî ïåðåìåííûì uβn, β = 1, k − 1 ýòîé ñèñòåìû ïðè un = u1n = . . . =
uk−1,n = 0 îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7) âèäà:

ωαn = uαn(un, z1n, . . . , zl,n) = A(1)
α




l
z

1 βn


un + A(2)

α




l
z

1 βn


u2

n + . . . ,

ïðè÷åì A
(1)
α = const, α = 1, k − 1.

Ñäåëàåì òåïåðü â ÐÄÑ (6) ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ

uαn = ξαn + ωαn, α = 1, k − 1.

Ïîëó÷àåì

un+1 = un + U




k − 1 l
un, ξ, z

1 αn 1 νn


 , ξαn+1 =

k−1∑

β=1

Pαβξβn + Uα




k − 1 l
un, ξ, z

1 βn 1 νn


 , (8)

zνn+1 =
k−1∑

β=1

b
′
νβξβn + b

′
νun +

l∑

β=1

cνµzµn +
k−1∑

β=1

b
′
νβωβn + Zν




l
un, ξβn + ωβn︸ ︷︷ ︸, z

1 µn

1, k − 1


 ,

α = 1, k − 1, ν = 1, l.

Çäåñü

U




k − 1 l
un, ξ, z

1 αn 1 νn


 = U




l
un, ξβn + ωβn︸ ︷︷ ︸, z

1 µn

1, k − 1


 ,

Uα




k − 1 l
un, ξ, z

1 βn 1 νn


 =

k−1∑

β=1

Pαβωβn + Pαωαn + Ui




l
un, ξβn + ωβn︸ ︷︷ ︸, z

1 µn

1, k


− ωαn+1

� àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ un, ξαn, zνn, ðàçëîæåíèå êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ÷ëåíàìè
íå íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàê, êàê íîâûå ïåðåìåííûå îáðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íóëü òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íóëü ñòàðûå ïåðåìåííûå, òî çàäà÷à óñòîé÷è-
âîñòè ïî îòíîøåíèþ ê îäíèì ïåðåìåííûì ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê
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äðóãèì ïåðåìåííûì. Ïîýòîìó ìîæíî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ (8). Îáî-
çíà÷èì

U
(0)




l
un, z

1 µn


 = U




l
un, 0, . . . , 0, z

1 µn


 = g




l
z

1 µn


uM

n + g1




l
z

1 µn


uM+1

n + . . . ,

U
(0)
α




l
un, z

1 µn


 = Uα




l
un, 0, . . . , 0, z

1 µn


 = h




l
z

1 µn


uL

n + h1




l
z

1 µn


uL+1

n + . . . ,

α = 1, k − 1,

è ïóñòü

U
(0) 6= 0, L > M, g




l
z

1 µn


 = g0 + g∗




l
z

1 µn


 , (9)

ãäå g0 � ïîñòîÿííàÿ. Ïóñòü òàêæå ôóíêöèè U




k − 1 l
un, ξ, z

1 βn 1 νn


 , U i




k − 1 l
un, ξ, z

1 βn 1 νn




íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî
k − 1

ξ
1, βn

(óñëîâèå Á).

Ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà âîçüìåì â âèäå

Vn =
1

M + 1
g0u

M+1
n − V2n, (10)

ãäå V2 = V2




k − 1
ξ

1 βn


 � îïðåäåëåííî-ïîëîæèòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, òàêàÿ, ÷òî

∆V2 = V2n+1 − V2n = V2

( ∑k−1
β=1 P1βξβn, . . . ,

∑k−1
β=1 Pk−1βξβn

)
− V (ξ1n, . . . , ξk−1,n) = −

k−1∑

β=1

ξ2
βn.

Âû÷èñëèì ïåðâóþ ðàçíîñòü îò Vn â ñèëó ÐÄÑ (8).

∆Vn = Vn+1 − Vn =
1

M + 1
g0u

M+1
n+1 − U2n+1 − 1

M + 1
g0u

M+1
n + V2n =

=
1

M + 1
g0


 un + U




k − 1 l
un, ξ, z

1 αn 1 νn







M+1

−

−V2




k−1∑

β=1

Pαβξβn + Uα




k − 1 l
un, ξ, z

1 βn 1 νn




︸ ︷︷ ︸
α = 1, k − 1


− (11)

− 1
M + 1

g0u
M+1
n + V2n = g0gu2M

n + g0g1u
2M+1
n + . . . ,
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ãäå, â ñèëó óñëîâèè (Á) è (4), Uα




n
0, 0, . . . , 0 z

1 νn


 = 0, ïðè÷åì ðàçëîæåíèÿ âñåõ ôóíêöèè

â ðÿä ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ íà÷èíàåòñÿ ñ ÷ëåíîâ íå íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà.
Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ zνn (ν = 1, l) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (À), ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ïåðâûé � ôóíêöèÿ g




l
z

1 µn


 ïðè ëþáûõ zµn ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ò.å.

g0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à g∗




l
z

1 µn


 � îïðåäåëåííî-ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

∆Vn áóäåò îïðåäåëåííî-ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ un,




k − 1
ξ

1 βn


 è,

ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâûå ðåøåíèÿ ÐÄÑ (3) áóäóò íåóñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ [3].

Âòîðîé ñëó÷àé � ôóíêöèÿ g




l
z

1 µn


 ïðèíèìàåò ïðè ëþáûõ

l
z

1 µn
òîëüêî îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ. Òîãäà ïåðâàÿ ðàçíîñòü è ∆Vn (11) áóäåò îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé ïî

îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì un,




k − 1
ξ

1 µn


 è, î÷åâèäíî, ïðè íå÷åòíîì M íóëåâîå ðåøåíèå ÐÄÑ

(6) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì un,




k − 1
ξ

1 µn


 , à ïðè M

÷åòíîì íåóñòîé÷èâî [3].
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ÐÄÑ ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ â

êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå îäíîãî åäèíè÷íîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ (5) ïðèâåäåíà ê âèäó (8). Âûïîëíåíû

óñëîâèÿ (À),(Á),(4) è (9). Òîãäà åñëè g




l
z

1 µn


 ïðèíèìàåò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-

íèÿ, òî ïðè íå÷åòíîì M íóëåâîå ðåøåíèå ÐÄÑ (8) àñèìïòîòè÷åñêè � y óñòîé÷èâî, ïðè

÷åòíîì M � y íåóñòîé÷èâî; åñëè g




l
z

1 µn


 ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ,

òî ÐÄÑ (8) � y íåóñòîé÷èâî.
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ÓÄÊ 517.962

Îá óñòîé÷èâîñòè íåñòàöèîíàðíîé ÐÄÑ â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå
Ñ. Ê. Áîïàåâà

Æåòûñóñêèé Ãîñóäàðñòâåíûé Óíèâåðñèòåò èì. È. Æàíñóãóðîâà
040000 Òàëäûêîðãàí óë. Æàíñóãóðîâà, 187à.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè íåñòàöèîíàðíûõ ÐÄÑ â êðèòè÷åñêîì ñëó-
÷àå, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìåþò ïàðû êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ ðàâíûõ åäèíèöå.

Çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ÐÄÑ â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå áûëà ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé ìíîãèõ
ðàáîò, íà÷èíàÿ ñ 60-ãî ãîäà ïðîøëîãî âåêà [1�5]. Âñå îíè èññëåäîâàëè çàäà÷è äëÿ àâòîíîìíûõ
èëè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî n ÐÄÑ.

Ðàññìîòðèì ÐÄÑ âèäà:

xn+1 = xn cosϕ− yn sinϕ +
M∑

k+m=2

a(km)(n)xk
nym

n + X(M+ν)(n, xn, yn),

yn+1 = xn sinϕ + yn cosϕ +
M∑

k+m=2

b(km)(n)xk
nym

n + Y (M+ν)(n, xn, yn), (1)

ãäå a(km)(n), b(km)(n) � îãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îò n , à ôóíêöèè X(M+ν), Y (M+ν)

â îáëàñòè √
x2

n + y2
n < H, ∀n > 0, (2)

óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì |X(M+ν), Y (M+ν)| < A(|xn|+ |yn|)M+ν ïðè íåêîòîðûõ ν > 1 è A > 0.
Ïåðåõîäÿ ê êîìïëåêñíûì ïåðåìåííûì zn = xn + iyn, zn = xn − iyn, ïîëó÷èì:

zn+1 = eiϕzn +
M∑

k+m=3

C(km)(n)zk
nzm

n + Z(M+ν)(n, zn, zn),

zn+1 = e−iϕzn +
M∑

k+m=3

C
(km)(n)zm

n zk
n + Z

(M+ν)(n, zn, zn). (3)

Çäåñü C(km)(n), C
(km)(n), (2 ≤ k+m ≤ M) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå îãðàíè÷åííûå, íåïðåðûâíûå

ôóíêöèè îò âðåìåíè; Z(M+ν), Z
(M+ν) óäîâëåòâîðÿþò òåì æå îöåíêàì, ÷òî è X(M+ν), Y (M+ν).

Keywords: Stability, dynamical systems
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 42A10
c Ñ. Ê. Áîïàåâà, 2009.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Vn = znzn +
2L∑

Mk+m=3α
(km)(n)zk

nzm
n . (4)

Åå ïåðâàÿ ðàçíîñòü â ñèëó ÐÄÑ (1) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Vn =
2L∑

Mk+m=3β
(km)(n)zk

nzm
n + W (n, zn, zn),

ãäå W � ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ ïî n è èìåþùàÿ ïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî zn, zn áîëü-
øèé 2L; β(km)(n) = α(km)(n+1)ei(k−m)ϕ−α(km)(n)+γ(km)(n), ãäå γ(km)(n) � èçâåñòíûå, çàâè-
ñÿùèå îò C(km), C

(km) è X(l, r) (ãäå l + r < k + m ) ôóíêöèè. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé α(km)(n) (k + m = 3, . . . , 2L, k 6= m) êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ÐÄÑ:

X(km)(n + 1)ei(k−m)ϕ −X(km)(n) + γ(km)(n) = 0, (∗)

(k + m = 3, . . . , 2L− 1, k + m = 2L, k 6= m) , ïðè ýòîì α(km)(n) áóäóò îãðàíè÷åííûìè òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

|ein(m−k)ϕ
n−1∑

ν=0

γ(km)(n)| < Q, (5)

çäåñü Q � íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî; γ(km)(n) = C(km)(n)e−iϕ +
C

(km)(n)eiϕ ïðè k + m = 3.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî G 6= 0, îïðåäåëÿåìîå îòíîøåíèåì:

G = lim
n→∞

1
n

n−1∑

ν=0

γ(LL)(n). (6)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû
Òåîðåìà 1. Åñëè êîýôôèöèåíòû C(km), C

(km) (2 ≤ k + m ≤ M) ÐÄÑ (1) òàêîâû, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ (5) è (6) è

G < 0, (7)
òî íóëåâîå ðåøåíèå (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (5) îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ îãðàíè-
÷åííûõ ðåøåíèé ëèíåéíîé ÐÄÑ (*) ïðè k + m ≤ 2L − 1 è ïðè k + m ≤ L. Êîãäà k 6= m
ôóíêöèþ b(LL)(n) ïîëàãàåì òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ. Ñëåäóÿ ïåðâîé ðàçíîñòè Vn , â ñèëó
ÐÄÑ (1) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆Vn = γ(LL)(n)(zn, zn)L + F (n, zn, zn).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ α(km)(n) ìîæíî âûáðàòü òàêîé, ÷òî

α(km)(n) = α(km)(n). (8)

Ïîýòîìó, ñ÷èòàåì â äàëüíåéøåì (8) âûïîëíåííûìè. Ýòî ïîçâîëÿåò, ïåðåõîäÿ îò zn, zn ê xn, yn,
ïðèâåñòè ôóíêöèè Vn è ∆Vn ê âèäó:

Vn = x2
n + y2

n +
2L∑

k+m=3

α(km)(n)xk
nym

n , (9)
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∆Vn = γ(LL)(n)(x2
n + y2

n)L + F (n, xn, yn), (10)
ãäå α(km)(n), γ(LL)(n) � èçâåñòíûå äåéñòâèòåëüíûå, îãðàíè÷åííûå, íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, F
� âåùåñòâåííàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ïî n ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî xn è yn áîëüøèé
÷åì 2L.

Îáîçíà÷èì γ(LL)(n) = G + δ(n), ãäå ôóíêöèÿ δ(n) â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (6) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì:

lim
n→∞

1
n

n−1∑

ν=0

δ(n) = 0. (11)

Ïîäñòàâèâ x2
n + y2

n èç ðàâåíñòâà (9) â ðàâåíñòâî (10), ïîëó÷èì:

∆Vn = [G + δ(n)][Vn −
2L∑

k+m=3

B(km)(n)xk
nym

n ]L + Φ∗(n, xn, yn).

Ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèé δ(n) è B(km)(n) (3 ≤ k + m ≤ 2L) çàêëþ÷àåì, ÷òî â
îáëàñòè (2), ãäå h � äîñòàòî÷íî ìàëî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

∆Vn ≤ [
1
2
G + δ(n)]V L

n . (12)

Ñ÷èòàåì h íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî ôóíêöèÿ Vn â îáëàñòè (2) äîïóñêàåò îöåíêó:

1
2
(x2

n + y2
n) ≤ Vn ≤ 3

2
(x2

n + y2
n). (13)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî íàéäåòñÿ n0 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî n (n > n0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:
n−1∑

ν=0

[
1
2
G + δ(ν)] ≤ 0. (14)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. äëÿ ëþáîãî n0 (n0 > 0) ñóùåñòâóåò n (n > n0) òàêîå, ÷òî âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

n−1∑
ν=n0

[
1
2
G + δ(n)] > 0. (15)

Ïðåäïîëîæèì ÷òî n − n0 ñêîëü óãîäíî áîëüøîå. Òîãäà èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè δ(i) íàé-
äåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τ i

k} òàêàÿ, ÷òî:

lim
k→∞

τ i
k = i ⇒ lim

k→∞
δ(τ i

k) = δ(i), i = n0, n− 1,

ãäå âûðàæåíèå [12G + δ(i)] ïîëîæèòåëüíî. Åñëè òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåò èëè n − n0 �
îãðàíè÷åíî, òî äîêàçàòåëüñòâî (14) î÷åâèäíî. Äîêàæåì åãî â ñëó÷àå, êîãäà

lim
i→∞

( lim
k→∞

τ i
k) = ∞.

Ïóñòü n0 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò i0 òàêîå, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèå (15). Ñëåäîâàòåëüíî,

τ
i0
k −1∑
ν=n0

[
1
2
G + δ(ν)] > 0.
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ
ij
k òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà:

τ
i1
k −1∑

ν=τ
i0
k

[
1
2
G + δ(ν)] > 0,

τ
i2
k −1∑

ν=τ
i1
k

[
1
2
G + δ(ν)] > 0, . . . ,

τ
il+1
k −1∑

ν=τ
il+1−1

k

[
1
2
G + δ(ν)] > 0, . . . .

T.å. ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

∞∑
ν=n0

[
1
2
G + δ(ν)] =

τ
i0
k −1∑
ν=n0

[
1
2
G + δ(ν)] +

∞∑

l=n0

τ
il+1
k −1∑

ν=τ
il
k

[
1
2
G + δ(ν)] > 0.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèÿì (7), (11), òàê êàê ïðè âûïîëíåíèè ïîñëåäíèõ èìååì:
∞∑

ν=n0

[
1
2
G + δ(ν)] = −∞.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (14).
Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå xn = yn = 0 ÐÄÑ (1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Ïóñòü ε > 0 �

ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, n0 òàêîå, ÷òî ïðè n > n0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
(14). Â ñèëó (13)

Vn ≥ 1
2
ε2, x2

n + y2
n = ε2. (16)

Ïóñòü x = xn, y = yn ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ÐÄÑ (1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

x2
n0

+ y2
n0

< δ2, (17)

ãäå δ � íàñòîëüêî ìàëîå ÷èñëî, ÷òî
Vn0 <

1
2
ε2. (18)

Òàê êàê Vn â ñèëó îöåíêè (13) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë, òî, î÷åâèäíî, òàêîé
âûáîð ÷èñëà δ âîçìîæåí. C÷èòàåì, ÷òî ÷èñëî δ âî âñÿêîì ñëó÷àå ìåíüøå ÷åì ε. Ïîêàæåì,
÷òî äëÿ ∀n (n > n0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

x2
n + y2

n < ε2. (19)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n1, ÷òî íåðàâåíñòâî (19) ïåðåõîäèò â
ðàâåíñòâî x2

n1
+ y2

n1
= ε2. Òîãäà, â ñèëó óñëîâèÿ (16)

Vn1 ≥
1
2
ε2. (20)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îöåíêè (12) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

Vn∑

Vk=V0

∆Vk

V L
k

≤
n∑

k=n0

[
1
2
G + δ(k)],

êîòîðîå ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (14) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî Vn ≤ Vn0 ïðè n > n0, à ýòî
íà îñíîâàíèè óñëîâèÿ (18) ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèþ (20). Ò.î. íåðàâåíñòâî (19) âûïîëíÿåòñÿ
ïðè ∀n(n > n0) , îòêóäà ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ÐÄÑ (1).
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû, âñå ðåøåíèÿ ÐÄC (1) ñ íà÷àëüíûìè çíà-
÷åíèÿìè èç (17) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

lim
n→∞(x2

n + y2
n) = 0. (21)

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê

lim
n→∞

n∑
ν=n0

[
1
2
G + δ(n)] = −∞,

òî

lim
n→∞

Vn∑

Vk=V0

∆Vk

Vk
= −∞,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
lim

n→∞Vn = 0. (22)

À òàê êàê Vn ≥ 1
2(x2

n) + y2
n, òî èç óñëîâèÿ (22) ñëåäóåò (21), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 2. Åñëè êîýôôèöèåíòû C(k·m)(n), C
(k·m)(n) (2 ≤ k + m ≤ M) ÐÄÑ (1) òàêîâû,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5), (6), òî ïðè G > 0 íóëåâîå ðåøåíèå ÐÄÑ (1) íåóñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè Vn è ∆Vn, çàäàâàåìûå ôîðìóëàìè (9), (10) ñî-

îòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî â îáëàñòè (2) ∆Vn äîïóñêàåò îöåíêó:

∆Vn ≥ [
1
2
G + δ(n)]V L

n , (23)

ãäå δ(n) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (11).
Îáîçíà÷èì n0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n (n > n0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

n∑
ν=n0

[
1
2
G + δ(ν)] ≥ 0. (24)

Cóùåñòâîâàíèå òàêîãî n0 ìîæíî îïðåäåëèòü òî÷íî òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà
(14) Òåîðåìû 1.

Ïóñòü ε > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî, ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
xn0 , yn0 ðåøåíèÿ ÐÄÑ (1) òàêèå, ÷òî ïðè x2

n0
+ y2

n0
< δ2 îíî äîñòèãàåò ε � ñôåðó. Ïóñòü

x = xn, y = yn ðåøåíèÿ ÐÄÑ (1), íà÷èíàþùèåñÿ èç òî÷êè (xn0 , yn0) è óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì (17) è óñëîâèþ Vn0 = V0 > 0. Èç (23) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

Vn∑

Vk=V0

∆Vk

V L
k

≥
n∑

k=n0

[
1
2
G + δ(k)],

èç êîòîðîãî íà îñíîâàíèè óñëîâèÿ (24) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè n > n0 xn, yn íàõîäÿòñÿ
â îáëàñòè Vn > V0. Ïîêàæåì, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò n íåðàâåíñòâî (19) íàðóøàåòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñ÷èòàåì ÷òî ðåøåíèå íå ïîêèäàåò ε � îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ñî-
ãëàñíî óñëîâèþ (13) â îáëàñòè x2

n + y2
n < ε2 ôóíêöèÿ Vn äîïóñêàåò îöåíêó Vn ≤ 3

2
ε2. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïðè èçìåíåíèè Vn îò V0 äî 3
2
ε2 ôóíêöèÿ 1

V L
n

� îãðàíè÷åíà. Èç óñëîâèé (11), (13)
ñëåäóåò, ÷òî

Vn∑

Vk=V0

∆Vk

V L
k

= ∞,
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îòêóäà èìååì
lim

n→∞Vn = +∞,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè Vn â ε - îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-
ðå÷èå è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñóùåñòâëÿþùèå èòå-
ðàòèâíîå óëó÷øåíèå ïî âíóòðåííèì îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åíèé íåðàâåíñòâ òî÷êàì. Âñïîìîãàòåëü-
íàÿ çàäà÷à ïîèñêà íàïðàâëåíèÿ óëó÷øåíèÿ ðåøåíèÿ â ýòèõ àëãîðèòìàõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðî-
áëåìû ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé âûïóêëîé ôóíêöèè ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ-ðàâåíñòâàõ.

Ïðè ðåøåíèè èññëåäóåìûõ çàäà÷, çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ èçìåíÿåìûõ ïî èòåðàöèÿì ñî-
ñòàâëÿþùèõ â ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ó÷èòûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ
ñòåïåíü àêòèâíîñòè îòäåëüíûõ îãðàíè÷åíèé�íåðàâåíñòâ èñõîäíîé çàäà÷è. Øòðàôíîé êîýôôè-
öèåíò ïðè ñîñòàâëÿþùèõ ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùèé êàæäîå èç îãðàíè÷åíèé�
íåðàâåíñòâ, âîçðàñòàåò ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ äàííîãî íåðà-
âåíñòâà ê ðàâåíñòâó. Ñîîòâåòñòâåííî îáðàòíûå ê øòðàôíûì êîýôôèöèåíòàì âåëè÷èíû, êîòî-
ðûå áóäåì íàçûâàòü âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñõîäÿòñÿ ê íóëþ ïðè ïðèáëèæåíèè ïî èòåðà-
öèÿì çíà÷åíèÿ îãðàíè÷åíèÿ�íåðàâåíñòâà ê ðàâåíñòâó.

Â ÷àñòíîñòè, âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü ðàâíû êâàäðàòó çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ôóíê-
öèè, îò êîòîðîé ïî îãðàíè÷åíèÿì èñõîäíîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ íåîòðèöà-
òåëüíîñòè. Òàêîé âàðèàíò îáñóæäàåìûõ çäåñü àëãîðèòìîâ âíóòðåííèõ òî÷åê íàèáîëåå øèðîêî
èçâåñòåí è ïîëó÷èë â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå íàçâàíèå a�ne scaling method.

Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî äëèòåëüíîå âðåìÿ ñ êîíöà 60-õ � íà÷àëà 70-õ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ
àëãîðèòìû âíóòðåííèõ òî÷åê ðàçðàáàòûâàëèñü è èññëåäîâàëèñü òîëüêî â ðàáîòàõ ðîññèéñêèõ
ìàòåìàòèêîâ � â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, â Ñèáèðñêîì ýíåðãåòè÷åñêîì èíñòèòóòå
ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, â Âû÷èñëèòåëüíîì öåíòðå ÀÍ ÑÑÑÐ. Â ðàáîòàõ È.È. Äèêèíà, Ñ.Ì. Àíöèçà,
Þ.Ã. Åâòóøåíêî, Â.Ã. Æàäàíà, Â.È. Çîðêàëüöåâà [1�5] áûëè ïîëó÷åíû ïèîíåðñêèå ðåçóëüòàòû
â ýêñïåðèìåíòàëüíîì è òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ýòèõ àëãîðèòìîâ, èõ íåïðåðûâíûõ àíàëî-
ãîâ. Óæå ñ 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ýòè àëãîðèòìû ýôôåêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåàëè-
çàöèè ðÿäà ìîäåëåé ýíåðãåòèêè. Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé
áûë âûÿâëåí ðÿä èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ àëãîðèòìîâ. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äàííûå
àëãîðèòìû â ñëó÷àå íååäèíñòâåííîñòè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé èìåþò òåíäåíöèþ âûðàáàòûâàòü
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îòíîñèòåëüíî âíóòðåííþþ òî÷êó ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, èìåþùóþ ìèíèìàëüíûé
íàáîð àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè. Ýòî ñâîéñòâî
àëãîðèòìîâ ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàëîñü, â ÷àñòíîñòè, â ìîäåëÿõ àíàëèçà íàäåæíîñòè ýëåêòðî-
ýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì [3].

Ñ ñåðåäèíû 80-õ ãîäîâ ê äàííûì àëãîðèòìàì âíóòðåííèõ òî÷åê ïðîÿâèëñÿ ïîâûøåííûé
èíòåðåñ â ìèðå. Ïðè÷åì ìíîãèå èç îïóáëèêîâàííûõ ïåðâîíà÷àëüíî ðàáîò ïî ýòèì àëãîðèò-
ìàì çà ðóáåæîì (íàïðèìåð, [6�8]) áûëè ïî ñóòè ïåðåîòêðûòèåì ñäåëàííîãî ðàíåå â Ðîññèè.
Â ðåçóëüòàòå ðÿäà íåçàâèñèìûõ èññëåäîâàíèé áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî àëãîðèòìû âíóòðåííèõ
òî÷åê ÿâëÿþòñÿ íå ìåíåå ýôôåêòèâíûì (è äàæå ïî ðåçóëüòàòàì ñîïîñòàâëåíèÿ ðÿäà àâòîðîâ
� áîëåå ýôôåêòèâíûì) ñïîñîáîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷åì àëãîðèò-
ìû ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Ïðè ýòîì íà áàçå ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïðîñòî ìîæíî
ðåàëèçîâûâàòü àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìíîãèõ òèïîâ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñ 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ àëãîðèòìû ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ
ïðè ðåàëèçàöèè ðÿäà ìîäåëåé ýíåðãåòèêè. Â òîì ÷èñëå â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ðàñ÷åòà ðåæè-
ìîâ ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì; êîìïëåêñàõ ïðîãðàìì àíàëèçà íàäåæíîñòè ýíåðãîñèñòåì; â
ìîäåëüíî-ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå îïòèìèçàöèè ðåìîíòíûõ ðàáîò â ýíåðãîñèñòåìàõ; â ìîäåëÿõ
ðàñ÷åòà òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ è äð. Ïðè ýòîì íàðÿäó ñ òåîðåòè÷åñêèìè èññëåäî-
âàíèÿìè îñóùåñòâëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìîâ âíóòðåííèõ òî÷åê â
öåëÿõ âûáîðà íàèëó÷øèõ ñõåì ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé. Â äàííîé ðàáîòå ïëàíèðóåòñÿ
ðàññìîòðåòü, â òîì ÷èñëå, íîâûå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ
òðåìÿ îáñóæäàåìûìè äàëåå ïðèëîæåíèÿìè àëãîðèòìîâ ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê â ìîäåëÿõ
ýíåðãåòèêè.

Îïðåäåëåíèå äîïóñòèìûõ ðåæèìîâ ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî
óïðàâëåíèÿ ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (ÝÝÑ) âàæíî óìåòü îïåðàòèâíî ðàññ÷èòûâàòü
äîïóñòèìûå è îïòèìàëüíûå ðåæèìû èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ â èçìåíÿþùèõñÿ ñèòóàöèÿõ. Èñõîä-
íûå ìîäåëè ÝÝÑ, ïîäðîáíî îïèñàííûå â [9�11], ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè è â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à
ïîèñêà äîïóñòèìîãî ðåæèìà ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùåé îãðàíè÷åíèÿì�
ðàâåíñòâàì (çäåñü ãëàâíóþ ðîëü èãðàþò óðàâíåíèÿ áàëàíñà óçëîâûõ ìîùíîñòåé) è îãðàíè÷å-
íèÿì�íåðàâåíñòâàì (ñþäà, â ïåðâóþ î÷åðåäü, îòíîñÿòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåòîêè àêòèâíîé è
ðåàêòèâíîé ìîùíîñòè) ñëåäóþùåãî âèäà:

W (x, y) = 0, x ≤ x ≤ x̄, y ≤ y ≤ ȳ. (1)

Çäåñü x̄ , x è ȳ , y � çàäàííûå âåêòîðû ðàçìåðíîñòè n èm ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì xj < x̄j ,
j = 1, ... , n , y

j
< ȳj , i = 1, ... , m , W (x, y) � m-ìåðíàÿ íåëèíåéíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Ïîèñê äîïóñòèìîé òî÷êè îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà ïðèâåäåííîãî ãðàäèåíòà [12].
Ïðè ïðèìåíåíèè èòåðàòèâíîé ëèíåàðèçàöèè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ x ∈ Rn , y ∈ Rm :

Ax− y = 0, x̄ > x > x, ȳ > y > y. (2)

Çàäàíû ìàòðèöà A ðàçìåðà m × n è âåêòîðû x̄, x ∈ Rn , ȳ, y ∈ Rm .
Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííîãî â [9] èññëåäîâàíèÿ ÿâèëîñü ðåøåíèå ïðîáëåìû áûñòðîé

èäåíòèôèêàöèè ñëó÷àÿ íåñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷åíèé � ïðîáëåìû, íå íàøåäøåé ýôôåêòèâíîãî
ðåøåíèÿ â àëãîðèòìàõ, èñïîëüçóþùèõñÿ íà ïðàêòèêå. Äëÿ âûÿâëåíèÿ íåñîâìåñòíîñòè òðåáî-
âàëñÿ, êàê ïðàâèëî, áîëüøîé îáúåì âû÷èñëåíèé, ñîïîñòàâèìûé ñ îáúåìîì, íåîáõîäèìûì äëÿ
ïîëó÷åíèÿ äîïóñòèìîé òî÷êè â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷åíèé. Ðåçóëüòàòîì æå ïðîâåäåííî-
ãî èññëåäîâàíèÿ ÿâèëàñü òåõíèêà, îñíîâàííàÿ íà êðèòåðèè (âàðèàíòå òåîðåìû îá àëüòåðíàòè-
âàõ Ôàðêàøà), ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðîáëåìà ïðàêòè÷åñêè ñíèìàåòñÿ, òàê êàê íåñîâìåñòíîñòü
èäåíòèôèöèðóåòñÿ íà ñàìûõ ïåðâûõ èòåðàöèÿõ.
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Êðîìå òîãî, â [9] ïðèâåäåí ðÿä íîâûõ àëãîðèòìîâ âíóòðåííèõ òî÷åê (ïðÿìîé àëãî-
ðèòì B, äâîéñòâåííûå C è D, à òàêæå ïðÿìî-äâîéñòâåííûé Å), îòíîñÿùèõñÿ ê àôôèííî-
ìàñøòàáèðóþùèì ìåòîäàì. Îíè, êàê ïîêàçàëî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå, ïðîâåäåííîå
êàê íà ñîâìåñòíûõ, òàê è íà íåñîâìåñòíûõ çàäà÷àõ, ñîïîñòàâèìû, à èíîãäà äàæå áîëåå ïðåä-
ïî÷òèòåëüíû ïî ñêîðîñòíûì õàðàêòåðèñòèêàì, ÷åì ïðèìåíÿþùèéñÿ ñåé÷àñ èñõîäíûé âàðèàíò
ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê [3], îáîçíà÷åííûé êàê àëãîðèòì A.

Âñå ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû áûëè ïðîòåñòèðîâàíû íà ñîâìåñòíûõ è íåñîâìåñòíûõ çàäà-
÷àõ, ïîëó÷åííûõ èç ìîäåëåé ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ
(ðàçìåðîì 19*19 è 201*201):

Ïîñêîëüêó âñå àëãîðèòìû èìåþò ïðèìåðíî îäèíàêîâûé îáúåì âû÷èñëåíèé íà èòåðàöèè ïðè
ðåøåíèè îäíîé è òîé æå çàäà÷è, òî õàðàêòåðèñòèêîé îáúåìà âû÷èñëåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñëî
èòåðàöèé, çà êîòîðîå àëãîðèòì íàõîäèò äîïóñòèìûé ðåæèì ëèáî âûÿâëÿåò, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ
çàäà÷à íåñîâìåñòíà.

Òàáëèöà íà ðèñóíêå 1 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, î÷åíü ýôôåêòèâíî ïðîÿâëÿåò ñå-
áÿ êðèòåðèé íåñîâìåñòíîñòè � íåñîâìåñòíîñòü ïðàêòè÷åñêè âñåãäà èäåíòèôèöèðóåòñÿ íà ñà-
ìîé ïåðâîé èòåðàöèè. Îñîáåííî õîðîøî çäåñü çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ äâîéñòâåííûå è ïðÿìî-
äâîéñòâåííûé àëãîðèòìû. Êðîìå òîãî, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî íîâûå àëãîðèòìû ðàáîòàþò íå
õóæå, à ïîä÷àñ ëó÷øå, ÷åì ïðèìåíÿþùèåñÿ íà ïðàêòèêå è íà ñîâìåñòíûõ çàäà÷àõ.

Àëãî-
ðèòì

×èñëî èòåðàöèé íà çàäà÷àõ

íåñîâìåñòíûõ ñîâìåñòíûõ
6*7 40*80 2*7 19*19 201*201

A 1 10 7 23 116
B 1 15 6 24 107
C 1 1 16 13 28
D 1 1 5 5 8
E 1 4 26 24 88

Ðèñ. 1: ×èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàçíûìè ìåòîäàìè.

A, B � ïðÿìûå àëãîðèòìû, C, D � äâîéñòâåííûå àëãîðèòìû, Å � ñàìîñîïðÿæåííûé àëãîðèòì.
Ðåàëüíûå ðàñ÷åòû ñ íà÷àëà 80-õ ãîäîâ âåäóòñÿ íà îñíîâå àëãîðèòìà A. Â ÷àñòíîñòè, èìåí-

íî îí ðåàëèçîâàí â ðàçðàáîòàííîì â ÈÑÝÌ ÑÎ ÐÀÍ ïðîãðàììíî-âû÷èñëèòåëüíîì êîìïëåêñå
ÑÄÎ (Ñòàöèîíàðíûå, Äîïóñòèìûå, Îïòèìàëüíûå). Íîâûé àëãîðèòì B áîëåå óñòîé÷èâ ê ïî-
ãðåøíîñòÿì âû÷èñëåíèé, ÷òî îñîáåííî àêòóàëüíî íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå âû÷èñëèòåëüíîãî
ïðîöåññà. Ïîñêîëüêó ïåðåõîä îò àëãîðèòìà A ê B òðèâèàëåí, âûïîëíèâ íåñêîëüêî èòåðàöèé
â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì A (êàê ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòû, íà ïåðâûõ èòåðàöèÿõ îí ÷àùå
ñõîäèòñÿ áûñòðåå), ìîæíî ñìåíèòü ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ íà íîâûå, èñ-
ïîëüçóÿ ïðåèìóùåñòâà àëãîðèòìà B.

Åùå ñ 70-õ ãîäîâ ÕÕ âåêà áûëî ïîäìå÷åíî, ÷òî ó àëãîðèòìîâ âíóòðåííèõ òî÷åê äâîéñòâåí-
íûå ïåðåìåííûå ñõîäÿòñÿ áûñòðåå, ÷åì èñõîäíûå. Íåäàâíî ýòîò ôàêò óäàëîñü îáîñíîâàòü òåî-
ðåòè÷åñêè [13]. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò ãèïîòåçó: ÷òîáû áûñòðåå íàéòè ðå-
øåíèå �èñõîäíîé� çàäà÷è, ëó÷øå âîñïîëüçîâàòüñÿ äâîéñòâåííûì ìåòîäîì âíóòðåííèõ òî÷åê.

ï.1. Îöåíêà âîçìîæíîñòè óñòðàíåíèÿ äåôèöèòà ïîñòàâîê ýíåðãîðåñóðñà ïîòðå-
áèòåëÿì çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè óçêèõ ìåñò ãàçîòðàíñïîðòíûõ
ñèñòåì. Ïðè àíàëèçå ðàáîòû òðàíñïîðòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ îòðàñëåâûõ ñèñòåì ãàçîñíàáæåíèÿ,
â òîì ÷èñëå â óñëîâèÿõ êðóïíîìàñøòàáíûõ âîçìóùåíèé â ðàáîòå ñèñòåìû, âàæíóþ ðîëü èãðàåò
çàäà÷à ñâîåâðåìåííîãî îïðåäåëåíèÿ è óñòðàíåíèÿ óçêèõ ìåñò, îãðàíè÷èâàþùèõ âîçìîæíîñòè
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ñèñòåìû ïî óäîâëåòâîðåíèþ ïîòðåáèòåëåé òðåáóåìûì êîëè÷åñòâîì ðåñóðñà. Â [14] ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñåòåâàÿ òðàíñïîðòíàÿ ìîäåëü, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé ïðîáëåìû. Ìîäåëü
ïðåäñòàâëåíà â îïòèìèçàöèîííîé ïîñòàíîâêå ñ íåëèíåéíîé êóñî÷íî-çàäàííîé öåëåâîé ôóíêöè-
åé. Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ìîäåëåé [15], èñïîëüçóåìûõ â îòäåëå �Æèâó÷åñòè
è áåçîïàñíîñòè ñèñòåì ýíåðãåòèêè� ÈÑÝÌ ÑÎ ÐÀÍ.

Ìîäåëü ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ïîòîê ïî êàæäîé âåòâè ìîæåò áûòü â äâóõ ðåæèìàõ: â íîð-
ìàëüíîì, êîãäà çàâèñèìîñòü èçäåðæåê îò îáúåìà ïåðåäà÷è ëèíåéíà (îòðàæàåò òîëüêî òðàòû íà
òðàíñïîðòèðîâêó), è â ðåæèìå ïîâûøåííîé íàãðóçêè (ò.å. â ýêñòðåìàëüíîì ðåæèìå), êîãäà ýòà
çàâèñèìîñòü íåëèíåéíà (îòðàæàåò âûñîêóþ ñòîèìîñòü ðåìîíòà â ñëó÷àå ïîëîìêè). Ïåðåêëþ÷å-
íèå ìåæäó ðåæèìàìè ïðîèñõîäèò, êîãäà îáúåì ïåðåäà÷è íà÷èíàåò ïðåâûøàòü èëè ñòàíîâèòñÿ
ìåíüøå îïðåäåëåííîãî íà êàæäîé âåòâè çíà÷åíèÿ.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîòîêè è îáúåìû ïîñòàâîê èç ñåòè ïîòðåáèòåëÿì è èç èñòî÷íèêîâ
â ñåòü, ïðè êîòîðûõ èçäåðæêè íà òðàíñïîðò ìèíèìàëüíû è ìèíèìàëåí äåôèöèò òðåáóåìîãî
ðåñóðñà ó ïîòðåáèòåëåé, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî äëÿ ðàçíûõ óçëîâ óäåëüíûå óùåðáû îò äåôèöèòà
ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé.

Ìîäåëü îïèñûâàåò çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ ïåðåìåííûìè x ∈ Rn è b ∈ Rm :

n∑

j=1

(
F̃j(xj) + sjxj

)
+

∑

i∈IC

gi(b̄i − bi) → min, (3)

Ax− b = 0, (4)

x ≥ x, (5)

bi ≤ bi ≤ 0, i ∈ IS, (6)

0 ≤ bi ≤ b̄i, i ∈ IC. (7)

Çäåñü n � ÷èñëî âåòâåé ñåòè, m � ÷èñëî óçëîâ, x ∈ Rn � èñêîìûé âåêòîð ïîòîêîâ ïî
âåòâÿì, b ∈ Rm � èñêîìûé âåêòîð îáúåìîâ ïîñòàâêè â ñåòü èëè èç ñåòè â óçëàõ (â ñåòü,
åñëè bi < 0 , èç ñåòè, åñëè bi > 0 ), IS � ìíîæåñòâî íîìåðîâ óçëîâ-èñòî÷íèêîâ (äëÿ êîòîðûõ
bi < 0 ), I � ìíîæåñòâî íîìåðîâ óçëîâ-ïîòðåáèòåëåé (äëÿ êîòîðûõ b̄i > 0 ), À � ìàòðèöà
èíöèäåíöèé óçëîâ è âåòâåé, g � âåêòîð óäåëüíûõ óùåðáîâ îò äåôèöèòîâ òðåáóåìîãî ïðîäóêòà
â óçëàõ, s � âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ÷àñòè ôóíêöèè èçäåðæåê, F̃j(xj) � íåëèíåéíàÿ
êóñî÷íî-çàäàííàÿ ÷àñòü ôóíêöèè èçäåðæåê, F̃j(xj) = 0, åñëè xj ≤ xj ≤ x̄j , èëè F̃j(xj) =
Fj(xj − x̄j), åñëè xj > x̄j , ãäå xj ≥ 0 , x̄j > xj , à Fj � ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà Z , ãäå Z �
ìíîæåñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà, ðàâíûõ íóëþ
â íóëå, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ìîíîòîííî âîçðàñòàþò è ðàâíû íóëþ â íóëå.

Åñëè â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3)�(7) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xj > x̄j äëÿ íåêîòîðîãî
j, òî íà âåòâè j � óçêîå ìåñòî, ïîñêîëüêó óäîâëåòâîðåíèå ïîëüçîâàòåëåé íåâîçìîæíî áåç ïåðå-
õîäà ýòîé âåòâè â ýêñòðåìàëüíûé ðåæèì. ×òîáû óñòðàíèòü óçêîå ìåñòî íåîáõîäèìî ïîâûñèòü
ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ýòîé âåòâè íà âåëè÷èíó xj − x̄j .

Â [14] äàåòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà âíóòðåííèõ òî÷åê, ñïåöèàëèçèðîâàííîãî äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è îïòèìèçàöèè (3)�(7). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî àëãîðèòìà, ðåàëèçîâàííîãî íà ÿçûêå ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ C + +, áûëî ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ñåðèé ðàñ÷åòîâ íà òåñòîâûõ è ðåàëüíûõ
çàäà÷àõ çàäàííîãî ðàçìåðà. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ðàññ÷èòàííûõ ñåðèé çàäà÷ ïðèâåäåíû
â òàáëèöå íà ðèñóíêå 2. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ òåñòîâûõ çàäà÷ èñïîëüçîâàëàñü

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2009. Òîì 9. � 4 (34)



58 Â.È. Çîðêàëüöåâ, Ä.Ñ. Ìåäâåæîíêîâ, Ñ.Ì. Ïåðæàáèíñêèé

ñïåöèàëüíàÿ ðàçðàáîòàííàÿ ïðîãðàììíàÿ ñðåäà. Â ñåðèè çàäà÷, ïîìå÷åííûõ â òàáëèöå íà ðè-
ñóíêå 2 çâåçäî÷êîé, âõîäÿò ðåàëüíûå ïðèìåðû çàäà÷ îöåíêè âîçìîæíîñòè óñòðàíåíèÿ äåôèöèòà
ïîñòàâîê ýíåðãîðåñóðñà ãàçîòðàíñïîðòíîé ñåòè.

×èñëî
óçëîâ è
÷èñëî
âåòâåé
â ñåðèè
çàäà÷

Îáùåå
÷èñëî
ïåðå-
ìåí-
íûõ
â ñåðèè
çàäà÷

Êîëè÷åñòâî
ðåøåí-
íûõ
îäíî-
òèï-
íûõ
çàäà÷

Ñðåäíåå
÷èñëî
èòå-
ðàöèé
ìåòîäà
âíóò-
ðåííèõ
òî÷åê

Ñðåäíåå
âðåìÿ,
çàòðà-
÷èâà-
åìîå
íà ðàñ-
÷åòû,
ñåê

Ñðåäíÿÿ
ïî ñåðèè
ìàêñè-
ìàëüíàÿ
íåâÿçêà
îãðàíè-
÷åíèé
ðàâåíñòâ

Ñðåäíÿÿ
ïî ñåðèè
ìàêñè-
ìàëüíàÿ
íåâÿçêà
óñëîâèé
îïòè-
ìàëüíî-
ñòè

(7, 10) 17 11 14,00 0,02 6,308E-10 0,00505
(21,28)* 49 15 34,87 0,11 1,492E-06 0,00424
(50, 67) 117 17 42,00 0,44 1,856E-07 0,00538
(75, 109) 184 16 59,44 0,21 3,390E-07 0,00507
(100,
116)

216 16 67,88 0,46 2,569E-07 0,00522

(150,186) 336 16 81,44 1,71 3,924E-07 0,00701
(200,
218)

418 17 85,59 3,57 9,329E-07 0,00424

(200,
240)

440 20 87,80 3,71 1,928E-06 0,00396

(337,
589)*

926 21 119,19 21,26 2,936E-06 0,00514

(360,618) 978 23 121,00 24,73 2,697E-06 0,00431

Ðèñ. 2: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ðàññ÷èòàííûõ ñåðèé çàäà÷.

Ïî äàííûì ðåçóëüòàòàì ìîæíî ïîñòðîèòü äâà ãðàôèêà, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå
3 è ðèñóíêå 4. Ðàñ÷åòû âåëèñü íà ÏÝÂÌ (ïðîöåññîð Intel Pentium 4, 2000 MHz, Êýø L1 8 Êá,
Êýø L2 512 Êá, îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü DDR SDRAM 1024 Ìá PC3200, ÷èïñåò ñèñòåìíîé ïëàòû
Intel Brookdale-G i845G).

Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü ÷èñëà èòåðàöèé àëãîðèòìà âíóòðåííèõ òî÷åê îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ
çàäà÷è.
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Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ñ÷åòà àëãîðèòìà âíóòðåííèõ òî÷åê îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ çàäà÷è.

Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà èòåðàöèé ìåòîäà âíóòðåííèõ òî-
÷åê è óâåëè÷åíèå âðåìåíè ñ÷åòà ñ ðîñòîì ðàçìåðà çàäà÷è èìååò ïîëèíîìèàëüíûé õàðàêòåð.
Óâåëè÷åíèå ÷èñëà èòåðàöèé, î÷åâèäíî, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîðíÿ êâàäðàòíîãî îò ÷èñëà
ïåðåìåííûõ çàäà÷è. Óâåëè÷åíèå âðåìåíè ñ÷åòà ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü çàâèñèìîñòüþ α n3.5,
ãäå α � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, n � ÷èñëî ïåðåìåííûõ çàäà÷è.

ï.2. Ìîäåëü îöåíêè äåôèöèòà ìîùíîñòè ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì. Öåí-
òðàëüíîå ìåñòî â ìåòîäèêå àíàëèçà íàäåæíîñòè ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì (ÝÝÑ) [16], ðàç-
ðàáîòàííîé â Ñèáèðñêîì ýíåðãåòè÷åñêîì èíñòèòóòå, çàíèìàåò ìîäåëü îöåíêè äåôèöèòà ìîù-
íîñòè. Â ìîäåëè òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ (èñïîëüçóåìîé ìîùíîñòè, ïîêðû-
âàåìîé íàãðóçêè, ïîòîêîâ ìîùíîñòè ìåæäó óçëàìè ñåòè), ïðè êîòîðûõ ñóììàðíûé äåôèöèò
ìîùíîñòè ïî âñåì óçëàì ñåòè áûë áû ìèíèìàëüíûì. Ê ìîäåëè îöåíêè äåôèöèòà ìîùíîñòè
ÝÝÑ ïðåäúÿâëÿþòñÿ îñîáûå òðåáîâàíèÿ. Îíà äîëæíà áûòü àãðåãèðîâàííîé, ìàêñèìàëüíî àäå-
êâàòíîé äåéñòâèòåëüíîñòè, ëåãêî ðåàëèçóåìîé, ðåøàåìîé çà êîðîòêîå âðåìÿ. ×åì ìåíüøå âðåìÿ
îïòèìèçàöèè, òåì áîëüøåå êîëè÷åñòâî ñëó÷àéíûõ ñèòóàöèé ìîæíî �ïðîèãðàòü� è, òåì ñàìûì,
óâåëè÷èòü îáúåì íàêàïëèâàåìîé èíôîðìàöèè äëÿ åå äàëüíåéøåé ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè.
Îäíèì èç íàïðàâëåíèé ïîâûøåíèÿ àäåêâàòíîñòè ìîäåëè îöåíêè äåôèöèòà ìîùíîñòè ÝÝÑ ÿâ-
ëÿåòñÿ ó÷åò ïîòåðü ìîùíîñòè ïðè åå ïåðåäà÷è ïî ìåæóçëîâûì ñâÿçÿì. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ñòà-
íîâèòñÿ áîëåå îäíîçíà÷íûì ðàñïðåäåëåíèå äåôèöèòîâ ìîùíîñòè ìåæäó óçëàìè. Ïðè÷åì óçëû,
ïîêðûòèå ïîòðåáíîñòè êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè ïîòåðÿìè, âîçíèêàþùèìè ïðè ïåðåäà÷å
ýëåêòðîýíåðãèè, ñòàíîâÿòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü äåôèöèòíûìè. Ìîäåëü îöåíêè äåôèöèòà ìîù-
íîñòè ÝÝÑ ñ êâàäðàòè÷íûìè ïîòåðÿìè ìîùíîñòè â ëèíèÿõ ýëåêòðîïåðåäà÷ áûëà ïðåäëîæåíà
Ã.Ô. Êîâàëåâûì [17].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõåìà ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùàÿ èç m óçëîâ è n ñâÿçåé
ìåæäó íèìè. Çàäàíà ðàñïîëàãàåìàÿ ìîùíîñòü x̄i , ìàêñèìàëüíàÿ íàãðóçêà ȳi â i-îì óçëå ÝÝÑ,
i = 1, . . . , m, ãðàíèöû èíòåðâàëà ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé j -îé ëèíèè ýëåêòðîïåðåäà÷ z̄j è zj ,
êîýôôèöèåíò, èñïîëüçóåìûé ïðè îïèñàíèè ïîòåðü ìîùíîñòè íà j�îé ñâÿçè, αj , j = 1, . . . , n .
Ñ÷èòàåì, ÷òî x̄i ≥ 0, ȳi ≥ 0 , z̄j ≥ 0 , zj ≤ 0 , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,n.

Ïåðåìåííûìè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ: xj � èñïîëüçóåìàÿ ìîùíîñòü â óçëå i, yi � ïîêðûâàåìàÿ
íàãðóçêà â óçëå i = 1, . . . , m, zj � ïîòîê ìîùíîñòè ïî ñâÿçè j = 1, . . . ,n.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîãî äåôèöèòà ìîùíîñòè
m∑

i=1

(ȳi − yi) → min, (8)
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ó÷èòûâàÿ áàëàíñîâûå îãðàíè÷åíèÿ

xi − yi +
n∑

j=1

tijzj −
n∑

j=1

α̃ij(zj) (zj)
2 ≥ 0, i = 1, . . . , m (9)

è ëèíåéíûå äâóñòîðîííèå îãðàíè÷åíèÿ�íåðàâåíñòâà íà ïåðåìåííûå

0 ≤ yi ≤ ȳi, i = 1, . . . , m, (10)

0 ≤ xi ≤ x̄i, i = 1, . . . , m, (11)

zj ≤ zj ≤ z̄j , j = 1, . . . , n. (12)

Çäåñü tij � ýëåìåíòû ìàòðèöû ñâÿçè ðàçìåðà m× n , êîòîðûå ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà-
÷åíèÿ: �1 (åñëè óçåë i � íà÷àëî ñâÿçè j ), 1 (åñëè óçåë i � êîíåö ñâÿçè j ), 0 (åñëè óçåë i íå
ïðèëåãàåò ê ñâÿçè j ), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,n.

Ôóíêöèè α̃ij îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α̃ij(zj) =
{

αj , tijzj > 0,
0, tijzj ≤ 0,

i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. Â êà÷åñòâå zj îáû÷íî èñïîëüçóþò âåëè÷èíó −z̄j , j = 1, . . . , n. Ò.å.
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ËÝÏ â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ ñ÷èòàåòñÿ îäèíàêîâîé.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñóììàðíîãî äåôèöèòà ìîùíîñòè â çàäà÷å (8)�(12) ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìå-
íÿòü ìåòîä âíóòðåííèõ òî÷åê, èñïîëüçóþùèé êâàäðàòè÷íûå àïïðîêñèìàöèè [18]. Îñîáåííîñòü
ýòîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â öåëåâóþ ôóíêöèþ äîáàâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûå ñîñòàâëÿ-
þùèå ôóíêöèé-îãðàíè÷åíèé ñ âåñàìè, ðàâíûìè ïðèáëèæåíèÿì ê ìíîæèòåëÿì Ëàãðàíæà ýòèõ
îãðàíè÷åíèé.

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà òåñòîâîé ñõåìû ïî 50 çàäàííûì ðåæèìàì äâóìÿ
àëãîðèòìàìè: ìåòîäîì âíóòðåííèõ òî÷åê, ó÷èòûâàþùèì êâàäðàòè÷íûå àïïðîêñèìàöèè, è ìå-
òîäîì âíóòðåííèõ òî÷åê, áàçèðóþùèìñÿ íà ëèíåàðèçàöèè [3]. Â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàñ÷åòàõ
èñïîëüçîâàëàñü ñõåìà ÝÝÑ, ñîñòîÿùàÿ èç ñåìè óçëîâ è ñåìè ñâÿçåé ìåæäó íèìè [19], ðåæèìû
ôîðìèðîâàëèñü ïðè ïîìîùè äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Íà òàáëèöàõ ðèñóíêîâ 5 è 6 óêàçà-
íû ìèíèìàëüíîå, ìàêñèìàëüíîå è ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé, ïîòðåáîâàâøååñÿ äëÿ ðåøåíèÿ âñåõ
òåñòîâûõ çàäà÷ ïðè çàäàííûõ ε1, ε2 , èñïîëüçóåìûõ â óñëîâèÿõ îñòàíîâà àëãîðèòìîâ.

Ìåòîä Òî÷íîñòü ×èñëî èòåðàöèé
ÌèíèìàëüíîåÌàêñèìàëüíîåÑðåäíåå

Ìåòîä âíóò-
ðåííèõ òî÷åê,
èñïîëüçóþùèé
êâàäðàòè÷íûå
àïïðîêñèìàöèè

ε1 =
0, 05,
ε2 =
0, 05

14 49 19,62

Ìåòîä âíóò-
ðåííèõ òî÷åê,
áàçèðóþùèéñÿ
íà ëèíåàðèçàöèè

ε1 =
0, 05,
ε2 =
0, 05

14 83 24,22

Ðèñ. 5: Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òåñòîâîé ñõåìû ÝÝÑ ïî çàäàííûì ðåæèìàì.
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Ìåòîä Òî÷íîñòü ×èñëî èòåðàöèé
Ìèíèìàëüíîå ÌàêñèìàëüíîåÑðåäíåå

Ìåòîä âíóò-
ðåííèõ òî÷åê,
èñïîëüçóþùèé
êâàäðàòè÷íûå
àïïðîêñèìàöèè

ε1 =
0, 01,
ε2 =
0, 01

16 74 23,2

Ìåòîä âíóòðåí-
íèõ òî÷åê, áà-
çèðóþùèéñÿ íà
ëèíåàðèçàöèè

ε1 =
0, 01,
ε2 =
0, 01

16 147 40,22

Ðèñ. 6: Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òåñòîâîé ñõåìû ÝÝÑ ïî çàäàííûì ðåæèìàì.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîäîì âíóòðåííèõ òî÷åê, èñïîëüçóþùèì êâàäðàòè÷íûå
àïïðîêñèìàöèè, ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ â ñðåäíåì çà 1,2 � 1,7 ðàçà ìåíüøåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé,
÷åì ìåòîäîì, áàçèðóþùèìñÿ íà ëèíåàðèçàöèè. Ïðè÷åì, ñ óìåíüøåíèåì çíà÷åíèé ε1, ε2 ðàç-
ëè÷èå â ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé óâåëè÷èëîñü. Ñîïîñòàâëåíèå ðàáîòû äâóõ àëãîðèòìîâ ïî êîëè÷å-
ñòâó èòåðàöèé ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó íà êàæäîé èòåðàöèè â ñðàâíèâàåìûõ ìåòîäàõ òðåáóåòñÿ
ïðèìåðíî îäèí è òîò æå îáúåì âû÷èñëåíèé ïðè ðåøåíèè îäíîé è òîé æå çàäà÷è.
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ÓÄÊ 519.624

ÎÁ ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÎÉ È ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÉ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ
ËÈÍÅÉÍÎÉ ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß
ÍÀÃÐÓÆÅÍÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Æ. Ì. Êàäèðáàåâà

Ìåæäóíàðîäíûé Êàçàõñêî-Òóðåöêèé óíèâåðñèòåò èì. Õ.À.ßñàâè
161200 Òóðêåñòàí óë.Ñàòòàðõàíîâà, óíèâåðñèòåòñêèé ãîðîäîê apelman86pm@mail.ru

Ìåòîäîì ïàðàìåòðèçàöèè ñ ðàçíûìè øàãàìè ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà èññëåäóåòñÿ äâóõòî÷å÷íàÿ êðà-
åâàÿ çàäà÷à äëÿ íàãðóæåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé è êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Íà îòðåçêå [0, T ] ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íàãðóæåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= A(t)x+

m∑

j=0

Mj(t)x(θj)+f(t), t ∈ [0, T ], 0 = θ0 < θ1 < ... < θm−1 < θm < θm+1 = T, (1)

Bx(0) + Cx(T ) = d, d ∈ Rn, ‖x‖ = max
k=1,n

|xk|, (2)

ãäå ìàòðèöû A(t), Mj(t), j = 0, 1, ..., m, ðàçìåðíîñòè (n × n) è n âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t) íåïðå-
ðûâíû íà [0, T ], B, C− (n× n) � ìàòðèöû.

×åðåç C([0, T ], Rn) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [0, T ] ôóíêöèè x : [0, T ] → Rn

ñ íîðìîé ‖x‖1 = max
t∈[0,T ]

‖x(t)‖.
Íàãðóæåííûå îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è êðàåâûå çàäà÷è äëÿ òàêèõ

óðàâíåíèé ðàññìîòðåíû â [1�4]. Â [5] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïàðàìåòðèçàöèè [6] ñ ðàçíûìè øàãàìè
èíòåðâàëà ïðåäëîæåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2). Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà è îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2). Öåëüþ äàííîé
ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è (1), (2) ïðè ðàçíûõ øàãàõ ðàçáèåíèÿ.

Keywords: loaded ordinary di�erential equation, parametrization method,two-point boundary value problem, unique
solvability

2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34B37
cÆ. Ì. Êàäèðáàåâà, 2009.
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Ïóñòü ‖A(t)‖ ≤ α(t), ‖Mj(t)‖ ≤ βj(t), j = 0, 1, ..., m, è ôóíêöèè α(t), βj(t), j = 0, 1, ..., m,
íåïðåðûâíû íà [0, T ]. Âîçüìåì ÷èñëî a > 0 è ïðîèçâåäåì ðàçáèåíèå èíòåðâàëà [θi−1, θi), i =
1,m, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çà θi−1,0 âîçüìåì θi−1 è θi−1,1 ∈ [θi−1,0, θi) âûáåðåì óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó
θi−1,1∫
θi−1,0

α(τ)dτ ≤ a. Ñëåäóþùóþ òî÷êó θi−1,2 ∈ [θi−1,1, θi) òàêæå âûáåðåì óäîâëåòâîðÿþ-

ùèì íåðàâåíñòâó
θi−1,2∫
θi−1,1

α(τ)dτ ≤ a. ×åðåç ki−1 îáîçíà÷èì íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì

θi∫
θi−1,ki−1−1

α(τ)dτ ≤ a.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ p0 = 1, p1 = k0 + 1, p2 = k0 + k1 + 1,..., pm = k0 + k1 + ... +

+km−1 +1, pm+1 = k0 +k1 + ...+km−1 +km. Òîãäà [0, T ) =
pm+1⋃
r=1

[tr−1, tr), ãäå t0 = θ0 = 0, t1 = θ0,1,

t2 = θ0,2, ..., tp1−1 = θ1, tp1 = θ1,1, ..., tp2−1 = θ2, ... tpm+1 = T.
Ñóæåíèå ôóíêöèè x(t) íà r�ûé èíòåðâàë [tr−1, tr), r = 1, pm+1, îáîçíà÷èì ÷åðåç xr(t),

r = 1, pm+1. Ââåäÿ äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû λr = xr(tr−1), r = 1, pm+1, è íà êàæäîì
èíòåðâàëå [tr−1, tr), r = 1, pm+1, ïðîèçâåäÿ çàìåíó ur(t) = xr(t) − λr, r = 1, pm+1, ïîëó÷èì
êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðàìè:

dur

dt
= A(t)[ur(t) + λr] +

m∑

j=0

Mj(t)λpj + f(t), (3)

ur(tr−1) = 0, t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1, (4)

Bλ1 + Cλpm+1 + C lim
t→T−0

upm+1(t) = d, (5)

λs + lim
t→ts−0

us(t) = λs+1, s = 1, pm+1 − 1. (6)

Åñëè ïàðà (λ, u[t]), ãäå λ = (λ1, λ2, ..., λpm+1)
′ ∈ Rnpm+1 , u[t] =

(
u1(t), u2(t), . . . , upm+1(t)

)′
�

ðåøåíèå çàäà÷è (3)�(6), òî ôóíêöèÿ x(t), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè x(t) = λr + ur(t), t ∈
[tr−1, tr), r = 1, pm+1, x(T ) = λpm+1 + lim

t→T−0
upm+1(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2). È

íàîáîðîò, åñëè x̃(t) ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2), òî ïàðà (λ̃, ũ[t]), ãäå λ̃ = (x̃(0), x̃(t1), ..., x̃(tpm+1−1)),
ũ[t] = (x̃(t)− x̃(0), x̃(t)− x̃(t1), ..., x̃(t)− x̃(tpm+1−1)) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (3)�(6).

Ïîÿâëåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé ur(tr−1) = 0, r = 1, pm+1, ïîçâîëÿåò ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ λ = (λ1, λ2, ..., λpm+1) îïðåäåëèòü ôóíêöèè ur(t), r = 1, pm+1, èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà:

ur(t) =

t∫

tr−1

A(τ)[ur(τ) + λr]dτ +

t∫

tr−1

m∑

j=0

Mj(τ)λpjdτ+

+

t∫

tr−1

f(τ)dτ, t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1. (7)

Â óðàâíåíèè (7) âìåñòî ur(τ), r = 1, pm+1, ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðàâóþ ÷àñòü è ïî-
âòîðèâ ýòîò ïðîöåññ ν (ν = 1, 2, . . . ) ðàç, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ur(t), r = 1, pm+1,
âèäà:

ur(t) = Dνr(t)λr +
m∑

j=0

Hj
νr(t)λpj + Fνr(t) + Gνr(u, t), t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1, (8)
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ãäå

Dνr(t) =

t∫

tr−1

A(τ1)dτ1 + ... +

t∫

tr−1

A(τ1)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1)

τν−1∫

tr−1

A(τν)dτν ...dτ1,

Hj
νr(t) =

t∫

tr−1

Mj(τ1)dτ1 + ... +

t∫

tr−1

A(τ1)...

τν−1∫

tr−1

Mj(τν)dτν ...dτ1, j = 0,m,

Fνr(t) =

t∫

tr−1

f(τ1)dτ1 + ... +

t∫

tr−1

A(τ1)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1)

τν−1∫

tr−1

f(τν)dτν ...dτ1,

Gνr(u, t) =

t∫

tr−1

A(τ1)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1)

τν−1∫

tr−1

A(τν)ur(τν)dτν ...dτ1, r = 1, pm+1.

Ïåðåõîäÿ â ïðàâîé ÷àñòè (8) ê ïðåäåëó ïðè t → tr−0 è ïîäñòàâèâ ñîîòâåòñòâóþùèå èì âûðàæå-
íèÿ â óñëîâèÿ (5), (6) è óìíîæèâ (5) íà (T−tpm+1−1), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ λ = (λ1, λ2, . . . , λpm+1)

′
:

(T − tpm+1−1)Bλ1 + (T − tpm+1−1)C
[
I + Dνpm+1(T )

]
λpm+1 + (T − tpm+1−1)C×

×
m∑

j=0

Hj
νpm+1

(T )λpj = (T − tpm+1−1)d− (T − tpm+1−1)CFνpm+1(T )−

−(T − tpm+1−1)CGνpm+1(upm+1 , T ), (9)
[
I + Dνs(ts)

]
λs +

m∑

j=0

Hj
νs(ts)λpj − λs+1 = −Fνs(ts)−Gνs(us, ts), s = 1, pm+1 − 1, (10)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n× n). Îáîçíà÷èâ ÷åðåç Qν(a) ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû (9), (10), è ââåäÿ âåêòîðû

Fν(a) =
(
(T − tpm+1−1)d + (T − tpm+1−1)CFνpm+1(T ), Fν1(t1), . . . , Fνpm+1−1(tpm+1−1)

)′
,

Gν(u, a) =
(
(T − tpm+1−1)CGνpm+1(upm+1 , T ), Gν1(u1, t1), . . . , Gνpm+1−1(upm+1−1, tpm+1−1)

)′
,

çàïèøåì åå â âèäå:
Qν(a)λ = −Fν(a)−Gν(u, a), λ ∈ Rnpm+1 . (11)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé ïàðû (λ, u[t]) èìååì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé (7), (11). Ïàðà (λ, u[t]) � ðåøåíèå çàäà÷è (3)�(6), íàõîäèòñÿ êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïàð (λ(k), u(k)[t]), k = 0, 1, 2, ..., îïðåäåëÿåìîé ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

0-øàã. à) Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðè âûáðàííûõ a ∈ R è ν ∈ N ìàòðèöà Qν(a) îáðàòèìà, íà÷àëü-
íîå ïðèáëèæåíèå ïî ïàðàìåòðó λ(0) = (λ(0)

1 , λ
(0)
2 , . . . , λ

(0)
pm+1)

′ ∈ Rnpm+1 îïðåäåëèì èç óðàâíåíèÿ
Qν(a)λ = −Fν(a), ò.å. λ(0) = −[Qν(a)]−1Fν(a). á) Èñïîëüçóÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà λ(0) ∈ Rnpm+1

è ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè (3),(4) ïðè λr = λ
(0)
r , r = 1, pm+1, λpj = λ

(0)
pj , j = 0,m, íà èíòåðâàëàõ

t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1, íàõîäèì ôóíêöèè u
(0)
r (t), r = 1, pm+1.
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1-øàã. à). Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå u
(0)
r (t), r = 1, pm+1, â ïðàâóþ ÷àñòü (11), èç óðàâíåíèÿ

Qν(a)λ = −Fν(a)−Gν(u(0), a)

îïðåäåëèì λ(1) = (λ(1)
1 , λ

(1)
2 , . . . , λ

(1)
pm+1)

′ ∈ Rnpm+1 . á) Íà îòðåçêàõ t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1,

ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè (3),(4) ïðè λr = λ
(1)
r ,λpj = λ

(1)
pj , j = 0, m, íàõîäèì ôóíêöèè u

(1)
r (t), r =

1, pm+1. È ò.ä.
Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, íà k-îì øàãå ïîëó÷àåì ñèñòåìó ïàð(λ(k), u(k)[t]), k = 0, 1, 2, .... Îò-

ìåòèì, ÷òî â ïóíêòå á) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λr, r = 1, pm+1, ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè íàõîäèòñÿ îòäåëüíî íà êàæäîì èíòåðâàëå t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà, ñóùåñòâîâàíèÿ åäèí-
ñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),(2) è åãî îöåíêó:

Òåîðåìà 1. [5, c. 67] Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ a ∈ R+ è ν ∈ N ìàòðèöà Qν(a) : Rnpm+1 →
Rnpm+1 îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

‖[Qν(a)]−1‖ ≤ γν(a), (12)

qν(a) = γν(a)max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]{
ea − 1− a− ...− aν

ν!
+

+ max
r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
[
ea − 1− a− ...− aν−1

(ν − 1)!

]}
< 1. (13)

Òîãäà äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íàãðóæåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1),
(2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗(t) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖x∗‖1 ≤ Kν(a)max(‖f‖1, ‖d‖), (14)

ãäå

Kν(a) =
{

ea‖f‖1 max
r=1,pm+1

(tr − tr−1) +
[
ea − 1 + ea max

r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
]
×

×γν(a)max
[
1 + (T − tpm+1−1)‖C‖

ν−1∑

i=0

ai

i!
,

ν−1∑

i=0

ai

i!

]
max

r=1,pm+1

(tr − tr−1)
}
×

×
{[

ea + ea max
r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
] 1
1− qν(a)

γν(a)max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]aν

ν!
+ 1

}
+

+γν(a)max
[
1 + (T − tpm+1−1)‖C‖

ν−1∑

i=0

ai

i!
,
ν−1∑

i=0

ai

i!

]
max

r=1,pm+1

(tr − tr−1).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ïàðà-
ìåòð, ñîñòàâëåííûé èç çíà÷åíèé ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2) â òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà [0, T ).

Ëåììà 1. Åñëè ôóíêöèÿ x∗(t) � ðåøåíèå çàäà÷è(1), (2), òî λ∗ = (λ∗1, λ
∗
2, ..., λ

∗
pm+1

) ∈ Rnpm+1

ñ êîìïîíåíòàìè λ∗r = x∗(tr−1), r = 1, pm+1, óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

P̃−1Q∗(a)λ = −F∗(f, d, a), λ ∈ Rnpm+1 , (15)

ãäå
Q∗(a) = lim

ν→∞Qν(a), F∗(f, d, a) = P̃−1 lim
ν→∞Fν(a),
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P̃ = diag
[
(T − θm,km−1)I, (θ0,1 − θ0,0)I, (θ0,2 − θ0,1)I, ..., (θ1 − θ0,k0−1)I︸ ︷︷ ︸

k0

,

(θ1,1 − θ1)I, ..., (θ2 − θ1,k1−1)I,︸ ︷︷ ︸
k1

..., (θm,1 − θm,0)I, (θm,2 − θm,1)I, ..., (θm,km−1 − θm,km−2)I︸ ︷︷ ︸
km−1

]
.

È íàîáîðîò, åñëè âåêòîð λ̃ = (λ̃1, λ̃2, ..., λ̃pm+1)
′ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (15), òî ôóíêöèÿ

x̃(t), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè x̃(t) = λ̃r+ũr(t), t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1, x̃(T ) = λ̃pm+1+
+ lim

t→T−0
ũpm+1(t), ãäå ũ[t] � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3), (4) ïðè λ = λ̃, áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è

(1), (2).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2). Òîãäà â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè

çàäà÷ (1), (2) è (3)�(6) ñèñòåìà ïàð (λ∗, u∗[t]), ãäå λ∗r = x∗(tr−1), u∗r = x∗(t) − x∗(tr−1), t ∈
[tr−1, tr), r = 1, pm+1, áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè (3)�(6). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî
ν ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Qν(a)λ∗ = −Fν(a)−Gν(u∗, a). (16)

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ìàòðèö Dνr(t), H i
νr(t) è âåêòîð-ôóíêöèè Fνr(t)

ïðè ν →∞ ñõîäÿòñÿ ê D∗r(t), H i∗r(t), F∗r(t), r = 1, pm+1, ñîîòâåòñòâåííî è Gνr(u∗, a) ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ â ñèëó îöåíêè

‖Gν(u∗, a)‖ ≤ max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]aν

ν!
‖u∗‖2, r = 1, pm+1, (17)

òî â (16) ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ν → ∞ è óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà P̃−1, ïîëó÷èì, ÷òî âåêòîð
λ∗ = (λ∗1, λ

∗
2, ..., λ

∗
pm+1

)′ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (15).
Òåïåðü, ïóñòü λ̃ = (λ̃1, λ̃2, ..., λ̃pm+1)

′ ∈ Rnpm+1 � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (15), ò.å.

Bλ̃1 + Cλ̃pm+1 + CD∗pm+1(T )λ̃pm+1 + C
m∑

j=0

Hj
∗pm+1

(T )λ̃pj = d− CF∗pm+1(T ), (18)

1
ts − ts−1

[I + D∗s(ts)]λ̃s +
1

ts − ts−1

m∑

j=0

Hj
∗s(ts)λ̃pj −

1
ts − ts−1

λ̃s+1 =

= − 1
ts − ts−1

F∗s(ts), s = 1, pm+1 − 1. (19)

Òàê êàê ôóíêöèÿ ũ[t] � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3),(4) ïðè λ = λ̃, òî ïðè ëþáîì ν èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå (8). Âíîâü èñïîëüçóÿ (17) è â (8) ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ν →∞, óñòàíîâèì:

ũr(t) = D∗r(t)λ̃r +
m∑

j=0

Hj
∗r(t)λ̃pj + F∗r(t), t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1. (20)

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà ïàð (λ̃, ũ[t]) � ðåøåíèå çàäà÷è (3)�(6). Òàê êàê ôóíêöèè ũ[t] = (ũ1(t),
ũ2(t), ..., ũpm+1(t))

′ óäîâëåòâîðÿþò (3), (4) ïðè λ = λ̃, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âûïîëíåíèå óñëî-
âèé (5), (6). Óìíîæèâ (19) íà ts − ts−1, s = 1, pm+1 − 1, ïåðåïèøåì (18),(19) â ñëåäóþùåì
âèäå:

Bλ̃1 + Cλ̃pm+1 + C
[
D∗pm+1(T )λ̃pm+1 +

m∑

j=0

Hj
∗pm+1

(T )λ̃pj + F∗pm+1(T )
]

= d,
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λ̃s +
[
D∗s(ts)λ̃s +

m∑

j=0

Hj
∗s(ts)λ̃pj + F∗s(ts)

]
= λ̃s+1, s = 1, pm+1 − 1.

Îòñþäà, â ñèëó ðàâåíñòâà (20) âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ðàâíû lim
t→tr−0

ũr(t),

r = 1, pm+1. Ïîýòîìó ïàðà (λ̃, ũ[t]) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5),(6).
Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Îïðåäåëåíèå 1. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé, åñëè äëÿ

ëþáûõ f(t), d ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2).
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1 íå òîëüêî äîñòàòî÷íû, íî

è íåîáõîäèìû äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1),(2).
Òåîðåìà 2. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ ëþáîãî a ∈ R+ ñóùåñòâóåò ν = ν(a) ∈ N, ïðè êîòîðîì ìàòðèöà Qν(a) : Rnpm+1 → Rnpm+1

îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (12),(13) òåîðåìû 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Äîêàæåì íåîá-

õîäèìîñòü. Ïóñòü çàäà÷à (1), (2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Âîçüìåì a ∈ R+ è ïîêàæåì îáðà-
òèìîñòü ìàòðèöû Q∗(a). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî óðàâíåíèå Q∗(a)λ = 0 èìååò
òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð
λ̃ = (λ̃1, λ̃2, ..., λ̃pm+1)

′ ∈ Rnpm+1 è Q∗(a)λ̃ = 0. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 1 ñèñòåìà ïàð (λ̃, ũ[t]),
ãäå ũ[t] � ñèñòåìà ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè (3), (4) ïðè λ = λ̃, ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì ðåøåíèåì
îäíîðîäíîé ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íàãðóæåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ïàðàìåòðàìè (3)�(6) è â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ (1), (2) è (3)�(6) îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà-
÷à (1), (2) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Îòñþäà ó÷èòûâàÿ, ÷òî çàäà÷à (1), (2) ïðè f(t) = 0, d = 0
èìååò òàêæå òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòüþ çà-
äà÷è (1), (2). Ïîýòîìó ìàòðèöà Q∗(a) îáðàòèìà è ñóùåñòâóåò ÷èñëî γ∗(a), îãðàíè÷èâàþùåå
ñâåðõó ‖[Q∗(a)]−1‖. Tàê êàê

‖Q∗(a)−Qν(a)‖ ≤ max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]{
ea−

ν∑

i=0

ai

i!
+ max

r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
(
ea−

ν−1∑

i=0

ai

i!

)}

è ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ν →∞, òî íàéäåòñÿ ν = ν(a), ïðè êîòîðîì

γ∗(a)max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]{
ea −

ν∑

i=0

ai

i!
+ max

r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
(
ea −

ν−1∑

i=0

ai

i!

)}
<

1
2

.

Òîãäà, ïî òåîðåìå î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ îãðàíè÷åííî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ ìàòðèöà Qν(a)
áóäåò îáðàòèìîé è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

‖[Qν(a)]−1‖ ≤ γ∗(a)
1− γ∗(a)‖Q∗(a)−Qν(a)‖ ≤

γ∗(a)
1− 1

2

= 2γ∗(a) = γν(a),

qν(a) = γν(a)max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]{
ea−

ν∑

i=0

ai

i!
+ max

r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
(
ea−

ν−1∑

i=0

ai

i!

)}
< 1,

ò.å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ (12), (13) òåîðåìû 1.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Ââåäåì îïðåäåëåíèå êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íàãðóæåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Îïðåäåëåíèå 2. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ðàçðåøèìîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ f(t), d ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗(t) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖x∗‖1 ≤ K max(‖f‖1, ‖d‖),

ãäå K � êîíñòàíòà, íåçàâèñÿùàÿ îò f(t), d.
×èñëî K íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2).

Èç îöåíêè (14) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1 çàäà÷à (1), (2) êîððåêòíî
ðàçðåøèìà ñ êîíñòàíòîé K = Kν(a) äëÿ âûáðàííûõ a è ν. Ïî òåîðåìå 2, åñëè çàäà÷à (1),
(2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, òî äëÿ ëþáîãî a > 0 ñóùåñòâóåò ν = ν(a) òàêîå, ÷òî ïðè ýòèõ a, ν
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Îòñþäà è èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü îäíîçíà÷íîé
è êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2).

Ëåììà 2. Ïóñòü íà [0, h] çàäàíà íåïðåðûâíàÿ (n × n)-ìàòðèöà A(t), ‖A(t)‖ ≤ α(t) è
h∫
0

α(t)dt ≤ a. Òîãäà ïðè ëþáûõ ε > 0 è a > 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ

ea − 1 ≤ ε

2(1 + ε/2)(1 + ε)
,

äëÿ âñåõ b ∈ Rn, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ fb(t) ∈ C([0, h],Rn), îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:

fb(0) = 0, fb(h) = 0,

max
t∈[0,h]

‖fb(t)‖ ≤ (1 + ε)‖b‖,

F (A, fb) ≡ 1
h

h∫

0

fb(t)dt +
1
h

h∫

0

A(t)

t∫

0

fb(τ)dτdt +
1
h

h∫

0

A(t)

t∫

0

A(τ)

τ∫

0

fb(τ1)dτ1dτdt + ... = b.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû èç [6].
Òåîðåìà 3. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) êîððåêòíî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

ëþáîãî ν ∈ N ñóùåñòâóåò a = a(ν), ïðè êîòîðîì ìàòðèöà Qν(a) : Rnpm+1 → Rnpm+1 îáðàòèìà
è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (12), (13) òåîðåìû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé äëÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè (1), (2) ñëåäóåò èç
òåîðåìû 1. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü çàäà÷à (1), (2) êîððåêòíî ðàçðåøèìà ñ êîíñòàíòîé
K. Òîãäà, êàê áûëî óñòàíîâëåíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, ìàòðèöà Q∗(a) îáðàòèìà ïðè
ëþáûõ a ∈ R+ è ‖[Q∗(a)]−1‖ ≤ γ∗(a). Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò a0, ïðè êîòîðîì äëÿ
âñåõ a ∈ (0, a0) ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖[P̃−1Q∗(a)]−1‖ ≤ γ, (21)

ãäå γ � êîíñòàíòà, íåçàâèñÿùàÿ îò a. Äëÿ ýòîãî ïî âûáðàííîìó a ïðîèçâåäåì ðàçáèåíèå èíòåð-
âàëà [0, T ) =

pm+1⋃
r=1

[tr−1, tr), r = 1, pm+1, ïî âûøåèçëîæåííîé ñõåìå è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå:

P̃−1Q∗(a)λ = c, λ, c ∈ Rnpm+1 . (22)

Âîçüìåì ε > 0, à a0 = a0(ε) âûáåðåì, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó:

ea0 − 1 ≤ ε

2(1 + ε/2)(1 + ε)
.
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Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 2 äëÿ ëþáûõ a ∈ (0, a0] è c = (c1, c2, ..., cpm+1) ∈ Rnpm+1 ìîæíî ïîñòðîèòü
íåïðåðûâíóþ íà [0, T ] âåêòîð-ôóíêöèþ fc(t), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

1
ts − ts−1

F∗s(fc, ts) ≡ 1
ts − ts−1

ts∫

ts−1

fc(t)dt +
1

ts − ts−1

ts∫

ts−1

A(t)

t∫

ts−1

fc(τ)dτdt+

+
1

ts − ts−1

ts∫

ts−1

A(t)

t∫

ts−1

A(τ)

τ∫

ts−1

fc(τ1)dτ1dτdt + . . . = −cs+1, s = 1, pm+1 − 1,

‖fc‖1 ≤ (1 +
ε

2
)‖c‖.

Äëÿ ýòîãî ïî cs+1, s = 1, pm+1 − 1, íà îñíîâå ëåììû 2 íóæíî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíûå íà
[ts−1, ts), s = 1, pm+1 − 1 ôóíêöèè fs+1(t) òàêèå, ÷òî fs+1(ts−1) = fs+1(ts) = 0,

max
t∈[ts−1,ts]

‖fs+1(t)‖ ≤ (1 + ε
2)‖cs+1‖, 1

ts−ts−1
F∗s(fc, ts) = −cs+1 è îïðåäåëèòü ôóíêöèþ fc(t) ðà-

âåíñòâàìè:
fc(t) = fs+1(t), t ∈ [ts−1, ts], s = 1, pm+1 − 1,

fc(t) = 0, t ∈ [T − tpm+1−1, T ].

Âçÿâ dc = −c1, èìååì −F∗(fc, dc, a) = c. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 1 âåêòîð λc = (λc
1, λ

c
2, ..., λ

c
pm+1

)
ñ êîîðäèíàòàìè λc

r = xc(tr−1), r = 1, pm+1, ãäå xc(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ïðè f(t) = fc(t),
d = dc, áóäåò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåì óðàâíåíèé (15) è èìååò ìåñòî îöåíêà:

‖[P̃−1Q∗(a)]−1F∗(dc, fc, a)‖ = ‖λc‖ =

= max
r=1,pm+1

‖xc(tr−1)‖ ≤ ‖xc‖1 ≤ K max(‖fc‖1, ‖dc‖). (23)

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå (23) èñïîëüçóåì êîððåêòíóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1), (2). Ó÷èòûâàÿ,
÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè fc(t) è âûáîðó âåêòîðà dc èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

max(‖fc‖1, ‖dc‖) ≤ (1 +
ε

2
)‖c‖,

èç (23) ïîëó÷èì îöåíêó:
‖[P̃−1Q∗(a)]−1c‖ ≤ K(1 +

ε

2
)‖c‖.

Îòñþäà ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè c ∈ Rnpm+1 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ (0, a0(ε)) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà:

‖[P̃−1Q∗(a)]−1‖ ≤
(
1 +

ε

2

)
K,

ãäå K � êîíñòàíòà êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1),(2), íåçàâèñÿùàÿ îò a, ò.å. îöåíêà (21)
ñïðàâåäëèâà ñ γ = (1 + ε/2)K.
Äàëåå, èñïîëüçóÿ îöåíêó:

‖P̃−1Q∗(a)− P̃−1Qν(a)]‖ ≤ ‖P̃−1‖ · ‖Q∗(a)−Qν(a)‖ ≤ max
s=1,pm+1−1

1
ts − ts−1

×

×max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]{
ea −

ν∑

i=0

ai

i!
+ max

r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
(
ea −

ν−1∑

i=0

ai

i!

)}
,
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ïðè âûáîðå 0 < a1 < a0, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó

K(1 +
ε

2
) max

s=1,pm+1−1

1
ts − ts−1

max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]{
ea −

ν∑

i=0

ai

i!
+

+ max
r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
(
ea −

ν−1∑

i=0

ai

i!

)}
<

ε

2(1 + ε)
,

ïî òåîðåìå î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ îãðàíè÷åííî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷èì îáðàòèìîñòü
ìàòðèöû Qν(a) äëÿ âñåõ a ∈ (0, a1] è

‖[P̃−1Qν(a)]−1‖ ≤ K(1 + ε),

qν(a) = K(1 +
ε

2
) max

s=1,pm+1−1

1
ts − ts−1

max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]{
ea −

ν∑

i=0

ai

i!
+

+ max
r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
(
ea −

ν−1∑

i=0

ai

i!

)}
<

ε

2 + ε
< 1.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

‖[Qν(a)]−1‖ = ‖[P̃−1Qν(a)]−1P̃−1‖ ≤ ‖[P̃−1Qν(a)]−1‖ · ‖P̃−1‖,

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà ‖[Qν(a)]−1‖ ≤ max
s=1,pm+1−1

1
ts−ts−1

K(1 + ε) = γν(a) è qν(a) < 1, ò.å. âûïîëíå-

íèå óñëîâèé (12),(13) òåîðåìû 1.
Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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ÀÍÀËÈÇ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ
ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÎÃÎ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÎÄÍÎÏÐÎÄÓÊÒÎÂÎÃÎ

ÐÀÑÑÐÅÄÎÒÎ×ÅÍÍÎÃÎ ÐÛÍÊÀ
À.Ã. Êîâàëåíêî

Êàçàõñòàíñêî-Áðèòàíñêèé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
Àëìàòû Êàçàõñòàí alexey.gavrilovich.kovalenko@rambler.ru

Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìûå ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàññðåäîòî÷åííîãî ðûíêà, îïèñûâàåìûå ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà
òåîðèè ãðàôîâ.

Ââåäåíèå. Ïðîáëåìà ðàâíîâåñèÿ, óñòîé÷èâîñòè, ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ
ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé ïðè àíàëèçå ðàçëè÷íîãî âèäà ñèñòåì è, â ÷àñòíîñòè, ñàìîîðãàíèçóþùèõñÿ
ñèñòåì. Äëÿ äåöåíòðàëèçîâàííîé ýêîíîìèêè, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ áîëüøîå ÷èñëî èíäèâèäóó-
ìîâ è òîâàðîâ, ýòà ïðîáëåìà îäíèì èç ïåðâûõ áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Âàëüðàñîì. Ñ åãî ïîçèöèè
âîïðîñ î ðàáîòîñïîñîáíîñòè äåöåíòðàëèçîâàííîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó
î ñóùåñòâîâàíèè êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Òàêîé ïîäõîä ïðèâåë ê ïîñòàíîâêå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è, êîòîðàÿ îñòàâàëàñü íåðåøåííîé âïëîòü äî 50-õ ãîäîâ. Âêëàä â åå
ðåøåíèå âíåñëè Âàëüä, Ýððîó è Äåáðå, Ìàêêåíçè, Ãåéë, Íèêàéäî [1]. Â ýòèõ ðàáîòàõ, èñõîäÿ
èç ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèé, äîñòàòî÷íî ðàçóìíûõ ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ðåøàåòñÿ
âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïè-
ñûâàåìûå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàññðåäîòî÷åííîãî ðûíêà [2].

1. Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ ìîäåëåé âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûìè îïðå-
äåëåíèÿìè è îáîçíà÷åíèÿìè òåîðèè ãðàôîâ. Ïóñòü G=(E,V,H ) � ñâÿçíûé êîíå÷íûé îðè-
åíòèðîâàííûé ãðàô, Å � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà, V � ìíîæåñòâî äóã, Í � îòîáðàæåíèå
H :V → Å × Å. Êàæäîé äóãå v ∈ V îòîáðàæåíèå H ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå óïîðÿäî÷åííóþ
ïàðó (h1(v), h2(v)) âåðøèí èç Å : h1(v) � íà÷àëî äóãè v, h2(v) � êîíåö. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
èç âåðøèíû i âûõîäèò äóãà v, åñëè i=h1(v) è âõîäèò â âåðøèíó j, åñëè j=h2(v). Ìíîæåñòâî
äóã, âõîäÿùèõ â âåðøèíó i, îáîçíà÷èì ÷åðåç V +(i), ìíîæåñòâî äóã, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû i,
îáîçíà÷èì ÷åðåç V −(i).

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îäíîïðîäóêòîâîãî ðàññðåäîòî÷åííîãî ðûíêà, êàê çà-
äà÷à ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ òåîðèè ãèäðàâëè÷åñêèõ ñåòåé. Âåðøèíû i ∈E èíòåðïðåòè-
ðóåì êàê ïóíêòû − ëîêàëüíûå ðûíêè êóïëè− ïðîäàæè íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ïðîäóêòà.

Keywords: A counts, stability, equilibrium condition
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 03E75, 47N70, 68W40
c À.Ã. Êîâàëåíêî , 2009.
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Ñóáúåêòàìè ðûíêîâ ÿâëÿþòñÿ: êîíå÷íûå ïîòðåáèòåëè ýòîãî ïðîäóêòà; ïðåäïðèÿòèÿ, ïðîèçâî-
äÿùèå åãî; àãåíòû, îñóùåñòâëÿþùèå ýêñïîðòíî-èìïîðòíûå îïåðàöèè çà ïðåäåëû ìîäåëèðóåìîé
ñèñòåìû; àðáèòðàæåðû, êîòîðûå ïîêóïàþò ïðîäóêò â âåðøèíàõ ñ ìåíüøåé öåíîé è ïðîäàþò â
âåðøèíàõ ñ áîëüøåé öåíîé.

Êàæäîé âåðøèíå i ∈Å â ñîîòâåòñòâèå ïîñòàâèì ïåðåìåííûå Pi, zi, ηi, ξi, èíòåðïðåòèðó-
åìûå êàê öåíà, îáúåì ýêñïîðòíî-èìïîðòíîãî ñàëüäî, ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ ýòîãî ïðî-
äóêòà ñîîòâåòñòâåííî. Ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ñóáúåêòîâ ðûíêà îïèøåì â âèäå ôóíêöèé ïðåäëîæå-
íèÿ ïðåäïðèÿòèé ηi(Pi), ôóíêöèé ñïðîñà êîíå÷íûõ ïîòðåáèòåëåé ξi(Pi), êðèâîé ýêñïîðòíî-
èìïîðòíîãî ñàëüäî zi(Pi), êîòîðûå âûâîäÿòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïðè
èõ âçàèìîäåéñòâèè â óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèÿ êîíêóðåíòíîãî ðûíêà. Îïèñàíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
àðáèòðàæåðîâ ïðèâåäåì äàëåå.

Äóãè v ∈V èíòåðïðåòèðóåì êàê òîðãîâî-òðàíñïîðòíûå êîììóíèêàöèè (ñèñòåìû), ïî êîòî-
ðûì àðáèòðàæåðû îñóùåñòâëÿþò òðàíñïîðò ïîòîêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç yν âåëè÷èíó ïîòîêà,
èäóùåãî ïî äóãå v ∈V, íàïðàâëåíèå äóãè óêàçûâàåò ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ïîòîêà. Îáú-
åì òðàíñïîðòà yν ïî äóãå v çàâèñèò îò ðàçíîñòè öåí ìåæäó èíöèäåíòíûìè ïóíêòàìè è â
ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè îïèñûâàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ:

yν = φν(Ph2(ν) − Ph1(ν)), ν ∈ V, (1)

ïðè÷åì, åñëè Ph2(ν) > Ph1(ν), òî yν > 0, yν âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì (Ph2(ν)−Ph1(ν)), åñëè Ph2(ν) <
Ph1(ν), òî yν < 0. Ýòà çàâèñèìîñòü îïèñûâàåò ìîäåëü àðáèòðàæåðà è ôàêòè÷åñêè îòðàæàåò
êîíêóðåíòíîå ïðåäëîæåíèå ïóíêòà h1(v) ïóíêòó h2(v) ïðè ðàçíîñòè öåí (Ph2(ν) − Ph1(ν)) ≥ 0,
è íàîáîðîò, ïðåäëîæåíèå ïóíêòà h2(v) ïóíêòó h1(v) ïðè ðàçíîñòè öåí (Ph2(ν) − Ph1(ν)) < 0.
Ïåðåïèøåì çàâèñèìîñòü (1) â âèäå:

Ph2(ν) = Ph1(ν) + φ−1
ν (yν), ν ∈ V, (2)

ò.å. öåíà Ph2(ν) ïðîäóêòà â êîíöå äóãè vðàâíà öåíå ïðîäóêòà â íà÷àëå äóãè vïëþñ öåíà, äîáàâ-
ëåííàÿ ïðè åãî òðàíñïîðòèðîâêå φ−1

ν (yν), ãäå φ−1
ν � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ äëÿ φν . Ñîîòíîøåíèÿ

(1), (2) â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü çàìûêàþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî âåðøèí Å íà òðè íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè E1, E2

è E3. Â âåðøèíàõ èç E1 çàôèêñèðîâàíû öåíû, (âåðøèíû ñ ôèêñèðîâàííûìè öåíàìè P ∗
i è

ñâîáîäíûì (èñêîìûì) îòáîðîì (âíåøíåòîðãîâûì ñàëüäî) Bi ):

Pi = P ∗
i , i ∈ E1. (3)

Â âåðøèíàõ èç E2 çàäàíà âåëè÷èíà âíåøíåòîðãîâîãî ñàëüäî (âåðøèíû ñ ôèêñèðîâàííûì
îòáîðîì B∗

i è ñâîáîäíîé (èñêîìîé) öåíîé :

zi = B∗
i , i ∈ E2. (4)

Â âåðøèíàõ èç E3 îáúåì âíåøíåòîðãîâîãî ñàëüäî zi ñâÿçàí ñ öåíîé Pi çàâèñèìîñòüþ:

zi = zi(Pi), i ∈ E3, (5)

(âåðøèíû ñ ïîäâèæíûìè öåíàìè è îòáîðîì ).
Óñëîâèÿ ïðîäóêòîâîãî áàëàíñà. Â óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèÿ îáúåìû âíåøíåòîðãîâîãî ñàëüäî,

ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ, ââîçà-âûâîçà àðáèòðàæåðàìè ýòîãî ïðîäóêòà ñáàëàíñèðîâàíû,
ïîýòîìó

∑
{yν : ν ∈ V +(i)} −

∑
{yν : ν ∈ V −(i)}+ ηi − ξi = zi, i ∈ E. (6)
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Â òåîðèè ãèäðàâëè÷åñêèõ ñåòåé ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò Ïåðâûì ïðàâèëîì Êèðõãîôà. Çà-
äà÷à îòûñêàíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ Pi, ηi, ξi, zi, i ∈ E, yν , ν ∈ V, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâ-
íåíèÿì (2)�(6), ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â ãèäðàâëè÷åñêîé ñåòè ñ íåôèêñèðî-
âàííûìè îòáîðàìè. Çíà÷åíèÿ Pi, i ∈ E, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è, áóäåì íàçûâàòü
ðàâíîâåñíûìè öåíàìè, yν , ν ∈ V, ηi, ξi, zi, i ∈ E, ðàâíîâåñíûìè ïîòîêàìè.

Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè zi(Pi) = const, ηi(Pi) = const, ξi(Pi) = const çàäà÷ó íàçûâàþò
çàäà÷åé ñ ôèêñèðîâàííûìè îòáîðàìè. Çàäà÷à ñ íåôèêñèðîâàííûìè îòáîðàìè ëåãêî ñâîäèòñÿ ê
çàäà÷å ñ ôèêñèðîâàííûìè îòáîðàìè. Ñëåäóÿ òåîðèè ãèäðàâëè÷åñêèõ ñåòåé [3], ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî â ìîäåëè ÎÐÐ ñ ôèêñèðîâàííûìè îòáîðàìè äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìíîæåñòâî âåðøèí ñ
ôèêñèðîâàííîé öåíîé è ñâîáîäíûì îòáîðîì E1 6= ∅.

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü ÎÐÐ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé (1), ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ()3, (4), áàëàíñîâûõ ñîîòíîøåíèé (6).

3. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ðàâíîâåñíûõ
öåí. Àëãîðèòìû ïîóçëîâîé óâÿçêè äëÿ îòûñêàíèÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ îäíîïðîäóêòîâîãî
ðàññðåäîòî÷åííîãî ðûíêà. Ïîäñòàâèì (1) â (6), ìîäåëü ÎÐÐ ïðèìåò âèä:

∑
{φν(Pi − Ph1(ν)) : ν ∈ V +(i)} −

∑
{φν(Ph2(ν) − Pi) : ν ∈ V −(i)} −B∗

i = 0, i ∈ E2, (7)

Pi = P ∗
i , i ∈ E1, (8)

Ïóñòü Pi, i ∈ E2, � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, îáîçíà÷èì

NBi = NBi(Pi; Ph1(ν), ν ∈ V +(i); Ph2(ν), ν ∈ V −(i)) =

=
∑

{φν(Pi − Ph1(ν)) : ν ∈ V +(i)} −
∑

{φν(Ph2(ν) − Pi) : ν ∈ V −(i)} −B∗
i ,

ýòó ôóíêöèþ áóäåò íàçûâàòü ôóíêöèåé èçáûòî÷íîãî ïðåäëîæåíèÿ âåðøèíû i (−NBi ôóíêöèÿ
èçáûòî÷íîãî ñïðîñà). Âåëè÷èíà |NBi| (åå áóäåì íàçûâàòü íåáàëàíñîì) ÿâëÿåòñÿ ìåðîé åãî íà-
ðóøåíèÿ, i ∈ E2. Òîãäà (7) ìîæíî çàïèñàòü NBi (Pi; Ph1(ν), ν ∈ V +(i); Ph2(ν), ν ∈ V −(i)) = 0.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ëîêàëüíî ðûíêà âåðøèíû óëó÷øàåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè |NBi|,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åå ñîñòîÿíèå óõóäøàåòñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ASNB = ASNB (Pi, i ∈ E2) =
∑

{|NBi|(Pi; Ph1(ν), ν ∈ V +(i); Ph2(ν), ν ∈ V −(i))| : i ∈ E2},

MNB = MNB (Pi, i ∈ E2) = max{|NBi|(Pi; Ph1(ν), ν ∈ V +(i); Ph2(ν), ν ∈ V −(i))| : i ∈ E2}.

Çíà÷åíèÿ ASNB (àáñîëþòíûé ñóììàðíûé íåáàëàíñ) è MNB (ìàêñèìàëüíûé íåáàëàíñ) ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè, õàðàêòåðèçóþùèìè ñòåïåíü íàðóøåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ âî âñåé
ñèñòåìå. Åñëè ïðè íåêîòîðîé ñèñòåìå öåí ASNB=0 (ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî MNB=0, è íà-
îáîðîò), òî ñèñòåìà â öåëîì íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòîÿ-
íèå ñèñòåìû óëó÷øàåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè ASNB, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åå ñîñòîÿíèå óõóäøàåòñÿ.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ âåðøèí i ∈ E1 ïîëîæèì

NBi = NBi(P ∗
i ; Ph1(ν), ν ∈ V +(i); Ph2(ν), ν ∈ V −(i)) =

∑
{φν(P ∗

i − Ph1(ν)) : ν ∈ V +(i)} −
∑

{φν(Ph2(ν) − P ∗
i ) : ν ∈ V −(i)}.
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NBi õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó ïîòîêà, ïîñòóïàþùåãî â (âûõîäÿùåãî èç) âåðøèíó (âåðøèíû)
ïðè çàäàííîé öåíå Pi = P ∗

i .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè φν(∆Pν) = φν(Ph2(ν) − Ph1(ν)) ñòðîãî âîçðàñòàþùèå
ïî ïåðåìåííîé ∆Pν = (Ph2(ν) − Ph1(ν)), òîãäà ôóíêöèè NBi(Pi; Ph1(ν), ν ∈ V +(i); Ph2(ν), ν ∈
V −(i)) ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùèìè ïî ïåðåìåííîé Pi. Îáîçíà÷èì òàêæå Eîêð (i)={j ∈E :
j=h1(v), v ∈ V + (i), j=h2(v),v ∈ V −(i)}.

Îñíîâíàÿ ëåììà îäíîïðîäóêòîâîãî ðàññðåäîòî÷åííîãî ðûíêà. Åñëè ïðè èçìåíå-
íèè öåí Pi èçáûòî÷íîå ïðåäëîæåíèå NBi(Pi; Ph1(ν), ν ∈ V +(i); Ph2(ν), ν ∈ V −(i)) âåðøèíû
i óáûâàåò, òî äëÿ âñåõ âåðøèí j∈ Eîêð (i)èçáûòî÷íîå ïðåäëîæåíèå NBj(Pj ; Ph1(ν), ν ∈
V +(j); Ph2(ν), ν ∈ V −(j)) âîçðàñòàåò, ïðè÷åì ∆NBi =

∑{−∆NBj : j ∈ Eîêð(i)}, ãäå
∆NBi, ∆NBj , j ∈ Eîêð(i), ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíåíèÿ NBi, NBj . Åñëè ïðè èçìåíåíèè
öåí Pi NBi(Pi; Ph1(ν), ν ∈ V +(i); Ph2(ν), ν ∈ V −(i)) âîçðàñòàåò, òî äëÿ âñåõ j∈ Eîêð NBj(Pj ;
Ph1(ν), ν ∈ V +(j); Ph2(ν), ν ∈ V −(j)) óáûâàåò, ïðè÷åì ∆NBi =

∑{−∆NBj : j ∈ Eîêð(i)}.
Çàìå÷àíèå 1. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè öåíû Pi â âåðøèíå i ∈ E2 èçáû-

òî÷íîå ïðåäëîæåíèå NBi âîçðàñòàåò. Âåëè÷èíû ïîòîêîâ yν ïî âõîäÿùèì äóãàì òàêæå
âîçðàñòàþò, ò.å. äëÿ íèõ ∆yν > 0. Ïî âûõîäÿùèì äóãàì óáûâàþò, ò.å. äëÿ íèõ ∆yν < 0.
Ïðè ýòîì åñëè âåðøèíà j ñâÿçàíà ñ âåðøèíîé i äóãîé ν ∈ V +(i), òî ∆NBj = −∆yν , åñëè
âåðøèíà j ñâÿçàíà ñ âåðøèíîé i äóãîé ν ∈ V −(i), òî ∆NBj = ∆yν .

Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü èçìåíåíèÿ öåíû Pi, êîòîðûå, åñëè |NBi| 6= 0, ïðèâî-
äÿò ê NBi = 0, ò.å. åñëè NBi > 0, òî NBi óáûâàåò äî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ (óáûâàíèå öåíû Pi ),
åñëè NBi < 0, òî NBi âîçðàñòàåò äî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ (âîçðàñòàíèå öåíû Pi. Ýòè èçìåíåíèÿ
öåí ñîîòâåòñòâóþò ïåðåõîäó âåðøèíû â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ êîíêóðåíòíîìó âçàèìîäåéñòâèþ ñóáúåêòîâ, òàêîé ïåðåõîä â ñîñðåäîòî÷åííîì ðûíêå ìîæåò
ïðîèñõîäèòü àâòîìàòè÷åñêè. Ðàññìîòðèì, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü ñ ðàññðåäîòî÷åííûì ðûíêîì
â öåëîì.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â îñíîâíîé ëåììå Eîêð(i) ⊂ E2 è NBi, NBj , j ∈ Eîêð(i), � îäíîãî
çíàêà, òî ïðè èçìåíåíèè |NBi| äî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ, âåëè÷èíà ASNB îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

Çàìå÷àíèå 2. Â ðàññìîòðåííîé ñèòóàöèè äëÿ j ∈ Eîêð(i) âåëè÷èíà |NBj | âîçðàñòàåò,
è åñëè ðàíüøå íåêîòîðûå èç ýòèõ j áûëè â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, òî îíî áóäåò íàðóøåíî.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè â îñíîâíîé ëåììå Eîêð(i)
⋂

E1 6= ∅, òî ïðè óáûâàíèè |NBi| äî íóëå-
âîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíà ASNB òàêæå óáûâàåò.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè â îñíîâíîé ëåììå ñðåäè j ∈ Eîêð(i) ⊂ E2, òî ñóùåñòâóþò òàêèå, ÷òî
NBj 6= 0 èìååò çíàê, ïðîòèâîïîëîæíûé çíàêó |NBi|, òî ïðè èçìåíåíèè |NBi |äî íóëåâîãî
çíà÷åíèÿ, âåëè÷èíà ASNB íå âîçðàñòàåò.

Ïðîâåñòè áîëåå ïîëíûé àíàëèç íåâîçìîæíî áåç íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëü-
íî ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â îïèñàíèå ìîäåëè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè φν(∆Pν) =
φν(Ph2(ν)−Ph1(ν)), ν ∈ V, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì: 1) íåïðåðûâíû; 2) ñòðîãî âîç-
ðàñòàþùèå ïî ∆Pν ; 3) ïðè èçìåíåíèè ∆Pν â ïðåäåëàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ φν èçìåíÿåòñÿ
îò − ∞ äî +∞ ; 4) äëÿ âñåõ v ∈V ñóùåñòâóþò ÷èñëà lν , Lν(Lν ≥ lν > 0) òàêèå, ÷òî ïðè
ëþáûõ ∆Pν è ∆P

′
ν âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

lν |∆P
′
ν −∆Pν | ≤ |φν(∆P

′
ν − φν(∆Pν))| ≤ Lν |∆P

′
ν −∆Pν |.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ðûíêà èçìåíÿåòñÿ äèñêðåòíî (ïàðàìåòð èçìåíåíèÿ ñ =
0, 1, 2, ... ) ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ äàëåå. Ïðåæäå ÷åì ïðèâîäèòü ýòîò
àëãîðèòì, îòìåòèì, ÷òî âûðàáîòûâàåìûå â íåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {NAeni , ñ = 0, 1, 2, ...}, i ∈
E2, j � âñïîìîãàòåëüíûå. Îíè íåîáõîäèìû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè âûðàáàòûâàåìûõ â
íåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èçáûòî÷íûõ ïðåäëîæåíèé {NBeni , ñ = 0, 1, 2, ...} â âåðøèíàõ, i ∈ E2.

Àëãîðèòì âûòåñíåíèÿ èçáûòî÷íûõ ïðåäëîæåíèé
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Øàã 0. Äëÿ i ∈ E1 ïîëàãàåì P
(0)
i = P ∗

i , äëÿ i ∈ E2 P
(0)
i çàäàåì ïðîèçâîëüíûìè, äëÿ

âñåõ i ∈E ïîëàãàåì NB0
i = NBi, NA0

i = |NB
(0)
i |. Ïîëàãàåì ñ = 1. Ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ

ñëåäóþùåãî øàãà 1.
Øàã t (t=1,2,3,. . . ). Íàõîäèì âåðøèíó i0, äëÿ êîòîðîé Aen−1

i0 = max{NAen−1
i : i ∈ E2},

íàõîäèì êðàò÷àéøóþ öåïü i0, v0, i1, v1, i2,v2 ,. . . , in=r, ñâÿçûâàþùóþ âåðøèíó i0 ñ îäíîé
èç âåðøèí r ∈ E1, ãäå {i0, i1, i2,. . . , in} � ìíîæåñòâî âåðøèí öåïè; {v0, v1, v2,. . . , v(n�1 )} �
ìíîæåñòâî äóã. Ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ k=0,1,2, . . . ,(n�1 ) âûïîëíÿåì ñëåäóþùåå:

1. Äëÿ i ∈ E (Eîêð(ik) ∪ {ik}) ïîëàãàåì: P eni = P en−1
i , NBeni = NBen−1

i .

2. Îïðåäåëÿåì P enik òàêîå, ÷òî NBenik = NBik(P enik; P enh1(ν), ν ∈ V +(i); P enh2(ν), ν ∈ V −(i)) = 0.

3. Åñëè NBen−1
ik 6= 0, òî äëÿ âñåõ i ∈ Eîêð îïðåäåëÿåì:

NBeni = NBi(P eni ; P enh1(ν), ν ∈ V +(i);

P enh2(ν), ν ∈ V −(i)), ∆Bi = NBeni −NBi(P en−1
i , αeni = ∆Bi NBen−1

ik ,

èíà÷å äëÿ âñåõ i ∈ Eîêð(ik) {i(k + 1)} ïîëàãàåì: NB
(en)
i = NB

e(n−1)
i , P

(en)
i = P

(en)
i , α

(en)
i =

0; α
(en)
ik = 1, NB

(en)
i(k+1) = NB

e(n−1)
i(k+1), P

(en)
i(k+1) = P

(en)
i(k+1)

4. Ïîëàãàåì NA
(en)
ik = 0.

5. Äëÿ i ∈ Eîêð(ik) ïîëàãàåì NA
(en)
i = NA

(en−1)
i + ∆Ai, ãäå ∆Ai = α

(en)
i NA

(en−1)
ik .

6. Äëÿ i ∈ E (Eîêð(ik) {i(k + 1)}) ïîëàãàåì NA
(en)
i = NA

(en−1)
i .

7. Ïîëàãàåì ñ = ñ + 1.

Ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî øàãà.
Îïèñàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ìîäèôèêàöèé àëãîðèòìà ïîóçëîâîé íåâÿçêè òåîðèè

ãèäðàâëè÷åñêèõ ñåòåé. Â ðåçóëüòàòå åãî ðàáîòû âûðàáàòûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçáûòî÷-
íûõ ïðåäëîæåíèé âåðøèí {NB

(en)
i , ñ = 0, 1, 2, ...} è âñïîìîãàòåëüíûå {NA

(en)
i , ñ = 0, 1, 2, ...}

ê íèì i ∈ E2. Äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 1. Âñïîìîãàòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {NA

(en)
i , ñ = 0, 1, 2, ...}, i ∈ E2, ìà-

æîðèðóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåáàëàíñîâ {|NB
(en)
i |, ñ = 0, 1, 2, ...}, i ∈ E2, ò.å. |NB

(en)
i | ≤

NA
(en)
i , i ∈ E2, ñ = 0, 1, 2, ....

Òåîðåìà 2. Äëÿ âñåõ i ∈ E2, NA
(en)
i → 0 ïðè ñ →∞.

Òåîðåìà 3. Äëÿ âñåõ i ∈ E2, NB
(en)
i → 0 ïðè ñ →∞.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà âûðàáàòûâàþòñÿ òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåí â âåðøèíàõ
{P (en)

i , ñ = 0, 1, 2, ...}, i ∈ E2, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê ðàâíîâåñíûì öåíàì, P
(en)
i → P i, i ∈ E2, ïðè

ñ →∞, è äëÿ P i, i ∈ E, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
∑

{φν(P i − P h1(ν)) : ν ∈ V +(i)} −
∑

{φν(P h2(ν) − P i) : ν ∈ V −(i)} −Bi = 0, i ∈ E2;

P i − P ∗
i = 0, i ∈ E1.

4. Èç îñíîâíîé ëåììû è òåîðåì âûòåêàþò íåêîòîðûå çàêëþ÷åíèÿ î ôóíêöèîíèðîâàíèè
ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàññðåäîòî÷åííîãî ðûíêà.

À) Î ðàñïðîñòðàíåíèè íåðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé. Ðàñïðîñòðàíåíèå íåáàëàíñîâ îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ íåêîòîðûì ïîäîáèåì âîëíîâûõ ïðîöåññîâ. Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòè ïðîöåññû ïðèâîäÿò
ñèñòåìó ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ, âîçìîæíû ñêà÷êè çíà÷åíèé èçáûòî÷íûõ ïðåäëîæåíèé â âåð-
øèíàõ, ïîðîé ïðåâîñõîäÿùèå ïåðâîíà÷àëüíûå è äàæå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ.
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Á) Ðîëü ñóáúåêòîâ ðûíêîâ â ïðîöåññå ïåðåõîäà ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ. Ïðîâåäåííûé àíà-
ëèç ïîçâîëÿåò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î òîì, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèþ íåðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ñïî-
ñîáñòâóþò àðáèòðàæåðû ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðûå ïåðåíîñÿò íåáàëàíñ â âåðøèíàì ñ
ôèêñèðîâàííîé öåíîé.

Â) Îá óïðàâëåíèè â öåëÿõ ñòàáèëèçàöèè ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìîé. Äëÿ óïðàâëåíèÿ ýêî-
íîìè÷åñêîé ñèñòåìû âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ è îá óñêîðåíèè ïðîöåññà ïåðåõîäà ñèñòåìû â
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ÷òî ââåäåíèå ôèêñèðîâàííîãî îòáîðà è ñâîáîäíîé
öåíû â îäíîì èëè íåñêîëüêèõ ïóíêòàõ (âåðøèíå ñåòè) íå ïðèâîäèò ê óñêîðåíèþ ñòàáèëèçà-
öèè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ýòîìó ñïîñîáñòâóåò ââåäåíèå ôèêñèðîâàííîé öåíû è ñâîáîäíîãî
îòáîðà â íèõ. Îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóáúåêòû ïóíêòîâ, â êîòîðûõ öåíà
ôèêñèðîâàíà, äîëæíû îáëàäàòü ìîùíîñòüþ, ñïîñîáíîé êîìïåíñèðîâàòü èçìåíåíèÿ ñïðîñà è
ïîòðåáëåíèÿ íà ðûíêå.
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ØÈÍÖÅËÅÂÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ x1x2...xn = tk

Ñ.Ø. Êîæåãåëüäèíîâ

Ñåìèïàëàòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Øàêàðèìà
kozhegeldinov@mail.ru

Ïîëó÷åíà îáùàÿ ôîðìóëà, îïèñûâàþùàÿ âñå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ
x1x2...xn = tk . Êàæäîå òàêîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ôóíêöèè n ïàðàìåòðîâ.

1. Â.Ñåðïèíñêèé â [1] ïèøåò: "À.Øèíöåëü óêàçàë ôîðìóëû, äàþùèå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
x1x2...xn = tk â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x1, x2, ..., xn, t, ãäå n ≥ 2 è k � äàííûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà. Ýòè ôîðìóëû ñîäåðæàò

(
n + k − 1

k

)
=

(n + k − 1)(n + k − 2)...n
1 · 2 · 3 · . . . · k

ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ" [2,3].
×åðåç 20 ëåò ïîñëå À.Øèíöåëÿ ýòî óðàâíåíèå ðåøèë Gupta Hansraj [4]. Â èõ ðàáîòàõ ([2],[4])

÷èñëî ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ îäèíàêîâî è ðàâíî s, ò.å. ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç n + k − 1 ýëå-
ìåíòîâ ïî k (áåç ïîâòîðåíèé) [3].

À.Øèíöåëü íàïèñàë ñâîþ ðàáîòó [2], êîãäà åìó áûëî 17 ëåò. Îíà áûëà ïðåäñòàâëåíà
Â.Ñåðïèíñêèì â Áþëëåòåíü Ïîëüñêîé ÀÍ 17 íîÿáðÿ 1954 ãîäà è îïóáëèêîâàíà â 1955 ãîäó.

Ïîýòîìó äèîôàíòîâî óðàâíåíèå
x1x2...xn = tk, (1)

ãäå
x1, x2, ..., xn, t ∈ N, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, (2)

íàçîâåì øèíöåëåâûì óðàâíåíèåì.
Ðåøåíèåì ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ øèíöåëåâà óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèåì (2) â ðàçíîå âðåìÿ çà-

íèìàëèñü Å.Ò. Áåëë, Þ. Áðîâêèí, Â. Ñåðïèíñêèé è äðóãèå. Ã. Áðîâêèí ïîñòàâèë âîïðîñ î
ïîëó÷åíèè äëÿ äàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è k âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ x1, x2, ..., xn, t. Å.Ò. Áåëë äàë (áåç äîêàçàòåëüñòâà) ôîðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x1x2...xn = t2 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, ñîäåðæàùèå n(n + 1)/2 ïðîèçâîëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ [5].

Keywords: diofant's equations
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 35L20, 35L70, 35B10
c Ñ.Ø. Êîæåãåëüäèíîâ, 2009.
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Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå ÷èñëà s ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ äî n.
Ýòî îáóñëàâëèâàåò åå àêòóàëüíîñòü. Ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ ïîñòàíîâêà è ðå-
øåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü {〈x1, x2, ..., xn; t〉|(1)∧ (2)} � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé øèí-
öåëåâà óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèåì (2). Òðåáóåòñÿ íàéòè îáùóþ ôîðìóëó, îïèñûâàþùóþ âñå ýòè
ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì ñòàâèòñÿ çàäà÷à, ÷òîáû ÷èñëî öåëûõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â òàêóþ îáùóþ
ôîðìóëó, íå ïðåâûøàëî n .

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ èäåè, ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ðàáîò [6�8], â
òîì ÷èñëå, àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè áîëåå ñëîæíîé ïðèðîäû, ââåäåííûå â [7].

3. Òåîðåìà 1. Êàæäàÿ èç ñëåäóþùèõ n ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë:

x1 =
ak

1(a2...an)k−1

∆k
1

, x2 = a2, x3 = a3, . . . , xn−1 = an−1, xn = an, t =
a1a2...an

∆1
, (∗1)

ãäå
a1, a2, ..., an ∈ N, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ∆1 = ((a2...an)k−1)deg k, (∗1

1)

x1 = b1, x2 =
bk
2(b1bn...b3)k−1

∆k
2

, x3 = b3, . . . , xn−1 = bn−1, xn = bn, t =
b1b2...bn

∆2
, (∗2)

ãäå
b1, b2, ..., bn ∈ N, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ∆2 = ((b1bn...b3)k−1)deg k, (∗1

2)

x1 = a1, x2 = a2, x3 =
ak

3(a4...ana1a2)k−1

∆k
3

, . . . , xn−1 = an−1, xn = an, t =
a1a2...an

∆3
, (∗3)

ãäå

a1, a2, ..., an ∈ N, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ∆3 = ((a4...ana1a2)k−1)deg k, (∗1
3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1 = a1, x2 = a2, . . . , xn−1 =
ak

n−1(ana1...an−2)k−1

∆k
n−1

, xn = an, t =
a1a2...an

∆n−1
, (∗n−1)

ãäå

a1, a2, ..., an ∈ N, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ∆n−1 = ((ana1...an−2)k−1)deg k, (∗1
n−1)

x1 = b1, x2 = b2, . . . , xn−1 = bn−1, xn =
bk
n(b1...bn−1)k−1

∆k
n

, t =
b1b2...bn

∆n
, (∗n)

ãäå

b1, b2, ..., bn ∈ N, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ∆n = ((b1...bn−1)k−1)deg k, (∗1
n)

ÿâëÿåòñÿ îáùåé ôîðìóëîé, îïèñûâàþùåé âñå ðåøåíèÿ øèíöåëåâà óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèåì
(2).

Çäåñü â îáùåé ôîðìóëå (∗i) ñ óñëîâèåì (∗1
i ) (i = 1, 2, ..., n) ÷èñëà xi è t , êàê è ÷èñëà

x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn, ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè. ×èñëî öåëûõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿ-
ùèõ â êàæäóþ òàêóþ îáùóþ ôîðìóëó, íå ïðåâûøàåò n.

4. Åñëè â øèíöåëåâîì óðàâíåíèè (1) ñ óñëîâèåì (2) ïîëîæèì, ÷òî n = 2, k = 2, òî ïîëó÷èì
çàäà÷ó, êîòîðàÿ ðåøåíà Â.Ñåðïèíñêèì â [1], à èìåííî:

x1x2 = t2, (3)
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ãäå
x1, x2, t ∈ N. (4)

Âñå ðåøåíèÿ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ (3) ñ óñëîâèåì (4) ñîäåðæàòñÿ â ôîðìóëå:

x1 =
λ2

1λ2

∆2
, x2 = λ2, t =

λ1λ2

∆
, (5)

ãäå
λ1λ2 ∈ N, ∆ = (λ2)deg 2, (6)

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (∗1) ñ óñëîâèåì (∗1
1) ïðè n = 2, k = 2, a1 = λ1, a2 = λ2.

Ïðè λ1 = a(c)deg 2, λ2 = b2c, ãäå a, b, c ∈ N, ïîëó÷àåì, ÷òî ∆ = b(c)deg 2. Ïîýòîìó èç (5) ñ
óñëîâèåì (6) èìååì, ÷òî x1 = a2c, x2 = b2c, t = abc, ãäå a, b, c � ëþáûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
ïðè÷åì ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷èñëà a è b ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè [1].

5. Åñëè æå â øèíöåëåâîì óðàâíåíèè (1) ñ óñëîâèåì (2) ïîëîæèì, ÷òî n = 2, k = 3, òî
ïîëó÷èì çàäà÷ó, êîòîðóþ ïîñòàâèë Þ. Áðîâêèí, à èìåííî:

x1x2 = t3, (7)

ãäå
x1, x2, t ∈ N. (8)

Âñå ðåøåíèÿ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ (7) ñ óñëîâèåì (8) ñîäåðæàòñÿ â ôîðìóëå:

x1 =
λ3

1λ
2
2

∆3
, x2 = λ2, t =

λ1λ2

∆
, (9)

ãäå
λ1λ2 ∈ N, ∆ = (λ2

2)deg 3, (10)

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (∗1) ñ óñëîâèåì (∗1
1) ïðè n = 2, k = 3, a1 = λ1, a2 = λ2.

Ïðè λ1 = z(uv2)deg 3, λ2 = u2vw3, ãäå z, u, v, w ∈ N, ïîëó÷àåì, ÷òî ∆ = uw2(uv2)deg 3.
Ïîýòîìó èç (9) ñ óñëîâèåì (10) èìååì, ÷òî x1 = uv2z3, x2 = u2vw3, t = uvzw, ãäå u, v, z, w -
ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà [1]. Äèîôàíòîâî óðàâíåíèå (7) ñ óñëîâèåì (8) ðåøèë Â. Ñåð-
ïèíñêèé [2].

6. Åñëè â øèíöåëåâîì óðàâíåíèè (1) ñ óñëîâèåì (2) ïîëîæèì, ÷òî n = 4, k = 2, òî ïîëó÷èì
çàäà÷ó, êîòîðîé çàíèìàëñÿ Å.Ò. Áåëë â 1947 ãîäó, à èìåííî:

x1x2x3x4 = t2, (11)

ãäå
x1, x2, x3, x4, t ∈ N. (12)

Âñå ðåøåíèÿ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ (11) ñ óñëîâèåì (12) ñîäåðæàòñÿ â ôîðìóëå:

x1 =
λ2

1λ2λ3λ4

∆2
, x2 = λ2, x3 = λ3, x4 = λ4, t =

λ1λ2λ3λ4

∆
, (13)

ãäå
λ1, λ2, λ3, λ4 ∈ N, ∆ = (λ2λ3λ4)deg 2, (14)

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (∗1) ñ óñëîâèåì (∗1
1) ïðè n = 4, k = 2, a1 = λ1, a2 = λ2,

a3 = λ3, a4 = λ4.
Ïðè λ1 = a1(a1

5a6a7)deg 2, λ2 = a2
2a

1
5a8a9, λ3 = a2

3a6a8a
1
10, λ4 = a2

4a7a9a
1
10, ãäå

a1
5 = a5a11, a1

10 = a10a11, a1, a2, ..., a11 � ëþáûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïîëó÷àåì, ÷òî
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∆ = a2a3a4a8a9a
1
10(a

1
5a6a7)deg 2. Ïîýòîìó èç (13) ñ óñëîâèåì (14) èìååì, ÷òî x1 = a2

1a
1
5a6a7,

x2 = a2
2a

1
5a8a9, x3 = a2

3a6a8a
1
10, x4 = a2

4a7a9a
1
10, t = a1a2a3a4a

1
5a6a7a8a9a

1
10,

ãäå a1, a2, a3, a4, a
1
5, a6, a7, a8, a9, a

1
10 � ëþáûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà [1].

7. Åñëè a1 = λ1, a2 = λ2, . . . an = λn, òî ôîðìóëà (∗1) ñ óñëîâèåì (∗1
1) ïðèìåò âèä:

x1 =
λk

1(λ2...λn)k−1

∆k
1

, x2 = λ2, . . . , xn = λn, t =
λ1λ2...λn

∆1
, (15)

ãäå
λ1, λ2, ..., λn ∈ N, n, k - äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ∆1 = ((λ2...λn)k−1)deg k, (16)

êîòîðàÿ, êàê è ôîðìóëà (∗1) ñ óñëîâèåì (∗1
1) , ÿâëÿåòñÿ îáùåé ôîðìóëîé, îïèñûâàþùåé âñå

ðåøåíèÿ øèíöåëåâà óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèåì (2). Ôîðìóëîé (15) ñ óñëîâèåì (16) ìû âîñïîëü-
çóåìñÿ â äàëüíåéøåì.

8. À.Øèíöåëü â [2] äîêàçàë, ÷òî âñå ðåøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x1, x2, . . . , xn, t óðàâ-
íåíèÿ (1) è òîëüêî ýòè ðåøåíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â ôîðìóëàõ

xi = aα1i
1 aα2i

2 ...aαsi
s , (i = 1, 2, ..., n, s =

(
n + k − 1

k

)
), t = a1a2...as, (17)

ãäå a1, a2, ..., as − ïðîèçâîëüíûå, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà è
αj1 + ... + αjn = k, (j = 1, 2, ..., s) (18)

âñå ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà k íà n öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ (ãäå ðàçëîæåíèÿ, îòëè÷àþ-
ùèåñÿ ïîðÿäêîì, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè).

9. Îêàçûâàåòñÿ, ôîðìóëû (17) ñ óñëîâèåì (18) ìîæíî ïîëó÷èòü èç îáùåé ôîðìóëû (15) ñ
óñëîâèåì (16). Â ñàìîì äåëå, ïðè

λ1 = (aα11
1 aα21

2 ...aαs1
s )deg k, λ2 = aα12

1 aα22
2 ...aαs2

s , ..., λn = aα1n
1 aα2n

2 ...aαsn
s

ïîëó÷àåì, ÷òî

(λ2...λn)k−1 = (ak−α11−1
1 ak−α21−1

2 ...ak−αs1−1
s )kaα11

1 aα21
2 ...aαs1

s ,

è, ñëåäîâàòåëüíî ∆1 = ak−α11−1
1 ak−α21−1

2 ...ak−αs1−1
s (aα11

1 aα21
2 ...aαs1

s )deg k, ãäå a1, a2, ..., as � ëþ-
áûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïîýòîìó èç îáùåé ôîðìóëû (15) ñ óñëîâèåì (16) ïîëó÷àåì ôîðìóëû
(17) ñ óñëîâèåì (18). Ýòè ôîðìóëû, êàê èçâåñòíî, äàþò âñå ðåøåíèÿ øèíöåëåâà óðàâíåíèÿ (1)
ñ óñëîâèåì (2).

Î÷åâèäíî, ôîðìóëû Øèíöåëÿ, ò.å. ôîðìóëû (17) ñ óñëîâèåì (18) ìîæíî ïîëó÷èòü âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü ëþáîé èç n ýêâèâàëåíòíûõ îáùèõ ôîðìóë (∗1) − (∗n) ñ óñëîâèåì (∗1

1) − (∗1
n)

ñîîòâåòñòâåííî.
10. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì àâòîðà ýòèõ ñòðîê è ïîëîæèì,

÷òî â øèíöåëåâîì óðàâíåíèè (1) ñ óñëîâèåì (2)

x2 = a2, . . . , xn = an, t =
a1a2...an

∆1
, (19)

ãäå
a1, a2, ..., an ∈ N, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ∆1 = ((a2...an)k−1)deg k. (20)

Èç (1) ñ óñëîâèåì (2) â ñèëó (19) ñ óñëîâèåì (20) ñëåäóåò ôîðìóëà (∗1) ñ óñëîâèåì (∗1
1),

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáùåé ôîðìóëîé âñåõ ðåøåíèé øèíöåëåâà óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèåì (2).
Áåç îñîáîãî òðóäà ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ x1, x2, ..., xn, t èç ôîðìóëû (∗1) ñ
óñëîâèåì (∗1

1) äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò øèíöåëåâó óðàâíåíèþ (1) ñ óñëîâèåì (2). Ýòèì
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ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû 1 äîêàçàíà. Òåïåðü äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë (∗1)−(∗n). Ñõåìà
äîêàçàòåëüñòâà òàêîâà: (∗1) ⇒ (∗2) ⇒ (∗3) ⇒ ... ⇒ (∗n−1) ⇒ (∗n) ⇒ (∗1).

Ôîðìóëà (∗2) ñëåäóåò èç ôîðìóëû (∗1) ïðè a1 = (b1)deg k,

a2 =
bk
2(b3...bnb1)k−1

∆k
2

, a3 = b3, . . . , an−1 = bn−1, an = bn,

∆1 =
bk−1
n ...bk−1

2 bk−2
1 (b1)deg k

∆k−1
2

,

ãäå
b1, b2, ..., bn ∈ N, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ∆2 = ((b3...bnb1)k−1)deg k.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì î÷åâèäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïóñêàåì.
Ôîðìóëà (∗3) ñëåäóåò èç ôîðìóëû (∗2) ïðè b1 = a1, b2 = (a1)deg k,

b3 =
ak

3(a4...ana1a2)k−1

∆k
3

, b4 = a4, . . . , bn−1 = an−1, bn = an,

∆2 =
ak−1

3 ak−1
4 ...ak−1

n ak−1
1 ak−2

2 (a2)deg k

∆k−1
3

,

ãäå

a1, a2, ..., an ∈ N, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ∆3 = ((a4...ana1a2)k−1)deg k.

Ïðîäîëæèâ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ôîðìóëó (∗n−1).
Ôîðìóëà (∗n) ñëåäóåò èç ôîðìóëû (∗n−1) ïðè a1 = b1, a2 = b2, . . . , an−2 = bn−2,

an−1 = (bn−1)deg 2, an =
bk
n(bn−1...b1)k−1

∆k
n

, an−1 =
bk−1
n bk−1

1 ...bk−1
n−2b

k−2
n−1(bn−1)deg k

∆k−1
n

,

ãäå
b1, b2, ..., bn ∈ N, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ∆n = ((b1...bn−1)k−1)deg k.

Ôîðìóëà (∗1) ñëåäóåò èç ôîðìóëû (∗n) ïðè

b1 =
ak

1(a2...an)k−1

∆k
1

, b2 = a2, . . . , bn−1 = an−1, bn = (an)deg k,

∆n =
ak−1

1 ak−1
2 ...ak−1

n−1a
k−2
n (an)deg k

∆k−1
1

,

ãäå
a1, a2, ..., an ∈ N, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ∆1 = ((a2...an)k−1)deg k.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (∗1
1)− (∗1

n) îáùèå ôîðìóëû (∗1)− (∗n) âñåõ ðåøåíèé
øèíöåëåâà óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèåì (2) ýêâèâàëåíòíû. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

11. Øèíöåëåâî óðàâíåíèå (1) ñ óñëîâèåì (2) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äèîôàíòîâà óðàâ-
íåíèÿ

βx1x2...xn = αtk, (21)

ãäå
x1, x2, ..., xn, t ∈ N, α, β, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. (22)
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Â ñàìîì äåëå, øèíöåëåâî óðàâíåíèå (1) ñ óñëîâèåì (2) ïîëó÷àåòñÿ èç äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ
(21) ñ óñëîâèåì (22) ïðè α = β = 1.

Êàê òåîðåìà 1 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2. Êàæäàÿ èç ñëåäóþùèõ n ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë:

x1 =
αak

1(βa2...an)k−1

∆k
1

, x2 = a2, . . . , xn = an, t =
βa1a2...an

∆1
, (1.∗)

ãäå
a1, a2, ..., an ∈ N, α, β, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

∆1 = ((βa2...an)k−1(α, βa2...an))deg k, (1.∗1)

x1 = b1, x2 =
αbk

2(βb1bn...b3)k−1

∆k
2

, x3 = b3, . . . , , xn = bn, t =
βb1b2...bn

∆2
, (2.∗)

ãäå
b1, b2, ..., bn ∈ N, α, β, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

∆2 = ((βb1bn...b3)k−1)(α, βb1bn...b3))deg k, (2.∗1)

x1 = a1, x2 = a2, x3 =
αak

3(a4...ana1a2)k−1

∆k
3

, x4 = a4, . . . , xn = an,

t =
βa1a2...an

∆3
, (3.∗)

ãäå
a1, a2, ..., an ∈ N, α, β, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

∆3 = ((βa4...ana1a2)k−1)(α, βa4...ana1a2))deg k, (3.∗1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1 = a1, . . . , xn−2=an−2 , xn−1 =
αak

n−1(βana1...an−2)k−1

∆k
n−1

, xn = an,

t =
βa1a2...an

∆n−1
, (n− 1.∗)

ãäå
a1, a2, ..., an ∈ N, α, β, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

∆n−1 = ((βana1...an−2)k−1)(α, βana1...an−2))deg k, (n− 1.∗1)

x1 = b1, . . . , xn−1 = bn−1, xn =
αbk

n(b1...bn−1)k−1

∆k
n

, t =
βb1b2...bn

∆n
, (n.∗)

ãäå
b1, b2, ..., bn ∈ N, α, β, n, k − äàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

∆n = ((βb1...bn−1)k−1)(α, βb1...bn−1))deg k, (n.∗1)

ÿâëÿåòñÿ îáùåé ôîðìóëîé, îïèñûâàþùåé âñå ðåøåíèÿ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ (21) ñ óñëîâèåì
(22).

Çäåñü â îáùåé ôîðìóëå (i.∗) ñ óñëîâèåì (i.∗1) (i = 1, 2, ..., n) ÷èñëà xi è t , êàê è ÷èñëà
x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn, ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè. ×èñëî öåëûõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿ-
ùèõ â êàæäóþ òàêóþ îáùóþ ôîðìóëó, íå ïðåâûøàåò n.
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12. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè óñëîâèÿ (1.∗1) − (n.∗1) è (∗1
1) − (∗1

n) âûïîëíåíû, òî ïðè
α = β = 1 èç ôîðìóë (1.∗) − (n.∗) (òåîðåìà 2) ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû (∗1) − (∗n) (òåîðåìà 1)
ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì åùå, ÷òî â ïîëó÷åíèè îáùåé ôîðìóëû, îïèñûâàþùåé âñå (ñèììåòðè÷íûå) ðåøåíèÿ
äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ (21) ñ óñëîâèåì (22) è, êîíå÷íî øèíöåëåâà óðàâíåíèÿ (1) ñ óñëîâèåì (2),
äîìèíèðóþùóþ ðîëü èãðàþò, êàê ñëåäóåò èç ñêàçàííîãî âûøå, àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè áîëåå
ñëîæíîé ïðèðîäû.

È íåò ñîìíåíèÿ â òîì, ÷òî òàêèå ôóíêöèè áóäóò èãðàòü çíà÷èòåëüíóþ ðîëü è ïðè èññëåäî-
âàíèè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äðóãèõ, áîëåå ñëîæíûõ, äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé âûñøèõ ñòåïåíåé
ñî ìíîãèìè ïåðåìåííûìè.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÏÎËÓÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ
ÑÒÐÓÍÛ
Æ. Í. Êóòóíàåâ

Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé
720071 Áèøêåê ïð. ×óé, ä. 265-à avtomatika_nankr@mail.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàíèé ïîëóîãðàíè÷åííîé ñòðóíû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâ-
ëåíà ðåøåíèåì ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Ââåäåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîöåññîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëà-
ñòÿõ íàóêè è òåõíèêè, ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì. Îäíàêî àíàëèç èçó÷àåìûõ ïðîöåññîâ ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ìåæäó íèìè åñòü ìíîãî îáùåãî. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ñîçäàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé èçó÷àåìûõ ïðîöåññîâ ïîëó÷àåì îäíè è òå æå âïîëíå îïðåäåëåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå,
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ñîâîêóïíîñòè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàåâûìè
è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Îáùíîñòü óðàâíåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïîçâî-
ëÿåò èçó÷àòü èõ ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ. Ñìåøàííûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ñèñòåìû òàêèõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ðåøåíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò îïèñàòü ôèçè÷åñêèå ïðî-
öåññû ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:

utt = uxx, 0 < x, t < ∞, (1)

a1utt(0, t) + a2ux(0, t) + a3u(0, t) = 0, 0 < t < ∞, (2)
u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), 0 < x < ∞, (3)

ãäå a1, a2, a3 � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, f(x) è g(x) � çàäàííûå ôóíêöèè.
Çàäà÷à. Íàéòè ïðåäñòàâëåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1)�(3).
2. Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3). Èñïîëüçóÿ ìåòîä ñóïåðïîçèöèè

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t) , âìåñòî u(x, t) áóäåì èñêàòü äâå ôóíêöèè v(x, t) è w(x, t) , êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì çàäà÷àì:

vtt = vxx, 0 < x, t < ∞, (4)
Keywords: model, wave equation, boundary value problem, solution
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 35D05, 35L20
cÆ. Í. Êóòóíàåâ, 2009.
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a1vtt(0, t) + a2vx(0, t) + a3v(0, t) = 0, 0 < t < ∞, (5)
v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = g(x), 0 < x < ∞; (6)

wtt = wxx, 0 < x, t < ∞, (7)
a1wtt(0, t) + a2wx(0, t) + a3w(0, t) = 0, 0 < t < ∞, (8)

w(x, 0) = f(x), wt(x, 0) = 0, 0 < x < ∞. (9)
Ñíà÷àëà ðåøèì çàäà÷ó (4)�(6). Íà÷àëüíîå óñëîâèå v(x, 0) = 0 ïîçâîëÿåò èñêàòü ÷àñòíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) â âèäå:

v(x, t) = ϕ(x− t)− ϕ(x + t), (10)

ãäå ϕ(z) � ïðîèçâîëüíàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ôóíê-
öèþ (10) â (5), èìååì:

a1ϕ
′′(t) + a2ϕ

′(t) + a3ϕ(t)− a1ϕ
′′(−t)− a2ϕ

′(−t)− a3ϕ(−t) = 0. (11)

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (11) áóäåì èñêàòü â
âèäå:

ϕ(z) = emz + kenz. (12)
Ïîäñòàâëÿÿ (12) â (11), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ (12) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (11), åñëè

n = −m, k =
a1m

2 + a2m + a3

a1m2 − a2m + a3
,

ãäå m � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. ×òîáû ïîëó÷èòü èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â âèäå èíòå-
ãðàëà Ôóðüå, ïîëîæèì m = iλ, ãäå λ � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Íàéäåì ôóíêöèþ,
ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèþ λ :

ϕ(λ)(z) = eiλz +
(a3 − a1λ

2)2 − (a2λ)2 + i2a2λ(a3 − a1λ
2)2

(a3 − a1λ2)2 + (a2λ)2
e−iλz. (13)

Òàê êàê (
(a3 − a1λ

2)2 − (a2λ)2

(a3 − a1λ2)2 + (a2λ)2

)2

+
(

2a2λ(a3 − a1λ
2)

(a3 − a1λ2)2 + (a2λ)2

)2

= 1, (14)

òî ìîæíî ïîëîæèòü

cos(θλ) =
(a3 − a1λ

2)2 − (a2λ)2

(a3 − a1λ2)2 + (a2λ)2
, sin(θλ) =

2a2λ(a3 − a1λ
2)2

(a3 − a1λ2)2 + (a2λ)2
.

Èñïîëüçóÿ (13)�(14), ôóíêöèþ ϕ(λ)(z) ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

ϕ(λ)(z) = e
1
2
θλ cos

(
λz − 1

2
θλ

)
, (15)

ãäå θλ � âûðàæåíèå, íåçàâèñÿùåå îò z. Ïîñòðîèì òåïåðü ÷àñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4)�(5):

v(λ)(x, t) = ϕ(λ)(x− t)− ϕ(λ)(x + t) = 2e
1
2
θλ sin

(
λx− 1

2
θλ

)
sinλt. (16)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ
v(λ)(x, t) = A sin

(
λx− 1

2
θλ

)
sinλt (17)
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óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4), ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (5) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ v(λ)(x, 0) = 0 , ãäå
θλ � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé (13)�(14), A � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî ôóíêöèè

w(λ)(x, t) = B sin
(

λx− 1
2
θ(λ)

)
cosλt (18)

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (7), ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (8) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ w
(λ)
t (x, 0) = 0 .

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ

u(λ)(x, t) = sin
(

λx− 1
2
θ(λ)

)
[A sinλt + B cosλt], (19)

ãäå A è B � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Çäåñü íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð ïðèíèìàåò
òîëüêî äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ, òàê êàê âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. Âìåñòî
ñóììèðîâàíèÿ ïî äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìû äîëæíû ïðèìåíèòü
èíòåãðèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó λ , ñ÷èòàÿ ïîñòîÿííûå A è B çàâèñÿùèìè îò λ. Òàêèì îáðàçîì,
èç (19) ïîëó÷èì:

u(x, t) =

∞∫

−∞
sin

(
λx− 1

2
θ(λ)

)
[A(λ) sin λt + B(λ) cos λt]dλ. (20)

Òåîðåìà 1. Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1)�
(3) èìååò âèä (20).

3. ×àñòíûå ñëó÷àè. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ðàâåíñòâà (20). Ïðåæäå âñå-
ãî îòìåòèì [1], ÷òî åñëè êàêàÿ-òî ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà èíòåãðàëîì Ôóðüå, òî èìååò ìåñòî
ôîðìóëà:

ψ(z) =
1
2π

∞∫

−∞




∞∫

−∞
ψ(s) cosβsds


 cosβzdβ +

1
2π

∞∫

−∞




∞∫

−∞
ψ(s) sin βsds


 sinβzdβ. (21)

Åñëè ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ψ(z) � ÷åòíàÿ, òî ôîðìóëà (21) ïðèìåò âèä:

ψ(z) =
1
π

∞∫

−∞




∞∫

0

ψ(s) cos βsds


 cosβzdβ. (22)

Åñëè æå ψ(z) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî

ψ(z) =
1
π

∞∫

−∞




∞∫

0

ψ(s) sin βsds


 sinβzdβ. (23)

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü êîíåö x = 0 æåñòêî çàêðåïëåí, ò.å. a1 = a2 = 0. Òîãäà ñèñòåìà (14)
äàåò sin θλ = 0, cos θλ = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, θλ = 2πk, ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå
ôîðìóëà (20) ïðèíèìàåò âèä:

u(x, t) =

∞∫

−∞
sinλx[A(λ) sin(λt) + B(λ) cos(λt)]dλ. (24)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2009. Òîì 9. � 4 (34)



88 Æ. Í. Êóòóíàåâ

Èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3), êàê èçâåñòíî, ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïðèìåíåíèåì èíòåãðàëà
Ôóðüå. Ôóíêöèè A(λ), B(λ) äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3). Òîãäà èìååì:

g(x) =

∞∫

−∞
λA(λ) sinλxdλ, f(x) =

∞∫

−∞
B(λ) sin λxdλ.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ôîðìóëû ñ ôîðìóëîé Ôóðüå (23) äëÿ íå÷åòíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåì:

A(λ) =
1

πλ

∞∫

0

g(z) sinλzdz, B(λ) =
1
π

∞∫

0

f(z) sin λzdz. (25)

Ïîäñòàâëÿÿ (25) â (20), ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3):

u(x, t) =
1
π

∞∫

−∞





∞∫

0

[
1
λ

g(z) sin λt + f(z) cos λt

]
sinλz sinλxdz



 dλ (26)

èëè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ÷åòíîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, êàê ôóíêöèè îò λ :

u(x, t) =
2
π

∞∫

0





∞∫

0

[
1
λ

g(z) sin λt + f(z) cosλt

]
sinλzdz



 sinλxdλ. (27)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü êîíåö x = 0 æåñòêî çàêðåïëåí, ò.å. a1 = a2 = 0. Òîãäà êëàññè÷åñêîå
ðåøåíèå íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1)�(3) èìååò ïðåäñòàâëåíèå (27).

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü òåïåðü êîíåö x = 0 ñâîáîäåí, ò.å. a1 = a3 = 0. Òîãäà èç ñèñòåìû (14)
ïîëó÷àåì sin θλ = 0, cos θλ = −1 è, ñëåäîâàòåëüíî, θλ = π(2k + 1) . Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà
(20) ïðèíèìàåò âèä:

u(x, t) =

∞∫

−∞
cosλx[A(λ) sin λt + B(λ) cos λt]dλ. (28)

Ôóíêöèè A(λ), B(λ) äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3):

g(x) =

∞∫

−∞
λA(λ) cos λxdλ, f(x) =

∞∫

−∞
B(λ) cos λxdλ.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ôîðìóëû ñ ôîðìóëîé (22) äëÿ ÷åòíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåì

A(λ) =
1

πλ

∞∫

0

g(z) cosλzdz, B(λ) =
1
π

∞∫

0

f(z) cos λzdz. (29)

Ïîäñòàâëÿÿ (29) â (28), ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â âèäå:

u(x, t) =
2
π

∞∫

0





∞∫

0

[
1
λ

g(z) sin λt + f(z) cos λt

]
cosλzdz



 cosλxdλ. (30)
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü êîíåö x = 0 ñâîáîäåí, ò.å. a1 = a3 = 0. Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1)�(3) èìååò ïðåäñòàâëåíèå (30).

Çàêëþ÷åíèå. Ñôîðìóëèðîâàíà íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ïî-
ëóîãðàíè÷åííîé ñòðóíû. Îñîáåííîñòüþ ïîñòàíîâêè çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â êðàåâûõ óñëîâè-
ÿõ ïðèñóòñòâóåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò èñêîìîé ôóíêöèè íà ëåâîì êîíöå ñòðóíû.
Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Äàëàìáåðà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ñòðîèòñÿ
âñïîìîãàòåëüíîå îáûêíîâåííîå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîé íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ.
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Óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîé äâóõòî-
÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íàãðóæåíèÿìè.

Íà îòðåçêå [0, T ] ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåì èíòåãðî-äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íàãðóæåíèÿìè:

dx

dt
= A(t)x +

T∫

0

K(t, s)x(s)ds +
m∑

j=0

Kj(t)x(θj) + f(t), x ∈ Rn, (1)

0 = θ0 < θ1 < . . . < θm < T,

Bx(0) + Cx(T ) = d, d ∈ Rn, (2)

ãäå (n × n) � ìàòðèöû A(t), Kj(t), n � âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíû íà [0, T ], (n × n) �
ìàòðèöà K(t, s) íåïðåðûâíà íà [0, T ]× [0, T ], ‖x‖ = max

i=1,n
|xi|.

Â [1] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ è ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ [2] è ðàññìîòðåíèè
ñïåöèàëüíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåì èíòåãðî-äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íàãðóæåíèÿìè.

Áåðåòñÿ ÷èñëî l ∈ N è ïî íåìó ïðîèçâîäèòñÿ ðàçáèåíèå [0, T ) =
(m+1)l⋃

r=1

[tr−1, tr), ãäå

t0 = θ0 = 0, til = θi, i = 1,m, t(m+1)l = T, hi = θi − θi−1, i = 1,m, hm+1 = T − θm.

Keywords: system of integro-di�erential equations with loadings, two-point boundary value problem, the unique
solvability
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Îáîçíà÷èì ñóæåíèå ôóíêöèè x(t) íà r− é èíòåðâàë [tr−1, tr) ÷åðåç xr(t) è çàäà÷ó (1), (2) ñâåäåì
ê ýêâèâàëåíòíîé ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷å:

dxr

dt
= A(t)xr +

(m+1)l∑

i=1

ti∫

ti−1

K(t, s)xi(s)ds +
m∑

j=0

Kj(t)xjl+1(tjl) + f(t), (3)

t ∈ [tr−1, tr), r = 1, (m + 1)l,

Bx1(0) + C lim
t→T−0

x(m+1)l(t) = d, d ∈ Rn, (4)

lim
t→ts−0

xs(t) = xs+1(ts), s = 1, (m + 1)l − 1, (5)

ãäå (5) � óñëîâèÿ ñêëåèâàíèÿ ðåøåíèÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ [0, T ].
Îáîçíà÷èì xr(tr−1) ÷åðåç λr è íà êàæäîì r�îì èíòåðâàëå ïðîâåäåì çàìåíó ur(t) = xr(t)−λr.

Ïðè ýòîì ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðàìè:

dur

dt
= A(t)[ur + λr] +

(m+1)l∑

i=1

ti∫

ti−1

K(t, s)[ui(s) + λi]ds +
m∑

j=0

Kj(t)λjl+1 + f(t), t ∈ [tr−1, tr), (6)

ur(tr−1) = 0, r = 1, (m + 1)l, (7)

Bλ1 + Cλ(m+1)l + C lim
t→T−0

u(m+1)l(t) = d, d ∈ Rn, (8)

λs + lim
t→ts−0

us(t) = λs+1, s = 1, (m + 1)l − 1. (9)

Åñëè x∗(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2), òî ñèñòåìà ïàð (λ∗r, u∗r(t)), r = 1, (m + 1)l, ãäå λ∗r =
x∗(tr−1), u∗r(t) � ñóæåíèå ôóíêöèè x∗(t)−λ∗r íà r�ûé èíòåðâàë, áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (6)�(9).
Íàîáîðîò, åñëè ñèñòåìà ïàð (λ̃r, ũr(t)), r = 1, (m + 1)l, � ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(9), òî ôóíêöèÿ
x̃(t), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè: x̃(t) = ũr(t)+ λ̃r, t ∈ [tr−1, tr), r = 1, (m + 1)l, x̃(T ) = λ̃(m+1)l +
lim

t∈T−0
ũ(m+1)l(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2).

Ïóñòü X(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû dx
dt = A(t)x íà îòðåçêå [0, T ]. Òîãäà ïðè

ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ââåäåííûõ ïàðàìåòðîâ ñïåöèàëüíàÿ çàäà÷à Êîøè (6), (7) ýêâèâà-
ëåíòíà ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

ur(t) = X(t)

t∫

tr−1

X−1(τ1)A(τ1)dτ1λr + X(t)

t∫

tr−1

(m+1)l∑

i=1

ti∫

ti−1

X−1(τ1)K(τ1, s)[ui(s) + λi]dsdτ1+

+X(t)

t∫

tr−1

X−1(τ1)
m∑

j=0

Kj(τ1)dτ1λjl+1 + +X(t)

t∫

tr−1

X−1(τ1)f(τ1)dτ1. (10)

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü îöåíêè:

‖X(t)

t∫

tr−1

(m+1)l∑

i=1

ti∫

ti−1

X−1(τ1)K(τ1, s)ui(s)dsdτ1‖ ≤ βT
h

l
eαh/l max

i=1,(m+1)l
sup

s∈[ti−1,ti)
‖ui(s)‖, (11)

ãäå t ∈ [tr−1, tr), r = 1, (m + 1)l, β = max
(t,τ)∈[0,T ]×[0,T ]

‖K(t, τ)‖, α = max
t∈[0,T ]

‖A(t)‖,
h = max

i=1,m+1
‖hi‖. Èç îöåíêè (11) ñëåäóåò, ÷òî åñëè âûáðàòü l0 ∈ N òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2009. Òîì 9. � 4 (34)



92 Ê. È. Óñìàíîâ

íåðàâåíñòâî q(l0) ≡ βT h
l0

eαh/l0 < 1, òî äëÿ ëþáîãî l ≥ l0 ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (10)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Â (10) ïîëàãàÿ t = τ , óìíîæèâ îáå ÷àñòè íà K(t, τ), èíòåãðèðóÿ ïî τ íà [tr−1, tr] è ñêëàäûâàÿ
ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè, ïîëó÷èì:

(m+1)l∑

r=1

tr∫

tr−1

K(t, τ)ur(τ)dτ =

=
(m+1)l∑

r=1

tr∫

tr−1

K(t, τ)X(τ)

τ∫

tr−1

X−1(τ1)
(m+1)l∑

i=1

ti∫

ti−1

K(τ1, s)ui(s)dsdτ1dτ+

+
(m+1)l∑

r=1

tr∫

tr−1

K(t, τ)X(τ)

τ∫

tr−1

X−1(τ1){A(τ1)λr+

+
(m+1)l∑

i=1

ti∫

ti−1

K(τ1, s)dsλi +
m∑

j=0

Kj(τ1)λjl+1 + f(τ1)}dτ1dτ, t ∈ [0, T ]. (12)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Φl(t) =
(m+1)l∑

r=1

tr∫

tr−1

K(t, s)ur(s)ds,

Mr(l, t) =

tr∫

tr−1

K(t, τ)X(τ)

τ∫

tr−1

X−1(τ1)A(τ1)dτ1dτ+

+
(m+1)l∑

i=1

ti∫

ti−1

K(t, τ)X(τ)

τ∫

ti−1

X−1(τ1)

tr∫

tr−1

K(τ1, s)dsdτ1dτ,

Pj(l, t) =
(m+1)l∑

r=1

tr∫

tr−1

K(t, τ)X(τ)

τ∫

tr−1

X−1(τ1)Kj(τ1)dτ1dτ,

F (l, t) =
(m+1)l∑

i=1

ti∫

ti−1

K(t, τ)X(τ)

τ∫

ti−1

X−1(τ1)f(τ1)dτ1dτ.

Òîãäà óðàâíåíèå (12) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Φl(t) =
(m+1)l∑

i=1

ti∫

ti−1

K(t, τ)X(τ)

τ∫

ti−1

X−1(τ1)Φl(τ1)dτ1dτ +
(m+1)l∑

r=1

Mr(l, t)λr+

+
m∑

j=0

Pj(l, t)λjl+1 + F (l, t). (13)
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Òàê êàê

‖
(m+1)l∑

i=1

ti∫

ti−1

K(t, τ)X(τ)

τ∫

ti−1

X−1(τ1)Φl(τ1)dτ1dτ‖ ≤ βT
h

l
eαh/l max

t∈[0,T ]
‖Φl(t)‖

ïðè âñåõ t ∈ [0, T ], òî äëÿ l ≥ l0 óðàâíåíèå (13) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äàëåå, ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî l ≥ l0 è ðàâåíñòâàìè

M (0)
r (l, t) = Mr(l, t),

M (k)
r (l, t) =

(m+1)l∑

i=1

ti∫

ti−1

K(t, τ)X(τ)

τ∫

ti−1

X−1(τ1)M (k−1)
r (l, τ1)dτ1dτ, k = 1, 2, ...,

P
(0)
j (l, t) = Pj(l, t),

P
(k)
j (l, t) =

(m+1)l∑

i=1

ti∫

ti−1

K(t, τ)X(τ)

τ∫

ti−1

X−1(τ1)P
(k−1)
j (l, τ1)dτ1dτ, k = 1, 2, ...,

F (0)(l, t) = F (l, t),

F (k)(l, t) =
(m+1)l∑

i=1

ti∫

ti−1

K(t, τ)X(τ)

τ∫

ti−1

X−1(τ1)F (k−1)(l, τ1)dτ1dτ, k = 1, 2, ...,

îïðåäåëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö è âåêòîðîâ, çàâèñÿùèõ îò t ∈ [0, T ]. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) íàéäåì â âèäå:

Φl(t) =
(m+1)l∑

r=1

Dr(l, t)λr +
m∑

j=0

Gj(l, t)λjl+1 + Fl(t), (14)

ãäå Dr(l, t) =
∞∑

k=0

M
(k)
r (l, t), Gj(l, t) =

∞∑
k=0

P
(k)
j (l, t), Fl(t) =

∞∑
k=0

F (k)(l, t).

Ïîäñòàâèì (14) â ïðàâóþ ÷àñòü (10):

ur(t) = X(t)

t∫

tr−1

X−1(τ)A(τ)dτλr +
(m+1)l∑

i=1

X(t)

t∫

tr−1

X−1(τ)
[
Di(l, τ) +

ti∫

ti−1

K(τ, s)ds

]
dτλi+

+
m∑

j=0

X(t)

t∫

tr−1

X−1(τ)[Gj(l, τ) + Kj(τ)]dτλjl+1 + X(t)

t∫

tr−1

X−1(τ)[f(τ) + Fl(τ)]dτ. (15)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó lim
t→T−0

u(m+1)l(t), lim
t→ts−0

us(t) â (15) è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæå-

íèÿ â êðàåâûå óñëîâèÿ (8) è óñëîâèÿ ñêëåèâàíèÿ (9), à òàêæå óìíîæàÿ îáå ÷àñòè (8) íà hm+1

l , ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ ïàðàìåòðîâ λr, r = 1, (m + 1)l, :

hm+1

l

{
B + CX(T )

T∫

T−hm+1

X−1(τ)
[
D1(l, τ) +

h1∫

0

K(τ, s)ds + G0(τ) + K0(τ)
]
dτ

}
λ1+
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+
hm+1

l
C

(m+1)l−1∑

i=2

X(T )

T∫

T−hm+1

X−1(τ)
[
Di(l, τ) +

ti∫

ti−1

K(τ, s)ds

]
dτλi+

+
hm+1

l
C

m∑

j=1

X(T )

T∫

T−hm+1

X−1(τ)[Gj(l, τ) + Kj(τ)]dτλjl+1+

+
hm+1

l
C

{
I + X(T )

T∫

T−hm+1

X−1(τ)
[
A(τ) + D(m+1)l(l, τ) +

T∫

T−hm+1

K(τ, s)ds

]
dτ

}
λ(m+1)l =

=
hm+1

l
d− hm+1

l
CX(T )

T∫

T−hm+1

X−1(τ)[f(τ) + Fl(τ)]dτ. (16)

[
I + X(tr)

tr∫

tr−1

X−1(τ)A(τ)dτ

]
λr − λr+1+

+
(m+1)l∑

i=1

X(tr)

tr∫

tr−1

X−1(τ)
[
Di(l, τ) +

ti∫

ti−1

K(τ, s)ds

]
dτλi +

m∑

j=0

X(tr)

tr∫

tr−1

X−1(τ)[Gj(l, τ)+

+Kj(τ)]dτλjl+1 = −X(tr)

tr∫

tr−1

X−1(τ)[f(τ) + Fl(τ)]dτ, r = 1, (m + 1)l − 1. (17)

Ìàòðèöó ñîîòâåòñòâóþùåé ëåâîé ÷àñòè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (16), (17) îáîçíà÷èì
÷åðåç Q∗,∗(l) è ñèñòåìó (16), (17) çàïèøåì â âèäå:

Q∗,∗(l)λ = −F∗(l, d, f), (18)

ãäå

F∗(l, d, f) =
(
−hm+1

l
d +

hm+1

l
CX(T )

T∫

T−hm+1

X−1(τ)[f(τ) + Fl(τ)]dτ,

X(t1)

t1∫

t0

X−1(τ)[f(τ) + Fl(τ)]dτ, ...,X(t(m+1)l−1)

t(m+1)l−1∫

t(m+1)l−2

X−1(τ)[f(τ) + Fl(τ)]dτ

)′
.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà ïàð (λ∗r, u∗r(t)), r = 1, (m + 1)l, � ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè
(6)�(9), òî âåêòîð λ∗ = (λ∗1, λ

∗
2, ..., λ

∗
(m+1)l) ∈ R(m+1)ln óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (18). Íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ è â îáðàòíîì. Åñëè λ̃ = (λ̃1, λ̃2, ..., λ̃(m+1)l) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18), òî ñèñòåìà ïàð
(λ̃r, ũr(t)), r = 1, (m + 1)l, ãäå ũr(t) � ðåøåíèå ñïåöèàëüíîé çàäà÷è Êîøè (6), (7) ïðè λr = λ̃r,
áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (6)�(9).

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷à (1), (2) íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû
(f(t), d), ãäå f(t) ∈ C([0, T ], Rn), d ∈ Rn, îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2009. Òîì 9. � 4 (34)



Îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è ... 95

Òåîðåìà. Äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2) íåîáõîäèìî ÷òîáû ìàòðèöà
Q∗,∗(l) áûëà îáðàòèìîé äëÿ âñåõ l ≥ l0 è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà îáðàòèìîé ïðè íåêî-
òîðîì l = l∗ ≥ l0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (1), (2) ñ f(t) =
0, d = 0. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ñèñòåìà óðàâíåíèé (18) èìååò âèä Q∗,∗(l)λ = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè
íåêîòîðîì l̃ ≥ l0 ìàòðèöà Q∗,∗(l̃) íåîáðàòèìà. Òîãäà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
Q∗,∗(l̃)λ = 0 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå λ̃ = (λ̃1, λ̃2, ..., λ̃(m+1)el) ∈ Rn(m+1)el.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (10) ñ f(t) = 0, λr = λ̃r, r = 1, (m + 1)l̃. Òàê
êàê l̃ ≥ l0, òî ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (ũr(t)), r = 1, (m + 1)l̃. Òîãäà ââèäó
ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ (1), (2) è (4)�(7) ôóíêöèÿ x̃(t), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè:

x̃(t) = λ̃r + ũr(t), t ∈ [tr−1, tr), r = 1, (m + 1)l̃, x̃(T ) = λ̃
(m+1)el + lim

t→T−0
ũ

(m+1)el(t),
áóäåò íåíóëåâûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (1), (2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìàòðèöà Q∗,∗(l∗) îáðàòèìà ïðè íåêîòîðîì l∗ ≥ l0. Äëÿ ëþáîé ïàðû
(f(t), d) ñîñòàâèì ñèñòåìó n(m + 1)l∗ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ (16), (17).
Èñïîëüçóÿ îáðàòèìîñòü ìàòðèöû Q∗,∗(l∗) è ðåøàÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íàéäåì çíà-
÷åíèÿ λ∗ = (λ∗1, λ

∗
2, ..., λ

∗
(m+1)l∗). Ðåøàÿ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (10) ïðè ïîëó÷åííûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ∗, íàõîäèì ñèñòåìó ôóíêöèé (u∗r(t)), r = 1, (m + 1)l∗. Òîãäà ôóíêöèÿ
x∗(t), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè:
x∗(t) = λ∗r + u∗r(t), t ∈ [tr−1, tr), r = 1, (m + 1)l∗, x∗(T ) = λ∗(m+1)l∗ + lim

t→T−0
u∗(m+1)l∗(t),

áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2).
Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Alexeyeva L.A., Girnis S.R., Ukrainets V.N. Dynamic behavior of the trilaminar casing

in elastic space by moving loads action // Mathematical journal. 2009. Vol. 9. � 4 (34). P. 5
� 13.

The analytical solution of the problem on e�ect of moving load on trilaminar casing in elastic
space is constructed. In its base the critical velocities of the load and the stress-strain state of the
casing and surrounding media are researched. Dynamic behavior of construction is investigated by
di�erent contact conditions in the media boundaries.
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value problem with impulsive e�ect for systems of hyperbolic equations // Mathematical
journal. 2009. Vol. 9. � 4 (34). P. 14 � 19.

A semi-periodical boundary value problem with impulsive e�ect for systems of hyperbolic
equations by means of the method of introduction of functional parameters is researched. The
necessary and su�cient conditions of correct solvability considering problem in the terms of initial
data are established.
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øåòòiê åñåï ôóíêöèîíàëäû© ïàðàìåòðëåð åíãiçó ºäiñiìåí çåðòòåëåäi. �àðàñòûðûëûï îòûð¡àí
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The problem of stabilizations of the system with scalar modal management is considered. The
algorithm of the own digits of the positional closed managerial system is o�ered. It is realized the
syntheses, providing stabilization, at account characteristics of gain factor in the form of not only
one of matrix, but series of matrixes of an n-order.
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In the bounded two-dimensional rectangular region the Cauchy-Dirichlet problem for the Poisson
equation is considered. The studied incorrect boundary value problem is reduced to an optimal
control problem. In terms of the solution of the adjoint boundary value problem the optimality
conditions are established. It is found a criterium of the strongly solvability of the incorrect boundary
value problem.
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Cauchy problem and multiply point's problem for the linear ordinary di�erential equation are solved
by parallelization. Parallelization of nonlinear equations by means of linearization of equations is
considered.
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In this article it is considered is stability of di�erence dynamical system for relatively particle
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root equal to one. In has been received criterion of stability and unstability of particle variable.
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Two points boundary value problem for the loaded di�erential equations by method of
parametrization with decomposition of interval by di�erent paces is investigated. The necessary
and su�cient conditions of unique and correct solvability of considering problem are obtained.
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In the paper results of the analysis of behaviors of the economic system, described by
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