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УДК 517.518

О КОЭФФИЦИЕНТАХ РАЗЛОЖЕНИЯ ПО
ОРТОПОДОБНОЙ СИСТЕМЕ

Г. Акишев

Карагандинский государственный университет им. Е.А. Букетова
г. Караганда ул. Университетская , 28 akishev@ksu.kz

В статье доказана оценка коэффициентов разложения по ортоподобной системе элементов про-
странств Марцинкевича, Лоренца и теоремы Харди-Литтлвуда для ортоподобных систем.

Введение. Пусть X – счетно-конечное измеримое пространство с неотрицательной мерой
ν.

Для всякой ν–измеримой функции f обозначим через f∗ ее невозрастающую перестановку
(см.[1], стр. 15-17).

Через Lp,θ(X, ν), 1 ≤ p < +∞, 1 ≤ θ < +∞, обозначим пространство Лоренца состоящее из
всех ν–измеримых функций f для которых

‖f‖p,θ =
( ∞∫

0

(f∗(t))θt
θ
p
−1

dt

) 1
θ

< +∞.

Lp,∞(X, ν) – пространство Марцинкевича состоящее из всех ν измеримых функций f для
которых

‖f‖p,∞ = sup
t>0

t
1
p f∗(t) < +∞.

В частности Lp,p(X, ν) = Lp(X, ν) – пространство Лебега.
Т.П.Лукашенко [2],[3] ввел определение системы разложения, подобной ортогональной, с

неотрицательной мерой.

Определение 1. Пусть Ω пространство со счетно-аддитивной неотрицательной мерой
µ, H – действительное или комплексное гильбертово пространство. Система {ϕω}ω∈Ω эле-
ментов H называется системой разложения, подобной ортогональной, с неотрицательной
мерой (ортоподобной неотрицательной системой разложения), если

y =
∫

Ω

ŷ(ω)ϕωdµ(ω)

Keywords: similar to orthogonal systems, the spaces Lorentz, Marcinkiewicz.
2000 Mathematics Subject Classification: 42A10
c© Г. Акишев, 2009.



6 Г. Акишев

для любого y ∈ H, где ŷ(ω) = (y, ϕω) – скалярное произведение, а интеграл – собственный или
несобственный интеграл Лебега от функции со значениями в H, причем в последнем случае
есть такое исчерпывание {Ωk}∞k=1 пространства Ω (все Ωk измеримы Ωk ⊂ Ωk+1 для k ∈ N
и Ω = ∪∞k=1Ωk) быть может, зависящий от y и называемое подходящим для y, что функция
ŷ(ω)ϕω интегрируема на Ωk и

y =
∫

Ω

ŷ(ω)ϕωdµ(ω) = lim
k→∞

(L)
∫

Ωk

ŷ(ω)ϕωdµ(ω).

Система называется измеримой, если для любого y ∈ H функция ŷω измерима на Ω. Ортопо-
добными являются, в частности, все полные ортонормированные системы и их ортогональные
проекции, системы всплесков Габора и Морле. Системы, подобные ортогональным, обладают
многими свойствами, аналогичными свойствам ОНС. Например, имеет место аналог равенства
Парсеваля [2].

Далее, Ω – счетно-конечное измеримое пространство с неотрицательной мерой µ, Ω =
∞⋃

j=1
Ej ,

где Ej – попарно непересекающиеся µ−измеримые множества, Λk =
k⋃

j=1
Ej ; G(ω) – комплекс-

нозначная измеримая функция на Ω.
Пусть {ϕω}ω∈Ω – измеримая система разложения, подобная ортогональной, построенная в

гильбертовом пространстве H = L2(X, ν) комплекснозначных функций и обладающая следу-
ющими свойствами (см. [4]):

1. существуют число r ∈ (2,+∞] и измеримая конечная функция M(ω) > 0 такие, что для
почти всех ω ∈ Ω ‖ϕω‖r ≤ M(ω);

2. для любого j ∈ N из условия G ∈ L2(Ej , µ) следует интегрируемость на Ej функции
G(ω)ϕω как функции со значениями в H ≡ L2(X, ν);

3. функция b(ω)ϕω измерима, как функция со зачениями в Lr(X, ν), для любой комплекс-
нозначной функции b, удовлетворяющей условию b(ω)M(ω) ∈ L1(Ω, µ).

В дальнейшем C(q, r, p) означает положительные величины зависящие от указанных в скоб-
ках параметров.

В теории ортогональных рядов хорошо известны теоремы Хаусдорфа-Юнга, Рисса, Пэли,
Харди-Литтлвуда о коэффициентах Фурье. В настоящее время известны обобщения их резуль-
татов на различные пространства и системы. Например в [5], [6], [7], [8], [9], [10] (а также см.
библиографию в этих работах). Аналог теорем Хаусдорфа-Юнга, Харди-Литтлвуда в простран-
ствах Lp(X) для ортоподобных систем доказал Т. В. Родионов [4].

Далее будем считать, что ν(X) < +∞. В настоящей заметке доказаны следующие утвер-
ждения.

Теорема 1. Пусть r
r−1 = r

′
< q ≤ 2 и {ϕω}ω∈Ω – ортоподобная система функции, удовлетво-

ряющая условиям 1-3 и ∫

A

M2(ω)dµ(ω) < +∞

для произвольного множества A ⊂ Ω с конечной мерой µA > 0. Тогда для любой функции
f ∈ Lq,∞(X, ν) имеет место неравенство:

(µA)−
1
2

[∫

A

M2(ω)dµ(ω)
] r(q−2)

2q(r−2)
∣∣∣∣
∫

A

f̂(ω)dµ(ω)
∣∣∣∣ ≤ C(q, r)‖f‖q,∞.
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О коэффициентах разложения по ортоподобной системе 7

Заметим, что теорема 1 является обобщением леммы 7 [5].
Далее, будем рассматривать счетную ортоподобную систему (см. [3], стр. 58 и [11], стр. 188).
Пусть {f̂∗(k)} невозрастающая перестановка последовательности {|f̂(n)|} и

|f̂(m1)|, ..., |f̂(mk)|, ... числа, которые после перестановки перешли соответственно в числа
f̂∗(1), ..., f̂∗(k), ... . Для заданной функции f и номера n обозначим:

∆n(f) =
{

mk : f̂∗(k) = |f̂(mk)|, k = 1, ..., n
}

.

Теорема 2. Пусть счетная ортоподобная система {ϕn}n∈N при некотором r ∈ (2, +∞] удо-
влетворяет условию ‖ϕn‖r ≤ Mn, ∀n ∈ N и существует число M0 такое, что 0 < M0 ≤ Mn,
∀n ∈ N. Тогда для любой функции f ∈ L2,q(X, ν), 2 < q ≤ ∞, имеет место неравенство:

[ n∑

k=1

(f̂∗(k))2
]1/2

≤ C(q, r,M0) ·
(

ln(1 +
∑

j∈∆n(f)

M2
j )

) 1
2
− 1

q

‖f‖2,q

для n = 1, 2, 3, ... .

Сл е д с т в и е 1. Пусть {ϕn} – счетная ортоподобная система и ‖ϕn‖r ≤ M, ∀n ∈
N, r ∈ (2,+∞]. Тогда для любой функции f ∈ L2,q, 2 < q < r ≤ ∞ имеет место неравен-
ство: [ ∞∑

n=1

(f̂∗(n))q · n q
2
−1

(
ln(1 + nM2)

)1− q
2

] 1
q

≤ C(q, r) · ‖f‖2,q.

Пусть {ϕk} – счетная ортоподобная система и ϕn ∈ Lr(X) для некоторого r ∈ (2,∞]:
‖ϕn‖r ≤ Mn, ∀n ∈ N. Положим

µn ≡ µ(r)
n = sup

{∥∥∥
n∑

k=1

ckϕk

∥∥∥
r

:
n∑

k=1

|ck|2 = 1
}

.

Из определения видно, что {µn} неубывает.

Теорема 3. Пусть {ϕn}∞n=1 – счетная ортоподобная система, ϕn ∈ Lr(X) для некоторого

2 < r ≤ ∞. Если {an} ∈ l2, ρn =
( ∞∑

k=n

a2
k

) 1
2

, 2 < q < r, и

Λq(a) ≡
{ ∞∑

n=1

µ
(q−2)r

r−2
n (ρq

n − ρq
n+1)

} 1
q

< +∞,

то ряд
∑∞

n=1 anϕn(x)сходится в Lq(X) к некоторой функции f ∈ Lq(X) и ‖f‖q ≤ C(q, r)·Λq(a).

Отметим, что если {ϕn} – равномерно ограниченная ортонормированная система и r = +∞,
то из теоремы 2 получим результат С.В.Бочкарева ([6], теорема 1). Из теоремы 3 следует
теорема 1 [9].

Доказательство утверждений. Доказательство теоремы 1. По определению коэф-
фициентов разложения функции f по ортоподобной системе и неравенству Гельдера имеем:

∣∣∣∣
∫

A

f̂(ω)dµ(ω)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

A

∫

X

f(x)ϕω(x)dνdµ

∣∣∣∣ ≤

Математический журнал 2009. Том 9. № 2 (32)



8 Г. Акишев

≤
∫

A

‖f‖r′‖ϕω‖rdµ(ω) ≤ ‖f‖r′

∫

A

M(ω)dµ(ω) (1)

для функций f ∈ Lr′ (X, ν).
Далее, сначала применяя неравенство Гельдера, затем равенство Парсеваля для ортоподоб-

ной системы (см.[2]), получим
∣∣∣∣
∫

A

f̂(ω)dµ(ω)
∣∣∣∣ ≤

√
µA‖f‖2 (2)

для функций f ∈ L2(X, ν). Пусть f ∈ Lq,∞(X, ν). Положим

f1(x) =
{

f(x), если |f(x)| ≤ f∗(τ),
0, в остальных случаях,

f0(x) = f(x)− f1(x), x ∈ X,

где

τ =
[∫

A

M2(ω)dµ(ω)
]−β

2

, β =
2r

r − 2
.

Известно, что (см.[7], стр.222)

f∗1 (t) ≤
{

f∗(τ), 0 < t < τ,
f∗(t), τ ≤ t,

, f∗0 (t) ≤
{

f∗(t), 0 < t < τ,
0, τ ≤ t,

(3)

при этом f0 ∈ Lr′ (X, ν) и f1 ∈ L2(X, ν).
Пользуясь неравенством (1) и соотношениями (3), получим:

∣∣∣∣
∫

A

f̂0(ω)dµ(ω)
∣∣∣∣ ≤ ‖f0‖r′

∫

A

M(ω)dµ(ω) ≤

≤
[ τ∫

0

f∗
r
′
(t)dt

] 1

r
′ ∫

A

M(ω)dµ(ω) ≤ (sup
t>0

t
1
q f∗(t))×

[ τ∫

0

t
− r

′
q dt

] 1

r
′ ∫

A

M(ω)dµ(ω) = ‖f‖q,∞
( q

q − r′

) 1

r
′ · τ

1

r
′ − 1

q

∫

A

M(ω)dµ(ω).

Далее, применяя неравенство Гельдера к интегралу по ω в правой части этого соотношения,
будем иметь:

∣∣∣∣
∫

A

f̂0(ω)dµ(ω)
∣∣∣∣ ≤

( q

q − r′

) 1

r
′ · ‖f‖q,∞ · τ

1

r
′ − 1

q

(∫

A

M2(ω)dµ(ω)
) 1

2 √
µA. (4)

Теперь рассмотрим функцию f1 ∈ L2(X, ν). Сначала применяя интегральное неравенство
Гельдера, затем равенство Парсеваля и соотношение (3) и учитывая, что q < 2, получим:

∣∣∣∣
∫

A

f̂1(ω)dµ(ω)
∣∣∣∣ ≤

√
µA‖f1‖2 ≤

√
µA

[ τ∫

0

f∗
2
(τ)dt+

Математический журнал 2009. Том 9. № 2 (32)



О коэффициентах разложения по ортоподобной системе 9

+

∞∫

τ

f∗
2
(t)dt

] 1
2

≤
√

µA · (sup
t>0

t
1
q f∗(t))

[
τ

1− 2
q +

q

2− q
τ

1− 2
q

] 1
2
.

Таким образом, ∣∣∣∣
∫

A

f̂1(ω)dµ(ω)
∣∣∣∣ ≤

√
µA‖f‖q,∞

( 2
2− q

) 1
2 · τ 1

2
− 1

q . (5)

Из неравенств (4) и (5) следует, что
∣∣∣∣
∫

A

f̂(ω)dµ(ω)
∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣
∫

A

f̂0(ω)dµ(ω)
∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫

A

f̂1(ω)dµ(ω)
∣∣∣∣ ≤

≤
√

µA‖f‖q,∞

[(∫

A

M2(ω)dµ(ω)
) 1

2

· τ
1

r
′ − 1

q

( q

q − r′

) 1

r
′

+
( 2

2− q

) 1
2 · τ 1

2
− 1

q

]
. (6)

Из определения числа β следует,что 1−β( 1
r
′ − 1

q ) = −β(1
2− 1

q ) ⇐⇒ β = 2r
r−2 . Тогда, учитывая

значение числа τ > 0, из соотношения (6) получим:

∣∣∣∣
∫

A

f̂(ω)dµ(ω)
∣∣∣∣ ≤

√
µA‖f‖q,∞C(q, r) ·

(∫

A

M2(ω)dµ(ω)
)− r(q−2)

2q(r−2)

.

Этим теорема доказана.
Доказательство теоремы 2. Пусть f ∈ L2,q(X, ν). Эту функцию можно представить в

виде f(x) = f1(x) + f2(x), где

f1(x) =
{

f(x), если|f(x)| ≤ f∗(τ),
0, если|f(x)| > f∗(τ),

f2(x) = f(x)− f1(x), 0 < τ < ν(X).

Докажем, что для натуральных чисел {mk}n
k=1 каждая из функций fi, i = 1, 2, удовлетво-

ряет неравенству

[ n∑

k=1

|f̂i(mk)|2
]1/2

≤ C(q, r)
(
ln(1 +

n∑

k=1

M2
mk

)
) 1

2
− 1

q ‖f‖2,q. (7)

В силу равенства Парсеваля для ортоподобной системы (см. [2] и введение) и неравенства
Гельдера q

2 > 1 для функции f1 имеем

n∑

k=1

|f̂1(mk)|2 ≤ ‖f1‖2
2 ≤

∫ ν(X)

τ
f∗

2
(t)dt ≤ ‖f‖2

2,q

[
ln

ν(X)
τ

]1− 2
q
. (8)

Для функции f2 ∈ Lr′(X, ν) по определению коэффициентов разложения и неравенства
Гельдера (2 < r < +∞) имеем:

|f̂2(mk)| =
∣∣∣
∫

X
f2(x)ϕmk

(x)dν
∣∣∣ ≤ ‖f2‖r′‖ϕmk

‖r ≤ Mmk
‖f‖r′ .

Следовательно,
n∑

k=1

|f̂2(mk)|2 ≤ ‖f2‖2
r′

n∑

k=1

M2
mk

. (9)

Математический журнал 2009. Том 9. № 2 (32)



10 Г. Акишев

Так как по условию q ∈ (2, +∞), то учитывая, что f∗ не возрастает и t
q
2
−1 не убывает, будем

иметь:
‖f‖2,q ≥

[∫ x

x/2
f∗

q
(t)t

q
2
−1dt

]1/q
≥ f∗(x)(

x

2
)

1
2

для любого x ∈ (0, ν(X)]. Поэтому из оценки (9) с учетом условия r ∈ (2, +∞] получим:

n∑

k=1

|f̂2(mk)|2 ≤
n∑

k=1

M2
mk

[∫ τ

0
f∗

r′
(t)dt

]2/r′
≤

≤
n∑

k=1

M2
mk
‖f‖2

2,q

[∫ τ

0
(
t

2
)−

r′
2 dt

] 2
r′ = 2(

2
2− r′

)
2
r′ ‖f‖2

2,qτ
2( 1

r′−
1
2
)

n∑

k=1

M2
mk

.

Таким образом,

[ n∑

k=1

|f̂2(mk)|2
] 1

2 ≤
√

2(
2

2− r′
)

1
r′ ‖f‖2,qτ

1
2
− 1

r

[ n∑

k=1

M2
mk

] 1
2
. (10)

Положим τ = ν(X)
(
1+

∑
j∈∆n(f) M2

j

)− r
r−2 = ν(X)

(
1+

∑n
k=1 M2

mk

)− r
r−2

. Тогда для функции
f1 из неравенства (8) имеем:

[ n∑

k=1

|f̂1(mk)|2
] 1

2 ≤ (
r

r − 2
)

1
2
− 1

q

(
ln(1 +

n∑

k=1

M2
mk

)
) 1

2
− 1

q ‖f‖2,q. (11)

Так как
∑

j∈∆n(f) M2
j > M2

0 > 0, то

1 = log1+M2
0
(1 + M2

0 ) < log1+M2
0
(1 +

∑

j∈∆n(f)

M2
j ) =

ln(1 +
∑

j∈∆n(f) M2
j )

ln(1 + M2
0 )

.

Поэтому из неравенства (10) для функции f2 получим:

[ n∑

k=1

|f̂2(mk)|2
] 1

2 ≤
√

2(
2

2− r′
)

1
r′ ‖f‖2,q

( ν(X)
(
1 +

n∑
k=1

M2
mk

) r
r−2

) 1
2
− 1

r
[ n∑

k=1

M2
mk

] 1
2 ≤

≤
√

2(
2

2− r′
)

1
r′ ‖f‖2,q

(
ν(X)

) 1
2
− 1

r
( 1

ln(1 + M2
0 )

) 1
2
− 1

q
(
ln(1 +

n∑

k=1

M2
mk

)
) 1

2
− 1

q
. (12)

Этим неравенство (7) доказано. Из неравенства (7) (см. также (11) и (12)) следует, что

[ n∑

k=1

f̂∗
2
(k)

] 1
2 ≤ C(q, r,M0)‖f‖2,q

(
ln(1 +

∑

j∈∆n(f)

M2
j )

) 1
2
− 1

q
.

Теорема доказана.
Доказательство следствия 1. На множестве натуральных чисел определим меру следу-

ющим образом: для любого конечного множества A ⊂ N положим

µ(A) =
∑

n∈A

1
n

ln
(
1 + nM2

)
.
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Тогда µ будет считающей мерой (см. [8], стр.160). Рассмотрим пространство последователь-
ностей lq(µ) с нормой

‖{bn}‖lq(µ)
=

( ∞∑

n=1

|bn|qµ(n)
) 1

q

, 1 ≤ q < +∞.

Из доказанной теоремы 2 в случае q = ∞ получим:
√

n

ln(1 + nM2)
f̂∗(n) ≤ C · ‖f‖2,∞, ∀n ∈ N,

т.е. оператор T : f −→
√

n
ln(1+nM2)

f̂∗(n) ограниченно действует из L2,∞ в l∞ – пространство
ограниченных последовательностей.

Далее, в силу равенства Парсеваля для ортоподобных систем (см. [2]) имеем:

∥∥∥∥
{

f̂∗(n) ·
√

n

ln(1 + nM2)

}∥∥∥∥
l2(µ)

=
[ ∞∑

n=1

(
f̂∗(n) ·

√
n

ln(1 + nM2)

)2

· ln(1 + nM2)
n

] 1
2

=

=
[ ∞∑

n=1

(
f̂∗(n)

)2
] 1

2

= ‖f‖2,

т.е. оператор T ограниченно действует из пространства L2(X, ν) в l2(µ). Следовательно, по
интерполяционной теореме оператор T ограничен из L2,q(X, ν) в lq(µ), т.е.

[ ∞∑

n=1

(
f̂∗(n)

)q · n q
2
−1

(
ln(1 + nM2)

)1− q
2

] 1
q

≤ C(q) · ‖f‖2,q.

Следствие доказано.
Для доказательства теоремы 3 отметим следующие факты:

З ам е ч а н и е 1. По свойству нормы и неравенства Гельдера для сумм имеем:

∥∥∥∥
n∑

k=1

ckϕk

∥∥∥∥
r

≤
n∑

k=1

|ck|‖ϕk‖r ≤
( n∑

k=1

|ck|2
) 1

2

· √n ·M∗
n,

где M∗
n = max

k≤n
Mk. Из этой оценки следует, что

µn ≤
√

n ·M∗
n. (13)

З ам е ч а н и е 2. Если p ∈ [2, r], то µ
(p)
n ≤

(
µ

(r)
n

)γ
, где γ = p−2

p · r
r−2 .

Доказательство. Так как
n∑

k=1

c2
k = 1, то в силу теоремы 2 [2]:

∥∥∥∥
n∑

k=1

ckϕk

∥∥∥∥
2

≤ 1.

Полагая Φn(x) =
n∑

k=1

ckϕk(x), имеем:

∫

X
|Φn(x)|pdν =

∫

X
|Φn(x)|p−α|Φn(x)|αdν,
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где α = 2(r−p)
r−2 . Отметим, что p − α = p − 2(r−p)

r−2 = (p−2)r
r−2 < r при p < r. Поэтому, применяя

неравенство Гельдера, будем иметь (θ = r
p−α , θ′ = θ

θ−1 = r−2
r−p):

∫

X
|Φn(x)|pdν ≤ ‖Φn‖p−α

r · ‖Φn‖α
2 = ‖Φn‖p−α

r ≤
(
µ(r)

n

)p−α
.

Таким образом µ
(p)
n ≤

(
µ

(r)
n

)p−α
=

(
µ

(r)
n

)γ
,где γ = p− α = (p−2)r

r−2 .

Доказательство теоремы 3. Пусть выполнено условие теоремы 3:

Λq(a) ≡
{ ∞∑

n=1

µ
(q−2)r

r−2
n (ρq

n − ρq
n+1)

} 1
q

< +∞. (14)

Так как {an} ∈ l2, то ρn ↓ 0, n → +∞. Положим n1 = 1, nk+1 = min{n : ρn ≤
1
2ρnk

}, k = 1, 2, ...,

uk(x) =
∣∣∣∣
nk+1−1∑
n=nk

anϕn(x)
∣∣∣∣.

Тогда, в силу теоремы 2 [2] имеем ‖uk‖2 ≤ ρnk
≡ εk. Из определения номера nk+1 видно,

что εk+1 ≤ 1
2εk. Поэтому, по лемме 3 [9] при p = 2 будем иметь:

∥∥∥∥
k∑

j=m

uj

∥∥∥∥
q

q

≤ C(q, r) ·
k∑

j=m

‖uj‖q−s
r · εs

j , (15)

где s = 2(r−q)
r−2 . По свойству нормы

‖uk‖r =
∥∥∥∥

nk+1−1∑
n=nk

cn · ϕn

∥∥∥∥
r

·
(nk+1−1∑

n=nk

|an|2
) 1

2

, (16)

где cn = an

(nk+1−1∑
n=nk

|an|2
)− 1

2

. Так как
nk+1−1∑
n=nk

c2
n = 1, то по определению числа µn из (16) получим

‖uk‖r ≤ µnk+1−1 · ρnk
. Поэтому, из (15) следует, что

∥∥∥∥
k∑

j=m

uj

∥∥∥∥
q

q

≤ C(q, r) ·
k∑

j=m

µq−s
nj+1−1 · ρq

nj
. (17)

По выбору номера nj+1 имеем ρnj < 2ρnj+1−1 и ρnj+1−1 ≥ 2 · ρnj+2 . Следовательно,

nj+2∑

n=nj+1−1

(ρq
n − ρq

n+1) = ρq
nj+1−1 − ρq

nj+2+1 ≥

≥ ρq
nj+1−1 −

(
2−1ρnj+1−1

)q
=

(
1− 2−q

)
ρq

nj+1−1 >
(
1− 2−q

)
· 2−qρq

nj
.

Поэтому, из (17) получим:

∥∥∥∥
k∑

j=m

uj

∥∥∥∥
q

q

≤ C(q, r) ·
k∑

j=m

µq−s
nj+1−1 ·

nj+2∑

n=nj+1−1

(ρq
n − ρq

n+1) ≤ C(q, r) ·
∞∑

n=nm

µq−s
n (ρq

n − ρq
n+1). (18)
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В силу условия теоремы отсюда следует, что {uj} фундаментальна в пространстве Lq(X).
Следовательно, в силу полноты пространства Lq(X) существует функция f ∈ Lq(X) такая, что

∥∥∥∥f −
n∑

k=1

akϕk

∥∥∥∥
q

→ 0, n → +∞.

В (18) полагая m = 1, получим:

∥∥∥∥
nk+1−1∑

n=1

anϕn

∥∥∥∥
q

≤ C(q, r) ·
{ ∞∑

n=1

µq−s
n (ρq

n − ρq
n+1)

} 1
q

.

В этом неравенстве переходя к пределу, получим:

‖f‖q ≤ C(q, r) ·
{ ∞∑

n=1

µq−s
n (ρq

n − ρq
n+1)

} 1
q

.

Теорема доказана.

З ам е ч а н и е 3. Если {Mn} неубывает, то условие (см. теорему 2′ [4] при uk = k )∑∞
n=1 |an|q · n(q−2) r−1

r−2 ·M (q−2) r
r−2

n < +∞ влечет (14).

Действительно, так как µn ↑ и 2 < q < r < +∞, то

Λq
q(a) =

∞∑

k=2

nk−1∑
n=nk−1

µ
(q−2) r

r−2
n (ρq

n − ρq
n+1) ≤

∞∑

k=2

µ
(q−2) r

r−2

nk−1 · ρq
nk−1

. (19)

Далее, учитывая, что ρnk−1
≤ 2ρnk−1 и ρn ↓, имеем:

ρq
nk−1

≤ 2q · ρq
nk−1 ≤≤ 2q · (4

3
)

q
2 (ρ2

nk−1 − ρ2
nk+1

)
q
2 (20)

Положим θ = q
2 > 1, θ′ = θ

θ−1 = q
q−2 . Применяя неравенство Гельдера и принимая во

внимание 1− 2θ′(1− 2
q ) r−1

r−2 = − r
r−2 < 0, получим:

( nk+1∑

n=nk−1

|an|2
) q

2

≤
(r − 2

r

) q
2
−1
· n−( q

2
−1) r

r−2

k · ·
[ nk+1∑

n=nk−1

|an|q · n(q−2) r−1
r−2

]
. (21)

Теперь в силу неравенств (13), (20), (21) и Mn ↑ из (19) получим:

Λq
q(a) ≤ C(q, r)

∞∑

n=1

|an|q · n(q−2) r−1
r−2 ·M (q−2) r

r−2
n .

Этим замечание 3 обосновано.

З ам е ч а н и е 4. Теорема 2 является исправлением теорем сформулированных в [12], [13]
(теорема 1), где вместо ln(1+

∑
j∈∆n(f) M2

j ) напечатано ln(
∑n

j=1 M2
j ) и без условия 0 < M0 ≤

Mn ∀n ∈ N. Теорема 2, сформулированная в [13], справедлива для последовательности {an}
действительных чисел. В [13] это не отмечено. Поэтому доказанная теорема 3 является
исправлением теоремы 2 [13].
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ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ
ЭЛАСТОДИНАМИКИ В СЛУЧАЕ ТРАНСПОРТНЫХ

НАГРУЗОК

Л. А. Алексеева

Институт Математики МОиН РК
050010 Алматы ул. Пушкина, 125 alexeeva@math.kz

Рассматриваются краевые задачи для упругой среды, ограниченной цилиндрической поверхно-
стью, по которой с постоянной дозвуковой скоростью движется нагрузка, вид которой не меняется
с течением времени. Данный класс задач является модельным для динамики подземных сооруже-
ний, типа транспортных тоннелей, а также наземного дорожного транспорта. Для решения кра-
евых задач развивается метод обобщенных функций. Построены динамические аналоги формул
Грина и на их основе получены сингулярные граничные интегральные уравнения, разрешающие
поставленные краевые задачи.

В [1] с использованием теории обобщенных функций построены обобщенные решения систе-
мы уравнений Ламе, описывающие движение упругой среды при дозвуковых и сверхзвуковых
скоростях движения источников возмущений различного типа. Рассмотрены ударные волны,
которые возникают в среде при сверхзвуковых скоростях движения источника возмущений.

Здесь рассматриваются краевые задачи для упругой среды, ограниченной цилиндрической
поверхностью, по которой с постоянной дозвуковой скоростью движется нагрузка, вид кото-
рой не меняется с течением времени. Назовем такие нагрузки транспортными. Данный класс
задач является модельным для динамики подземных сооружений, типа транспортных тонне-
лей, а также наземного дорожного транспорта, скорость движения которого пока еще намного
меньше скорости распространения возмущений в среде, где происходит это движение. Для
решения краевых задач развивается метод обобщенных функций (МОФ), который позволяет
сравнительно легко строить динамические аналоги формул Грина и на их основе получать вид
решений и строить сингулярные интегральные уравнения, разрешающие поставленные крае-
вые задачи. Основные идеи этого метода для класса бегущих решений волнового уравнения в
пространствах разной размерности изложены автором в [2].

Keywords: elastodynamics, subsonic running loads, boundary value problems, generalized functions method
2000 Mathematics Subject Classification: 74B05,35E05
c© Л. А. Алексеева, 2009.



16 Л. А. Алексеева

1. Уравнения Ламе в подвижной системе координат. Числа Маха. Рассматрива-
ется упругая среда, заданная параметрами Ламе λ, µ, плотностью ρ; ui – компоненты вектора
перемещений u; σij , εij – компоненты тензора напряжений и деформаций, связанные законом
Гука:

σij = λ div uδij + 2µ εij , εij = 0, 5 (∂jui + ∂jui) , i, j, k = 1, 2, 3. (1)

Введем подвижную систему координат x′ = (x′1, x
′
2, x

′
3) = (x1, x2, x3 + ct) = (x1, x2, z). В

новых переменных уравнения движения среды имеют вид:

σij ,j −ρc2ui,zz +ρGi = 0. (2)

Здесь и далее введены обозначения: ui,j = ∂jui = ∂ui
∂xj

, ui,z = ∂zui = ∂ui
∂z и т.п. С учетом (1)

уравнения (2) приводятся к виду :
(

(λ + µ)
∂2

∂x′i∂x′j
+

(
µ ∆− ρc2 ∂2

∂z2

)
δi
j

)
ui + ρGj = 0, i, j = 1, 2, 3, (3)

где ∆ – оператор Лапласа, δi
j = δij – символ Кронекера; c1 =

√
(λ + 2µ)/ρ, c2 =

√
µ/ρ – две

звуковые скорости, с которой распространяются объемные и сдвиговые деформации в упругой
среде. Всюду далее по одноименным индексам суммирование в указанных пределах изменения
индексов (тензорная свертка).

Назовем скорость c дозвуковой, если c < c2; межзвуковой, если c2 < c < c1 и сверхзву-
ковой, если c > c1. Скорость называется первой или второй звуковой, если c = cj , j = 1, 2
соответственно. Для транспортных задач c < c2. Этот случай здесь рассмотрим.

Пусть массовая сила G, действующая в среде, движется с постоянной дозвуковой скоростью
c вдоль координатной оси X3 (для удобства выкладок, противоположно ее направлению) и в
подвижной системе координат не зависит от t. Будем искать решения (3) такой же структуры:
uk = uk(x1, x2, x3 + ct) = uk(x1, x2, z) , которые назовем бегущими.

Перепишем уравнение (3), поделив его на ρc:

Li
j (∂x) ui =

((
M−2

1 −M−2
2

) ∂2

∂x′i∂′xj
+

(
M−2

2 ∆− ∂2

∂z2

)
δi
j

)
ui + c−1Gj = 0. (4)

Здесь Mj = c/cj числа Маха в дозвуковом случае

Mj < 1, j = 1, 2. (5)

Перейдем к постановке краевых задач в подвижной системе координат. Далее обозначаем
x = (x1, x2).

2. Постановка первой и второй краевой задачи. Пусть D− – упругая среда, ограни-
ченная цилиндрической поверхностью D с образующей, параллельной оси X3 , S− – попереч-
ное сечение цилиндра, S – его граница, n- вектор единичной внешней нормали к D, очевидно
n = n(x), n3 = 0. Предположим, что G – локально интегрируемая функция и ∃ε > 0 :

‖G‖ ≤ O(‖x′‖−(3+ε)) при
∥∥x′

∥∥ →∞, x′ ∈ D− + D. (6)

Пусть u(x, z) – вектор перемещений – решение уравнений (3) в D−, дважды дифференци-
руемая вектор-функция, удовлетворяющая условиям:

‖u(x, z)‖ ≤ O(
∥∥x′

∥∥−ε), ‖u,j (x, z)‖ ≤ O(
∥∥x′

∥∥−1−ε) при
∥∥x′

∥∥ →∞, x′ ∈ D− + D. (7)
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Обозначим
ui(x, z) = uD

i (x, z) при (x, z) ∈ D. (8)

На D движется нагрузка p(x, z):

σij(x, z)nj(x) = pi(x, z) при (x, z) ∈ D. (9)

Будем называть задачу первой краевой, если на границе известны перемещения (8); в случае
заданных на D напряжений p (9) имеем вторую краевую задачу. Предполагается, что ∃εi > 0 :

∥∥uD(x, z)
∥∥ ≤ O(|z|−ε1) при |z| → ∞, x ∈ S, (10)

‖p(x, z)‖ ≤ O(|z|−1−ε2) при |z| → ∞, x ∈ S. (11)

Вектор-функцию u, удовлетворяющую поставленным условиям, будем называть классиче-
ским решением первой (второй) краевой задачи.

3. Единственность решений краевых задач. Построим два полезных энергетических
равенства, которым удовлетворяют решения поставленных краевых задач. Обозначим W –
упругий потенциал среды: W = σijui,j = σijεij .

Уравнения движения (2) умножим на ui и свернем по i . В результате простых выкладок
получим:

(σijui, ),j −W − ρc2(ui,z ui),z +ρc2ui,z ui,z +Giui = 0. (12)

Интегрируя (12) по ограниченному цилиндру C−
ab = {(x, z) : x ∈ D−, a < z < b} с использо-

ванием формулы Остроградского-Гаусса, получим:
∫

Cab

piuidS(x, z)−
∫

C−ab

(
W − ρc2 ‖u,z‖2 −Giui

)
dV (x, z)+

+
∫

S−

{(
ρc2ui,z −σi3

)
ui

∣∣
(x,a) −

(
ρc2ui,z −σi3

)
ui

∣∣
(x,b)

}
dV (x) = 0.

Здесь dV (x, z) = dx1dx2dz, dV (x) = dx1dx2, dS(x, z) – дифференциал площади поверхности
интегрирования, подынтегральные функции в последнем интеграле берутся при z = a, b в
зависимости от указанного значения в нижних индексах у черты. Переходя к пределу при a →
−∞, b →∞, с учетом условий (6),(7),(10), (11), получим первое энергетическое соотношение:

∫

D

(p, u)dS(x, z) =
∫

D−

(
ρc2 ‖u,z‖2 −W + (G, u)

)
dV (x, z),

которое определяет полную энергию среды E =
(
ρc2 ‖u,z‖2 −W

)
через работу объемных и

поверхностных сил.
Для построения второго энергетического соотношения умножим (2) на Ui,z, свернем по i и

получим после несложных преобразований:

(σijui,z ),j −0, 5
(
W,z +ρc2(ui,z ui,z ),z

)
+ (G, u),z = 0, i = 1, 2, 3. (13)

Интегрирование этого равенства по C−
ab приводит к формуле:

∫

S−

(
0, 5

(
W + ρc2 ‖u,z‖2

)
− σi3ui,z

) ∣∣∣(x,b)
(x,a) dV (x) =

∫

Cab

(p, u,z )dS(x, z)+
∫

C−ab

(G, u,z )dV (x, z). (14)

Математический журнал 2009. Том 9. № 2 (32)



18 Л. А. Алексеева

Если устремить a → −∞, b →∞, в силу их произвольности, отсюда следуют два равенства
для ∀z :

∫

S−

(
0, 5

(
W + ρc2 ‖u,z‖2

)
∓ σi3ui,z

)
dV (x) =

∫

Cz,±∞

(p, u,z )dS(x, z) +
∫

C−z,±∞

(G, u,z )dV (x, z),

соответственно верхнему и нижнему знакам. Если их сложить, получим второе энергетическое
соотношение: для любых z

∫

S−

(
W + ρc2 ‖u,z‖2

)
dV (x) =

∫

D

(p, u,z )dS(x, z) +
∫

D−

(G, u,z )dV (x, z). (15)

Следствием его является следующая теорема.
Теорема 1. Решение первой (второй) краевой задачи единственно.
Доказательство. В силу линейности задачи достаточно показать единственность нулевого

решения. Пусть u(x, z) удовлетворяет нулевым граничным условиям: uD = 0 или p = 0 на D и
является решением однородных уравнений движения: G = 0. Тогда из (15) следует, что для ∀z

∫

S−

(
W (x, z) + ρc2 ‖u,z (x, z)‖2

)
dV (x) = 0. (16)

Выражение под знаком интеграла представляет собой положительно определенную квадра-
тичную форму от ui,j , т.к. упругий потенциал W ≥ 0 [3], причем W = 0 только для смещений
среды как абсолютно твердого тела. Поэтому равенство (16) выполняется, только если ui,j = 0
для всех i, j. Отсюда, с учетом условий затухания решений на∞ и произвольности z, получим
u = 0. Теорема доказана. Она справедлива как для внешней, так и для внутренней краевой
задачи ( для нее асимтотики на G и граничные функции можно ослабить).

4. Постановка задач в пространстве обобщенных функций. Нашей целью являет-
ся построение граничных интегральных уравнений для решения поставленных краевых задач.
В [1] показано, что при дозвуковых скоростях система уравнений (3) эллиптического типа.
Определяющим при построении ГИУ краевых задач является построение аналога формулы
Грина для решений эллиптических уравнений [4], который позволяет по граничным значе-
ниям искомой функции и ее нормальной производной определять значения функции внутри
области. Аналог этой формулы для уравнений статической теории упругости называется фор-
мулой Сомильяны. Она определяет u(x, z) в области D−, если известны граничные значения
перемещений и напряжений uD(x, z) и p(x, z). Построим динамический аналог этой формулы
в случае бегущих решений. Используем для этого аппарат теории обобщенных функций [4],
который легко распространить на обобщенные вектор-функции (см.[1]).

Введем регулярную обобщенную функцию û = u(x, z)H−
D(x) = u(x, z)H−

S (x)1(z), определен-
ную теперь во всем пространстве R3. Здесь H−

S (x) – характеристическая функция множества
S−, равная 0,5 на S, 1(z) ≡ 1.

Используя свойства дифференцирования регулярных обобщенных функций со скачком на
S, получим уравнение для û:

ρLj
i

(
∂x

′
)
ûj(x

′
) = Ĝi+

+(ρc2n3ui,z −pi)δD + (n3uiδD),z − (λuknkδij + µ(njui + niuj)δD) ,j , (17)

где Ĝ = c−1ρGH−
D(x, z), δD(x, z) = δS(x)1(z) - простой слой на D [4] . Поскольку n3 ≡ 0 на

D, используя свойства тензора Грина, получим аналог формулы Сомильяны в пространстве
обобщенных функций:

ρûi = Û j
i ∗ pjδD +

(
λuknkδ

j
l + µ(njul + nluj)

)
δD ∗ Û l

i ,j +Û j
i ∗ Ĝj , (18)

Математический журнал 2009. Том 9. № 2 (32)



Обобщенные решения краевых задач эластодинамики в случае транспортных нагрузок 19

который можно записать и так

ρûi = Û j
i ∗ pjδD +

((
λuknkδ

j
l + µ(njul + nluj)

)
δD ∗ Û l

i

)
,j +Û j

i ∗GjH
−
D .

Замечание. Вообще говоря, представление решения (17) в виде (18) верно с точностью
до решения однородной системы уравнений , однако, в силу теоремы 1 оно единственно.

Введем тензоры - сдвиги:

U i
j(x, y, z, τ) = Û i

j(x− y, z − τ), T i
j (x, y, z, τ, n) = T̂ i

j (x− y, z − τ, n).

Здесь
T̂ i

j (x, z, n) = −Σi
jk(x, z)nk, (19)

Σi
jk(x, z) – тензор напряжений, порождаемый тензором Û i

j :

Σi
jk(x, z) = λU i

l ,l δjk + µ
(
U i

j ,k +U i
k,j

)
.

Если записать свертку (18) в интегральном виде с учетом введенных обозначений и формул
(1), (2), то получим формулу, по виду совпадающую с формулой Сомильяны [3]:

ρûi(x, z) =
∫

D

(U j
i (x, y, z, τ)pj(y, τ)− T j

i (x, y, z, τ, n(y))uj(y, τ))dS(y, τ), (20)

которая позволяет по известным граничным значениям перемещений и напряжений определять
перемещения в среде.

5. Фундаментальные решения. Динамический аналог формулы Гаусса. В дозву-
ковом случае тензор Грина является регулярным и имеет следующий вид [1,5]:

Û1
1 =

1
4πc2

(
1
V2

+
z2x2

1W12

r4M2
2

− x2
2V12

r4M2
2

)
, Û2

2 =
1

4πc2

(
1
V2

+
z2x2

2W12

r4M2
2

− x2
1V12

r4M2
2

)
,

Û2
1 = Û1

2 =
x1x2

4πc2r4

(
z2W12 + V12

)
, Û3

3 =
1

4πc2

(
1
V1
− m2

2

V2

)
,

Û3
1 = Û1

3 = − x1z

4πc2r2
W12, Û3

2 = Û2
3 = −x2zW12

4πc2r2
,

где V12 = V1 − V2, Vi =
√

z2 + m2
i r

2, m2
i = 1−M2

i , r =
√

x2
1 + x2

2, W12 = V −1
1 − V −1

2 .
Поскольку при x′ → 0 [6]:

V12 ∼ r2(m2
1 −m2

2)
2 |z| , W12 ∼ r2(m2

2 −m2
1)

2 |z| ,
z2x2

1

r4
W12 − x2

2

r4
V12 ∼ (m2

2 −m2
1)

2 |z| ,

компоненты тензора Ûk
i ограничены на оси Z (при x = 0) кроме точки (x, z) = 0, где тензор

имеет слабую особенность порядка R−1 , R =
√

z2 + r2. Такого же типа его асимптотика при
R → ∞. Соответственно R−2 – порядок особенности производного от него тензора T̂ k

i и пове-
дение на ∞. Легко видеть, что справедливы следующие свойства симметрии по аргументам:

U j
i (x, y, z, τ) = U j

i (y, x, τ, z) = U j
i (y, x, z, τ), (21)

T j
i (x, y, z, τ, n) = −T j

i (y, x, τ, z, n) = −T j
i (y, x, z, τ,−n). (22)
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Пусть F – двухмерная замкнутая поверхность Ляпунова в R3, ограничивающая область
F−, ν = (ν1, ν2, νz) – единичный вектор внешней нормали к ней, F+ = R3 − (F− + F ).

Теорема 2. Тензор T j
i удовлетворяет формуле:

∫

F

T j
i (y, x, τ, z, ν(y, τ))dS(y, τ) + c2∂z

∫

F

U j
i (x, y, z, τ)νz(y, τ)dS(y, τ)+

+ρH−
F (x, z)δj

i = 0.

При x /∈ F интегралы регулярные, при x ∈ F – сингулярные, берутся в смысле главного
значения.

Доказательство. Если свернуть уравнение для Û i
j :

Σm
ij ,j −ρc2Ûm

i ,zz +ρδm
i δ(x)δ(z) = 0

с характеристической функцией множества F−, то, используя свойство дифференцирования
свертки, легко получим:

−Σm
ij ∗ νjδF + ρc2(Ûm

i ∗ νzδF ),z +ρδm
j H−

F = 0. (23)

Для цилиндрических поверхностей типа D компонента νz = 0 и формула упрощается:

−Σm
ij ∗ νjδF + ρδm

j H−
D = 0.

Асимптотические свойства позволяют сразу же записать формулы (23) в искомом инте-
гральном виде на основе интегрального определения свертки, но только для x′ /∈ F , поскольку
подынтегральные функции непрерывны для таких x′ и имеют интегрируемую асимптотику в
случае неограниченной области.

На границе D для y′ = x′ тензор T имеет сильную особенность, интеграл слева в (23) не
существует в обычном смысле. Покажем, что его следует брать в смысле главного значения.
Здесь и далее используются следующие обозначения : Γε(x, z) = {(y, t) : ‖(y − x, t− z)‖ = ε},
Ш ε(x, z) = {(y, t) : ‖(y − x, t− z)‖ < ε} ; соответственно знакам Γ±ε = Γε(x, z) ∩ F± , Ш ±

ε =
Ш ε ∩ F±, Fε(x, z) = {(y, t) : (y, t) ∈ F, ‖(y − x, t− z) > ε‖}.

Аналогично (23) получим равенства для F−
ε и F−

ε + Ш ε – это области F− с выколотой и
расширенной ε - окрестностью точки x′ ∈ F . Поскольку x′ /∈ F−

ε и x′ ∈ F− + Ш +
ε , имеем:

∫

Fε+Γ−ε

(
T j

i (y, x, τ, z, ν(y, τ)− ρc2U j
i ,z (y, x, τ, z)νz(y, τ)

)
dS(y, τ) = 0,

∫

Fε+Γ+
ε

(
T j

i (y, x, τ, z, ν(y, τ)− ρc2U j
i ,z (y, x, τ, z)νz(y, τ)

)
dS(y, τ) = ρ.

В силу указанных асимптотик и свойств симметрии T (22) существует

lim
ε→0

∫

Fε

(
T j

i (y, x, τ, z, ν(y, τ))− ρc2U j
i ,z (y, x, τ, z)νz(y, τ)

)
dS(y, τ) =

= V.p.

∫

F

(
T j

i (y, x, τ, z, ν(y, τ)− ρc2U j
i ,z (y, x, τ, z)νz(y, τ)

)
dS(y, τ).
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Поскольку тензора T j
i , U j

i ,z антисимметричны, а в противоположных относительно (x, z)
точках сферы Γε нормали здесь совпадают,

lim
ε→0

∫

Γ±ε

T j
i (y, x, τ, z,m(y, τ))dS(y, τ) +

∫

Γ−ε

T j
i (y, x, τ, z,−m(y, τ))dS(y, τ) = 0,

т.к. на Γ±ε внешняя нормаль ν(y, τ) = ±m(y, τ) соответственно знаку, где m(y, τ) = (y−x,z−τ)
‖(y−x,z−τ)‖ .

Складывая оба равенства, деля на 2 и переходя к пределу по ε → 0, с учетом последних
равенств получим формулу теоремы и для x′ ∈ F . Теорема доказана.

Лемма 1. Если F - сферическая поверхность с центром в точке (x∗, z∗), то
∫

F

T j
i (y, x∗, τ, z∗, ν(y, τ))dS(y, τ) + ρH−

F (x, z)δj
i = 0. (24)

Доказательство следует из формулы теоремы 2 для внутренних точек, свойств симмет-
рии тензора U (21) и антисимметрии внешних нормалей в противоположных точках сферы, в
силу чего ∫

F

U j
i (x∗, y, z∗, τ)νz(y, τ)dS(y, τ) = 0,

∫

F

U j
i (x∗, y, z∗ + ∆z, τ)νz(y, τ)dS(y, τ) =

∫

F

U j
i (x∗, y, z∗ −∆z, τ)νz(y, τ)dS(y, τ).

Поэтому второе слагаемое в этом случае в формуле теоремы 2 обнуляется.

6. Сингулярные граничные интегральные уравнения. Решение поставленных крае-
вых задач дает следующая теорема.

Теорема 3. Если решение u(x, z) краевых задач удовлетворяет условию Гельдера на D ,
а именно, ∥∥ uj (x, z)− uj (y, t)

∥∥ ≤ C ‖ (x, z)− (y, t) ‖β x ∈ S, y ∈ S, (25)

тогда u(x,z) определяется по граничным значениям перемещений и напряжений формулой :

ρuiH
−
D(x, z) =

∫

D

(
U j

i (x, y, z, τ)pj(y, τ)− T j
i (x, y, z, τ, n(y, τ))uj(y, τ)

)
dS(y, τ). (26)

Доказательство. Формула (26) является интегральной записью формулы (17) с учетом
введенных обозначений. Для x′ /∈ D все интегралы регулярные.

Пусть (x∗, z∗) ∈ D, x′ → (x∗, z∗). Тогда, в силу леммы 1, теоремы 2,

lim
(x,z)→(x∗,z∗)

ρui(x, z) = ρui(x∗, z∗) =

lim
(x,z)→(x∗,z∗)

∫

D

(
U j

i (x, y, z, τ)pj(y, τ)− T j
i (x, y, z, τ, n(y, τ))(uj(y, τ)− uj(x∗, z∗))

)
dS(y, τ)+

+uj(x∗, z∗)× lim
(x,z)→(x∗,z∗)

∫

D

T j
i (x, y, z, τ, n(y, τ))dS(y, τ) =

=
∫

D

(
U j

i (x∗, y, z∗, τ)pj(y, τ)− T j
i (x∗, y, z∗, τ, n(y, τ)

)
(uj(y, τ)− uj(x∗, z∗))dS(y, τ)+
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+ρuj(x∗, z∗) =
∫

D

U j
i (x∗, y, z∗, τ)pj(y, τ)dS(y, τ)−

−V.p.

∫

D

T j
i (x∗, y, z∗, τ, n(y, τ))uj(y, τ)dS(y, τ) + 0, 5ρui(x∗, z∗).

В последнем равенстве воспользовались очевидными свойствами:
- интегралы существуют в силу гельдеровости u на D и теоремы 2;
- если интеграл существует, то он совпадает по величине со своим главным значением;
- главное значение интеграла, содержащего разность подынтегральных функций, равно раз-

ности главных значений интегралов, соответствующих каждой из этих функций, если они су-
ществуют.

Перенося последнее слагаемое в левую часть равенства, получим, согласно определению
HD(x, z) на границе, формулу теоремы для граничных точек. Теорема доказана.

Из этой теоремы получаем разрешающую систему уравнений.
Теорема 4. Решение u(x, z) краевых задач удовлетворяет сингулярным граничным ин-

тегральным уравнениям для (x, z) ∈ D:

0, 5ρui(x, z) =
∫

D

U j
i (x, y, z, τ)pj(y, τ)dS(y, τ)− V.P.

∫

D

T j
i (x, y, z, τ, n(y, τ))uj(y, τ)dS(y, τ).

При этом для решения первой краевой задачи следует решать систему уравнений Фредголь-
ма первого рода со слабо полярным ядром для определения компонент напряжения на границе
p(x, z). После чего, используя формулу теоремы 3, можно определить u(x, z) для внутренних
точек. Для них формулы допускают дифференцированием под знаком интеграла. Подставляя
их в (1), (2), можно определить деформации напряжения в среде.

Решение второй краевой задачи удовлетворяет тем же уравнениям, но которые теперь уже
являются сингулярными граничными интегральными уравнениями типа Фредгольма второго
рода относительно компонент перемещений u(x, z).

Заключение. При дозвуковых скоростях обе задачи относятся к классу эллиптических
задач типа Дирихле и Неймана. Методы исследования вопросов разрешимости такого типа
ГИУ достаточно хорошо известны. Численную реализацию такого типа уравнений на основе
методов граничных элементов можно проводить аналогично, как в статических задачах теории
упругости [7,8].

Отметим также, что аналог формулы Сомильяны получен для обобщенных функций. Но
поскольку они регулярные в данном случае, поэтому решения являются классическими в силу
леммы Дюбуа-Реймона [4]. Однако, если действующие нагрузки описываются сингулярными
обобщенными функциями, что часто бывает в физических задачах, следует пользоваться пред-
ставлением обобщенного решения в сверточном виде (17) с вычислением сверток по определе-
нию (см.[4]).

Цитированная литература

1. Алексеева Л. А. // Математический журнал. 2009. Т.9, №1(31). С. 16 – 25.
2. Алексеева Л. А. // Математический журнал. 2008. Т.8, №2(28). C. 1 – 19.
3. Новацкий В. Теория упругости. М., 1975.
4. Владимиров В. С. Уравнения математической физики. М., 1978.

Математический журнал 2009. Том 9. № 2 (32)



Обобщенные решения краевых задач эластодинамики в случае транспортных нагрузок 23

5. Алексеева Л. А. // Прикладная математика и механика. 1991. Т.55, №5. С. 854 – 862.
6. Алексеева Л. А. Граничные интегральные уравнения краевых задач для класса стаци-

онарных бегущих решений волновых уравнений в цилиндрических областях/ Препринт ИТПМ
МН-АН РК. Алматы, 1997. 72с.

7. Партон В. Б., Перлин П. И. Интегральные уравнения теории упругости. М., 1977.
8. Бреббиа К., Теллес Ж., Броубелл Л. Методы граничных элементов. М., 1987.

Поступила в редакцию 27.05.2009г.

Математический журнал 2009. Том 9. № 2 (32)



Математический журнал. Алматы. 2009. Том 9. № 2 (32) . C. 24 – 34

УДК 523.98, 530.182

ДИАГНОСТИКА СИНХРОННЫХ ПАТТЕРНОВ ВО
ВРЕМЕННЫХ РЯДАХ ГЕОФИЗИЧЕСКИХ ДАННЫХ
МЕТОДАМИ СИМВОЛИЧЕСКОЙ ДИНАМИКИ

О. М. Белослюдцев, Н. Г. Макаренко, А. А. Пак
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Институт Математики МОиН РК
050010 г. Алматы ул. Пушкина, 125 chaos@math.kz

В работе исследуется взаимная связь между различными геофизическими сигналами, которые на-
блюдаются синхронно на геофизических обсерваториях Алматинского прогностического полигона.
Для этого используется аппарат символической динамики, который, во-первых, позволяет анали-
зировать данные различной природы без предварительной нормировки и, во вторых, обладает
свойством толерантности к ошибкам измерений. Метод позволил обнаружить обобщенную синхро-
низацию отсчетов сигналов различной природы, полученных на различных станциях. Возможное
объяснение результата – существование единого сейсмического сценария, связанного движением
отдельностей геологической среды.

В 1991 году академиком М.А. Садовским было высказано предположение о синергетических
процессах в литосфере [1]. Горные породы, образующие земную кору (литосферу), имеют два
характерных свойства.

Первое из них – дискретность: литосфера состоит из иерархии отдельных блоков, "отдель-
ностей" разного масштаба – от мельчайших песчинок до континентальных плит, причем в каж-
дую крупномасштабную отдельность вложены последовательно все более мелкие. (см.Рис.1)
Изучение распределений отдельностей горной породы по размерам показало, что все распре-
деления по размерам полимодальны и моды их практически не зависят от физико-химических
свойств горной породы. Выяснилось также, что не все размеры отдельностей равновероятны
– некоторые из них встречаются чаще других. Далее было установлено, что приоритетные от-
дельности приближенно описываются геометрической прогрессией с показателем К, близким к
постоянному значению. Этот показатель не зависит от физико-химических свойств породы, но
остается неизменным и в случае различных способов образования отдельностей, будь то при-
родное трещинообразование, дробление подземными взрывами или измельчение на мельницах
[1].

Keywords: Order Pattern, transcriptor, symbolic dynamics, earthquake prediction, Markov chain, joint
synchronization
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Рис. 1: Борт скалы с ярко выраженным блочным строением (слева) и схема блочного строения
литосферы, крупные блоки которые являются системами меньшего масштаба, как бы вложены
одна в другую (справа).(Рисунок взят из работы [1])

Вторым важнейшим свойством горной породы является ее постоянное колебательное дви-
жение в широком спектре частот. Так, известны микросейсмические колебания с периодами
от 0.01 до 15 секунд. И длиннопериодные собственные колебания Земли с периодами до 1 ча-
са, достигающими главных приливных солнечно-земных гармоник. Высокочастотные упругие
волны быстро затухают, поэтому их обнаружение свидетельствует о том, что они генерируются
рассредоточением внутри всего объема литосферы под действием какой-то внешней причины.
Учитывая сказанное о дискретном строении горной породы, естественно было бы считать ее
колебания в различных спектральных областях собственными колебаниями составляющих ее
отдельностей разного масштаба.

Наша планета может рассматриваться как пример открытой системы, обменивающейся с
окружающей средой веществом и энергией [1, 2, 3, 4]. Эта система является неравновесной,
неустойчивой и нелинейной. Характерной особенностью является то, что малый сигнал на
входе может вызвать сильный отклик на выходе. При этом характерна смена порядка и хаоса
обуславливающая нестационарность пространственно-временных структур [2, 4].

Энергия, поступающая в открытые системы, перерабатывается в них, причем механизм
этой переработки может иметь различную физико-химическую природу (механическое движе-
ние, полиморфные превращения и т. п.). Остановимся только на механике. Представим себе
систему из обладающих упругостью отдельностей - блоков, способных воспринимать энергию
извне и обмениваться ею друг с другом. Поглощая энергию извне, некоторые блоки будут те-
рять устойчивость, излучая при этом часть накопленной энергии в виде упругих волн, в свою
очередь поглощаемых соседними, близкими по размерам блоками.

В процессе такой эволюции системы изменяются конфигурации составляющих ее блоков.
Блоки смещаются относительно друг друга, происходит своеобразная их перегруппировка –
формирование структуры, приспособленной для переработки поступающей энергии. Однако и
после образования такой структуры энергия флуктуирует, поступая в систему извне и излу-
чаясь ею во внешнее пространство. Возникает некое динамическое равновесие. Процесс обме-
на энергией никогда не заканчивается полностью, так как часть энергии системы все время
диссипирует, поэтому не прекращается и колебание элементов системы. Важно отметить, что
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практическое постоянство потока энергии, поступающей на Землю извне, является причиной
того, что свойства самой системы Земли и составляющей ее горной породы практически не
меняются при всех протекающих в них процессах.

Описанная выше модель системы отдельностей литосферы имеет прогностический смысл.
Можно предположить, что процесс подготовки к сейсмическому событию сопровождается син-
хронизацией в движениях отдельностей – из за возникновения мощного стока энергии упругих
деформаций или эффектов резонанса. Процессы синхронизации должны наследоваться в запи-
сях различных геофизических параметров, полученных на пространственно удаленных стан-
циях. Следовательно, их можно попытаться обнаружить, как одновременные корреляционные
паттерны во временных рядах. Возникающие во времени связи носят нелинейный характер.
Кроме того, измеренные отсчеты всегда отягощены шумами, а сами параметры разномасштаб-
ны. Поэтому метод, который будет использоваться для нахождения синхронных паттернов, не
должен зависеть от масштабов измерения и быть устойчивым к присутствию значительной
доли шума.

Один из таких методов уже был применен для сейсмических данных в работе [5]. Целью
настоящей статьи является тестирование метода паттернов порядка на геофизических данных.
Данный метод относится к направлению символической динамики.

История развития символической динамики берет начало в 1898 году, когда Жак Адамар
(1865-1963 гг.) впервые дал символическое описание последовательностей в геодезических пото-
ках на поверхностях отрицательной кривизны. Конкретнее, он определил конечное множество
запрещённых пар символов (тех, которые не могут встречаться в данном ряде) и отметил, что
возможными были последовательности, не содержащие запрещённых пар. Позднее эту работу
продолжили Морзе и Гедландом (Morse and Gedland). Используя символическое описание, они
исследовали периодические орбиты в классических системах и были первыми, кто использовал
термин "символическая динамика". Спустя некоторое время, двое других исследователей Кол-
лет и Экман (Collet P. and Eckmann J.P.) формализовали символическую динамику, показав,
что полное описание поведения динамической системы может быть записано с использованием
символического анализа. Одновременно с Адамаром, в 1899 году, Анри Пуанкаре в анализе
классической задачи трёх тел предположил, что полную временную эволюцию такой системы
можно было бы изобразить, используя тип стробоскопической выборки многомерной траек-
тории фазового пространства. Точнее, Пуанкаре определил некоторую плоскость в фазовом
пространстве, называемую теперь сечением Пуанкаре, таким образом, что временная эволюция
системы порождает последовательность отображений точек пересечениям фазовой траектории
с поверхностью Пуанкаре [9]. (см.Рис.2)

Результатом применения этой техники явилось понижение размерности задачи и преоб-
разование непрерывного потока в фазовом пространстве в сглаженное дискретно-временное
отображение между последовательными положениями на поверхности. В продолжение этой
идеи, другие исследователи предположили, что в случае крупнозернистого разбиения сечений
Пуанкаре было бы удобно пересечения, попадающие внутрь определенной подобласти (назы-
ваемой клетка), изображать одинаковым символом. В этом случае, можно было бы вычислять
относительные частоты для этих пересечений в различных областях [6].

1. Отношение строго порядка и частотные гистограммы В основе метода лежит
простая идея отношения строгого порядка между отсчетами ряда. Бинарное отношение R на
множестве X называется отношением строгого порядка, если имеют место рефлексивность:
для любого x ∈ X(xRx); транзитивность:для любых x, y, z ∈ X(xRy ∧ yRz ⇒ xRz); антисим-
метричность: x, y ∈ X(xRy ∧ yRx ⇒ x = y) .

Пусть задан дискретный числовой ряд X длины n и последовательность s = (x1, x2, x3, ..., xk)
длины k, состоящая из отсчетов этого ряда. Рассмотрим в качестве примера отношение поряд-
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Рис. 2: Связь между поверхностью сечения Пуанкаре и траекторией фазового пространства (а)
с соответствующим дискретизированным сегментом. Чёрными кружками изображены точки
пересечения с сечением Пуанкаре.(Рисунок взят из работы [9])

Рис. 3: Паттерны порядка длины 3.(Рисунок взят из работы [8])
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ка длины k = 3. Значения ряда xi, xi+1, xi+2 образуют шесть паттернов порядка показанных на
Рис.3. Если отсчеты ряда находятся в отношении xi > xi+2 > xi+1 , то их последовательность s
соответствует паттерну p = (312) он обозначен на Рис.3 как "312". Полученная таким образом
последовательность сохраняет лексикографический порядок ряда.

В дальнейшем для обозначения паттерна p мы также будем использовать термин "под-
становка". Если длина слова k, то всего может быть k! перестановок. Назовем мощностью
алфавита m количество всех возможных символов в подстановке p. Следует заметить, что
длина подстановки и мощность алфавита совпадают. Из статистических соображений длина
ряда должна быть много больше количества всех возможных слов n >> k! для того, что-
бы гарантировать представительность выборки. Но даже при выполнении выше обозначенного
условия в выборке из всего ряда X могут отсутствовать некоторые слова, они будут называться
"запрещенными". Их отсутствие связано с важными структурно статистическими свойствами
ряда [10]. Если в ряде встречаются отсчеты равные по значению, то в этом случае в подста-
новке p отсчеты нумеруются согласно порядку следования в исходном ряде X. После того как
мы преобразовали весь исходный ряд X в слова, можно построить гистограмму встречаемости
слов. Структура гистограммы наследует "грубые" в топологическом смысле свойства динами-
ческой системы: наличие или отсутствие возрастающих или убывающих трендов, запрещенных
слов и т.д. Анализируя частоту встречаемости различных "слов" в текстах, полученных для
двух временных рядов, можно попытаться выявить взаимодействие двух динамических систем,
продуцирующих данные ряды.

2. Транскрипторы Пусть p1 и p2 – подстановки. Определим произведение двух подстано-
вок [12]:

p1 × p2 =
(

0 1 2 3
1 0 2 3

)
×

(
0 1 2 3
1 0 3 2

)
=

(
0 1 2 3
0 1 3 2

)
, (1)

где I =
(

0 1 2 3
0 1 2 3

)
= (0123) – тождественная подстановка. Операция умножения не ком-

мутативна p1p2 6= p2p1 [11].
Множества всех подстановок и определенная над ними операция умножения образуют неа-

белеву группу с единицей – тождественной подстановкой.
Снова рассмотрим две подстановки p1 и p2. Тогда, всегда существует подстановка T , такая

что Tp1 = p2 . Пусть p1 = (j1, j2, ..., jn) и T = (q1, q2, ..., qn). Следовательно, Tp1 = p2 =
(jq1 , jq2 , ..., jqn). Такая подстановка называется транскриптором.

Рассмотрим пример вычисления транскрипторов. Пусть имеется две подстановки p1 =
(1032) и p2 = (0132). Нетрудно заметить, что для того, чтобы перевести p1 в p2, достаточ-
но сделать одну перестановку. Вычислим транскриптор для этих перестановок, то есть найдём
ту подстановку, на которую надо "умножить" p1, чтобы получить p2.

T × p1 = p2 =
(

0 1 2 3
. . . .

)
×

(
0 1 2 3
1 0 3 2

)
=

(
0 1 2 3
0 1 3 2

)
. (2)

Сначала, в верхней строчке каждого члена мы записываем тождественную подстановку
I = (0123). Затем, во втором члене в нижней строчке мы записываем исходную подстановку
p1. Далее, в нижней строчке последнего члена мы записываем подстановку p2, которую хотим
получить из исходной. Нижняя строка в первом члене остаётся пустой. Это и есть транскрип-
тор, который необходимо вычислить. "Умножение" происходит следующим образом: В нижней
строчке последнего члена p2 на первом месте стоит число "0". Обратим внимание, что в ниж-
ней строке второго множителя "0" стоит под числом "1". Следовательно, в первом множителе
в пустой строке под "1" появится "0". Аналогично, на втором месте в последней подстановке
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Рис. 4: Гистограмма транскрипторов для двух случайных рядов

стоит число "1". Во втором множителе "1" стоит под числом "0". Тогда, в первом члене под
"0" появится "1" и т.д.

Таким образом, мы вычислили транскриптор T =
(

0 1 2 3
1 0 2 3

)
. Далее, необходимо вы-

числить порядок транскриптора. Для этого снова выполним операцию символического умно-
жения, умножив T сам на себя.

T × T =
(

0 1 2 3
1 0 2 3

)
×

(
0 1 2 3
1 0 2 3

)
=

(
0 1 2 3
0 1 2 3

)
= I = T 2. (3)

Порядок транскриптора – это степень, в которую надо возвести транскриптор, чтобы полу-
чить тождественную подстановку, обозначим его d. В данном примере мы получили транскрип-
тор второго порядка. Число d− 1 называется расстоянием между "словами". В нашем случае,
чтобы из комбинации p1 = (1032) получить p2 = (0132) достаточно сделать одну подстановку.
Следовательно, чем ниже порядок транскриптора, тем меньше одно "слово" отличается от дру-
гого. Порядок транскриптора является хорошим показателем силы связи между рядами. Чем
сильнее ряды связаны между собой, тем ниже будет преобладающий порядок транскриптора.
Соответственно, при сравнении двух идентичных рядов мы получим первый порядок величины
– d.

На Рис.4 представлена гистограмма транскрипторов для двух случайных рядов с равно-
мерной функцией плотности распределения вероятности. k = 4. Из гистограммы видно, что
даже для двух случайных рядов является статистически возможным совпадение некоторых
слов.

3. Цепи Маркова
Цепь Маркова – последовательность событий с конечным или счетно-бесконечным числом

исходов, обладающая тем свойством, что будущее зависит только от настоящего и не зави-
сит от прошлого. Более строго определение выглядит следующим образом. Последователь-
ность случайных событий {Ai}i=1...N называется цепью Маркова, если P (Ai+1|AiAi−1Ai−2...) =
P (Ai+1|Ai). Множество {Ai}i=1...N называется пространством состояний цепи, а значение i - но-
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Рис. 5: Матрицы переходов. (слева) случайный ряд. (справа) логистическое отображение

мером шага.
Пусть число всех возможных состояний равно k , тогда однородная матрица переходных

вероятностей будет иметь вид:

P =




p11 p12 ... p1k

p21 p22 ... p2k

... ... ... ...
pk1 pk2 ... pkk


 , (4)

где pij = P (Ai|Aj).
Пусть B – отображение ряда X на множество подстановок, для простоты объяснения, дли-

ны 4. В таком случаем, существует всего 24 возможных слова, размерность матрицы перехода
будет 24×24 . Подстановки упорядочиваются в четверичной системе счисления. Первая строка
и первый столбец будут соответствовать подстановке (0123), последняя строка и столбец будут
соответствовать слову (3210). Пусть строки соответствуют уже встреченным в ряде подста-
новкам, тогда столбцы будут соответствовать последующим словам. А их пересечение – это
частота встречаемости заданной пары слов следующих друг за другом [7].

На Рис.5 (слева) представлена матрица перехода слов длины 4 для случайного ряда с рав-
номерной функцией плотности распределения вероятности. Каждый столбик – это количество
переходов от одного слова к другому.

На Рис.5 (справа) представлена матрица перехода для логистического отображения вида:

xi+1 = rxi(1− xi), (5)

где r = 3.9, а x1 = 0.1. Из Рис.5 видно, что если система обладает детерминированной дина-
микой, то продуцируемый ею ряд имеет запрещенные или же маловероятные переходы.

4. Данные
Экспериментальные данные были предоставлены ТОО Институтом Сейсмологии МОН РК.

Для анализа были использованы ряды трех геофизических обсерваторий Тургень (в 60 км к
западу от г.Алматы.), Курты (в 200 км к северо-западу от г.Алматы), Медео (в 40 км к юго-
востоку от г.Алматы). Деформация измерялась на станциях Тургень-01, Курты-08 и Медео-31.
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Рис. 6: Частотные гистограмма для k = 4: (слева) деформации (справа) геомагнитных данных.
В верхней части рисунка изображены соответствующие отфильтрованные сигналы.

Геомагнитные данные были получены на станциях Тургень-18 и Курты-08. Значения деформа-
ции получены прямыми измерениями относительного смещения блоков литосферы в подземной
шахте. Датчик представляет собой кварцевый стержень длинной 30 метров и диаметром 150
миллиметров с закрепленным и свободно покоящемся концом на тонкой игле. К свободному
концу прикреплено зеркало, отражающее луч лазера на набор фотоэлементов.

Отсчеты геомагнитного поля получены с помощью протонного магнитометра. Его действие
основано на изменении ориентации оси вращения вокруг направления магнитного поля (ядер-
ной прецессии). Под влиянием искусственного магнитного поля ядра водорода, содержащегося
в рабочем веществе датчика (спирт, ацетон, керосин), ориентированного примерно под прямым
углом к земному магнитному полю, поляризуются. Затем поляризующее магнитное поле вне-
запно выключается. Ядра водорода начинают свободно прецессировать вокруг направления
земного магнитного поля до тех пор, пока ядерные спины не достигнут нового равновесно-
го состояния. Прецессия протонов индуцирует небольшую э.д.с. в катушке. Частота f этого
сигнала такая же, как частота прецессии протонов и связана с величиной магнитного поля
F соотношением 2πf = γF , где γ – гиромагнитное отношение протона, известное с высокой
точностью. Измерение частоты сигнала в катушке позволяет определить общую магнитную
интенсивность.

Геомагнитные и деформационные ряды представлены с дискретом одна минута. Ряды на-
резались на фрагменты по 10000 точек(т.е. 10000 минут), перед сейсмическими событиями
выше 11 класса. Всего событий 28. Расстояние хотя бы от одной из обсерваторий до эпицен-
тра землетрясения не более 100 км. Следует упомянуть, что в вариациях геомагнитного поля
на 2% полезного сигнала Земли накладывается 98% ионосферных шумов. Благодаря этому,
между данными различных станций очень большой коэффициент линейной корреляции. С
другой стороны в деформационных и геомагнитных рядах есть вклад суточного тренда, что
также ухудшает репрезентативность данных. Для удаления из рядов лишних связей мы ис-
пользовали скользящее среднее с шириной окна 7, после чего искали нелинейную корреляцию
непосредственно в остатках фильтрации.

5. Результаты
На Рис.6 представлены гистограммы встречаемости слов длины 4 в отфильтрованных де-
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Рис. 7: Матрицы переходов отфильтрованных рядов: (слева) деформации (справа) геомагнит-
ных данных

Рис. 8: Гистограмма транскрипторов: (слева) для двух деформационных рядов (Тургень-01 и
Медео-31 );(справа) для двух геомагнитных рядов (Тургень-18 и Курты-08)
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формационных и геомагнитных рядах. Видно, что существует некое подобие между гисто-
граммами. На Рис.7 представлена матрица переходных вероятностей для отфильтрованных
деформационных и геомагнитных рядов. Наличие маловероятных переходов говорит о слабом
детерминизме системы. Между деформациями и геомагнитными данными различных станций
после детрендирования скользящим средним линейная корреляция составляла приблизительно
один процент. Структура гистограммы транскрипторов деформации на Рис.8(слева) похожа
на случайный процесс. В то время как гистограммы транскрипторов геомагнитных данных
на Рис.8(справа) отчетливо указывали на сохранившуюся связь во втором порядке. Обнару-
женную связь можно объяснить влиянием общей ионосферной компонентой, модулирующей
отсчеты двух разнесенных станций.

6. Заключение. Данная работа была посвящена проверке гипотезы синхронизации между
различными геофизическими сигналами, измеряемыми на пространственно разнесенных стан-
циях перед сейсмическими событиям. Эта задача является частью общей проблемы прогноза
землетрясений. В качестве тестовой выборки рассматривались ряды деформационных и гео-
магнитных данных трех геофизических обсерваторий – Курты, Тургень, Медео. Для поиска за-
висимостей использовался метод символической динамики – паттерны порядка. Его основными
преимуществами перед традиционными подходами являются толерантность к ошибкам изме-
рений и возможность анализа гетерогенных данных. Компьютерные эксперименты на примере
шести реальных рядов показали что синхронизация отсутствует. Однако статистическое по-
добие и слабый детерминизм отфильтрованных сигналов указывают на возможность наличия
слабой нелинейной связи. В дальнейших исследованиях гипотезы синергетических процессов
земной коры авторы предполагают исследовать сдвиг между временными рядами на эффект
синхронизации. Фазовая скорость распространения упругих волн деформации в земной ко-
ре обратно пропорциональна периоду и возрастает пропорциональна характерному масштабу
явления [13], т.е. для обнаружения коллективного эффекта нужно ввести лаг обратно пропор-
циональный характерной фазовой скорости упругих волн.
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ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ ВЛОЖЕНИЯ В
ПРОСТРАНСТВО ЛОРЕНЦА ПО СЛАБОМУ ПАРАМЕТРУ

А. У. Бимендина, Е. С. Смаилов

РГКП Институт прикладной математики МОН РК
Караганда ул. Университетская, 28/а, bimend@mail.ru

В данной работе рассматриваются соотношения между наилучшими приближениями посредством
линейных агрегатов системы Прайса в разных метриках в пространстве Лоренца Lpθ(G) по слабому
метрическому параметру.

§1. Вспомогательные утверждения. Впервые соотношения между тригонометрически-
ми наилучшими приближениями в разных метриках установлены А. А. Конюшковым [1]. Впо-
следствии эти результаты усилены П. Л. Ульяновым [2]. Теоремы вложения в пространство
Лоренца по сильному метрическому параметру получены С. Тазабековым и Е. Смаиловым
[3],[4], Г. Акишевым [5],[6], М. Л. Гольдманом [7], а по слабому параметру были установлены Н.
Т. Темиргалиевым [8]. В терминах наилучших приближений по линейным агрегатам системы
Прайса по сильному метрическому параметру достаточное условие вложения в пространство
Лоренца было установлено в работе [9].

Пусть {ϕk(x)}+∞
k=0 – система Прайса на группе G = G(P ) [10]. Для функции f ∈ L(G) ставим

в соответствие ее ряд Фурье-Прайса f(x) ∼
+∞∑
k=0

akϕk(x), где ak =
∫
G

f(t)ϕk(t)dt, k ∈ Z+.

Функция f(x) принадлежит пространству Лоренца Lpθ(G), если

‖f‖pθ =





1∫

0

t
θ
p
−1 [f∗(t)]θ dt





1
θ

< +∞, когда 1 6 p < +∞, 1 6 θ < +∞

и
‖f‖pθ = sup

t>0
t

1
p f∗(t) < +∞, когда 1 6 p < +∞, θ = +∞,

где f∗(t) – невозрастающая перестановка функции |f(x)|, x ∈ G (см.[?]).

Пусть Tn(x) =
n−1∑
k=0

akϕk(x) многочлен Прайса. Наилучшее приближение функции f ∈ Lpθ(G)

полиномами Прайса порядка не выше n будем обозначать через

En(f)pθ = inf{‖f − Tl‖pθ : {Tl(x)}, l 6 n}.
Keywords: Lorenz’s space, multiplicative Price system, best approximation
2000 Mathematics Subject Classification: 42C10, 46E25
c© А. У. Бимендина, Е. С. Смаилов, 2009.
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Теорема 1. [12] Пусть числа 1 < p < +∞, 1 < θ2 < θ1 6 +∞. Тогда для многочленов Прайса
Tn(x) справедливо неравенство:

‖Tn‖pθ2 6 cpθ1θ2{log2(n + 1)}
1

θ2
− 1

θ1 ‖Tn‖pθ1 ,

где константа cpθ1θ2 > 0 не зависит от n ∈ N.
Справедливы следующие утверждения.

Теорема 2. Пусть 1 < q < +∞, 1 < θ2 < θ1 6 +∞. Пусть {εn}+∞
n=1 последовательность

чисел убывающих к нулю, таких что εn+1 < βεn, ∀n ∈ N, 0 < β < 1, и последовательность
неотрицательных функций un ∈ Lqr(G) такова, что ‖un‖qθ1 6 εn, n = 1, 2, ... . Тогда для
любого r : 1 6 r < θ2 имеет место:

∥∥∥∥∥
+∞∑

n=1

un

∥∥∥∥∥
qθ2

6 cqrθ1θ2

(
+∞∑

n=1

‖un‖θ2−s
qr εs

n

) 1
θ2

,

где s = θ1(θ2−r)
θ1−r .

Доказательство. Пусть f(x) =
+∞∑
n=1

un(x) почти для всех x ∈ G и s = θ1(θ2−r)
θ1−r , α = s

θ2
.

Ясно, что s < θ2.
Согласно лемме 1 [13] имеем:

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=1

uk(x)

∣∣∣∣∣ 6 2 sup
n

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

uk(x)

∣∣∣∣∣
1−α ∣∣∣∣∣

+∞∑

k=n

uk(x)

∣∣∣∣∣

α

.

Тогда, применяя неравенство Гельдера при λ = 1
1−α = θ2

θ2−s , λ
′ = 1

α = θ2
s , получим, что

f∗(t) 6 1
t

t∫

0

f∗(τ)dτ 6 2 sup
n

1
t

sup
E⊂[0,1]
|E|=t

∫

E

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

uk(x)

∣∣∣∣∣
1−α ∣∣∣∣∣

+∞∑

k=n

uk(x)

∣∣∣∣∣

α

6

6 2 sup
n

1
t



 sup

E⊂[0,1]
|E|=t

∫

E

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

uk(x)

∣∣∣∣∣ dx





θ2−s
θ2



 sup

E⊂[0,1]
|E|=t

∫

E

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n

uk(x)

∣∣∣∣∣ dx





s
θ2

=

= 2 sup
n

1
t





t∫

0

(
n∑

k=1

uk(τ)

)∗
dτ





θ2−s
θ2





t∫

0

(
+∞∑

k=n

uk(τ)

)∗
dτ





s
θ2

.

Следовательно,

[f∗(t)]θ2 6 2θ2

+∞∑

n=1





1
t

t∫

0

(
n∑

k=1

uk(τ)

)∗
dτ





θ2−s 



1
t

t∫

0

(
+∞∑

k=n

uk(τ)

)∗
dτ





s

.

Умножая обе части на θ2
q · t

θ2
q
−1 и интегрируя, получим:

θ2

q

1∫

0

t
θ2
q
−1[f∗(t)]θ2dt 6 2θ2

θ2

q

+∞∑

n=1

1∫

0

t
θ2
q
−1





1
t

t∫

0

(
n∑

k=1

uk(τ)

)∗
dτ





θ2−s

×
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×




1
t

t∫

0

(
+∞∑

k=n

uk(τ)

)∗
dτ





s

dt = cθ2q

+∞∑

n=1

1∫

0

t
(r−q)(θ2−s)

qr





1
t

t∫

0

(
n∑

k=1

uk(τ)

)∗
dτ





θ2−s

×

×t
(θ1−q)(r−θ2+s)

qr





1
t

t∫

0

(
+∞∑

k=n

uk(τ)

)∗
dτ





s

t
− (r−q)(θ2−s)

qr
− (θ1−q)(r−θ2+s)

qr
+

θ2
q
−1

dt =

= cθ2q

+∞∑

n=1

1∫

0

t
(r−q)(θ2−s)

qr





1
t

t∫

0

(
n∑

k=1

uk(τ)

)∗
dτ





θ2−s

t
(θ1−q)(r−θ2+s)

qr





1
t

t∫

0

(
+∞∑

k=n

uk(τ)

)∗
dτ





s

dt.

Далее, применим неравенство Гельдера с показателями ν = r
θ2−s , ν ′ = r

r−θ2+s . Тогда

‖f‖θ2
qθ2

6 cqrθ1θ2

+∞∑

n=1




1∫

0

t
r
q
−1





1
t

t∫

0

(
n∑

k=1

uk(τ)

)∗
dτ





r

dt




θ2−s
r

×

×




1∫

0

t
θ1
q
−1





1
t

t∫

0

(
+∞∑

k=n

uk(τ)

)∗
dτ





θ1

dt




θ2−r
θ1−r

6

6 cqrθ1θ2

+∞∑

n=1

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

uk

∥∥∥∥∥
θ2−s

qr

∥∥∥∥∥
+∞∑

k=n

uk

∥∥∥∥∥

s

qθ1

6 cqrθ1θ2

+∞∑

n=1

(
n∑

k=1

‖uk‖qr

)θ2−s (
+∞∑

k=n

‖uk‖qθ1

)s

6

6 cqrθ1θ2

+∞∑

n=1

(
n∑

k=1

‖uk‖qr

)θ2−s (
+∞∑

k=n

εk

)s

6 cqrθ1θ2

+∞∑

n=1

(
n∑

k=1

‖uk‖qr

)θ2−s (
+∞∑

k=0

εnβk

)s

6

6 (0 < β < 1) 6 cqrθ1θ2

+∞∑

n=1

(
n∑

k=1

‖uk‖qr

)θ2−s

εs
n 6 [Лемма 2(см.[?])] 6 c′qrθ1θ2

+∞∑

n=1

‖un‖θ2−s
qr εs

n.

Таким образом, ∥∥∥∥∥
+∞∑

n=1

un

∥∥∥∥∥
qθ2

6 cqrθ1θ2

{
+∞∑

n=1

‖un‖θ2−s
qr εs

n

} 1
θ2

,

что и требовалось доказать.
Из этой теоремы вытекает

Следствие 1. Пусть 1 < q < +∞, 1 < θ2 < θ1 6 +∞, {εn}+∞
n=1 – последовательность моно-

тонно стремящихся к нулю положительных чисел, таких что ∃β ∈ (0, 1) : εn+1 < βεn, ∀n ∈
N. Последовательность неотрицательных функций un ∈ Lqr(G) такова, что:

a) ‖un‖qθ1 6 εn, n = 1, 2, ...;
b) для чисел r ∈ [1, θ1) справедливо неравенство:

‖un‖qr 6 {log2(n + 1)}
1
r
− 1

θ1 εn, ∀n ∈ N.

Тогда, если почти для всех x ∈ G : f(x) =
+∞∑
n=1

un(x), то имеет место соотношение:

‖f‖qθ2 6 cqrθ1θ2

{
+∞∑

n=1

{log2(n + 1)}1− θ2
θ1 εθ2

n

} 1
θ2

.
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Доказательство. На основании теоремы 1 при 1 6 r < θ1 имеем:

‖un‖qr 6 {log2(n + 1)}
1
r
− 1

θ1 ‖un‖qθ1 6 {log2(n + 1)}
1
r
− 1

θ1 εn, ∀n ∈ N.

Тогда, согласно теореме 2 при 1 6 r < θ2, следует, что

‖f‖qθ2 6 cqrθ1θ2

{
+∞∑

n=1

‖un‖θ2−s
qr εs

n

} 1
θ2

6 cqrθ1θ2

{
+∞∑

n=1

{log2(n + 1)}( 1
r
− 1

θ1
)(θ2−s)

εθ2−s
n εs

n

} 1
θ2

=

= cqrθ1θ2

{
+∞∑

n=1

{log2(n + 1)}1− θ2
θ1 εθ2

n

} 1
θ2

.

Теорема 3. Пусть f ∈ Lqθ1(G), где 1 < q < +∞, 1 < θ1 < +∞ и {ln}+∞
n=0− возрастающая

последовательность натуральных чисел. Предположим, что ∃α ∈ (0, 1):

Eln+1(f)qθ1 6 αEln(f)qθ1 , ∀n ∈ Z+.

Если при 1 < θ2 < θ1 6 +∞ ряд

+∞∑

n=0

{log2(ln+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

ln
(f)qθ1

сходится, то f ∈ Lqθ2(G) и имеют место соотношения

‖f‖qθ2 6 cqθ1θ2



‖f‖qθ1 +

{
+∞∑

n=0

{log2(ln+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

ln
(f)qθ1

} 1
θ2



 ,

а при ln 6 s < ln+1

Es(f)qθ2 6 c′qθ1θ2


{log2(ln+1 + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Es(f)qθ1 +

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2


 .

Доказательство. Пусть Sln(x) =
ln−1∑
k=0

akϕk(x) – частичная сумма ряда Фурье - Прайса

функции f :

f(x) ∼ Sl0(x) +
+∞∑

n=0

(Sln+1(x)− Sln(x)),

при этом положим l0 = 1.
Обозначим u0(x) = |Sl0(x)|, un(x) = |Sln+1(x)− Sln(x)|,∀n ∈ N. Тогда

|f(x)| 6 u0(x) +
+∞∑

n=0

un(x).

Дважды применяя неравенство Гельдера, получим, что ‖u0‖qθ2 = cqθ2 |a0| 6 cqθ1‖f‖qθ1 .
Функцию un(x) оценим по норме ‖ · ‖qθ1 через наилучшее приближение функции f . Тогда

‖un‖qθ1 = ‖Sln+1 − Sln‖qθ1 6 ‖Sln+1 − f‖qθ1 + ‖Sln − f‖qθ1 6 Eln+1(f)qθ1 + Eln(f)qθ1 6 2Eln(f)qθ1 .
(1)
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Далее, для любого r : 1 6 r < θ2 < θ1 6 +∞, с помощью неравенства (1) имеем:

‖un‖qr =
∥∥Sln+1 − Sln

∥∥
qr

6 (теорема 1) 6 cqrθ1{log2(ln+1 + 1)}
1
r
− 1

θ1

∥∥Sln+1 − Sln

∥∥
qθ1

=

6 cqrθ1{log2(ln+1 + 1)}
1
r
− 1

θ1 Eln(f)qθ1 , ∀n ∈ Z+.

Тогда, в силу следствия 1 справедливо неравенство:

‖f‖qθ2 6 ‖u0‖qθ2+

∥∥∥∥∥
+∞∑

n=0

un

∥∥∥∥∥
qθ2

6 cqθ1θ2



‖f‖qθ1 +

{
+∞∑

n=0

{log2(ln+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

ln
(f)qθ1

} 1
θ2



 , ∀n ∈ N.

Пусть теперь ln 6 s < ln+1. С помощью следствия 1 находим:

‖f − Sln‖qθ2 6 cqθ1θ2

{
+∞∑

k=n

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2

.

Отсюда, в силу теоремы 1, следует, что

Es(f)qθ2 6 ‖f − Sln+1‖qθ2 + ‖Sln+1 − Ss‖qθ2 6

6 c′qθ1θ2



{log2(ln+1 + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Es(f)qθ1 +

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2



 .

§2 Достаточное условие вложения по слабому параметру

Теорема 4. Пусть 1 < q < +∞, 1 < θ1 < +∞ и f ∈ Lqθ1(G). Если для θ2 : 1 < θ2 < θ1 ряд

+∞∑

n=1

{log2(n + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

n (f)qθ1

сходится, то f ∈ Lqθ2(G) и имеют место неравенства

‖f‖qθ2 6 cqθ1θ2


‖f‖qθ1 +

{
+∞∑

n=1

{log2(n + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

n (f)qθ1

} 1
θ2




и

En(f)qθ2 6 cθ1θ2


{log2(n + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 En(f)qθ1 +

{
+∞∑

k=n+1

{log2(k + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

k (f)qθ1

} 1
θ2


 , ∀n ∈ N.

Доказательство. Пусть l0 = 1; l1 = min{n ∈ N | En(f)qθ1 6 1
2E1(f)qθ1}; l2 = min{n ∈

N | En(f)qθ1 6 1
2El1(f)qθ1}; ... lk = min{n ∈ N | En(f)qθ1 6 1

2Elk−1
(f)qθ1}.

Последовательность {lk}+∞
k=0 удовлетворяет следующим свойствам:

1) l0 = 1 < l1 < l2 < ... < lk < ... – возрастающая последовательность;
2) Elk(f)qθ1 6 1

2Elk−1
(f)qθ1 , ∀k ∈ N;

3) Elk−1(f)qθ1 > 1
2Elk−1

(f)qθ1 , ∀k ∈ N.

Пусть ln 6 s < ln+1, n ∈ Z+. Введем следующие обозначения:
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As = {log2(s + 1)}
1

θ2
− 1

θ1 Es(f)qθ1 +

{
+∞∑

k=s+1

{log2(k + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

k (f)qθ1

} 1
θ2

;

Bs = {log2(ln+1 + 1)}
1

θ2
− 1

θ1 Es(f)qθ1 +

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2

.

Пусть сначала s = ln+1 − 1. Тогда

Aln+1−1 = {log2 ln+1}
1

θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1 +





+∞∑

k=ln+1

{log2(k + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

k (f)qθ1





1
θ2

; (2)

Bln+1−1 = {log2(ln+1 + 1)}
1

θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1 +

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2

. (3)

Из соотношения (2) следует, что

Aln+1−1 > {log2 ln+1}
1

θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1 , ∀n ∈ Z+, (4)

а

Aθ2
ln+1−1 >

+∞∑
k=ln+1

{log2(k + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

k (f)qθ1 >
+∞∑

j=n+1
Eθ2

lj+1−1(f)qθ1

lj+1−1∑
k=lj

{log2(k + 1)}1− θ2
θ1 .

Поскольку, в силу того, что 1

{log2(k+1)}
θ2
θ1 (k+1)

↓ 0, при k → +∞, имеет место следующая

оценка:

lj+1−1∑
k=lj

{log2(k + 1)}1− θ2
θ1 >

lj+1−1∑
k=lj

{log2(k + 1)}−
θ2
θ1 > (lj + 1)

lj+1∫
lj

{log2(x+1)}−
θ2
θ1

(x+1) dx >

= θ1
θ1−θ2

(lj + 1)[{log2(lj+1 + 1)}1− θ2
θ1 − {log2(lj + 1)}1− θ2

θ1 ] > ({lj}+∞
j=0 ↑ +∞, j → +∞) >

> 2θ1

θ1 − θ2
[{log2(lj+1 + 1)}1− θ2

θ1 − {log2(lj + 1)}1− θ2
θ1 ], (5)

то получим, что

Aθ2
ln+1−1 > 2θ1

θ1−θ2

+∞∑
j=n+1

Eθ2
lj+1−1(f)qθ1

{
{log2(lj+1 + 1)}

θ1−θ2
θ1 − {log2(lj + 1)}

θ1−θ2
θ1

}
>

> (Elj+1−1(f)qθ1 > 1
2Elj (f)qθ1) >

> θ1

2θ2−1(θ1−θ2)

{
+∞∑

j=n+1
{log2(lj+1 + 1)}

θ1−θ2
θ1 Eθ2

lj
(f)qθ1 −

+∞∑
j=n+1

{log2(lj + 1)}
θ1−θ2

θ1 Eθ2
lj

(f)qθ1

}
>

> (Elj (f)qθ1 6 1
2Elj−1(f)qθ1) > θ1

2θ2−1(θ1−θ2)

{
+∞∑

j=n+1
{log2(lj+1 + 1)}

θ1−θ2
θ1 Eθ2

lj
(f)qθ1−
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−{log2(ln+1 + 1)}
θ1−θ2

θ1 Eθ2
ln+1

(f)qθ1 − 1
2θ2

+∞∑
j=n+2

{log2(lj + 1)}
θ1−θ2

θ1 Eθ2
lj−1

(f)qθ1

}
>

>
θ1

2θ2−1(θ1−θ2)

{
2θ2−1
2θ2

+∞∑
j=n+1

{log2(lj+1 + 1)}
θ1−θ2

θ1 Eθ2
lj

(f)qθ1 − 1
2θ2
{log2(ln+1 + 1)}

θ1−θ2
θ1 Eθ2

ln+1−1(f)qθ1

}
.

Тогда

(2θ2−1)θ1

22θ2−1(θ1−θ2)

+∞∑
j=n+1

{log2(lj+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lj
(f)qθ1 6

Aθ2
ln+1−1 + 2

1− θ2
θ1 θ1

22θ2−1(θ1−θ2)
{log2 ln+1}1− θ2

θ1 Eθ2
ln+1−1(f)qθ1 .

Теперь с учетом (4) найдем:

+∞∑

j=n+1

{log2(lj+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lj
(f)qθ1 6


22θ2−1(θ1 − θ2)

(2θ2 − 1)θ1
+

21− θ2
θ1

2θ2 − 1


Aθ2

ln+1−1 = cθ1θ2A
θ2
ln+1−1. (6)

Так как l1 > 2, то в силу (4)

Eln+1−1(f)qθ1 6 Aln+1−1,∀n ∈ Z+. (7)

Далее с помощью неравенства (6) получим, что

Bln+1−1 = {log2(ln+1 + 1)}
1

θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1 +

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2

6

6 {log2(ln+1 + 1)}
1

θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1 + c
1

θ2
θ1θ2

Aln+1−1 6 {1 + log2 ln+1}
1

θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1+

+c
1

θ2
θ1θ2

Aln+1−1 6 [1 + {log2 ln+1}
1

θ2
− 1

θ1 ]Eln+1−1(f)qθ1 + c
1

θ2
θ1θ2

Aln+1−1 =

= [Eln+1−1(f)qθ1 + {log2 ln+1}
1

θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1 ] + c
1

θ2
θ1θ2

Aln+1−1 6 [(4), (7)] 6
[
2 + c

1
θ2
θ1θ2

]
Aln+1−1.

Таким образом, при s = ln+1 − 1 имеет место соотношение:

Bs 6 c′θ1θ2
As, (8)

где константа c′θ1θ2
> 0, не зависит от n ∈ Z+.

Пусть теперь ln 6 s 6 ln+1 − 2, n ∈ Z+. Поскольку 2(a + b)
1
q > a

1
q + b

1
q , при a > 0, b >

0, 1 < q < +∞, то
As > {log2(s + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Es(f)qθ1+

+
1
2





ln+1−1∑

k=s+1

{log2(k + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

k (f)qθ1





1
θ2

+
1
2





+∞∑

k=ln+1

{log2(k + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

k (f)qθ1





1
θ2

=:

=: {log2(s + 1)}
1

θ2
− 1

θ1 Es(f)qθ1 +
1
2
I1 +

1
2
I2; (9)

Произведя вычисления точно так же как и в (5), находим:

Математический журнал 2009. Том 9. № 2 (32)



42 А. У. Бимендина, Е. С. Смаилов

I1 >
{

Eθ2
ln+1−1(f)qθ1

ln+1−1∑
k=s+1

{log2(k + 1)}1− θ2
θ1

} 1
θ2

>
(

2θ1
θ1−θ2

) 1
θ2 [{log2(ln+1 + 1)}1− θ2

θ1 Eθ2
ln+1−1(f)qθ1−

−{log2(s + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

ln+1−1(f)qθ1 ]
1

θ2 .

В силу равенства (2) получим, что

I2 > Aln+1−1 − {log2(ln+1 + 1)}
1

θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1 .

Теперь с учетом (8) соотношение (9) можем продолжить следующим образом:

As > {log2(s + 1)}
1

θ2
− 1

θ1 Es(f)qθ1 + 1
2

(
2θ1

θ1−θ2

) 1
θ2 {log2(ln+1 + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1−

−1
2

(
2θ1

θ1−θ2

) 1
θ2 {log2(s+1)}

1
θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1 + 1
2{Aln+1−1−{log2(ln+1 +1)}

1
θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1} >

>
(
s 6 ln+1 − 2 < ln+1 − 1, Eln+1−1(f)qθ1 6 Es(f)qθ1

)
>

> 1
2

[(
2θ1

θ1−θ2

) 1
θ2 − 1

]
{log2(ln+1 + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1−

−1
2

(
2θ1

θ1−θ2

) 1
θ2 {log2(s + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Es(f)qθ1 + 1
2

1
c′θ1θ2

Bln+1−1 >

> 1
2

[(
2θ1

θ1−θ2

) 1
θ2 + 1

2
1

c′θ1θ2

− 1
]
{log2(ln+1 + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1−

−1
2

(
2θ1

θ1−θ2

) 1
θ2 {log2(s + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Es(f)qθ1 + 1
2c′θ1θ2

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2

.

Так как из определения чисел As следует неравенство As > {log2(s+1)}
1

θ2
− 1

θ1 Es(f)qθ1 , s ∈ N,
то

As > 1
2

[(
2θ1

θ1−θ2

) 1
θ2 + 1

2
1

cθ1θ2
− 1

]
{log2(ln+1 + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1−

−1
2

(
2θ1

θ1−θ2

) 1
θ2 As + 1

2
1

cθ1θ2

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2

,

т.е.
[
1 + 1

2

(
2θ1

θ1−θ2

) 1
θ2

]
As > 1

2

[(
2θ1

θ1−θ2

) 1
θ2 + 1

2
1

cθ1θ2
− 1

]
{log2(ln+1 + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1+

+1
2

1
cθ1θ2

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2

.

Легко показать, что c′θ1θ2
=

(
2θ1

θ1−θ2

) 1
θ2 + 1

2
1

cθ1θ2
− 1 > 0. Отсюда следует, что
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As > c′′θ1θ2
{log2(ln+1 + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Eln+1−1(f)qθ1 + c′′′θ1θ2

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2

>

> (Eln+1−1(f)qθ1 > 1
2Eln(f)qθ1 > 1

2Es(f)qθ1) >

> min(c′′θ1,θ2
, c′′′θ1,θ2

)



{log2(ln+1 + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Es(f)qθ1 +

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2



 =

= cIV
θ1,θ2

Bs.

Таким образом, и при ln 6 s < ln+1 − 2 будет выполняться неравенство

Bs 6 cIV
θ1θ2

As, (10)

где cIV
θ1θ2

> 0 не зависит от n ∈ Z+.
Из соотношений (8) и (10) для s ∈ N : ln 6 s < ln+1 получим, что

Bs 6 c̄θ1θ2As, (11)

где константа c̄θ1θ2 > 0 не зависит от n ∈ Z+.

Далее, поскольку по условию теоремы ряд
+∞∑
n=1

{log2(n+1)}1− θ2
θ1 Eθ2

n (f)qθ1 сходится, то на ос-

новании оценки (11) сходится и ряд
+∞∑
k=0

{log2(lk+1 +1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1 . Поэтому согласно теореме

3 функция f ∈ Lqθ2(G), 1 < q < +∞, 1 < θ2 < θ1 6 +∞, и имеет место неравенство:

‖f‖qθ2 6 cqθ1θ2

{
‖f‖qθ1 +

{
+∞∑
k=0

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2

}
.

Так как по определению Bs при s = 1, n = 1,

B1 = {log2(l2 + 1)}
1

θ2
− 1

θ1 E1(f)qθ1 +
{

+∞∑
k=2

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2

,

тогда, в силу (11) находим:

‖f‖qθ2 6
{
‖f‖qθ1 + {log2(l1 + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 E1(f)qθ1 + {log2(l2 + 1)}
1

θ2
− 1

θ1 El1(f)qθ1+

+

{
+∞∑
k=2

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2

}
6 (1 = l0 < l1) 6

6 [2{log2(l1 + 1)}
1

θ2
− 1

θ1 ‖f‖qθ1 + B1] 6 bθ1θ2{‖f‖qθ1 + B1} 6 b′θ1θ2
{‖f‖qθ1 + A1} =

= b′′θ1θ2

[
‖f‖qθ1 +

{
+∞∑
k=1

{log2(k + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

k (f)qθ1

} 1
θ2

]
.

Теперь перейдем к оценке наилучших приближений функции f .
Пусть ln 6 s < ln+1. Тогда, с помощью теоремы 3 получим:
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Es(f)qθ2 6 cθ1θ2

[
{log2(ln+1 + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Es(f)qθ1+

+

{
+∞∑

k=n+1

{log2(lk+1 + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

lk
(f)qθ1

} 1
θ2


 = Bs 6 cθ1θ2As =

= cθ1θ2


{log2(s + 1)}

1
θ2
− 1

θ1 Es(f)qθ1 +

{
+∞∑

k=s+1

{log2(k + 1)}1− θ2
θ1 Eθ2

k (f)qθ1

} 1
θ2


 ,

тем самым теорема полностью доказана.
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УДК 517.962

ОБ ОБЛАСТИ СЖИМАЕМОСТИ НЕУСТОЙЧИВЫХ РДС И
ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЙ ХАОС

К. Б. Бопаев, С. К. Бопаева

Институт математики МОН РК
050010 г.Алматы ул.Пушкина, 125 v-gulmira@math.kz

Исследуются бифуркации типа "седловой точки" и показаны возникающие в результате столкно-
вения (бифуркаций) устойчивой и неустойчивой фиксированных точек, в результате которого обе
исчезают (уходят из области), т.е. переходят в хаос.

Введение. Слово "хаос" происходит от греческого ′′χαoξ′′. Первоначально оно означало
бесконечное пространство, существовавшее до появления всего остального. Позднее римляне
интерпретировали хаос как изначальную сырую бесформенную массу, в которую создатель
привнес порядок и гармонию. В современном понимании хаос означает состояние беспорядка и
нерегулярность физических процессов, которое называется гидродинамической и плазменной
турбулентностью.

Теория турбулентности, казалось бы, должна полностью основываться на классических
макроскопических уравнениях: уравнениях Навье-Стокса, газодинамики и др., однако вывести
основные характеристики турбулентного движения из макроскопических уравнений пока не
представляет возможным и приходится прибегать к дополнительным соображениям.

До последнего времени в теории возникновения турбулентности безраздельно господство-
вала гипотеза Ландау, высказанная им в 1944 г. [1,2]. В 1948 г. аналогичные соображения были
выдвинуты Хопфом [3].

Теория Ландау связывает возникновение турбулентности с неустойчивостью. Это, безуслов-
но, верно, но то как она это делает, потребует существенных уточнений. С точки зрения новых
воззрений теория Ландау не полна [2]. Она указывает лишь на один из возможных вариан-
тов возникновения турбулентности и, по-видимому, далеко не самый важный. Современная
теория бифуркаций предлагает много других путей [3-11]. Это новые, отличные от указывае-
мых Ландау, пути хаотизации и стохатизации движения жидкости. По Ландау возникновение
турбулентности происходит в результате последовательной серии потери устойчивости состоя-
нием равновесия, возникшим периодическим движением, появившимся двояко периодическим
движением и т.д., в результате чего движение становится многопериодическим:

V (t) = f(w0t, w1t, . . . , wnt),

Keywords: Bifurcation, saddle point
2000 Mathematics Subject Classification: 42A10
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где w0, w1, . . . , wn – частоты. А функция f(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn) как функция переменных ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn

– периодическая по каждому из них с периодом 2π. Рюэль и Такенс [10] обратили внимание на
то, что путь, указанный Ландау, не общий, что общая возможность – это образование странного
аттрактора [7]. Но как возникает странный аттрактор, они не исследовали. ВысказыванияЮ.И.
Неймарка [12] о турбулентности – результат исследования им гомоклинических структур, от-
крытых еще А. Пуанкаре [13]. Описание турбулентности на фоне теории хаоса, благодаря своей
особой красоте и значимости, особенным образом выделяется один результат-каскад удвоения
периода, открытый Лос-Аламосским физиком Митчеллом Фейгенбаумом [6,7]. Один интерес-
ный аспект каскада удвоения периода или вилообразной бифуркации (Сценарий Фейгенбаума)
состоит в том, что когда вы заметите его в ходе эксперимента, то не спутаете ни с чем другим.
Кроме того, известно, что за каскадом существует хаос. Следовательно, наблюдение каска-
да Фейгенбаума в гидродинамике является особенно убедительным доказательством того, что
моды должны уступать хаосу. В предлагаемой работе исследуется бифуркации типа "седло-
вой точки" и показаны возникающие в результате столкновения (бифуркаций) устойчивой и
неустойчивой фиксированных точек, в результате которого обе исчезают (уходят из области)
т.е. переходят в хаос. Применение метода нормализации для выявления точки бифуркации
используется впервые для РДС неустойчивых в смысле Ляпунова [14,15].

I.Преобразование линейных систем в случае неустойчивости.
1. Невозможность приведения к специальному виду. Рассмотрим линейную систему

xn+1 = Axn(xn = x1
n, . . . , xm

n ) ∈ Rm.

Без нарушения общности можно считать матрицу A диагональной и ограничиться уравне-
нием для одной компоненты:

xn+1 = λxnxn ∈ R1, |λ| < 1. (1)

С помощью аналитических отображений в окрестности точки x = 0 [4]:

x = y + Σ∞k=2aky
2 ≡ ϕ(y); y = x + Σ∞k=2αkx

2 ≡ ϕ−1(x), (2)

преобразуем (1) к виду
yn+1 = λyn − ay2

n. (3)

Вычислим коэффициенты αk обратного преобразования ϕ−1(x):

y = Σ∞0 yxak + α2(Σ∞0 yxak)2 + α3(Σ∞0 yxak)3 + . . .

= y + (a2 + α2)y2 + (a3 + 2a2α2 + α3)y3 + (a4 + 3a2α3 + α2(a2
2 + 2a3) + α4)y4 + . . . ;

α2 = −a2;α3 = 2a2
2 − a3;α4α = −a4 − a2(a2

2 + 2a3) + 3a2(a3 − 2a2
2); . . .

Из (3) находим a2 ≡ a:

yn+1 = λyn − aλ(λ− 1)y2
n + (a3λ− 2a2λ2 + 2λ3a2 − λ3a3)y3

n + . . . ,

a3λ− 2a2λ2 + 2λ3a2 − λ3a3 = 0,

т.е. если ak 6= 0, то формально (1) можно привести к (3).
Если отображения (2), x = ϕ(y); y = ϕ−1(x) невырождены в окрестности точки x = 0, то

любой траектории уравнения (3) соответствует единственная траектория {xn} уравнения (1) и
обратно.

Рассмотрим траекторию {yn} ∈ (3); y0 = λ
a :

y1 = y0(λ− ay0) = 0, yk = 0, k ≥ 1.
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Тогда x0 = ϕ(y0) 6= 0, x1 = λϕ(y0) = ϕ(y1) = ϕ(0) = 0, что невозможно.
Пусть {yn} ∈ (3) такова, что µ0 ≤ |yn| ≤ µ1n. Тогда x0 = ϕ(y0) 6= 0, x2 = λϕ(y0), . . . , xn+1 =

λnϕ(y0), т.е. при n →∞ имеем xn →∞. Доказано.

Теорема 1. Для невырожденных преобразований (2) траектории {yn} ∈ (3) из окрестно-
сти y = 0 не могут отображаться в траектории {xn} ∈ (1) в окрестности x = 0.

Таким образом, топология окрестности y = 0 системы (3) не преобразуется в топологию
системы (1) окрестности x = 0.

Окрестность y = 0 системы (3) очень интересна:

|λ− ayn| < 1 :
{

0 ≤ λ− ayn < 1,
0 ≤ ayn − λ < 1

⇒ зоны устойчивости;

|λ− ayn| > 1 :
{

λ− ayn > 1,
ayn − λ > 1

⇒ зоны неустойчивости.

Особые точки системы (3): t1 = λ−1
a , t2 = λ

a , t3 = λ+1
a . Как показано выше, если траектория

{yn} ∈ (3) попадает при некотором ′′n′′ в нейтральную особую точку t2 = λ
a т.е. tn = λ

a , то
эта траектория отправляется в точку yn = 0 : {yn = λ

a , yn+k = 0, k ≥ 1}. В системе (1) таких
траекторий нет.

Рассмотрим более общий случай: пусть (1) преобразуется в

yn+1 = (λ− ay2p
n )yn; zn+1 = (λ− az2p

n )zn; |yn|2p = zn. (4)

Пусть преобразование вида (2), x = ϕ(z) преобразует окрестность z = 0 в окрестность x = 0
взаимнооднозначно. Тогда, в частности, траектория {zn ∈ (4)}; z0 = λ

a ; zk = 0, k ≥ 1, перейдет
в траекторию x0 = ϕ(λ

a ) 6= 0, x1 = λϕ(λ
a ) = ϕ(y1) = ϕ(0) = 0, что невозможно. Аналогично и с

траекториями µ0 ≤ zn ≤ µ1 ∀n имеем x0 = ϕ(z0) 6= 0, xn+1 = λnϕ(z0), n > 1, откуда xn → ∞
при n →∞, поскольку λ > 1. И в этом случае справедлива теорема 1.

Таким образом, в окрестности точки x = 0 система (1) не может быть приведена к виду (3)
или (4) с помощью невырожденных преобразований (2).

Итак, получено следующее противоречие: с одной стороны формально (1) можно привести
к (3) (в общем случае к (4)) преобразованием (2), а с другой стороны согласно утверждению
(1) это невозможно.

2. Причины противоречия. Поскольку речь идет о преобразовании окрестности точки
x = 0 в окрестность y = 0 (в общем случае z = 0), то достаточно рассмотреть преобразования

x = y + ay2 ≡ ϕ(y); y =
1
2a

(
√

1 + 4ax− 1) ≡ ϕ−1(x); |ax| ≤ 1, (5)

откуда y = x− ax2 + 2a3x3 + α4a
3x4 + . . . ≡ ϕ−1(x).

При этом (1) приводится к виду

yn+1 ≡ γ1yn + Σ∞k=3γk(aλ)k−1yk
n; γ1 = λ− λ(λ− 1)ayn. (6)

Чтобы отображение (6) было сжимающим в окрестности y = 0, т.е. при

yn+1 ≡ γ1yn + Σ∞k=3γk(aλ)k−1yk
n; γ1 = λ− λ(λ− 1)ayn,

должны выполняться неравенства:

ω : ayn > 0, |γ1| = λ|1− (λ− 1)|ayn|| < 1. (7)
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При этом в силу |yn| < 1 члены y = 0 в (6) должны быть малыми по сравнению с {γ1y
n}.

С другой стороны в силу (7), имеем

a)0 ≤ λ− λ(λ− 1)|ayn| < 1;

b)0 ≤ λ− λ(λ− 1)|ayn| − λ < 1,

откуда находим:
a){γ1yn};

b)λ|ayn| ≥ λ

λ− 1
> 1, т.е.(λ|ayn|)k > 1,∀k ≥ 3.

Но тогда в (6): |γk|(|λayn|)k−1|yn| > |γk||yn|, т.е. все члены в разложении (6) сравнимы с
первым членом (γ1yn).

3. Непосредственное исследование отображения (5). Исходя из (5) система (1) пре-
образуется к виду

yn+1 =
1
2a

(
√

1 +4n − 1),4n = 4λ[ayn + a2y2
n]. (8)

Выясним, когда отображение (8) является сжимающим в окрестности y = 0, т.е. выполня-
ется неравенство

|yn+1| = 1
2|a| |

√
1 +4n − 1| < γ|yn|, y ∈ ω,∀n >> 1. (9)

Рассмотрим все возможные варианты: (i)ayn > 0, тогда4n ≥ 0. Уточним получение оценки
в (i):

|yn+1| = 2λ|yn|(1 + |ayn|)
1 +

√
1 +4n

< γ|yn|, γ < 1,

откуда находим:

2λ(1 + z) < γ(1 +
√

1 +4n),4n = 4λ(z + z2), z = |ayn|. (∗)
Положим α = 2λ

γ − 1 = 2λ−γ
γ > 2λ−λ

γ = λ
γ > 1, a > 1. Неравенство (∗) принимает вид

(α + 2λz) < 1 + 4λ(z + z2), (α2 − 1) + 4λz(α− 1) + 4λz2(λ− 1) < 0, что невозможно, ибо

α =
2λ

γ
− 1 =

2λ− γ

γ
>

2λ− λ

γ
=

λ

γ
> 1, a > 1,

т.е.
|yn+1| = 1

2|a|
|4n|

1 +
√

1 +4n
< λ(|yn|+ |a|y2

n) < γ|yn|, γ < 1,

невозможно, так как λ > 1.
(ii)ayn < 0,4n > 0.

Тогда ayn+1 = 1
2(

√
1 + |4n| − 1) > 0, 4n > 0, что в силу (i) невозможно.

(iii)ayn < 0,4n > 0,

(но обязательно 1 +4n ≥ 0). Тогда

|yn+1| = 1
2|a| |

√
1 + |4n| − 1| = |4n|

2|a|(1 +
√

1− |4n|)
< γ|yn|,

откуда имеем (при yn 6= 0 ):

|yn+1|
|yn| ≡ 2λ(1− |ayn|)

1 +
√

1− |4n|
< γ < 1,
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т.е.

λ(1− |ayn|) ≤ |yn+1|
|yn| < γ < 1.

Таким образом |yn| ≥ α0 = 1
|a|(1− γ

λ) > 0 ∀n >> 1, что противоречит сжимаемости отобра-
жения на множество (8) условию (9), т.е. справедлива

Теорема 2. Отображение (8) не является сжимающим в окрестности y = 0.

II. Аналитические РДС и аналитические гомеоморфизмы.
1. Изоморфизмы РДС. Рассмотрим РДС в R1 :

xn+1 = λzn + X(xn);X(xn) = Σ∞k=bbkx
k, (1)

где функция X(xn) аналитична в окрестности x = 0. Применим к (1) аналитический гомео-
морфизм x = ϕ(y) окрестности точки y = 0 [15]:

x = ϕ(y) ≡ y + Φ(y); Φ = Σ∞k=zaky
k, (2)

y = ϕ−1(y) ≡ x + Ψ(x);Ψ(x) = Σ∞k=2αkx
k,

где Φ(y) и Ψ(x) аналитичны соответственно в окрестностях y = 0 и x = 0 и коэффициенты ak

разложения Ψ(x) однозначно определяются через ak в Φ(y). В новых переменных система (1)
примет вид:

yn+1 = λyn + χ(yn);χ(y) = Σ∞k=2βky
k. (3)

Здесь χ(y) аналитична в окрестности y = 0 и ее коэффициенты βk однозначно определяются
через bk в (1) и ak в (2).

Системы (1) и (3) будем называть изоморфными относительно аналитического гомеомор-
физма (2) или просто изоморфными.

2. ω – сжимающие РДС. Систему (1) назовем ω – сжимающей, если существует неиз-
вестное множество ω ⊂ M : |x| < ε, на котором (1) является сжимающим многообразием:

|xn+1| ≤ γ|xn|, 0 < γ < 1;xn ∈ ω∀n >> 1. (4)

Очевидно, при |λ| < 1 (устойчивый случай) система (1) является сжимающей в окрестности
M : |x| < ε, т.е. ω = M = {x|x| < ε}.

Выделим следующий нетривиальный класс неустойчивых РДС (|λ| > 1):

xn+1 = (λ− axq
n)xn + X(xn);X = xq+2

n Σ∞k=0bkx
k
n, q ≥ 1. (5)

В окрестности M : |x| < ε введем множество:

ω = {x/|λ− axq| < 1, |x| < ε}. (6)

Очевидно, что в неустойчивом случае (|λ| > 1) множество ω не содержат точки x = 0, а
система (5) является ω – сжимающей, если ω 6= ∅.

Пусть для определенности λ > 0, тогда |λ− axq| < 1:

a)0 ≤ λ− axq < 1;

0 ≤ axq − λ < 1.
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Положим p ≡ ( λ
|a|)

1
q , p ≡ (λ−1

|a| )
1
q , p ≡ (λ+1

|a| )
1
q . Если выполнено условие

p ≡ (
λ

|a|)
1
q < ε, (7)

то
ω = ω = {x/0 < p = (

λ− 1
|a| )

1
q ≤ |x| ≤ p ≡ (

λ

|a|)
1
q ≡ p < ε}, где ω 6= ∅.

Если выполняется более сильное условие

p ≡ (
λ + 1
|a| )

1
q < ε, (8)

то ω = ωUω, ω = {x/p ≤ |x| ≤ p < ε} 6= ∅. Таким образом при выполнении одного из условий
(7) или (8) РДС (5) является ω сжимающей.

В I доказано, что (5) не является изоморфной линейной системе (1) в (X(x) ≡ 0). Справед-
ливо следующее утверждение.

Теорема 3. Если РДС (5) ω сжимающая, то она изоморфна системе

yn+1 = (λ− ayp
n)yn, ∀p ≥ 1. (9)

Рассмотрим общий случай системы (1) при xn ∈ Rm,m ≥ 1. Доказательство проведем в два
этапа.

I. Докажем сначала, что (5) может быть приведено к (9). Для любого q – фиксированного
(при этом b ≡ a) последовательным применением преобразований:

x = y + γiy
q+i ≡ ϕi(y), i ≥ 2. (10)

Начнем со случая i = 2 и вычислим обратное преобразование:

y ≡ ϕ−1
2 (x) = x + Σ∞k=0αkx

k = (y + γ2y
q+2) + αz(y + γ2y

q+2) + . . . =

= y + α2y
2 + . . . + αq+1y

q+1 + (γ2 + αq+2)yq+2 + . . . ,

откуда находим
αk = 0, k = 2, q + 1; αq+2 = −γ2.

Подставляя преобразования ϕ2(y) и ϕ−1
2 (x) в (5), получим

yn+1 = xn+1 + Σ∞k=0αkx
k
n+1 = λxn − axq+2

n + X∗(xn)3 − γ2(λxn − axq+1
n + X(xn))q+2 =

= λxn − axq+1
n + (b0 − λq+2γ2)xq+2

n + xq+3
n X∗(xn),

где X∗(xn) = Σ∞k=0β
∗
kxk

n, X∗(xn) = Σ∞k=0βk∗xk
n. Итак

yn+1 = λ(yn + γ2y
q+2
n )− a(yn + γ2y

q+2
n )q+1 + (b0 − λq+2γ2)(yn + γ2y

q+2n)q+2+

+yq+3
n Y (yn) = λyn − ayq+1

n + (b0 + γ2(λ− λq+2))yq+2
n + yq+3

n Y (yn).

Полагая γ2 = −(λ− λq+2)−1b0, приходим к РДС вида (5):

yn+1 = (λ− ayq
n)yn + yq+3

n Y (yn); Y = Σ∞k=0µky
k
n.
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Применяя к полученной РДС преобразование (10) при i = 3 y = z+γ3z
q+3 ≡ ϕ3(z), получим

аналогично zn+1 = (λ − azq
n)zn + zq+4

n Z(zn) и т.д. Как обычно методом Ньютона доказывает-
ся сходимость этого бесконечного процесса "уничтожения" членов разложения X(xn) в (5).
Отметим, что в Y (yn) не входят растущие степени "большого" параметра |a| >> 1.

II. Покажем, что система:

xn+1 = (λ− axq
n)xn; ω(x) 6= ∅, ω(x) 6= ∅, ω = {x|λ− axq| < 1, |x| < ε} (11)

приводится к следующей:

yn+1 = (λ− byq
n)yn + yq+3

n Y (yn); ω(y) 6= ∅, (12)

при помощи преобразования x = y + γ1y
q+1 + γ2y

q+2 ≡ ϕ(y). Отметим, что для существования
ϕ−1(x) окрестность точки y = 0 должна быть настолько малой, чтобы |γ1y

q+1 + γ2y
q+2| ≤ |y|µ.

Рассмотрим обратное преобразование y = x + Σ∞k=2αkx
k ≡ ϕ−1(x). Как и ранее убеждаемся,

что α̃k = 0, k = 2, q. Тогда

ϕ−1(x) = y = x + α1x
q+1 + α2x

q+2 + α3x
q+3 + . . . = (y + γ1y

q+1 + γ2y
q+2)+

+α1(ϕ)q+1 + α2(ϕ)q+2 + α3(ϕ)q+3 + . . . = y + (γ1 + α1)yq+1 + (γ2 + α2)yq+2 + . . . .

Откуда находим αk = −γk, k = 1, 2, и тем самым y = x + γ1x
q+1 + γ2x

q+2 + . . . = ϕ−1(x).
Подстановкой ϕ(y) и ϕ−1(x) в (11) получим:

yn+1 = (λ− axq
n)xn − γ1(λ− axq

n)q+1xq+1
n − γ2(λ− axq

n)q+2xq+2
n + . . . =

= λxn − (a + γ1λ
q+1)xq+1

n − λq+2γ2x
q+2
n + . . . = λ(yn + γ1y

q+1
n + γ2y

q+2
n )−

−(a + γnλq+1)(ϕ(yn))q+1 − γ2λ
q+2(ϕ(yn))q+2 + . . . = λyn + ((λ−Xq+1)γ1 − a)yq+1

n +

+(λ−Xq+2)γ2y
q+2
n + . . . .

Полагая γ1 = (λ− λq+1)−1a и (λ− λq+2)γ2 ≡ −b, получим (12) с произвольным b (вместе с
произвольным γ2), что и позволяет получить:

ω(y) 6= ∅,

ω = {y/|λ− byq+1| < 1, |y| < δ}.
Отметим, что в силу ω – сжимаемости рассматриваемых РДС (условия (7), (8)) имеем

|γ1| >> 1. Аналогично условия ω – сжимаемости (12) приводят к соотношению |γ2| >> 1. По-
этому при доказательстве сходимости разложений нужно выделить растущие степени величин
p = |λ− axq

n| < 1 и µ = |λ− ayq+1
n | < 1. Теорема доказана.

Замечание. Можно рассматривать полиноминальные РДС:

xn+1 = Σp−1
k=1akx

k
n + xp

nXp(xn), (13)

где непрерывная в окрестности точки x = 0 функция Xp(x) равномерно ограничена:

|Xp(x)| ≤ M, |x| < ε.

Система (13) превращается в аналитическую, если Xp(x) аналитична в окрестности x = 0,
т.е. ряд Xp(x) =

∑x
k=0 bkx

k сходится при |x| < ε. Аналогично можно рассматривать полиноми-
нальные гомеоморфизмы x = ϕ(y) окрестности y = 0 на окрестность x = 0:

x = y +
p−1∑

k=2

γkyk + Φp(y) ≡ ϕ(y); y = x +
p−1∑

k=1

αkx
k + χp(x) ≡ ϕ−1(x),
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где функции Φp(y) и χp(x) непрерывны, т.е. равномерно ограничены соответственно в окрест-
ностях y = 0 и x = 0.

При этом исчезает необходимость доказательства сходимости рядов в окрестности точек
y = 0 и x = 0.
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УДК 517.5

SMOOTHING OF SOURCEWISE MULTIVARIATE
FUNCTIONS

A. A. Zhensykbaev

Institute of Mathematics
050010 Almaty Pushkin str., 125 azh@math.kz

The smoothing problem of information operator on a set of convolution type multivariate functions is
considered. In particular, the methods of linear and nonlinear smoothing of scattered data are given.

1. Introduction

Remind the optimal recovery problem. Let us given a set M , metric space Y , normed spaces Z, an
operator U : M → Z and a multivalued mapping I : M → Y . Any one-valued map S : I(M) → Z
is called the recovery method of the operator U on the set M by the information I. The error of
recovery is defined as

R(M,U, I, S) = sup(R(x,U, I, S) | x ∈ M),

where
R(x,U, I, S) = sup(‖U(x)− S(y)‖ | y ∈ I(x)).

The problem of optimal recovery of the operator U on the set M by the family {S} of methods
S using the information I is that we should find the quantity

E(M, U, I, {S}) = inf(R(M, U, I, S) | S ∈ {S})

and an operator SE ∈ {S}, for which

R(M, U, I, SE) = E(M,U, I, {S}).

This problem is connected with the best approximation of multivalued mapping by one-valued
maps. Let F : G → Z be a given multivalued mapping defined on same set G and {S} – a family
of one-valued maps S : G → Z. The error of approximation is

R(G,F , S) = sup (R(y,F , S) | y ∈ G),

where
R(y,F , S) = sup (‖z − S(y)‖ | z ∈ F(y))
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The best approximation of F by the family {S} is the quantity

E(G,F , {S}) = inf R(G,F , S) | S ∈ {S}).

The connection these two problems is presented as the equalities

R(M, U, I, S) = R(I(M),U , S)

and
E(M,U, I, {S}) = E(I(M),U , {S}),

where the mapping U : I(M) → Z is defined as

U(y) = U(M(y)), M(y) = {x ∈ M : y ∈ I(x)}.

Thus, for solution of the optimal recovery problem often we need to describe the sets I(x)
and I(M) and than to find the Chebyshev’s center and Chebyshev’s radius of the set M(y). The
information I is called accurate if it is a one-valued operator, otherwise it is inaccurate. Usually the
information I(x) is given as a ball of radius ε(x) with a center I(x):

I(x) = {y ∈ Y : ρ(y, I(x)) ≤ ε(x)},

where ρ is the metric of Y . If ε(x) = 0 for all x ∈ M then the information I is accurate.
We consider these problems on the following classes of functions.
Let {ϕ1, ..., ϕm} be the linear independent on the given set G ⊂ Rd system of functions, Φm =

span{ϕ1, ..., ϕm}, Φ0 = {0}, Fmk - the set of all sourcewise functions:

Fmk = {f(x) =
m∑

i=1

ai(f)ϕi(x) +
k∑

i=1

∫

Gi

fi(t)Ki(x, t)dµi},

where fi ∈ Lpi(Gi), domains Gi ⊂ Rdi are measurable, kernels Ki ∈ Lp′i(Gi, µi) for each fixed x ∈ G,
Lp′i(Gi, µi) - Lebesgue space of functions on Gi with positive measure µi and ordinary norm ‖ · ‖pi ,
1/pi + 1/p′i = 1 (i = 1 : k).

Let the information about the elements of Fmk be given via the operator In : Fmk → Rn,
In = (I1, ..., In), with the error ε = (ε1, ..., εn), εi ≥ 0,

Ij(f) =
m∑

i=1

ai(f)Ij(ϕi) +
k∑

i=1

∫

Gi

fi(t)Kij(t)dµi,

where
Ij(ϕi) ∈ R, Kij(t) = Ij(Ki(·, t)) ∈ Lp′i(Gi, µi).

The error of information has block-type measurement. Namely, the distance |·, ·|εq in Rn we
define as the sum of l types of measurements (l ≥ 1). Let us fix l integers

1 = n0 < n1 < · · · < nl = n

and set

|x, y|εq =
l∑

i=0

|x, y|i, |x, y|∗εq =
l∑

i=1

1
qi

(|x, y|i)qi ,

Математический журнал 2009. Том 9. № 2 (32)



Smoothing of sourcewise multivariate functions 55

where

|x, y|i =
( ni∑

j=ni−1+1

(|xj − yj |/εj)qi
)1/qi (1 < qi < ∞, i = 1 : l),

a/b = 0 if a = b = 0 and a/b = +∞ if a 6= 0, b = 0. So the distance |x, y|∗εq < ∞ if and only if
xj = yj for such j that εj = 0.

Now we define the information operator on the set Fmk:

Iq
εn(f) = {y ∈ Rn : |y, In(f)|εq ≤ 1}

and for each y ∈ Rn with respect to dual recovery problem introduce the set

Fmk(y) = {f ∈ Fmk : |y, In(f)|εq ≤ 1}.

Note that |y, In(f)|εq < ∞ if and only if

Ij(f) = yj for εj = 0. (1)

This operator coincides with In (i.e. it is accurate) if ε = 0.
Also

|yj − Ij(f)| ≤ 2εj ∀ y ∈ Iq
εn(f), ∀ f ∈ Fmk(y) (j = 1 : n).

Indeed, for j ∈ [ni−1 + 1, ni] we have

1
εj
|yj − Ij(f)| ≤ |y, In(f)|i ≤ 1

qi
(|y, In(f)|i)qi − 1

qi
+ 1 < |y, In(f)|εq + 1 ≤ 2.

Here we used known inequality

tα ≤ αt− α + 1 ∀ t > 0, 0 < α < 1.

Below we describe the information field Iεn(Fmk), in particular, find its dimension. Assume that
the dimension

dimspan{v1, ..., vm} = r (r ≤ m),

where
vi = (I1(ϕi), ..., In(ϕi)).

For definiteness without loss of generality suppose that the vectors v1, ..., vr are linear independent
and

vi =
r∑

j=1

βijvj (i = 1 : m). (2)

From each system of functions {Ki1, ..., Kin} extract a linear independent on Gi subsystem

{Kii1 , ..., KiiNi
} (i = 1 : k),

k∑

i=1

Ni =: N, (3)

such that

Kiµ =
Ni∑

j=1

α
(j)
iµ Kiij (i = 1 : k, µ = 1 : n) (4)

(naturally, in (2) βij = δij if i ≤ r, and in (4) α
(j)
iis

= δsj if µ = is; δij is Kronecker’s symbol).
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2. Minimization of the functional

For given ε and fixed y ∈ Rn, y = (y1, ..., yn), we introduce the functional

N pq
εy (f) = ‖f‖∗p + |y, In(f)|∗εq, ‖f‖∗p =

k∑

i=1

1
pi

(‖fi(t)‖pi)
pi ,

on the set Fmk and the quantity

Npq
εy = inf (N pq

εy (f) | f ∈ Fmk). (5)

The problem of minimization of the functional N pq
εy (f) was considered for some particular cases

in many papers (see, for example, [1-4]). For for one-dimensional case d = d1 = 1, k = 1, p1 = 2,
G = G1 = [0, 1], dµ1 = dt, and

K1(x, t) = (x− t)r−1
+ , In(f) = (f(x1), ..., f(xn)),

where 0 ≤ x1 < · · · < xn ≤ 1, quantity (5) coincides with well known minimization problem of
r-derivative in L2-norm among functions interpolate given values yi at the given points xi.

Assume that 1 < pi < ∞ (i = 1 : k) and extract from Fmk the following subset

Sn
rk = {s ∈ Frk : si(t) = |σi(t)|p′i−1sgn σi(t) (i = 1 : k)},

where

σi(t) =
n∑

j=1

cjKij(t),

coefficients cj = cj(s) are arbitrary. It is easy to calculate:

‖si‖pi
pi

= ‖σi‖p′i
p′i

. (6)

Theorem 1. If for given y ∈ Rn there exists an element s ∈ Sr
pn, which satisfies the requirements

Ij(s) + |cj(s)|q′i−1sgn cj(s)ε
q′i
j = yj , (j = ni−1 + 1 : ni, i = 0 : l), (7)

n∑

j=1

cj(s)Ij(ϕν) = 0, (ν = 1 : r), (8)

where 1/qi + 1/q′i = 1, then
N pq

εy (s) = Npq
εy.

If N pq
εy (f) = N

pq
εy, then almost everywhere on Gi

fi(t) = si(t), (i = 1 : k),

and
m∑

i=1

βijai(f) = aj(s), (j = 1 : r), (9)

where ak(f) and ai(s) are the coefficients of polynomial part in the representations of f and s
respectively, βij are defined in (2).
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Proof. In view of (8) for arbitrary function f from Fmk we have:

n∑

j=1

cjyj =
n∑

j=1

cj(yj − Ij(f)) +
n∑

j=1

cjIj(f) =

=
l∑

i=1

ni∑

j=ni−1+1

cj(s)εj(yj − Ij(f))/εj +
k∑

i=1

∫

Gi

fi(t)σi(t)dµi.

Here we ought to consider such f ∈ Fmk that N pq
εy (f) < ∞. It means that Ij(f) = yj if εj = 0.

All such type functions we denote by Fmk(y):

Fmk(y) = {f ∈ Fmk : N pq
εy (f) < ∞}.

Using Holder inequality and equalities (7), (6) we obtain

n∑

j=1

cjyj ≤
l∑

i=1

( ni∑

j=ni−1+1

|cj(s)εj |q′i
)1/q′i

( ni∑

j=ni−1+1

(|yj − Ij(f)|/εj)qi

)1/gi

+

+
k∑

i=1

‖fi‖pi‖σi‖p′i =
l∑

i=1

|y, In(s)|qi−1
i |y, In(f)|i +

k∑

i=1

‖si‖pi−1
pi

‖fi‖pi . (10)

On other hand by (7) and (8)

n∑

j=1

cjyj =
n∑

j=1

cjIj(s) +
l∑

i=1

ni∑

j=ni−1+1

|cj(s)εj |q′i =

=
l∑

i=1

|y, In(s)|qi
i +

k∑

i=1

∫

Gi

|σi(t)|p′idµi =
l∑

i=1

|y, In(s)|qi
i +

k∑

i=1

‖si‖pi
pi

. (11)

Thus, from (10) and (11) we find

0 ≤
k∑

i=1

‖si‖pi−1
pi

(‖fi‖pi − ‖si‖pi) +
l∑

i=1

|y, In(s)|qi−1
i (|y, In(f)|i − |y, In(s)|i).

Applying the well known inequality (see, for example, [5], p. 53)

ac − bc ≥ cbc−1(a− b) ∀ a, b ≥ 0, c > 1, (12)

we obtain
N pq

εy (s) ≤ N pq
εy (f) ∀ f ∈ Fmp.

If N pq
εy (s) = N pq

εy (f) for some f ∈ Fmp then the sing of equality must be hold in (10). It is possible
when

cj(s)(cj − Ij(f)) ≥ 0,

αi|cj(s)εj |q′i = βi(|yj − Ij(f)|/εj)qi , j = ni−1 + 1 : ni, i = 1 : l,

i.e. when
(yj − Ij(f))(yj − Ij(s)) ≥ 0, αj |yj − Ij(f)| = βi|yj − Ij(s)|,

and almost everywhere on Gi

fj(t)σj(t) ≥ 0, aj |fj(t)|pi = bj |σj(t)|p′i , j = 1 : k,
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i.e.
fj(t)sj(t) ≥ 0, aj |fj(t)| = bj |sj(t)|, j = 1 : k,

where αi, βi, aj , bj are some nonnegative constants and

αi + βi > 0, aj + bj > 0, i = 1 : l, j = 1 : k.

Note also that in (12) the sing of equality is attained iff a = b. Hence

|y, In(f)|i = |y, In(s)|i, ‖fj‖pj = ‖sj‖pj , i = 1 : l, j = 1 : k.

Thus, all αi = βi, aj = bj and

Ii(f) = Ii(s) (i = 1 : n), (13)

fj(t) = sj(t) almost everywhere on Gj (i = 1 : k). Therefore

0 = Ij(f)− Ij(s) =
m∑

i=1

ai(f)Ij(ϕi)−
r∑

i=1

ai(s)Ij(ϕi), j = 1 : n.

Using(2) and linear independence of vectors v1, ..., vr, we obtain (9). Theorem 1 is proved.
An element s ∈ Sr

pn satisfying (7) – (8) is called smoothing y ∈ Rn. Note that in view of (8) and
(2) for any polynomial P (x) ∈ Φm

n∑

j=1

cj(s)Ij(P ) = 0. (14)

3. Description of the information field Iεn(Fmk).

Let’s analyse the possibility of solving the problem (7) – (8). Without loss of generality suppose
that

ε1 = · · · = εN0 = 0, and εi > 0 (i = N0 + 1 : n),

where 0 ≤ N0 ≤ n. Note that for N0 = 0 all εi > 0, for N0 = n all εi = 0 (i = 1 : n).
Naturally, we suppose that |y, In(f)|∗εq < ∞ and by (1)

Ii(f) = yi (i = 1 : N0).

For y = 0 (yi = 0, i = 1 : n) the function g(x) ≡ 0 ∈ Fmk, i.e.

gi(t) ≡ 0 (i = 1 : k) and aj(g) = 0 (j = 1 : m),

has the minimal norm:
N pq

ε0 (g) = 0.

In view of the theorem 1 the function s(x) ∈ Sn
rk satisfying (7) – (8) for y = 0 also has zeros

norm, N pq
ε0 (s) = 0:

l∑

i=1

|0, In(s)|qi
i +

k∑

j=1

‖sj‖pj
pj = 0.

Hence

Ii(s) = 0, ‖sj‖pj = 0 ⇒ sj(t) ≡ 0, aν = 0 (i = 1 : n; j = 1 : k; ν = 1 : r)
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(aν = 0 because vectors v1, ..., vr are linear independent). From (7) we conclude that

cj = 0 (j = N0 + 1 : n) (15)

and in view of (4)

si(t) =
n∑

j=1

cjKij(t) =
Ni∑

µ=1

( N0∑

j=1

cjα
(µ)
ij

)
Kiiµ(t) ≡ 0 (i = 1 : k). (16)

If N0 = 0 (i.e. all εi > 0, i = 1 : n) then the system (7)-(8) for y = 0 has a unique solution

c1 = · · · = cn = a1 = · · · = ar = 0.

Assume that N0 > 0. Since the systems (3) are linear independent on Gi the identities (16) hold
if its corresponding coefficients equal to zero. And in view of (8) and (15) we obtain following system
of linear equations with respect to cj :

N0∑

j=1

cjα
(µ)
ij = 0 (µ = 1 : Ni, i = 1 : k)

N0∑

j=1

cjIj(ϕν) = 0 (ν = 1 : r).

The matrix M of this system of equations has N0 columns and N + r rows. Assign its columns
as γj (j = 1 : N0).

The rank of the matrix M we denote as ρ, rank M = ρ. Without loss of generality suppose that
first ρ columns are linear independent and

γν =
ρ∑

j=1

dνjγj (ν = 1 : N0),

where the constants dνj do not depend on y and f .
If ρ < N0 for any function f ∈ Fmk in view of (2) and (4) we obtain:

Iν(f) =
m∑

k=1

akϕkν +
k∑

i=1

∫

Gi

fi(t)Kiν(t)dµi =

=
m∑

k=1

ak

( r∑

l=1

βklϕlν

)
+

k∑

i=1

∫

Gi

fi(t)
Ni∑

s=1

α
(s)
iν Kiis(t)dµi =

=
m∑

k=1

ak

( r∑

l=1

βkl

( ρ∑

j=1

dνjϕlj

))
+

k∑

i=1

∫

Gi

fi(t)
Ni∑

s=1

( ρ∑

j=1

dνjα
(s)
ij

)
Kiis(t)dµi =

=
ρ∑

j=1

dνj

( m∑

k=1

ak

r∑

l=1

βklϕlj +
k∑

i=1

∫

Gi

fi(t)
Ni∑

s=1

α
(s)
ij Kiis(t)dµi

)
=

=
ρ∑

j=1

dνj

( m∑

k=1

akϕkj +
k∑

i=1

∫

Gi

fi(t)Kij(t)dµi

)
.
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and

Iν(f) =
ρ∑

j=1

dνjIj(f) ∀ f ∈ Fmk (ν = 1 : N0). (17)

Suppose that 1 ≤ ρ < N0. For arbitrary fixed f ∈ Fmk consider its image Iq
εn(f). If y ∈ Iq

εn(f),
y = (y1, . . . , yn), then in view of (17) and (1)

yν = Iν(f) =
ρ∑

j=1

dνjIj(f) =
ρ∑

j=1

dνjyj (ν = ρ + 1 : N0).

Hence
dim Iq

εn(Fmk) = n− (N0 − ρ).

Thus, if we suppose that the dimension of the information Iq
εn(Fmk) is equal to n, we must

require equality ρ = N0, i.e. the matrix M has maximal rank:

rank M = N0.

Theorem 2. For arbitrary y ∈ Rn in the set Sn
rp there exists no more than one element, satisfying

the system of equations (7) – (8).

Proof. Assume that for some y ∈ Rn two elements s̄, ŝ ∈ Sn
rp satisfy (7) – (8),

s̄ =
r∑

i=1

āiϕi(x) +
k∑

i=1

∫

Gi

s̄i(t)Ki(x, t)dµi,

and

ŝ(x) =
r∑

i=1

âiϕi(x) +
k∑

i=1

∫

Gi

ŝi(t)Ki(x, t)dµi,

according to the theorem 1 āi = âi (i = 1 : r) and s̄j(t) ≡ ŝj(t) (j = 1 : k). From (13) and (14) it
follows that

c̄µ = ĉµ (µ = N0 + 1 : n).

Nj∑

i=1

( N0∑

µ=1

(c̄µ − ĉµ)α(i)
jµ

)
Kjji ≡ 0.

Since the systems of function (3) are linear independent

N0∑

µ=1

(c̄µ − ĉµ)α(i)
jµ = 0 (j = 1 : k, i = 1 : Nj).

Since rank M = N0 last system of linear equations has unique trivial solution: c̄µ − ĉµ = 0
(µ = 1 : N0). Thus, s̄(x) ≡ ŝ(x). Theorem 2 is proved.

The existence of element s ∈ Sr
pn satisfying the requirements (7) – (8) is proved by similar

methods as in [3] (see also [4, ch.4]) using the properties of algebraic mapping.

Theorem 3. If the sets Gi are bounded, then for arbitrary y ∈ Rn in the set Sn
rp (1 < pi < ∞,

i = 1 : k) there exists an unique element, satisfying the system of equations (7) – (8).
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4. Minimization of the functional in the space L2.

Consider the Hilbert space L2. The distance in Rn we define as

2|x, y|∗ε2 =
n∑

j=1

(|xj − yj |/εj)2.

In this case the functional N 22
εy (f) equals

N 22
εy (f) =

1
2
d2

ε(f, y),

d2
ε(f, y) :=

n∑

j=1

(|Ij(f)− yj |/εj)2 +
k∑

i=1

‖fi(t)‖2
2.

Theorem 4. If pi = 2 (i = 1 : k), then for arbitrary y ∈ Rn in the set Sn
rp there exists an unique

element sy, satisfying the system of equations (7) – (8). And for any y ∈ Rn the following equalities
are true

d2
ε(f − sy, 0) = d2

ε(f, y)− d2
ε(sy, y), (18)

dε(2sy − f, y) = dε(f, y).

Proof. The existence and uniqueness follows from the theorem 2 and linearity of the system of
n + r equations (7) – (8) with respect of n + r coefficients ak and cj :

Ij(s) + cj(s)ε2
j = yj (j = 1 : n), (19)

n∑

j=1

cj(s)Ij(ϕν) = 0 (ν = 1 : r). (20)

Prove now the equalities. Elements from the set Sn
rk have the representation

Sn
rk = {s ∈ Frk : si(t) =

n∑

j=1

cjKij(t) (i = 1 : k)}.

In view of (20)

n∑

j=1

cj(Ij(f)− Ij(s)) =
k∑

i=1

∫

Gi

(fi(t)− si(t))si(t)dµi(t) =
k∑

i=1

∫

Gi

fi(t)si(t)dµi(t)− ‖s‖2
2.

On other hand using (19) we obtain

n∑

j=1

cj(Ij(f)− Ij(s)) =
n∑

j=1

(Ij(f)− Ij(s))(yj − Ij(s))/ε2
j =

=
n∑

j=1

(Ij(s)− yj)2/ε2
j −

n∑

j=1

(Ij(f)− yj)(Ij(s)− yj)/ε2
j .

Hence,

n∑

j=1

(Ij(f) − yj)(Ij(s) − yj)/ε2
j +

k∑

i=1

∫

Gi

fi(t)si(t)dµi(t) =
n∑

j=1

(Ij(s) − yj)2/ε2
j + ‖s‖2

2. (21)
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Now consider the distance d2
ε(f − sy, 0). In view of last equality we find

d2
ε(f − sy, 0) =

n∑

j=1

(Ij(f)− Ij(s)± yj)2/ε2
j +

k∑

i=1

∫

Gi

(fi(t)− si(t))2dµi(t) =

= d2
ε(f, y) + d2

ε(sy, y)− 2
n∑

j=1

(Ij(f)− yj)(Ij(s)− yj)/ε2
j − 2

k∑

i=1

∫

Gi

fi(t)si(t)dµi(t) =

= d2
ε(f, y)− d2

ε(sy, y).

Prove second equality: in view of (21)

d2
ε(2sy − f, y) =

n∑

j=1

(
2(Ij(s)− yj)− (Ij(f)− yj)

)2
/ε2

j +
k∑

i=1

∫

Gi

(2si(t)− fi(t))2dµi(t) =

= 4
n∑

j=1

(Ij(s)− yj)2/ε2
j +

n∑

j=1

(Ij(f)− yj)2/ε2
j − 4

n∑

j=1

(Ij(s)− yj)(Ij(f)− yj)/ε2
j+

+ 4
k∑

i=1

∫

Gi

s2
i (t)dµi(t) +

k∑

i=1

∫

Gi

f2
i (t)dµi(t)− 4

k∑

i=1

∫

Gi

fi(t)si(t)dµi(t) = d2
ε(f, y).

Theorem 4 is proved.

Remark. Theorem 4 is the generalization the known statements for one variable polynomial splines
and information I as the values of function at given points (see for example [1, ch. 5], [2, ch. 11]).

5. Recovery of operators.

Obtained results are applicable to the solution of the optimal recovery problems like it was done
in [4, ch. 4]. As an example consider the recovery of operator U : Fmp → Z (Z is normed space with
some norm ‖ · ‖) on the class

F∗mp = {f ∈ Fmp : ‖f‖∗p ≤ 1},
using the operator of information

Iq∗
εn(f) = {y ∈ Rn : |y, In(f)|∗εq ≤ 1− ‖f‖∗p}.

For each y ∈ Rn we respond its smoothing element sy ∈ Sr
pn (i.e. satisfying requirements (7) –

(8)).

Theorem 5. For the method Sε, Sε(y) = U(sy), of recovery U on the class F∗mp by the information
Iq∗

εn the following estimation is true

R(F∗mp, U, Iq∗
εn, Sε) ≤ 2E(F∗mp, U, Iq∗

εn), (22)

where E(M, U, I) = E(M, U, I, {S}) and {S} is the set of all one-valued operators S : Rn → Z.

Proof. Let r(y) be the Chebyshev’s radius of the set U(F∗mp(y)),

F∗mp(y) = {f ∈ F∗mp : y ∈ Iq∗
εn(f)}.
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By the theorem 1 for any y ∈ Iq∗
εn(f)

Npq
εy (sy) ≤ Npq

εy (f) ≤ 1.

Therefore sy ∈ F∗mp(y) and

‖U(f)− U(sy)‖ ≤ diamU(F∗mp(y)) ≤ 2r(y) ∀ y ∈ Iq∗
εn(F∗mp).

Inequality (22) follows now from the known equality

E(M,U, I) = sup (r(y) | y ∈ Rn).

Theorem 5 is proved.
In particular case p1 = · · · = pk = 2 corresponding class we denote by F∗m2, and I2∗

εn is the
information operator of with q1 = · · · = ql = 2.

Theorem 6. If the operator U : F∗m2 → Z satisfies the inequality

‖U(f)− U(g)‖ ≤ ‖U(f − g)‖
and conserves the symmetry than Sε is an optimal recovery method U on the class F∗m2 by information
I2∗

εn. The method Sε is the central algorithm and

E(U,F∗m2, Iq∗
εn) = R(U,F∗m2, I2∗

εn, Sε) = rε,

where
rε = sup (‖U(f)‖ | f ∈ F∗m2 : 0 ∈ I2∗

εn(f)).

Proof. Note first of all that in view of the theorem 4 the set F∗mp(y) is sy-symmetric. In particular,
the set F∗mp(0) is 0-symmetric. And also by the same reason for any f ∈ F∗mp(y) the element f −sy ∈
F∗mp(0). Hence

‖U(f)− U(sy)‖ ≤ ‖U(f − sy)‖ ≤ rε.

On other hand
E(U,F∗mp, In) = sup (r(y) | y ∈ In(F∗mp)) ≥ rε.

Thus, E(U,F∗mp, In) = rε, and the method Sε is optimal.
Since the operator U conserves the property of symmetry the sets U(F∗mp(y)) are U(sf )-symmetric.

Therefore U(sy) is a Chebychev’s center of U(F∗mp(y)), and Sε is the central algorithm. Theorem 6
is proved.
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ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ НАХОЖДЕНИЯ РЕШЕНИЯ
ЛИНЕЙНОЙ ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
НАГРУЖЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Ж. М. Кадирбаева

МКТУ имени Х.А.Ясави
г.Туркестан ул.Саттарханова Университетский городок apelman86pm@mail.ru

Методом параметризации с разными шагами разбиения интервала исследуется двухточечная кра-
евая задача для нагруженных дифференциальных уравнений. Предложен алгоритм нахождения
приближенного решения и получены достаточные условия его сходимости к единственному реше-
нию рассматриваемой задачи.

На отрезке [0, T ] рассматривается линейная двухточечная краевая задача для нагруженных
дифференциальных уравнений

dx

dt
= A(t)x+

m∑

j=0

Mj(t)x(θj)+f(t), t ∈ [0, T ], 0 = θ0 < θ1 < ... < θm−1 < θm < θm+1 = T, (1)

Bx(0) + Cx(T ) = d, d ∈ Rn, ‖x‖ = max
k=1,n

|xk|, (2)

где матрицы A(t), Mj(t), j = 0, 1, ..., m, размерности (n× n) и n – вектор-функция f(t) непре-
рывны на [0, T ], B, C− (n× n) – матрицы.

Через C([0, T ], Rn) обозначим пространство непрерывных на [0, T ] функций x : [0, T ] → Rn

с нормой ‖x‖1 = max
t∈[0,T ]

‖x(t)‖.
Нагруженные обыкновенные дифференциальные уравнения и краевые задачи для таких

уравнений рассмотрены в [1-4]. В работах [3,4] линейная двухточечная краевая задача для
нагруженных дифференциальных уравнений исследуется методом параметризации [5]. Однако
в этих работах не учитывается поведение ‖A(t)‖, t ∈ [0, T ], и интервалы [θi−1, θi) разбиваются
на одинаковое число l при всех i = 1, 2, ...,m + 1.

В настоящей работе задача (1),(2) также исследуется методом параметризации. При этом
разбиение между точками нагружения осуществляется с учетом значений ‖A(t)‖, t ∈ [0, T ].

Keywords: loaded ordinary differential equation, parametrization method,two-point boundary value problem, unique
solvability
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c© Ж. М. Кадирбаева, 2009.



Об одном алгоритме нахождения решение линейной двухточечной краевой задачи ... 65

Пусть ‖A(t)‖ ≤ α(t), ‖Mj(t)‖ ≤ βj(t), j = 0, 1, ...,m, и функции α(t), βj(t), j = 0, 1, ..., m,
непрерывны на [0, T ]. Возьмем число a > 0 и произведем разбиение интервала [θi−1, θi), i =
1,m, следующим образом.

За θi−1,0 возьмем θi−1 и θi−1,1 ∈ [θi−1,0, θi) выберем удовлетворяющим неравенству
θi−1,1∫
θi−1,0

α(τ)dτ ≤

≤ a. Следующую точку θi−1,2 ∈ [θi−1,1, θi) также выберем удовлетворяющим неравенству
θi−1,2∫
θi−1,1

α(τ)dτ ≤ a. Через ki обозначим натуральное число, при котором
θi∫

θi−1,ki−1

α(τ)dτ ≤ a.

Введем следующие обозначения p0 = 1, p1 = k0, p2 = k0 + k1,..., pm = k0 + k1 + ... + km−1,

pm+1 = k0 + k1 + ... + km−1 + km. Тогда [0, T ) =
pm+1⋃
r=1

[tr−1, tr), где t0 = θ0 = 0, t1 = θ0,1, t2 = θ0,2,

..., tp1 = θ1, tp1+1 = θ1,1, ..., tp2 = θ2, ... tpm+1 = T.

Через C([0, T ], tr, Rnpm+1) обозначим пространство систем функции x[t] =
(
x1(t), x2(t), ...,

xpm+1(t)
)′

, где функции xr : [tr−1, tr) → Rn непрерывны и имеют конечные левосторонние

пределы lim
t→tr−0

xr(t) при всех r = 1, pm+1, с нормой ‖x[·]‖2 = max
r=1,pm+1

sup
t∈[tr−1,tr)

‖xr(t)‖.

Сужение функции x(t) на r-ый интервал [tr−1, tr) r = 1, pm+1, обозначим через xr(t), r =
1, pm+1. При этом задача (1),(2) сводится к многоточечной краевой задаче для нагруженных
дифференциальных уравнений

dxr

dt
= A(t)xr(t) +

m∑

j=0

Mj(t)xpj (θj) + f(t), r = 1, pm+1, (3)

Bx1(0) + C lim
t→T−0

xpm+1(t) = d, (4)

lim
t→ts−0

xs(t) = xs+1(ts), s = 1, pm+1 − 1. (5)

Здесь (5) – условия склеивания решения во внутренних точках разбиения.
Введя дополнительные параметры λr = xr(tr−1) r = 1, pm+1, и на каждом интервале

[tr−1, tr), r = 1, pm+1, произведя замену ur(t) = xr(t) − λr, r = 1, pm+1, получим краевую
задачу с параметрами

dur

dt
= A(t)[ur(t) + λr] +

m∑

j=0

Mj(t)λpj + f(t), (6)

ur(tr−1) = 0, t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1, (7)

Bλ1 + Cλpm+1 + C lim
t→T−0

upm+1(t) = d, (8)

λs + lim
t→ts−0

us(t) = λs+1, s = 1, pm+1 − 1. (9)

Если пара (λ, u[t]), где λ = (λ1, λ2, ..., λpm+1)
′ ∈ Rnpm+1 , u[t] =

(
u1(t), u2(t), . . . , upm+1(t)

)′
–

решение задачи (6) – (9), то функция x(t), определяемая равенствами x(t) = λr + ur(t), t ∈
[tr−1, tr), r = 1, pm+1, x(T ) = λpm+1 + lim

t→T−0
upm+1(t), является решением задачи (1),(2). И

наоборот, если x̃(t) решение задачи (1),(2), то пара (λ̃, ũ[t]), где λ̃ = (x̃(0), x̃(t1), ..., x̃(tpm+1−1)),
ũ[t] = (x̃(t)− x̃(0), x̃(t)− x̃(t1), ..., x̃(t)− x̃(tpm+1−1)) будет решением задачи (6) – (9).

Математический журнал 2009. Том 9. № 2 (32)



66 Ж. М. Кадирбаева

Появление начальных условий ur(tr−1) = 0, r = 1, pm+1, позволяют при фиксирован-
ных λ = (λ1, λ2, ..., λpm+1) определить функции ur(t), r = 1, pm+1, из интегральных уравнений
Вольтерра второго рода:

ur(t) =

t∫

tr−1

A(τ)[ur(τ) + λr]dτ +

t∫

tr−1

m∑

j=0

Mj(τ)λpjdτ+

+

t∫

tr−1

f(τ)dτ, t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1. (10)

В уравнении (10) вместо ur(τ), r = 1, pm+1 подставляя соответствующую правую часть
и повторив этот процесс ν (ν = 1, 2, . . . ) раз, получим представление функции ur(t), r =
1, pm+1, вида:

ur(t) = Dνr(t)λr +
m∑

j=0

Hj
νr(t)λpj + Fνr(t) + Gνr(u, t), t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1, (11)

где

Dνr(t) =

t∫

tr−1

A(τ1)dτ1 + ... +

t∫

tr−1

A(τ1)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1)

τν−1∫

tr−1

A(τν)dτν ...dτ1,

Hj
νr(t) =

t∫

tr−1

Mj(τ1)dτ1 + ... +

t∫

tr−1

A(τ1)...

τν−1∫

tr−1

Mj(τν)dτν ...dτ1, j = 0,m,

Fνr(t) =

t∫

tr−1

f(τ1)dτ1 + ... +

t∫

tr−1

A(τ1)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1)

τν−1∫

tr−1

f(τν)dτν ...dτ1,

Gνr(u, t) =

t∫

tr−1

A(τ1)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1)

τν−1∫

tr−1

A(τν)ur(τν)dτν ...dτ1, r = 1, pm+1.

Переходя в правой части (11) к пределу при t → tr − 0, подставив соответствующие им
выражения в условия (8),(9) и умножив (8) на (T − tpm+1−1), получим систему уравнений
относительно неизвестных параметров λ = (λ1, λ2, . . . , λpm+1)

′
:

(T − tpm+1−1)Bλ1 + (T − tpm+1−1)C
[
I + Dνpm+1(T )

]
λpm+1 + (T − tpm+1−1)C×

×
m∑

j=0

Hj
νpm+1

(T )λpj = (T − tpm+1−1)d− (T − tpm+1−1)CFνpm+1(T )−

−(T − tpm+1−1)CGνpm+1(upm+1 , T ), (12)
[
I + Dνs(ts)

]
λs +

m∑

j=0

Hj
νs(ts)λpj − λs+1 = −Fνs(ts)−Gνs(us, ts), s = 1, pm+1 − 1. (13)
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где I – единичная матрица размерности (n× n). Обозначив через Qν(a) матрицу, соответству-
ющую левой части системы (12),(13) и введя векторы

Fν(a) =
(
(T − tpm+1−1)d + (T − tpm+1−1)CFνpm+1(T ), Fν1(t1), . . . , Fνpm+1−1(tpm+1−1)

)′
,

Gν(u, a) =
(
(T − tpm+1−1)CGνpm+1(upm+1 , T ), Gν1(u1, t1), . . . , Gνpm+1−1(upm+1−1, tpm+1−1)

)′

запишем ее в виде:
Qν(a)λ = −Fν(a)−Gν(u, a), λ ∈ Rnpm+1 . (14)

Таким образом, для нахождения неизвестной пары (λ, u[t]) имеем замкнутую систему урав-
нений (10),(14). Пара (λ, u[t]) – решение задачи (6) – (9) – находится как предел последова-
тельности пар (λ(k), u(k)[t]), k = 0, 1, 2, ..., определяемой по следующему алгоритму:

0-шаг. а) Предполагая, что при выбранных a ∈ R и ν ∈ N матрица Qν(a) обратима, началь-
ное приближение по параметру λ(0) = (λ(0)

1 , λ
(0)
2 , . . . , λ

(0)
pm+1)

′ ∈ Rnpm+1 определим из уравнения
Qν(a)λ = −Fν(a), т.е. λ(0) = −[Qν(a)]−1Fν(a).

б) Используя компоненты вектора λ(0) ∈ Rnpm+1 и решая задачу Коши (6),(7) при λr =
λ

(0)
r , r = 1, pm+1, λpj = λ

(0)
pj , j = 0,m, на интервалах t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1, находим

функции u
(0)
r (t), r = 1, pm+1.

1-шаг. а) Подставляя найденные u
(0)
r (t), r = 1, pm+1, в правую часть (14), из уравнения

Qν(a)λ = −Fν(a)−Gν(u(0), a)

определим λ(1) = (λ(1)
1 , λ

(1)
2 , . . . , λ

(1)
pm+1)

′ ∈ Rnpm+1 .
б) На отрезках t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1 решая задачу Коши (6),(7) при λr = λ

(1)
r , λpj =

λ
(1)
pj , j = 0,m, находим функции u

(1)
r (t), r = 1, pm+1. И т.д.

Продолжая процесс, на k-ом шаге получаем систему пар (λ(k), u(k)[t]), k = 0, 1, 2, . . . . От-
метим, что в пункте б) при фиксированных значениях параметра λr, r = 1, pm+1, решение
задачи Коши находится отдельно на каждом интервале t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1.

Достаточные условия сходимости алгоритма, существование единственного решения задачи
(1),(2) и его оценку дает следующая теорема.

Теорема. Пусть при некоторых a ∈ R+, ν ∈ N, матрица Qν(a) : Rnpm+1 → Rnpm+1 обра-
тима и выполняются неравенства:

‖[Qν(a)]−1‖ ≤ γν(a), (15)

qν(a) = γν(a) max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]{
ea − 1− a− ...− aν

ν!
+

+ max
r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
[
ea − 1− a− ...− aν−1

(ν − 1)!

]}
< 1. (16)

Тогда двухточечная краевая задача для нагруженных дифференциальных уравнений (1),(2)
имеет единственное решение x∗(t) и для него справедлива оценка:

‖x∗‖1 ≤ Kν(a)max(‖f‖1, ‖d‖), (17)

где

Kν(a) =
{

ea‖f‖1 max
r=1,pm+1

(tr − tr−1) +
[
ea − 1 + ea max

r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
]
×
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×γν(a)max
[
1 + (T − tpm+1−1)‖C‖

ν−1∑

i=0

ai

i!
,
ν−1∑

i=0

ai

i!

]
max

r=1,pm+1

(tr − tr−1)
}
×

×
{[

ea + ea max
r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
] 1
1− qν(a)

γν(a)max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]aν

ν!
+ 1

}
+

+γν(a)max
[
1 + (T − tpm+1−1)‖C‖

ν−1∑

i=0

ai

i!
,

ν−1∑

i=0

ai

i!

]
max

r=1,pm+1

(tr − tr−1).

Доказательство. При предположениях теоремы из нулевого шага алгоритма определим и
оценим λ(0):

‖λ(0)‖ = max
r=1,pm+1

‖λ(0)
r ‖ ≤ γν(a)‖Fν(a)‖ ≤ γν(a)max

[
(T − tpm+1−1)‖d‖+

+(T − tpm+1−1)‖C‖
ν−1∑

i=0

ai

i!
‖f‖1(T − tpm+1−1), max

r=1,pm+1−1

ν−1∑

i=0

ai

i!
‖f‖1(tr − tr−1)

]
≤

≤ γν(a)max
[
1 + (T − tpm+1−1)‖C‖

ν−1∑

i=0

ai

i!
,
ν−1∑

i=0

ai

i!

]
max(‖f‖1, ‖d‖) max

r=1,pm+1

(tr − tr−1). (18)

Используя неравенство Гронуолла-Беллмана [6, c.75], получим:

‖u(0)
r (t)‖ ≤

[ tr∫

tr−1

m∑

j=0

βj(τ)dτ‖λ(0)
pj
‖+

tr∫

tr−1

‖f(τ)‖dτ
]
e

tR
tr−1

α(τ)dτ

+

+
(
e

tR
tr−1

α(τ)dτ

− 1
)
‖λ(0)

r ‖, t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1, (19)

откуда, учитывая (18) получим:

‖u(0)[·]‖2 = max
r=1,pm+1

sup
t∈[tr−1,tr)

‖u(0)
r (t)‖ ≤ ea‖f‖1 max

r=1,pm+1

(tr − tr−1)+

+
[
ea − 1 + ea max

r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
]
γν(a)max

[
1 + (T − tpm+1−1)‖C‖×

×
ν−1∑

i=0

ai

i!
,
ν−1∑

i=0

ai

i!

]
max(‖f‖1, ‖d‖) max

r=1,pm+1

(tr − tr−1). (20)

По первому шагу алгоритма определим λ(1) и оценим норму разности ‖λ(1) − λ(0)‖ :

‖λ(1) − λ(0)‖ ≤ γν(a)‖Gν(u(0), a)‖ ≤ γν(a)×

×max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]aν

ν!
‖u(0)[·]‖2. (21)

Подставив λ = λ(1) в правую часть (10) и решая задачу Коши найдем u(1)[t] =
(
u

(1)
1 (t), u(1)

2 (t), ...,

u
(1)
pm+1(t)

) ∈ C([0, T ], tr, Rnpm+1).
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Продолжая итерационный процесс на k−ом шаге получим пару (λ(k), u(k)[t]), k = 1, 2, ...,

где λ(k) = (λ(k)
1 , λ

(k)
2 , ..., λ

(k)
pm+1), u(k)[t] =

(
u

(k)
1 (t), u(k)

2 (t), ..., u(k)
pm+1(t)

) ∈ C([0, T ], tr, Rnpm+1).

Так как λ(k+1), λ(k) являются решениями уравнения (14) при соответствующих правых ча-
стях, то для их разности справедливо неравенство:

‖λ(k+1) − λ(k)‖ ≤ ‖[Qν(a)]−1‖‖Gν(u(k), a)−Gν(u(k−1), a)‖ ≤ γν(a)‖Gν(u(k), a)−Gν(u(k−1), a)‖ ≤

≤ γν(a)max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]
max

r=1,pm+1

{ tr∫

tr−1

α(τ1)...

τν−2∫

tr−1

α(τν−1)

τν−1∫

tr−1

α(τν)×

×‖u(k)
r (τν)− u(k−1)

r (τν)‖dτνdτν−1..dτ1

}
. (22)

Вновь используя неравенство Гронуолла-Беллмана, разность решений задач Коши оцени-
ваем через разность параметров:

‖u(k)
r (t)− u(k−1)

r (t)‖ ≤ [
e

tR
tr−1

α(τ)dτ

− 1 + e

tR
tr−1

α(τ)dτ

×

× max
r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ ]
∥∥∥λ(k) − λ(k−1)‖, t ∈ [tr−1, tr), r = 1, pm+1, k = 1, 2, ... . (23)

Подставляя (23) в правую часть (22) и вычисляя повторные интегралы, получим:

‖λ(k+1) − λ(k)‖ ≤ γν(a)max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]
max

r=1,pm+1

×

×
tr∫

tr−1

α(τ1)...

τν−2∫

tr−1

α(τν−1)

τν−1∫

tr−1

α(τν)
[
e

τνR
tr−1

α(τν+1)dτν+1

− 1 + e

τνR
tr−1

α(τν+1)dτν+1

×

×
tr∫

tr−1

m∑

j=0

βj(τ)dτ
]
dτνdτν−1...dτ1‖λ(k) − λ(k−1)‖ ≤ qν(a)‖λ(k) − λ(k−1)‖, k = 1, 2, ... . (24)

В силу условия qν(a) < 1, неравенств (23),(24) при k →∞ последовательность λ(k) сходится
к λ∗, последовательность систем функции u(k)[t] по норме пространства C([0, T ], tr, Rnpm+1)
сходится к u∗[t] и справедливы оценки:

‖λ∗ − λ(k)‖ ≤ [qν(a)]k

1− qν(a)
γν(a)max

[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]aν

ν!
‖u(0)[·]‖2,

‖u∗[·]− u(k)[·]‖2 ≤
[
ea − 1 + ea max

r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
] [qν(a)]k

1− qν(a)
×

×γν(a)max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]aν

ν!
‖u(0)[·]‖2, k = 1, 2, . . . .

Используя эти неравенства при k = 0 и учитывая установленные оценки (18),(20) получим:

‖x∗‖1 = ‖λ∗ + u∗[·]‖2 ≤ ‖λ∗ − λ(0)‖+ ‖u∗[·]− u(0)[·]‖2 + ‖λ(0)‖+ ‖u(0)[·]‖2 ≤
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≤
{

ea‖f‖1 max
r=1,pm+1

(tr − tr−1) +
[
ea − 1 + ea max

r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
]
×

×γν(a)max
[
1 + (T − tpm+1−1)‖C‖

ν−1∑

i=0

ai

i!
,
ν−1∑

i=0

ai

i!

]
max

r=1,pm+1

(tr − tr−1)
}{[

ea + ea×

× max
r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ
] 1
1− qν(a)

γν(a)max
[
1, (T − tpm+1−1)‖C‖

]aν

ν!
+ 1

}
max(‖f‖1, ‖d‖)+

+γν(a)max
[
1 + (T − tpm+1−1)‖C‖

ν−1∑

i=0

ai

i!
,
ν−1∑

i=0

ai

i!

]
max

r=1,pm+1

(tr − tr−1)max(‖f‖1, ‖d‖).

Покажем единственность. Пусть x̃(t), ˜̃x(t) два решения задачи (1),(2). Тогда соответству-

ющие им системы пар (λ̃, ũ[t]), (˜̃λ, ˜̃u[t]), где λ̃ = (x̃(t0), x̃(t1), ..., x̃(tpm+1−1)), ũ[t] = (x̃(t) −
x̃(0), x̃(t)−x̃(t1), ..., x̃(t)−x̃(tpm+1−1)),

˜̃
λ = (˜̃x(t1), ˜̃x(t1), ..., ˜̃x(tpm+1−1)), ˜̃u[t] = (˜̃x(t)−˜̃x(0), ˜̃x(t)−

˜̃x(t1), ..., ˜̃x(t)− ˜̃x(tpm+1−1)) являются решениями краевой задачи с параметрами (6) – (8) и удо-
влетворяют соотношениям (10) – (14). Аналогично оценкам (23),(24) устанавливаются оценки:

‖ũ[·]− ˜̃u[·]‖2 ≤
[
ea − 1 + ea max

r=1,pm+1

m∑

j=0

tr∫

tr−1

βj(τ)dτ ]
∥∥λ̃− ˜̃

λ‖,

‖λ̃− ˜̃
λ‖ ≤ qν(a)‖λ̃− ˜̃

λ‖.

Так как qν(a) < 1, то из этих оценок следуют λ̃ = ˜̃
λ, ũ[t] = ˜̃u[t], т.е. x̃(t) = ˜̃x(t) при

t ∈ [0, T ].
Теорема доказана.
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ДИАГРАММЫ НАПРАВЛЕННОСТИ МАГНИТНОГО
ДИПОЛЬНОГО МОМЕНТА В АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ

И. А. Канымгазиева

ЕНУ им. Л.Н.Гумилёва
0100010 Астана ул.Мунайпасова, 4 v-gulmira@math.kz

Получены точные аналитические решения уравнений Максвелла для излучения точечного магнит-
ного диполя в одноосной анизотропной среде. Построены диаграммы направленности излучения
точечного магнитного диполя при параллельном и перпендикулярном направлений оси кристалла.

В последние годы анизотропные материалы нашли большое применение в микросхемах,
работающих на сверхвысоких частотах. Тонкие пленки из монокристаллов эффективно ис-
пользуются как волноводные системы на частотах порядка 1-10 ГГц. А более сложные функ-
циональные элементы уже используются как смесители и преобразователи частоты, фазовра-
щатели и усилители мощности сверхвысокочастотных сигналов.

На сегодняшний день существует большое количество научных работ, посвященных расче-
ту электромагнитных полей в анизотропных средах. Но большинство этих работ решались с
помощью теории потенциалов.

Теория потенциалов разработана только для класса гладких функций. Когда поля терпят
скачки, могут быть разрывы, тогда могут возникнуть математические трудности.

Феноменологическая электромагнитная теория распространения света в однородных ани-
зотропных средах, теория отражения и преломления света на поверхности таких сред, теория
распространения плоских волн в прозрачных немагнитных и магнитно-анизотропных средах
систематически изложена в [1]. В работах [2-4] рассмотрены более сложные виды анизотропии,
в частности, ферриты. Излагаются вопросы электродинамики сред с тензорными параметрами,
к которым принадлежат намагниченные ферромагнитные полупроводники.

В настоящее время на достаточно высоком уровне разработан математический аппарат тео-
рии обобщенных функций. Класс обобщенных функций содержит разрывные, скачкообразные
и сингулярные функции. В данной работе на основе метода обобщенных функций получе-
ны точные аналитические решения уравнений Максвелла для магнитного диполя в одноосной
анизотропной среде и исследованы диаграммы направленности (ДН) излучения при разной
степени анизотропии среды.

Keywords: Diagrams of direction,magnetic moment of dipole, anisotropic medium, isotropic medium, Poynting
vector, intensities of the electromagnetic field, Maxwell’s equations, a one-axis crystal, vector of current density,
dielectric permeability tensor
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1. Решение уравнений Максвелла для одноосной анизотропной среды.
В [5,6] рассмотрены уравнения Максвелла для одноосной анизотропной ЭМ-среды стацио-

нарных процессов: {
iωD+ rotH = j,
rotE− iωB = 0,

(1)

которые можно представить в матричной форме:

MU = J, (2)

где

M =
(

iε0ε̂ωI G0

G0 −iµ0µωI

)
, G0 =




0 −∂z ∂y

∂z 0 −∂x

−∂y ∂x 0


 ,

U =
(
E
H

)
, J =

(
j
0

)
, E =




Ex

Ey

Ez


 , H =




Hx

Hy

Hz


 ,

j =




jx

jy

jz


 , ε̂ =




ε1 0 0
0 ε 0
0 0 ε


 , 0 =




0
0
0


 ,

ω = const , M – оператор Максвелла, I – единичная матрица 3 × 3 , E ,H – напря-
жённости электрического и магнитного полей, µ – коэффициент магнитной проницаемости,
в вакууме µ = 1 , ε 0=8.85 ·10−12 Ф/м и µ0 = 4π·10−7 Гн/м – электрическая и магнитная
постоянные, j – вектор плотности тока.

В анизотропной диэлектрической среде линейная связь между индукцией и напряжённос-
тью электрического поля имеет вид [7]:

D = ε0ε̂E, (3)

а вектор магнитной индукции:
B = µ0µH.

Если выбрать систему координат, совпадающую с главными осями тензора диэлектричес-
кой проницаемости, материальное уравнение (3) запишется в виде:

Dx = ε0ε1Ex, Dy = ε0εEy, Dz = ε0εEz.

Элементы тензора диэлектрической проницаемости ε̂ соответствуют одноосному кристал-
лу. Ось кристалла направлена вдоль оси x .

Там же получены два вида решений, описывающие напряженности электромагнитного поля
с помощью функций волновых потенциалов Ψ0, Ψ1, Ψ2 и вектора плотности тока j :

E = − i

εε0ω
(k2

0(j⊥∗Ψ0 + j0 ∗Ψ1 + grad⊥divj⊥ ∗Ψ2) + graddivj ∗Ψ1), (4)

или
E = − i

εε0ω
(k2

0(j0∗Ψ1 − rot(i(irotj⊥ ∗Ψ2)) + +graddivj ∗Ψ1 + k2
nj⊥∗Ψ1), (5)

и
H = −rot(j⊥∗Ψ0 + j0∗Ψ1 − i(∂/∂x)divj⊥ ∗Ψ2), (6)
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где E, H – вектора длектрической и магнитной напряженности ЭМ-поля,

Ψ0≡− 1
4π

exp(ik0r)
r

, (7)

Ψ1≡− 1
4π

√
ε

ε1

exp(iknr′)
r′

, (8)

Ψ2≡(ε1/ε− 1)Ψ0∗Ψ1, (9)

r′ =
√

(ε/ε1)·x2 + y2 + z2, r =
√

x2 + y2 + z2, grad⊥ = grad− i(∂/∂x),

где символ " ∗ "обозначает свертку по координатам x, y, z .
Определим напряженности электромагнитного поля для сосредоточенного магнитного ди-

поля при параллельном и перпендикулярном направлении к оси кристалла в анизотропной
среде и построим диаграммы направленности для обоих случаев.

2. Магнитный дипольный момент в анизотропной ЭМ-среде.
Рассмотрим это решение в одноосном кристалле для точечного излучателя – диполя, поме-

щенного в начало системы координат, с колеблющимся магнитным моментом:

p = npm exp(−iωt) (pm = const). (10)

Плотность электрического тока определяется с помощью δ – функции Дирака:

j = −[p,∇]δ(r). (11)

Откуда компоненты плотности тока (8) имеют вид:

j = {ex(pz
∂

∂y
− py

∂

∂z
) + ey(px

∂

∂z
− pz

∂

∂x
) + ez(py

∂

∂x
− px

∂

∂y
)}δ(x, y, z). (12)

Параллельная составляющая плотности тока:

j0 = ex{pz
∂

∂y
− py

∂

∂z
}δ(x, y, z), (13)

и перпендикулярная составляющая плотности тока:

j⊥ = {ey(px
∂

∂z
− pz

∂

∂x
) + ez(py

∂

∂x
− px

∂

∂y
)}δ(x, y, z), (14)

где ex, ey, ez – единичные векторы координатных осей.
Магнитный дипольный момент p можно выразить в виде суммы двух магнитных моментов

диполя:
p = p0 + p⊥, p0 = (px, 0, 0), p⊥ = (0, py, pz). (15)

Связь между плотностью электрического тока j⊥ и магнитным моментом диполя p0 в
анизотропной среде определяется из (11):

j⊥ = px(ey
∂

∂z
− ez

∂

∂y
)δ(x, y, z). (16)

Откуда,

divj⊥ = px(
∂2

∂y∂z
− ∂2

∂z∂y
) = 0. (17)
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Так как решения (1) и (2) есть напряженность электрического поля, то можно для даль-
нейшего решения задач использовать любое из них.

Параллельный сосредоточенный магнитный момент. С учетом равенства (14), из реше-
ния (1) и (3) определяются напряженности электромагнитного поля магнитного дипольного
момента в случае, когда магнитный дипольный момент p0 направлен по оси кристалла x
(рис.1):




E =

i

εε0ω
k2

0rot(Ψ0p0),

H = rot(rot(Ψ0p0)).
(18)

В этом случае выражения (15) соответствуют уравнениям электромагнитного поля в изо-
тропных средах[8].

Рис. 1: ДН изотропной среды. ε1/ε = 1

Из выражения (9) определяется связь между плотностью электрического тока j и магнит-
ным моментом диполя p⊥ :

j = pz(ex
∂

∂y
− ey

∂

∂x
)δ(x, y, z). (19)

Чтобы подсчитать поток энергии через поверхность сферы радиуса r с центром, надо вы-
числить вектор Пойнтинга:

Π = [E, H̄], (20)

и проинтегрировать это выражение по сфере:

Φ =
∫ 2π

0

∫ π

0
Πrr

2sinθdθdφ, (21)

где

Πr = (Π, er),

H̄ – комплексное сопряженное H .
Перпендикулярный сосредоточенный магнитный момент. Для точечного магнитного мо-

мента диполя p⊥ , перпендикулярного оси кристалла, из решения (1) и (3) определяются ком-
поненты напряженностей электромагнитного поля :
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Ex = − i

εε0ω
pzk

2
0

∂

∂y
Ψ1,

Ey =
i

ε0εω
pzk

2
0

∂

∂x
(Ψ0 +

∂2

∂y2
Ψ2),

Ez =
i

εε0ω
pzk

2
0

∂3

∂x∂y∂z
Ψ2,

(22)





Hx = −pz
∂2

∂x∂z
Ψ0,

Hy = −pz
∂2

∂y∂z
(Ψ1 +

∂2

∂x2
Ψ2),

Hz = pz(
∂2

∂y2
(Ψ1 +

∂2

∂x2
Ψ2) +

∂2

∂x2
Ψ0).

(23)

3. ДН излучения сосредоточенного магнитного момента

Рис. 2: ДН магнитного дипольного момента p⊥ и ее cечение плоскостью, содержащей ось
диполя: а,б) r = 3 , в,г) r = 8 .
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Рис. 3: ДН магнитного дипольного момента p⊥ , перпендикулярного оси кристалла x . ε1/ε =
15, а) r = 1 , б), с)сечение ДН плоскостью, содержащей ось диполя,в) r = 5 .

Для построения диаграммы направленности (ДН) излучения вычисляется плотность потока
вектора Пойнтинга на сфере:

Π = Re(
1
2
[E, H̄]), (24)

X = rsinθ cosϕ + r sin θ sinϕ + r cos θ,

На рис.1 изображена ДН магнитного дипольного момента в случае, когда магнитный мо-
мент направлен параллельно оси кристалла. Данная ДН совпадает с ДН параллельно направ-
ленного электрического диполя в гиротропной среде, а также с ДН изотропной среды. Эта
диаграмма имеет вид тороида, ось которого параллельна оси провода или диполя, а для рам-
ки – перпендикулярна ее плоскости. Сечения диаграммы плоскостью, проходящей через ось
тороида, имеют вид восьмерки; перпендикулярные к оси тороида сечения представляют собой
окружности.

На рис. 2. и 3 показаны диаграммы направленности магнитного дипольного момента перпен-
дикулярного оси кристалла при разных значениях радиуса, но при одинаковом значении ди-
электрической проницаемости. Диэлектрическая проницаемость среды равны соответственно
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ε1/ε = 6 и ε1/ε = 15 . Магнитный диполь направлен по оси z , а ось кристалла – по x . Из ри-
сунков видно, что излучение по направлению магнитного диполя не происходит, оно распрос-
траняется по направлению оси кристалла: чем больше анизотропия, тем больше излучение
происходит по оси кристалла.

Направление максимума главного лепестка диаграммы называют направлением главного
излучения магнитного момента, поскольку интенсивность излучения магнитного момента мак-
симальна именно в этом направлении.

Предлагаемые ДН совпадают с ДН перпендикулярно направленного электрического диполя
в гиротропной среде [9].

Достоверность полученных результатов проверена численным методом с помощью закона
сохранения потока энергии и предельного перехода из анизотропной среды ε1−→ ε в изотроп-
ную среду.
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УДК УДК 517.946

О РАЗРЕШИМОСТИ НЕКОТОРЫХ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ
СО СМЕЩЕНИЕМ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ

А. И. Кожанов, Л. С. Пулькина
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?? Самарский государственный университет
443011 Самара Россия ул. Академика Павлова, 1 pulkina@ssu.samara.ru

Настоящая работа представляет собой исследование разрешимости некоторых пространственно
нелокальных краевых задач для одномерных гиперболических уравнений. В этих задачах краевые
условия представляют собой комбинацию нелокального граничного условия А.А. Самарского с
переменными коэффициентами и граничного условия интегрального вида.

Введение. Граничная задача с общим нелокальным условием А.А. Самарского для одно-
мерных линейных гиперболических уравнений ранее изучались в работе [1] для уравнения

utt − uxx + c(x)u = f(x, t).

Существенным моментом в этой работе было использование метода Фурье, что диктовало
специальный вид уравнения, постоянство коэффициентов граничных условий, а также весь-
ма жесткие ограничения для этих коэффициентов. В настоящей работе будет использоваться
другой метод, и этот метод позволит существенно расширить класс уравнений (в частности,
можно будет отказаться от самосопряженного вида пространственной части), а также суще-
ственно ослабить требования на коэффициенты граничных условий. Более того, полученные
результаты будут новыми и для случая постоянных коэффициентов в граничных условиях.

Краевые задачи для гиперболических уравнений с интегральными граничными условиями
активно изучаются в последнее время. Как наиболее близкие к настоящей работе, отметим
статьи [2 – 8]; в то же время отметим, что задачи с комбинацией граничных условий А.А. Са-
марского и условий интегрального вида ранее не изучались.
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1. Постановка задач. Пусть Ω есть интервал (0, 1) оси Ox , Q есть прямоугольник
Ω × (0, T ) , 0 < T < +∞ . Далее, пусть c(x, t) , K1(x, t) , K2(x, t) , f(x, t) , α1(t) , α2(t) , β1(t)
и β2(t) есть заданные функции, опеределенные при x ∈ Ω , t ∈ [0, T ] .

Краевая задача I: найти функцию u(x, t) , являющуюся в прямоугольнике Q решением
уравнения

Lu ≡ utt − uxx + c(x, t)u = f(x, t) (1.1)

и такую, что для нее выполняются условия

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω, (1.2)

ux(0, t) = α1(t)u(0, t) + α2(t)u(1, t) +
∫

Ω

K1(x, t)u(x, t) dx, 0 < t < T, (1.3)

ux(1, t) = β1(t)u(0, t) + β2(t)u(1, t) +
∫

Ω

K2(x, t)u(x, t) dx, 0 < t < T. (1.4)

Краевая задача II: найти функцию u(x, t) , являющуюся в прямоугольнике Q решением
уравнения (1.1) и такую, что для нее выполняются условия (1.2) , а также условия

ux(0, t) = α1(t)u(0, t) + α2(t)ux(1, t) +
∫

Ω

K1(x, t)u(x, t) dx, 0 < t < T, (1.5)

u(1, t) = β1(t)u(0, t) + β2(t)ux(1, t) +
∫

Ω

K2(x, t)u(x, t) dx, 0 < t < T. (1.6)

Краевая задача III: найти функцию u(x, t) , являющуюся в прямоугольнике Q решением
уравнения (1.1) и такую, что для нее выполняются условия (1.2) , а также условия

u(0, t) = α1(t)ux(0, t) + α2(t)ux(1, t) +
∫

Ω

K1(x, t)u(x, t) dx, 0 < t < T, (1.7)

u(1, t) = β1(t)ux(0, t) + β2(t)ux(1, t) +
∫

Ω

K2(x, t)u(x, t) dx, 0 < t < T. (1.8)

Уточним, что в рассматриваемых задачах функция α1(t)β2(t)−α2(t)β1(t) может обращать-
ся в нуль на отрезке [0, T ] , в том числе и тождественно.

2. Разрешимость краевой задачи I . Определим пространства V0 , W0 , V1 и W1 :

V0 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ L2(0, T ; W 2
2 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;W 1

2 (Ω)),

vt(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (Ω)), vtt(x, t) ∈ L2(Q)},

W0 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ V0, vx(x, t) ∈ V0},
V1 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ L∞(0, T ; W 2

2 (Ω)),

vt(x, t) ∈ L2(0, T ;W 2
2 (Ω)) ∩ L∞(0, T ; W 1

2 (Ω)), vtt(x, t) ∈ L2(Q)},
W1 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ V1, vx(x, t) ∈ V1};

нормы в этих пространствах определим естественным образом:

‖v‖V0 = ‖v‖L2(0,T ;W 2
2 (Ω)) + ‖vt‖L∞(0,T ;W 1

2 (Ω)) + ‖vtt‖L2(Q), ‖v‖W0 = ‖v‖V0 + ‖vx‖V0 ,
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‖v‖V1 = ‖v‖L∞(0,T ;W 2
2 (Ω)) + ‖vt‖L2(0,T ;W 2

2 (Ω)) + ‖vt‖L∞(0,T ;W 1
2 (Ω)) + ‖vtt‖L2(Q),

‖v‖W1 = ‖v‖V1 + ‖vx‖V1 .

Осуществим некоторые формальные построения, предполагая выполненным условие:

c(x, t) ∈ C(Q), αi(t) ∈ C2([0, T ]), βi(t) ∈ C2([0, T ]), Ki(x, t) ∈ C2(Q), i = 1, 2. (2.1)

Определим функцию ∆0(t) : ∆0(t) = α2(t) + β2(t) − 2; будем считать, что выполняется
условие

∆0(t) 6= 0 при t ∈ [0, T ]. (2.2)

Далее положим:

ϕ0(t) =
1− β2(t)

∆0(t)
, ϕ1(t) =

β2(t)− 2
∆0(t)

, ψ0(t) =
1− α2(t)

∆0(t)
, ψ1(t) = − α2(t)

∆0(t)
,

N1(x, t) = ϕ0(t)K1(x, t) + ψ0(t)K2(x, t), N2(x, t) = ϕ1(t)K1(x, t) + ψ1(t)K2(x, t),

K(x, y, t) = x2N1(y, t) + xN2(y, t).

Определим оператор M :

(Mu)(x, t) = u(x, t)−
∫

Ω

K(x, y, t)u(y, t) dy;

для удобства действие оператора M на функции u(x, t) будем также обозначать u(x, t) . По-
скольку оператор M есть интегральный оператор Фредгольма 2-го рода с вырожденным яд-
ром, то нетрудно указать условия его обратимости (ниже обратимость оператора M будет
существенно использоваться). Положим

R1(t) = 1−
∫

Ω

x2N1(x, t) dx, R2(t) = −
∫

Ω

xN1(x, t) dx,

S1(t) = −
∫

Ω

x2N2(x, t) dx, S2(t) = 1−
∫

Ω

xN2(x, t) dx,

∆1(t) = R1(t)S2(t)−R2(t)S1(t),

K0(x, y, t) =
1

∆1(t)
{
[x2S2(t)− xS1(t)]N1(y, t)− [x2R2(t)− xR1(t)]N2(y, t)

}
.

При выполнении условия
∆1(t) 6= 0 при t ∈ [0, T ], (2.3)

справедливо равенство

u(x, t) = u(x, t) +
∫

Ω

K0(x, y, t)u(y, t) dy,

которое и определяет обратный оператор M−1 .
Определим функцию Φ(x, t, u) ( u = u(x, t) ):

Φ(x, t, u) = −2
∫

Ω

Kt(x, y, t)ut(y, t) dy +
∫

Ω

{K(x, y, t)[c(y, t)− c(x, t)]−
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−Ktt(x, y, t) + Kxx(x, y, t)}u(y, t) dy −
∫

Ω

K(x, y, t)uyy(y, t) dy.

Пусть g(x, t) есть функция f(x, t) . Рассмотрим краевую задачу: найти функцию v(x, t) ,
являющуюся в прямоугольнике Q решением уравнения

Lv − Φ(x, t, M−1v) = g(x, t) (2.4)

и такую, что для нее выполняются условия (1.2), а также условия

vx(0, t) = α1(t)v(0, t) + α2(t)v(1, t), 0 < t < T, (2.5)

vx(1, t) = β1(t)v(0, t) + β2(t)v(1, t), 0 < t < T. (2.6)

Утверждение 1. Пусть выполняются условия (2.1) – (2.3) . Тогда, если функция v(x, t)
является решением из пространства V0 краевой задачи (2.4) , (1.2) , (2.5) , (2.6) , то функ-
ция u = M−1v будет решением из пространства V0 краевой задачи I .

Доказательство. Прежде всего заметим, что из принадлежности функции v(x, t) про-
странству V0 вытекает принадлежность тому же пространству и функции u(x, t) . Далее, вы-
полнение условий (1.2) — (1.4) для функции u(x, t) очевидно. Имеет место равенство

M(Lu− f) = 0.

Из этого равенства и из условия (2.3), дающего однозначную обратимость оператора M , и
следует, что функция u(x, t) является решением уравнения (1.1). Утверждение доказано.

Продолжим преобразования. Положим

ai(x, t) =
βi(t)− αi(t)

2
x2 + αi(t)x, i = 1, 2, ∆2(t) = 1− a2(1, t).

Пусть далее выполняется условие

∆2(t) 6= 0 при t ∈ [0, T ]. (2.7)

Определим функции bi(x, t) , i = 1, 2 :

b1(x, t) = a1(x, t) +
a2(x, t)a1(1, t)

∆2(t)
, b2(x, t) =

a2(x, t)
∆2(t)

.

По заданной функции v(x, t) определим функцию w(x, t) :

w(x, t) = v(x, t) + a1(x, t)v(0, t) + a2(x, t)v(1, t).

Имеет место равенство:

v(x, t) = w(x, t) + b1(x, t)w(0, t) + b2(x, t)w(1, t).

Положим
Bi(x, t) = bi(x, t) +

∫

Ω

K0(x, y, t)bi(y, t) dy, i = 1, 2,

Φ1(x, t, w(x, t)) = Φ(x, t, w(x, t) + B1(x, t)w(0, t) + B2(x, t)w(1, t) +
∫

Ω

K0(x, y, t)w(y, t) dy).
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Если v(x, t) является решением краевой задачи (2.4), (1.2), (2.5), (2.6), принадлежащим
пространству V0 , то для функции w(x, t) выполняются условия:

wx(0, t) = wx(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (2.8)

а также равенство

wtt(x, t)− wxx(x, t) + c(x, t)w(x, t) = g(x, t)− b1(x, t)wtt(0, t)− b2(x, t)wtt(1, t)−

−2b1t(x, t)wt(0, t)− 2b2t(x, t)wt(1, t) + [b1xx(x, t)− b1tt(x, t)− b1(x, t)c(x, t)]w(0, t)+

[b2xx(x, t)− b2tt(x, t)− b2(x, t)c(x, t)]w(1, t) + Φ1(x, t, w). (2.9)

Полагая в (2.9) вначале x = 0 , затем x = 1 , нетрудно получить равенства:

wtt(0, t) = wxx(0, t) + [b1xx(0, t)− c(0, t)]w(0, t) + Φ(0, t, w(0, t)) + g(0, t), (2.10)

wtt(1, t) = {−b1(1, t)wxx(0, t) + wxx(1, t)− 2b1t(1, t)wt(0, t)− 2b2t(1, t)wt(1, t)+

+(b1xx(1, t)− b1tt(1, t)− b1(1, t)c(1, t)− b1(1, t)[b1xx(0, t)− c(0, t)])w(0, t)+

+[b2xx(1, t)− b2tt(1, t)− b2(1, t)c(1, t)]w(1, t)+

+Φ(1, t, w(1, t) + B1(1, t)w(0, t) + B2(1, t)w(1, t))−
−b1(1, t)Φ(0, t, w) + g(1, t)− b1(1, t)g(0, t)}∆2(t). (2.11)

Заменим в (2.9) функции wtt(0, t) и wtt(1, t) их представлениями по формулам (2.10) и
(2.11). Получим следующее равенство:

wtt(x, t)−wxx(x, t)+c(x, t)w(x, t) = g̃(x, t)+A1(x, t)wxx(0, t)+A2(x, t)wxx(1, t)+F (x, t, w), (2.12)

в котором g̃(x, t) , A1(x, t) и A2(x, t) есть функции

g̃(x, t) = g(x, t)− [b1(x, t)− b2(x, t)b1(1, t)∆2(t)]g(0, t)− b2(x, t)∆2(t)g(1, t),

A1(x, t) = [b2(x, t)b1(1, t)− b1(x, t)]∆2(t), A2(x, t) = −b2(x, t)∆2(t),

F (x, t, w) представляет собой линейную форму от функций w(0, t), w(1, t), wt(0, t) и
wt(1, t), а также от некоторых интегралов от функций вида ϕ(y, t)w(y, t), ψ(y, t)wt(y, t),
χ(y, t)wyy(y, t).

Рассмотрим краевую задачу: найти функцию w(x, t) , являющуюся в прямоугольнике Q
решением уравнения (2.12) и такую, что для нее выполняются условия (1.2), а также усло-
вия

wx(0, t) = wx(1, t) = 0, 0 < t < T. (2.13)

Утверждение 2. Пусть выполняются условия (2.1) — (2.3) . Тогда, если функция w(x, t)
является решением из пространства V0 краевой задачи (2.12), (1.2), (2.13), то функция
u(x, t) , определенная с помощью равенств

u = M−1v, v(x, t) = w(x, t) + b1(x, t)w(0, t) + b2(x, t)w(1, t),

будет решением из пространства V0 краевой задачи I .
Доказательство. Прежде всего заметим, что условие (2.7) выполняется вследствие выпол-

нения условия (2.2). Далее, из принадлежности функции w(x, t) пространству V0 вытекает
принадлежность функции v(x, t) тому же пространству. В уравнении (2.12) положим внача-
ле x = 0 , затем x = 1 (вследствие принадлежности функции w(x, t) пространству V0 это

Математический журнал 2009. Том 9. № 2 (32)



О разрешимости некоторых граничных задач ... 83

возможно). Несложные вычисления показывают, что функция w(x, t) будет решением уравне-
ния (2.9). Но тогда функция v(x, t) , определенная указанным в формулировке утверждения
образом, будет решением из пространства V0 краевой задачи (2.4), (1.2), (2.5), (2.6). Согласно
утверждению 1, функция u(x, t) , определенная равенством u = M−1v , будет решением из
пространства V0 краевой задачи I . Утверждение доказано.

Из утверждений 1 и 2 очевидным образом следует, что для доказательства разрешимости в
пространстве V0 краевой задачи I достаточно установить разрешимость в этом пространстве
краевой задачи (2.12), (1.2), (2.13).

Теорема 1. Пусть выполняются условия (2.1) – (2.3) и пусть выполняются включения
f(x, t) ∈ L2(Q) , fx(x, t) ∈ L2(Q) . Тогда краевая задача I имеет решение u(x, t) , принадле-
жащее пространству V0 .

Доказательство. Покажем, что при выполнении условий теоремы краевая задача (2.12),
(1.2), (2.13) имеет решение w(x, t) , принадлежащее пространству V0 . Воспользуемся методом
регуляризации и методом продолжения по параметру.

Пусть ε есть положительное число, λ есть число из отрезка [0, 1] . Рассмотрим семейство
краевых задач: найти функцию w(x, t) , являющуюся в прямоугольнике Q решением уравне-
ния

wtt−wxx + c(x, t)w− εwxxt = g̃(x, t)+λ[A1(x, t)wxx(0, t)+A2(x, t)wxx(1, t)+F (x, t, w)] (2.12ε,λ)

и такую, что для нее выполняются условия (1.2) и (2.13) . Покажем, что для фиксированного
ε данная краевая задача при выполнении условий теоремы разрешима в пространстве W1 для
всех чисел λ из отрезка [0, 1] .

Заметим прежде всего, что функции g̃(x, t) и g̃x(x, t) принадлежат пространству L2(Q) —
это следует из принадлежности функций f(x, t) и fx(x, t) пространству L2(Q) , из представ-
ления функции g̃(x, t) и из условия (2.1). Как обычно, это делается при применении метода
продолжения по параметру, обозначим через Λ множество тех чисел λ из отрезка [0, 1] ,
для которых краевая задача (2.12ε,λ) , (1.2), (2.13) при выполнении условий теоремы раз-
решима в требуемом пространстве для любой функции g̃(x, t) такой, что g̃(x, t) ∈ L2(Q) ,
g̃x(x, t) ∈ L2(Q) . Если мы покажем, что это множество не пусто, одновременно открыто и
замкнуто, то получим, что оно будет совпадать со всем отрезком [0, 1] . Совпадение множе-
ства Λ со всем отрезком [0, 1] и даст разрешимость краевой задачи (2.12ε,λ) , (1.2), (2.13) при
фиксированных ε и всех λ из отрезка [0, 1] .

Тот факт, что множество Λ не пусто, очевиден, поскольку число 0 ∈ Λ [9, 10]. Открытость
и замкнутость множества Λ устанавливаются с помощью априорных оценок. Покажем их
наличие.

Пусть γ есть фиксированное положительное число, величина которого будет уточнена ни-
же. Рассмотрим равенство:

t∫

0

∫

Ω

(wxττ − wxxx + cwx + cxw − εwxxxτ )[wxτ − (x− 1
2
)wxx − εγwxxxτ ] dx dτ =

=

t∫

0

∫

Ω

{g̃x + λ[A1xwxx(0, τ) + A2xwxx(1, τ) + Fx(x, τ, w)]}[wxτ − (x− 1
2
)wxx − εγwxxxτ ] dx dτ.

Следующее равенство является его следствием:

1
2

∫

Ω

[w2
xt(x, t) + w2

xx(x, t)] dx +
γε

2

∫

Ω

[w2
xxt(x, t) + w2

xxx(x, t)] dx + ε

t∫

0

∫

Ω

w2
xxτ dx dτ+
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+γε2

t∫

0

∫

Ω

w2
xxxτ dx dτ +

1
4

t∫

0

[w2
xx(0, τ) + w2

xx(1, τ)] dτ =

= −λγε

t∫

0

∫

Ω

[A1x(x, τ)wxx(0, τ) + A2x(x, τ)wxx(1, τ)]wxxxτ dx dτ +
∫

Ω

(x− 1
2
)wxt(x, t)wxx(x, t) dx+

+

t∫

0

∫

Ω

[g̃x − cwx − cxw + λFx][wxx − (x− 1
2
)wxx − γεwxxxτ ] dx dτ +

1
2

t∫

0

∫

Ω

[w2
xτ + w2

xx] dx dτ−

−ε

t∫

0

∫

Ω

(x− 1
2
)wxxwxxxτ dx dτ + λ

t∫

0

∫

Ω

[A1x(x, τ)wxx(0, τ) + A2x(x, τ)wxx(1, τ)]·

·[wxτ − (x− 1
2
)wxx] dx dτ. (2.14)

Первое слагаемое правой части равенства (2.7) оценим с помощью неравенства Юнга:
∣∣∣∣∣∣
λγε

t∫

0

∫

Ω

[A1x(x, τ)wxx(0, τ) + A2x(x, τ)wxx(1, τ)]wxxxτ dx dτ

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ γε2

2

t∫

0

∫

Ω

w2
xxxτ dx dτ + γ max

Q
[A2

1x(x, t)]

t∫

0

w2
xx(0, t) dτ + γ max

Q
[A2

2x(x, t)]

t∫

0

w2
xx(1, τ) dτ. (2.15)

Для второго слагаемого правой части (2.14) имеет место оценка:
∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(x− 1
2
)wxt(x, t)wxx(x, t) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

4

∫

Ω

w2
xt(x, t) dx +

1
4

∫

Ω

w2
xt(x, t) dx. (2.16)

Далее, используя представления функций g̃(x, t) и F (x, t, w) , неравенство Юнга и элемен-
тарные интегральные неравенства, нетрудно показать, что оставшиеся слагаемые правой части
равенства (2.14) оцениваются сверху величиной:

δ



γε2

t∫

0

∫

Ω

w2
xxxτ dx dτ +

t∫

0

[w2
xx(0, τ) + w2

xx(1, τ)] dτ+

+R1




t∫

0

∫

Ω

(w2
xx + w2

xτ ) dx dτ +

t∫

0

∫

Ω

(g̃2 + g̃2
x) dx dτ








с произвольным положительным числом δ и числом R1 , определяющимся функциями c(x, t) ,
α1(t) , α2(t) , β1(t) , β2(t) , K1(x, t) , K2(x, t) , а также числами δ и γ .

Выберем число γ так, чтобы выполнялось неравенство:

γ max{max
Q

[A2
1x(x, t)], max

Q
[A2

2x(x, t)]} <
1
4
.
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Зафиксировав число γ , используя неравенства (2.15) и (2.16), а также подбирая число δ
малым, нетрудно теперь получить, что следствием равенства (2.14) будет неравенство:

∫

Ω

[w2
xt(x, t) + w2

xx(x, t)] dx + ε

∫

Ω

[w2
xxt(x, t) + w2

xxx(x, t)] dx + ε2

t∫

0

∫

Ω

w2
xxxτ dx dτ+

+

t∫

0

[w2
xx(0, τ) + w2

xx(1, τ)] dτ ≤ R2




t∫

0

∫

Ω

(w2
xτ + w2

xx) dx dτ +
∫

Q

(g̃2 + g̃2
x) dx dτ


 ,

в котором число R2 определяется лишь функциями c(x, t) , α1(t) , α2(t) , β1(t) , β2(t) , K1(x, t)
и K2(x, t) . Из этого неравенства с помощью леммы Гронуолла нетрудно получить первую
априорную оценку решений краевой задачи (2.12ε,λ) , (1.2), (2.13):

∫

Ω

{w2
xt(x, t) + w2

xx(x, t) + ε[w2
xxt(x, t) + w2

xxx(x, t)]} dx + ε2

t∫

0

∫

Ω

w2
xxxτ dx dτ+

+

t∫

0

[w2
xx(0, τ) + w2

xx(1, τ)] dτ ≤ R3

∫

Q

(g̃2 + g̃2
x) dx dτ, (2.17)

постоянная R3 в которой определяется числом T , а также функциями c(x, t) , α1(t) , α2(t) ,
β1(t) , β2(t) , K1(x, t) и K2(x, t) . Используя далее уравнения (2.12ε,λ) и продифференциро-
ванное по переменной x уравнение (2.12ε,λ) , нетрудно получить вторую априорную оценку:

t∫

0

∫

Ω

[w2
ττ + εw2

xττ ] dx dτ ≤ R4

∫

Q

(g̃2 + g̃2
x) dx dτ, (2.18)

постоянная R4 в которой определяется лишь числом T и функциями α1(t) , α2(t) , β1(t) ,
β2(t) , K1(x, t) , K2(x, t) .

Оценок (2.17) и (2.18) уже вполне достаточно для доказательства открытости и замкнутости
множества Λ . Действительно, эти оценки означают, что при фиксированном ε имеет место
неравенство

‖w‖W1 ≤ R0(‖g̃‖L2(Q) + ‖g̃x‖L2(Q)).

Применяя теперь стандартные приемы доказательства открытости и замкнутости множе-
ства Λ (см. [11]; конкретную реализацию в близкой ситуации см. [7]), с помощью данного
неравенства нетрудно установить требуемое.

Как уже говорилось выше, непустота, открытость и замкнутость множества Λ дают сов-
падение Λ со всем отрезком [0, 1] . Следовательно, краевая задача (2.12ε,λ) , (1.2), (2.13) при
выполнении условий теоремы будет разрешима в пространстве W1 для любого фиксирован-
ного числа ε .

Для семейства {wε(x, t)} решений краевой задачи (2.12ε,1) , (1.2), (2.13) по-прежнему име-
ют место оценки (2.17) и (2.18). Выбирая теперь последовательность {εn} такую, что εn > 0 ,
εn → 0 при n → ∞ , далее стандартным образом выбирая сходящиеся последовательности,
нетрудно показать существование предельной функции w(x, t) , принадлежащей пространству
V0 и являющейся решением краевой задачи (2.12), (1.2), (2.13) (пример осуществления подоб-
ной процедуры см. [7]). Разрешимость этой краевой задачи в пространстве V0 , утверждения 1
и 2 и дают разрешимость исходной краевой задачи I в том же пространстве. Теорема доказана.
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3. Разрешимость краевых задач II и III . Доказательство разрешимости краевых
задач II и III будет проведено с помощью описанной выше схемы, а также с помощью мето-
да регуляризации. Будем считать, что выполняются необходимые условия гладкости (точные
условия будут даны в формулировках соответствующих теорем).

Рассмотрим вначале краевую задачу II . Построим оператор M того же вида, что в п. 2,
преобразующий эту задачу в начально-краевую задачу с граничными условиями без интеграль-
ных слагаемых, но для уравнения с интегродифференциальными членами. Функцию K(x, y, t) ,
определяющую этот оператор, будем искать в виде:

K(x, y, t) = [xϕ0(t) + ϕ1(t)]K1(y, t) + [xψ0(t) + ψ1(t)]K2(y, t).

Пусть выполняется условие

∆0(t) = [α2(t)− 1][β1(t)− 1]− α1(t)[β2(t)− 1] 6= 0 при t ∈ [0, T ]. (3.1)

Функции ϕ0(t) , ϕ1(t) , ψ0(t) и ψ1(t) определим равенствами:

ϕ0(t) =
1− β1(t)

∆0(t)
, ϕ1(t) =

β2(t)− 1
∆0(t)

, ψ0(t) = − α1(t)
∆0(t)

, ψ1(t) =
1− α2(t)

∆0(t)
.

Функция K(x, y, t) , определенная по этим функциям и функциям K1(x, t) и K2(x, t) ука-
занным выше образом, и будет искомой.

Положим

N1(x, t) = ϕ0(t)K1(x, t) + ψ0(t)K2(x, t), N2(x, t) = ϕ1(t)K1(x, t) + ψ1(t)K2(x, t),

R1(t) = 1−
∫

Ω

xN1(x, t) dx, R2(t) = −
∫

Ω

N1(x, t) dx,

S1(t) = −
∫

Ω

xN2(x, t) dx, S2(t) = 1−
∫

Ω

N2(x, t) dx.

Пусть выполняется условие

∆1(t) ≡ R1(t)S2(t)−R2(t)S1(t) 6= 0 при t ∈ [0, T ]. (3.2)

Тогда имеют место равенства:

u(x, t) = u(x, t)−
∫

Ω

K(x, y, t)u(y, t) dy, u(x, t) = u(x, t) +
∫

Ω

K0(x, y, t)u(y, t) dy

(второе равенство определяет оператор M−1 ).
Определим функцию Φ(x, t, u) прежним образом, но по построенной выше функции

K(x, y, t) .
Вновь рассмотрим краевую задачу типа задачи (2.4), (1.2), (2.6), (2.7): найти функцию

v(x, t) , являющуюся в прямоугольнике Q решением уравнения

Lv − Φ(x, t, M−1v) = f(x, t) (3.3)

и такую, что для нее выполняются условия (1.2) , а также условия

vx(0, t) = α1(t)v(0, t) + α2(t)vx(1, t), 0 < t < T, (3.4)
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v(1, t) = β1(t)v(0, t) + β2(t)vx(1, t), 0 < t < T. (3.5)

Утверждение 3. Пусть выполняются условия (2.1) , (3.1) , (3.2) . Тогда, если функция
v(x, t) является решением из пространства V0 краевой задачи (3.3) , (1.2) , (3.4) , (3.5) , то
функция u = M−1v будет решением из пространства V0 краевой задачи II .

Доказательство этого утверждения проводится вполне аналогично доказательству утвер-
ждения 1.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (3.1) и (3.2) , а также условия

c(x, t) ∈ C2(Q), αi(t) ∈ C3([0, T ]), βi(t) ∈ C3([0, T ]), Ki(x, t) ∈ C3(Q); (3.6)

α2(t) ≥ −1, β2(t) ≤ 0, t ∈ [0, T ]; (3.7)

∃µ0 ∈ (0, 2) : {µ0[1+α2
2(t)]−6β′2(t)}ξ2

1 +4[α2(t)−β1(t)]ξ1ξ2 +µ0ξ
2
2 ≥ 0, t ∈ [0, T ], ξ ∈ R2. (3.8)

Тогда для любой функции f(x, t) такой, что f(x, t) ∈ L2(Q) , ft(x, t) ∈ L2(Q) , fxt(x, t) ∈
L2(Q) , f(x, 0) ≡ 0 при x ∈ Ω , краевая задача II имеет решение u(x, t) , принадлежащее
пространству V0 .

Доказательство. Покажем, что при выполнении условий теоремы краевая задача (3.3),
(1.2), (3.4), (3.5) имеет решение v(x, t) , принадлежащее пространству V0 .

Пусть ε есть положительное число. Положим β2ε(t) = β2(t) − ε. Рассмотрим следующую
вспомогательную начально-краевую задачу: найти функцию v(x, t) , являющуюся в прямо-
угольнике Q решением уравнения (3.3) и такую, что для нее выполняются условия (1.2) ,
(3.4) , а также условие

v(1, t) = β1(t)v(0, t) + β2ε(t)vx(1, t), 0 < t < T. (3.5ε)

Покажем, что данная краевая задача для любой функции f(x, t) , удовлетворяющей усло-
виям теоремы, и для любого фиксированного числа ε при выполнении условий (3.6) и (3.7)
имеет решение v(x, t) такое, что v(x, t) ∈ V0 , vt(x, t) ∈ V0 . Действительно, условия (3.4) и
(3.5ε) можно записать в виде условий краевой задачи I :

vx(0, t) =
[
α1(t)− α2(t)β1(t)

β2ε(t)

]
v(0, t) +

α2(t)
β2ε(t)

v(1, t), (3.4′)

vx(1, t) = − β1(t)
β2ε(t)

v(0, t) +
1

β2ε(t)
v(1, t). (3.5′ε)

Функция ∆0(t) из п. 2 для этой задачи имеет вид ∆0(t) =
α2(t) + 1

β2ε(t)
− 2; условие (3.7) дает

выполнение условия ∆0(t) 6= 0 при t ∈ [0, T ]. Это условие, а также условие (3.6) означают,
что от задачи (3.3), (1.2), (3.4′) , (3.5′ε) вновь можно эквивалентным образом перейти к задаче
вида (2.12), (1.2), (2.13); для последней же задачи, повторяя все рассуждения доказательства
теоремы 1, нетрудно установить разрешимость в пространстве V0 . Более того, если вместо
задачи (3.3), (1.2), (3.4′) , (3.5′ε) рассмотреть «продифференцированную по t » задачу: найти
функцию v(x, t) , являющуюся в прямоугольнике Q решением уравнения

vttt − vxxt + c(x, t)vt + ct(x, t)v = f t(x, t) + (Φ(x, t, M−1v))t

и такую, что для нее выполняются условия (1.2) , а также условия

vt(x, 0) = 0, x ∈ Ω, vxt(0, t) =
[
α1(t)− α2(t)β1(t)

β2ε(t)

]
vt(0, t) +

α2(t)
β2ε(t)

vt(1, t)+
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+
[
α1(t)− α2(t)β1(t)

β2ε(t)

]

t

v(0, t) +
[

α2(t)
β2ε(t)

]

t

v(1, t), 0 < t < T,

vxt(1, t) = − β1(t)
β2ε(t)

vt(0, t) +
1

β2ε(t)
vt(1, t)−

[
β1(t)
β2ε(t)

]

t

v(0, t) +
[

1
β2ε(t)

]

t

v(1, t), 0 < t < T,

то нетрудно показать, что данная краевая задача при выполнении условий теоремы и указан-
ных в формулировке теоремы включений для функции f(x, t) имеет решение v(x, t) такое,
что v(x, t) ∈ V0 , vt(x, t) ∈ V0 .

Вернемся к краевой задаче (3.3), (1.2), (3.4), (3.5ε) . Как следует из сказанного выше, эта
задача имеет решение vε(x, t) такое, что vε(x, t) ∈ V0 , vεt(x, t) ∈ V0 . Обозначим uε = M−1vε .
Рассмотрим равенство:

t∫

0

∫

Ω

(vετττ − vεxxτ + cvετ + cτvε − f τ − (Φ(x, τ, uε))τ )[vεττ − µ(x− 1
2
)vεxτ ] dx dτ = 0,

в котором µ есть произвольное число из интервала (µ0, 2) . После интегрирования по частям
это равенство преобразуется к виду:

1
2

∫

Ω

[v2
εtt(x, t) + v2

εxt(x, t)] dx +
µ

4

t∫

0

[v2
εττ (0, τ) + v2

εττ (1, τ) + v2
εxτ (0, τ) + v2

εxτ (1, τ)] dτ+

+

t∫

0

vεxτ (0, τ)vεττ (0, τ) dτ −
t∫

0

vεxτ (1, τ)vεττ (1, τ) dτ = µ

∫

Ω

(x− 1
2
)vεxt(x, t)vεtt(x, t) dx+

+
µ

2

t∫

0

∫

Ω

[v2
εττ + v2

εxτ ] dx dτ +

t∫

0

∫

Ω

[f τ − cvετ − cτvε][vεττ − µ(x− 1
2
)vεxτ ] dx dτ+

+

t∫

0

∫

Ω



−2

∫

Ω

Kτ (x, y, τ)uεττ (y, τ) dy − 2
∫

Ω

Kττ (x, y, τ)uετ (y, τ) dy+

∫

Ω

(K(x, y, τ)[c(y, τ)− c(x, τ)]−Kττ (x, y, τ) + Kxx(x, y, τ))uετ (y, τ) dy+

∫

Ω

(K(x, y, τ)[c(y, τ)− c(x, τ)]−Kττ (x, y, τ) + Kxx(x, y, τ))τ uε(y, τ) dy



×

×[vεττ − µ(x− 1
2
)vεxτ ] dx dτ +

t∫

0

∫

Ω




∫

Ω

Ky(x, y, τ)uεyτ (y, τ) dy+

+
∫

Ω

Kyτ (x, y, τ)uεy(y, τ) dy


 [vεττ − µ(x− 1

2
)vεxτ ] dx dτ+

+

t∫

0

∫

Ω

[K(x, 0, τ)uεyτ (0, τ)−K(x, 1, τ)uεyτ (1, τ)][vεττ − µ(x− 1
2
)vεxτ ] dx dτ+
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+

t∫

0

∫

Ω

[Kτ (x, 0, τ)uεy(0, τ)−Kτ (x, 1, τ)uεy(1, τ)][vεττ − µ(x− 1
2
)vεxτ ] dx dτ. (3.9)

Для интегралов по интервалам (0, 1) прямых x = 0 и x = 1 вследствие краевых условий
имеет место равенство:

µ

4

t∫

0

[v2
εττ (0, τ) + v2

εττ (1, τ) + v2
εxτ (0, τ) + v2

εxτ (1, τ)] dτ +

t∫

0

vεxτ (0, τ)vεττ (0, τ) dτ−

−
t∫

0

vεxτ (1, τ)vεττ (1, τ) dτ =

t∫

0

{µ

4
[1 + α2

2(τ)]v2
εxτ (1, τ)+

+[α2(τ)− β1(τ)]vεxτ (1, τ)vεττ (0, τ) +
µ

4
v2
εττ (0, τ)

}
dτ +

µ

4

t∫

0

v2
ττ (1, τ) dτ−

−1
2
β2(t)v2

εxt(1, t) +
µ

4

t∫

0

{
[α1(τ)vετ (0, τ) + α′1(τ)vε(0, τ) + α′2(τ)vεx(1, τ)]2+

+2[α1(τ)vετ (0, τ) + α′1(τ)vε(0, τ) + α′2(τ)vεx(1, τ)]α2(τ)vεxτ (1, τ)
}

dτ+

+

t∫

0

{α1(τ)vετ (0, τ)vεττ (0, τ) + α′1(τ)vε(0, τ)vεττ (0, τ) + α′2(τ)vεx(1, τ)vεττ (0, τ)−

−2β′1(τ)vετ (0, τ)vεxτ (0, τ)− β′′1 (τ)vε(0, τ)vεxτ (1, τ)− β′′2 (τ)vεx(1, τ)vεxτ (1, τ)} dτ. (3.10)

Далее, правую часть равенства (3.9) нетрудно оценить, используя неравенство Юнга, пред-
ставление функции uε(x, t) через функцию vε(x, t) и простейшие интегральные неравенства,
величиной

µ

4

∫

Ω

[v2
εxt(x, t) + v2

εtt(x, t)] dx + δ

t∫

0

[v2
εxτ (0, τ) + v2

εxτ (1, τ)] dτ+

+C1




t∫

0

∫

Ω

(v2
εxτ + v2

εττ ) dx dτ +
∫

Q

(f2 + f2
t ) dx dt




с произвольным положительным числом δ и с числом C1 , определяющимся функциями
c(x, t) , αi(t) , βi(t) , Ki(x, t) , i = 1, 2 , а также числом δ . Учитывая условия (3.7) и (3.8),
вновь используя интегральные оценки младших производных через старшие, подбирая число
δ малым и, наконец, применяя лемму Гронуолла, получаем, что следствием равенств (3.9) и
(3.10) является априорная оценка

∫

Ω

[v2
εtt(x, t) + v2

εxt(x, t)] dx +

t∫

0

[v2
εττ (0, τ) + v2

εττ (1, τ) + v2
εxτ (0, τ) + v2

εxτ (1, τ)] dτ ≤ C2 (3.11)
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с постоянной C2 , определяющейся лишь числом T , функциями f(x, t) , c(x, t) , αi(t) , βi(t) ,
Ki(x, t) , i = 1, 2 . Из этой оценки и из самого уравнения (3.3) следует, что имеет место вторая
априорная оценка

∫

Ω

v2
εxx(x, t) dx +

t∫

0

[v2
εxx(0, τ) + v2

εxx(1, τ)] dτ ≤ C3 (3.12)

с постоянной C2 , вновь определяющейся лишь числом T , функциями f(x, t) , c(x, t) , αi(t) ,
βi(t) , Ki(x, t) , i = 1, 2 .

Оценок (3.11) и (3.12) вполне достаточно для осуществления процедуры предельного пе-
рехода при ε → 0 в задаче (3.3), (1.2), (3.4), (3.6ε) ; собственно же предельный переход
осуществляется стандартным образом с использованием свойства рефлексивности гильберто-
ва пространства. Предельная функция v(x, t) будет принадлежать пространству V0 и будет
представлять собой решение задачи (3.3), (1.2), (3.4), (3.50) , функция же u(x, t) , определен-
ная равенством u = M−1v , будет принадлежать тому же пространству и будет представлять
собой искомое решение краевой задачи II. Теорема доказана.

Обратимся теперь к краевой задаче III.
Вновь построим оператор M , преобразующий задачу с интегральными условиями в задачу

для интегродифференциального уравнения. Этот оператор определяется функциями ∆0(t) ,
ϕ0(t) , ϕ1(t) , ψ0(t) , ψ1(t) и K(x, y, t) :

∆0(t) = −1− α1(t)− α2(t) + β1(t) + β2(t), ϕ0(t) =
1

∆0(t)
, ϕ1(t) =

β1(t) + β2(t)− 1
∆0(t)

,

ψ0(t) = − 1
∆0(t)

, ψ1(t) = −α1(t) + α2(t)
∆0(t)

,

K(x, y, t) = [xϕ0(t) + ϕ1(t)]K1(y, t) + [xψ0(t) + ψ1(t)]K2(y, t);

чтобы эти функции были корректно определены, необходимо выполнение условия

∆0(t) 6= 0 при t ∈ [0, T ]. (3.13)

Определим функции N1(x, t) , N2(x, t) , R1(t) , R2(t) , S1(t) и S2(t) так же, как определяли
их ранее:

N1(x, t) = ϕ0(t)K1(x, t) + ψ0(t)K2(x, t), N2(x, t) = ϕ1(t)K1(x, t) + ψ1(t)K2(x, t),

R1(t) = 1−
∫

Ω

xN1(x, t) dx, R2(t) = −
∫

Ω

N1(x, t) dx,

S1(t) = −
∫

Ω

xN2(x, t) dx, S2(t) = 1−
∫

Ω

N2(x, t) dx.

Условием, гарантирующим обратимость оператора M , вновь будет условие

∆1(t) ≡ R1(t)S2(t)−R2(t)S1(t) 6= 0 при t ∈ [0, T ]. (3.14)

Вновь рассмотрим краевую задачу типа задачи (2.4), (1.2), (2.6), (2.7): найти функцию
v(x, t) , являющуюся в прямоугольнике Q решением уравнения

Lv − Φ(x, t, M−1v) = f(x, t) (3.15)
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и такую, что для нее выполняются условия (1.2) , а также условия

v(0, t) = α1(t)vx(0, t) + α2(t)vx(1, t), 0 < t < T, (3.16)

v(1, t) = β1(t)vx(0, t) + β2(t)vx(1, t), 0 < t < T. (3.17)

Теорема 3. Пусть выполняются условия (3.6) , (3.13) и (3.14) , а также условия

α1(t) ≥ 0, β2(t) ≤ 0, α1(t)β2(t)− α2(t)β1(t) ≤ 0 при t ∈ [0, T ]; (3.18)

α1(t)− α2(t) ≥ 0 при t ∈ [0, T ]; (3.19)

α2(t) + β1(t) ≡ 0 при t ∈ [0, T ]; (3.20)

∃µ ∈ (0, 2) : [µ0 + 6α′1(t)]ξ
2
1 + 12α′2(t)ξ1ξ2 + [µ0 − 6β′2(t)]ξ

2
2 ≥ 0 при t ∈ [0, T ], ξ ∈ R2. (3.21)

Тогда для любой функции f(x, t) такой, что f(x, t) ∈ L2(Q) , ft(x, t) ∈ L2(Q) , fxt(x, t) ∈
L2(Q) , f(x, 0) ≡ 0 при x ∈ Ω , краевая задача III имеет решение u(x, t) , принадлежащее
пространству V0 .

Доказательство. Покажем, что при выполнении условий теоремы краевая задача (3.15),
(1.2), (3.16), (3.17) имеет решение v(x, t) , принадлежащее пространству V0 . Пусть ε есть
положительное число. Положим α1ε(t) = α1(t) + ε, β2ε(t) = β2(t) − ε. Рассмотрим вспомо-
гательную начально-краевую задачу: найти функцию v(x, t) , являющуюся в прямоугольнике
Q решением уравнения (3.15) и такую, что для нее выполняются условия (1.2), а также
условия

v(0, t) = α1ε(t)vx(0, t) + α2(t)vx(1, t), 0 < t < T, (3.22)

v(1, t) = β1(t)vx(0, t) + β2ε(t)vx(1, t), 0 < t < T. (3.23)

Покажем, что данная краевая задача для любой функции f(x, t) , удовлетворяющей услови-
ям теоремы, и для любого фиксированного положительного числа ε при выполнении условий
(3.6), (3.18), (3.19) имеет решение v(x, t) такое, что v(x, t) ∈ V0 , vt(x, t) ∈ V0 .

Положим γε(t) = α1ε(t)β2ε(t) − α2(t)β1(t). Заметим, что вследствие условия (3.18) при
t ∈ [0, T ] выполняется неравенство γε(t) ≤ −ε2. Следовательно, условия (3.22) и (3.23) экви-
валентны условиям краевой задачи I :

vx(0, t) =
β2ε(t)
γε(t)

v(0, t)− α2(t)
γε(t)

v(1, t), 0 < t < T, (3.22′)

vx(1, t) = −β1(t)
γε(t)

v(0, t) +
α1ε(t)
γε(t)

v(1, t), 0 < t < T. (3.23′)

Функция ∆0(t) из п. 2 этой задачи есть функция
α1(t)− α2(t) + ε

γε(t)
− 2; согласно условию

(3.19), она не обращается в нуль на отрезке [0, T ] . Значит, краевая задача (3.15), (1.2), (3.22),
(3.23) будет разрешима в пространстве V0 . Вновь переходя к продифференцированной по t
задаче (3.15), (1.2), (3.22′) , (3.23′) , нетрудно установить, что решение задачи (3.15), (1.2),
(3.22), (3.23) дополнительно будет обладать свойством vt(x, t) ∈ V0 .

Итак, задача (3.15), (1.2), (3.22), (3.23) для любого фиксированного положительного числа
ε имеет решение vε(x, t) такое, что vε(x, t) ∈ V0 , vεt(x, t) ∈ V0 . Для семейства функций
{vε(x, t)} имеют место равномерные по ε оценки (3.11) и (3.12), что доказывается полностью
аналогично изложенному выше доказательству, но с использованием условий (3.20) и (3.21).
Предельный переход в задаче (3.15), (1.2), (3.22), (3.23) осуществляется стандартным образом;
предельная функция v(x, t) будет принадлежать пространству V0 и будет представлять собой
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решение краевой задачи (3.15), (1.2), (3.16), (3.17). Функция u(x, t) , определенная равенством
u = M−1v , даст искомое решение краевой задачи III . Теорема доказана.

Дополнение. 1. Утверждения теорем 1 – 3 справедливы и для более общих уравнений вида

utt −A(x, t)uxx + a(x, t)ux + b(x, t)ut + c(x, t)u = f(x, t),

при выполнении условия A(x, t) ≥ a0 > 0 при (x, t) ∈ Q, а также необходимых условий
гладкости.

2. Условия (2.2), (3.1) и (3.13) заведомо выполняются, если коэффициенты αi(t) и βi(t) ма-
лы по абсолютной величине. Условия (2.3), (3.2) и (3.14) заведомо выполняются, если функции
K1(x, t) и K2(x, t) малы по абсолютной величине. Вместе с тем очевидно, что условия малости
не являются единственными условиями, обеспечивающими выполнимость условий (2.2), (3.1),
(3.13), (2.3), (3.2) и (3.14).

3. В случае K1(x, t) ≡ 0 , K2(x, t) ≡ 0 условия (3.1) и (3.13) не являются необходимыми.
4. Условия f(x, 0) ≡ 0 теорем 2 и 3 является техническим, и от него вполне можно отка-

заться.
5. Единственность решений краевых задач I — III в пространстве V0 при выполнении

условий теорем 1 — 3 очевидна.
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ЗАДАЧИ ДАРБУ С ОТХОДОМ ОТ ХАРАКТЕРИСТИКИ И
СОПРЯЖЕННЫЕ ИМ ЗАДАЧИ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ
МНОГОМЕРНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С

ОПЕРАТОРОМ ЧАПЛЫГИНА

Р. Б. Сеилханова

Западно-Казахстанский аграрно-технический университет имени Жангир хана
Уральск, Казахстан

В работе для вырождающихся многомерных гиперболических уравнений с оператором Чаплыгина
исследованы задачи Дарбу с отходом от характеристики и сопряженные им задачи. Доказана
корректность рассмотренных задач.

В [1] для уравнения колебания струны изучались задачи Дарбу с отходом от характерис-
тики, где обращено внимание на исследование таких задач для гиперболических уравнений.
Многомерные аналоги этих задач для волнового уравнения предложены в [2]. С использованием
изложенного в [3] метода в данной работе для вырожающихся многомерных гиперболических
уравнений с оператором Чаплыгина исследованы задачи Дарбу с отходом от характеристики
и сопряженные им задачи.

1. Постановка задач и основные результаты. Пусть Dβ – конечная область евклидова

пространства Em+1 точек (x1, ..., xm, t), ограниченная коноидами β|x| =
t∫
0

√
g(ξ)dξ, |x| =

= 1 −
t∫
0

√
g(ξ)dξ и плоскостью t = 0, 0 ≤ t ≤ t0, t0 : β

1+β =
t∫
0

√
g(ξ)dξ, где |x| – длина вектора

x = (x1, ..., xm), а 0 < β = const < 1. Части этих поверхностей, образующих границу ∂Dβ

области Dβ , обозначим через Sβ, S1 и S соответственно.
В области Dβ рассмотрим взаимно-сопряженные вырожающиеся многомерные гиперболи-

ческие уравнения

Lu ≡ g(t)∆xu− utt +
m∑

i=1

ai(x, t)uxi + b(x, t)ut + c(x, t)u = 0, (1)

L∗v ≡ g(t)∆xv − vtt −
m∑

i=1

aivxi − bvt + dv = 0, (1∗)

Keywords: degenerating, multidimensional, hyperbolic equations, the characteristics, the conjugate problems, the
concreteness, the criterion, the theorem.

2000 Mathematics Subject Classification: 34K29,60H10
c© Р. Б. Сеилханова, 2009.
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где ∆x – оператор Лапласа по переменным x1, ..., xm, m ≥ 2, g(t) > 0 при t > 0, g(0) = 0, g(t) ∈
C2((0, t0)) ∩ C([0, t0]), d(x, t) = c−

m∑
i=1

aixi − bt.

В качестве многомерных аналогов задач Дарбу с отходом от характеристики рассмотрим
следующие задачи.

Задача 1. Найти в области Dβ решение уравнения (1) из класса C1(Dβ)∩C2(Dβ), удовлет-
воряющее краевым условиям

u|S = τ(x), u|Sβ
= σ(x), (2)

или
ut|S = v(x), u|Sβ

= σ(x), (3)

а также рассмотрим сопряженные ей задачи Дирихле и Пуанкаре.
Задача 2. Найти в области Dβ решение уравнения (1∗) из класса C1(Dβ)∩C2(Dβ), удовлет-

воряющее краевым условиям

v|S = τ(x), v|Sβ
= σ(x), v|S1

= ϕ(x), (4)

или
vt|S = v(x), v|Sβ

= σ(x), v|S1
= ϕ(x). (5)

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1, ..., xm, t к сферическим
координатам r, θ1, ..., θm−1, t, r ≥ 0, 0 ≤ θ1 < 2π, 0 ≤ θi < π, i = 2, 3, ...,m− 1.

Пусть Ωβ – проекция области Dβ на плоскость (r, t) с границами Γβ : βr =
t∫
0

√
g(ξ)dξ,

Γ1 : r = 1 −
t∫
0

√
g(ξ)dξ и Γ : t = 0, 0 ≤ r ≤ 1; {Y k

n,m(θ)} – система линейно независимых

сферических функций порядка n, 1 ≤ k ≤ kn, (m− 2)!n!kn = (n + m− 3)!(2n + m− 2),
θ = (θ1, ..., θm−1), W l

2(S), l = 0, 1, ..., – пространство Соболева, а S̃β =
{

(r, θ) ∈ S, 0 < r < 1
1+β

}
.

Имеет место
Лемма [4]. Пусть f(r, θ) ∈ W l

2(S). Если l ≥ m− 1, то ряд

f(r, θ) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

fk
n(r)Y k

n,m(θ), (6)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p ≤ l − m + 1, сходятся
абсолютно и равномерно.

Через ãk
in(r, t), ak

in(r, t), b̃k
n(r, t), c̃k

n(r, t), d̃k
n(r, t), ρk

n, τ̄k
n(r), v̄k

n(r), σ̄k
n(r), ϕ̄k

n(r) обозначим коэф-
фициенты разложения в ряд (6) функций ai(r, θ, t)ρ(θ), ai

xi
r ρ, b(r, θ, t)ρ, c(r, θ, t)ρ, d(r, θ, t)ρ, ρ(θ),

i = 1, ..., m, τ(r, θ), v(r, θ), σ(r, θ), ϕ(r, θ) соответственно, причем ρ(θ) ∈ C∞(H), H – единичная
сфера в Em.

Введем множество функций Bl(S) =
{
f(r, θ) : f ∈ W l

2(S),
∞∑

n=0

kn∑
k=1

(
‖fk

n(r)‖2
C2((0,1)) + ‖fk

n(r)‖2
C1([0,1])

)
exp 2(n2 + n(m− 2)) < ∞, l > m− 1

}
.

Пусть ai(x, t), b(x, t), c(x, t) ∈ W l
2(Dβ) ⊂ C(Dβ), i = 1, ..., m, l ≥ m + 1, и τ(r, θ) = r3τ∗(r, θ),

v(r, θ) = r3v∗(r, θ), σ(r, θ) = r2σ∗(r, θ), τ∗(r, θ), v∗(r, θ) ∈ Bl(S), σ∗(r, θ) ∈ Bl(S̃β), ϕ(r, θ) ∈
Bl(S\S̃β).

Тогда справедливы
Теорема 1. Задача 1 однозначно разрешима.
Теорема 2. Задача 2 имеет единственное решение.
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п.2. Разрешимость задачи 1. Сначала рассмотрим задачу (1), (2). В сферических коорди-
натах уравнение 1 имеет вид:

g(t)
(

urr +
m− 1

r
ur − 1

r2
δu

)
− utt +

m∑

i=1

ai(r, θ, t)uxi + b(r, θ, t)ut + c(r, θ, t)u = 0, (7)

где δ ≡ −
m∑

j=1

1
gjsinm−j−1θj

∂
∂θj

(
sinm−j−1θj

∂
∂θj

)
, g1 = 1, gj = (sinθ1, ..., sinθj−1)2, j > 1.

При этом известно [4], что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn = n(n +
m − 2), n = 0, 1, ..., каждому из которых соответствует kn ортонормированных собственных
функций Y k

n,m(θ).
Так как искомое решение задачи (1), (2) принадлежит классу C1(Dβ) ∩ C2(Dβ), то его

можно искать в виде:

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

uk
n(r, t)Y k

n,m(θ), (8)

где ūk
n(r, t) – функции, которые будут определены ниже.

Подставим (8) в (7), умножим полученное выражение на ρ(θ) 6= 0 и проинтегрировав по
единичной сфере H, для ūk

n получим [3]:

g(t)ρ1
0ū

1
0rr − ρ1

0ū
1
0tt +

(
m−1

r g(t)ρ1
0 +

m∑
i=1

a1
i0

)
ū1

0r + b̃1
0ū

1
0t + c̃1

0ū
1
0+

+
∞∑

n=1

kn∑
k=1

{g(t)ρk
nūk

nrr − ρk
nūk

ntt +
(

m−1
r g(t)ρk

n +
m∑

i=1
ak

in

)
ūk

nr+

+[c̃k
n − λn

ρk
n

r2 g(t) +
m∑

i=1
(ãk

in−1 − nak
in)]ūk

n} = 0.

(9)

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений:

g(t)ρ1
0ū

1
0rr − ρ1

0ū
1
0tt +

m− 1
r

g(t)ρ1
0ū

1
0r = 0, (10)

g(t)ρk
1ū

k
1rr − ρk

1ū
k
1tt + m−1

r g(t)ρk
1ū

k
1r − λ1

r2 g(t)ρk
1ū

k
1 = − 1

k1

(
m∑

i=1
a1

i0ū
1
0r + b̃1

0ū
1
0t + c̃1

0ū
1
0

)
, n = 1, k = 1, k1,

g(t)ρk
nūk

nrr − ρk
nūk

ntt + m−1
r g(t)ρk

nūk
nr − λn

r2 g(t)ρk
nūk

n = − 1
kn

kn−1∑
k=1

{
m∑

i=1
ak

in−1ū
k
n−1 r + b̃k

n−1ū
k
n−1 t+

+[c̃k
n−1 +

m∑
i=1

(ãk
in−2 − (n− 1)ak

in−1)]ū
k
n−1}, k = ¯1, kn, n = 2, 3, ... .

(11)
Нетрудно убедиться, что если {ūk

n}, k = 1, kn, n = 0, 1, ..., – решение системы (10) – (11), то
оно является и решением уравнения (9).

Далее, учитывая ортогональность сферических функций Y k
n,m(θ) (см.[4]), из краевых усло-

вий (2), (3) в силу (8) будем иметь:

ūk
n|Γ = τ̄k

n(r), 0 ≤ r ≤ 1, ūk
n|Γβ

= σ̄k
n(r), 0 ≤ r ≤ 1

1+β , k = 1, kn, n = 0, 1, ... ,

ūk
nt|Γ = ν̄k

n(r), 0 ≤ r ≤ 1, ūk
n|Γβ

= σ̄k
n(r), 0 ≤ r ≤ 1

1+β , k = 1, kn, n = 0, 1, ... .
(12)

Таким образом, задача (1), (2) сведена к системе задач в области Ωβ для уравнений (10) –
(11). Теперь будем находить решение этих задач.

Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (10) – (11) можно представить в виде:
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g(t)ūk
nrr − ūk

ntt +
m− 1

r
g(t)ūk

nr −
λn

r2
g(t)ūk

n = fk
n(r, t), (13)

где fk
n(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом f1

0 (r, t) ≡ 0.
Выполнив в (13) замену переменных ūk

n(r, t) = r(1−m)/2uk
n(r, t) и положив затем r = r,

y =
(

3
2

t∫
0

√
g(ξ)dξ

)
, будем иметь:

yuk
nrr − uk

nyy +
λ̄y

r2
uk

n − b(y)uk
ny = f̄k

n(r, y), (14)

λ̄n =
[(m− 1)(3−m)− 4λn]

4
, b(y) =

1
2g

[
dg

dy
− g

y

]
, f̄k

n(r, y) = r(m−1)/2 fk
n(r, t)
y2

.

Полагая uk
n = ωk

n exp
[
−1

2

y∫
0

b(ξ)dξ

]
, уравнение (14) приводим к виду:

yωk
nrr − ωk

nyy +
λ̄ny

r2
ωk

n = c(y)ωk
n + f̃k

n(r, y), (15)

c(y) = −1
4
(b2 + 2b′y) ∈ C(y > 0), f̃k

n = f̄k
n(r, y) exp


1

2

y∫

0

b(ξ)dξ


 .

Уравнение (15), в свою очередь, с помощью замены переменных r = r, x0 = 2
3y3/2 переходит

в уравнение:

ωk
nrr − ωk

nx0x0
− 1

3x0
ωk

nx0
+

λ̄n

r2
ωk

n = gk
n(r, x0), (16)

gk
n(r, x0) =

(
3x0

2

)−2/3
{

c

[(
3x0

2

)2/3
]

ωk
n

[
r,

(
3x0

2

)2/3
]

+ f̃k
n

[
r,

(
3x0

2

)2/3
]}

.

При этом краевые условия (12) запишутся в виде:

ωk
n(r, 0) = τk

n(r), ωk
n(r, βr) = σk

n(r), k = 1, kn, n = 0, 1, ..., (17)

lim
x0→0

x
1
3
0

∂

∂x0
ωk

n = νk
n(r), ωk

n(r, βr) = σk
n(r), k = 1, kn, n = 0, 1, ..., (18)

τk
n(r) = r(m−1)/2τ̄k

n(r), νk
n(r) = r(m−1)/2ν̄k

n(r), σk
n(r) = r(m−1)/2σ̄k

n(r).

Наряду с уравнением (16) рассмотрим уравнение:

Lαωk
α,n ≡ ωk

α,nrr − ωk
α,nx0x0

− α

x0
ωk

α,nx0
+

λ̄n

r2
ωk

α,n = gk
α,n(r, x0), (19α)

L0ω
k
0,n ≡ ωk

0,nrr − ωk
0,nx0x0

+
λ̄n

r2
ωk

0,n = gk
0,n(r, x0), (190)

gk
α,n(r, x0) =

(
x0

1−α

)−2α
{

c

[(
x0

1−α

)1−α
]

ωk
α,n

[
r,

(
x0

1−α

)1−α
]

+ f̃k
n

[
r,

(
x0

1−α

)1−α
]}

,

gk
0,n(r, x0) = c(x0)ωk

α,n(r, x0) + f̃k
n(r, x0), 0 < α = const < 1.

Уравнение (16) совпадает с (19α) при α = 1
3 .
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Как доказано в [3] (см. также [5]), существует следующая функциональная связь между
решениями задачи Коши для уравнений (19α) и (190).

1. Если ωk,1
0,n(r, x0) – решение задачи Коши для уравнения (190), удовлетворяющее условию

ωk,1
0,n(r, 0) = τk

n(r),
∂

∂x0
ωk,1

0,n(r, 0) = 0, (20)

то функция

ωk,1
0,n(r, x0) = γα

1∫

0

ωk,1
0,n(r, ξx0)(1− ξ2)

α
2
−1dξ ≡ 2−1Γ

(α

2

)
x1−α

0 D
−α/2

0x2
0

[
ωk,1

0,n(r, x0)
x2

0

]
(21)

при α > 0 является решением уравнения (19α) с данными (20).
2. Если ωk,1

0,n(r, x0) является решением задачи Коши для уравнения (190), удовлетворяющим
условию

ωk,1
0,n(r, 0) =

νk
n(r)

(1− α)(3− α)...(2q + 1− α)
,

∂

∂x0
ωk,1

0,n(r, 0) = 0,

то при 0 < α < 1 функция

ωk,2
α,n(r, x0) = γ2−α+2q

(
1
x0

∂
∂x0

)q
[
x1−α+2q

0

1∫
0

ωk,1
0,n(r, ξx0)(1− ξ2)q−α

2 dξ

]
≡

≡ γ2−α+2q2q−1Γ
(
q − α

2 + 1
)
D

α
2
−1

0,x2
0

[
ωk,1

0,n(r,x0)

x0

] (22)

является решением уравнения (19α) с данными

ωk,2
α,n(r, 0) = 0, lim

x0→0
xα

0

∂

∂x0
ωk,2

α,n = νk
n(r),

где
√

π Γ(α
2 )γα = 2Γ

(
1+α

2

)
, Γ(z) – гамма-функция, Dα

0t – оператор Римана-Лиувилля ([6]), а
q ≥ 0 – наименьшее число, удовлетворяющее неравенству 2− α + 2q ≥ m− 1.

При этом функции gk
α,n(r, x0), gk

0,n(r, x0) связаны формулами (21) в случае связи 1 и (22) в
случае связи 2.

Теперь будем решать задачу (19α), (17). Ее решение ищем в виде:

ωk
α,n(r, x0) = ωk,1

α,n(r, x0) + ωk,2
α,n(r, x0),

где ωk,1
α,n(r, x0) – решение задачи Коши (19α), (20), а ωk,2

α,n(r, x0) – решение краевой задачи для
уравнения

Lαωk,2
α,n =

(
x0

1− α

)1−α

c

((
x0

1− α

)1−α
)

ωk,2
α,n (23)

с условием

ωk,2
α,n(r, 0) = 0, ωk,2

α,n(r, βr) = σk
n(r)− ωk,1

α,n(r, βr), k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (24)

Учитывая формулы (21), (22), а также обратимость оператора Dα
0t (см.[6]), задачи (19α),

(20) и (23), (24) соответственно сводим к задаче (190), (20) и к задаче для уравнения

L0ω
k,1
0,n = c(x0)ω

k,1
0,n (25)
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с данными
∂

∂x0
ωk,1

0,n(r, 0) = 0, ωk,1
0,n(r, βr) = ψk

n(r), k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (26)

где ψk
n(r) – функция, выражающаяся через τk

n(r), σk
n(r).

Задача Коши (190), (20), аналогично [7, 8], сводится к интегральному уравнению Вольтерра
второго рода. Следовательно, задача Коши (19α), (20) также однозначно разрешима.

В [9] показано, что задача (25), (26) имеет единственное решение. Значит, решение задачи
(23), (24) также находится единственным образом.

Следовательно, задача (19α), (17) однозначно разрешима. Аналогично доказывается одно-
значная разрешимость задачи (19α), (18).

Таким образом, сначала решив задачу (10), (12) (n = 0), а затем (11), (12) (n = 1) и т.д.,
найдем последовательно все ūk

n(r, t), k = 1, kn, n = 0, 1, ... .
Итак, показано, что ∫

H

ρ(θ)LudH = 0. (27)

Пусть f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), причем R(r) ∈ V0-плотна в L2

((
1
β

t∫
0

√
g(ξ)dξ, 1−

t∫
0

√
g(ξ)dξ

))
,

ρ(θ) ∈ C∞(H)-плотна в L2(H), а T (t) ∈ V1-плотна в L2((0, t0)). Тогда f(r, θ, t) ∈ V, V =
V0 ⊗H ⊗ V1-плотна в L2(Dβ) (см.[10]).

Отсюда и из (27) следует, что
∫

Dβ

f(r, θ, t)LudDβ = 0, Lu = 0∀(r, θ, t) ∈ Dβ.

Таким образом, задача (1), (2) имеет решения вида:

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

r
1−m

2 uk
n(r, t)Y k

n,m(θ), (28)

где uk
n(r, t) определяются из двумерных задач.

Следовательно, решение задачи (1), (2) построено. Аналогичным образом в виде (28) стро-
ятся решения задачи (1), (3).

Учитывая ограничения на заданные функции τ(r, θ), ν(r, θ), σ(r, θ), как и в [3, 11] можно
доказать, что полученное решение u(r, θ, t) (28) принадлежит искомому классу.

Таким образом, разрешимость задачи 1 доказана.
3. Единственность решения задачи 2. Сначала рассмотрим задачу (1∗), (4). Для этого

построим u(r, θ, t) – решение уравнения (1), удовлетворяющее краевым условиям

u|S = τ(r, θ) = τ̄k
n(r)Y k

n,m(θ), u|Sβ
= 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ..., (29)

τ̄k
n(r) ∈ V , где V – множество функций τ(r) из класса C2(0 < r < 1)∩C1(0 ≤ r ≤ 1). Очевидно,
что множество V плотно всюду в L2((0, 1)). Функцию u(r, θ, t) будем искать в виде (8). Тогда
для ūk

n(r, t) получим уравнение (13) с краевыми условиями

ūk
n|Γ = τ̄k

n(r), ūk
n|Γβ

= 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (30)

Как показано в п.2, задача (13), (30) имеет единственное решение.
Таким образом, решение задачи (1), (29) в виде (28) построено, где uk

n(r, t), k = 1, kn, n =
0, 1, ... , определяются из двумерных задач.
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Из определения сопряженных операторов [12]:

vLu− uL∗v = −vP (u) + uP (v)− uvQ,

где

P (u) = g(t)
m∑

i=1

uxicos(N
⊥, xi)− utcos(N⊥, t), Q =

m∑

i=1

aicos(N⊥, xi) + bcos(N⊥, t),

а N⊥ – внутренняя нормаль к границе ∂Dβ, по формуле Грина имеем:
∫

Dβ

(vLu− uL∗v)∂Dβ =
∫

∂Dβ

[(
v

∂u

∂N
− u

∂v

∂N
M

)
+ uvQ

]
ds, (31)

где ∂
∂N – конормаль к ∂Dβ , а M2 = g2(t)

m∑
i=1

cos2(N⊥, xi) + cos2(N⊥, t).

Из (31), принимая во внимание граничные условия (4) и тот факт, что на характеристи-
ческом коноиде S1 конормальная производная ∂

∂N совпадает с производной по касательному
направлению [12], получим

∫
S

τ(r, θ)vt(r, θ, 0)dS = 0. Отсюда, поскольку линейная оболочка си-

стемы функций {τ̄k
n(r)Y k

n,m(θ)} плотна в L2(S) [10], заключаем, что vt(r, θ, 0) = 0, ∀(r, θ) ∈ S.
Следовательно, в силу единственности задачи Коши (см.[12]) вида: L∗v = 0, v(x, 0) =

vt(x, 0) = 0, будем иметь v(x, t) = 0 ∀(x, t) ∈ Dβ .
Единственность решения задачи (1∗), (4) показана. Аналогичным образом доказывается

единственность решения задачи (1∗), (5).
4. Разрешимость задачи 2. Сначала рассмотрим задачу (1∗), (4). Ее решение будем

искать в виде ряда (8). Тогда, как в случае задачи (1), (2), функции v̄k
n(r, t) будут удовлетворять

системе уравнений (10)-(11), где ak
in, ãk

in, b̃k
n заменены соответственно на −ak

in, −ãk
in, −b̃k

n, а c̃k
n

на d̃k
n, i = 1, ..., m, k = 1, kn, n = 0, 1, ... .
Из краевого условия (4) имеем:

v̄k
n|Γ = τ̄k

n(r), v̄k
n|Γβ

= σ̄k
n(r), v̄k

n|Γ1
= ϕ̄k

n(r), k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (32)

Далее, рассмотрим уравнение (19α), к которому сводится каждое уравнение системы (10)-
(11), при этом условие (32) запишется в виде:

ωk
α,n(r, 0) = τk

n(r), ωk
α,n(r, βr) = σk

n(r), ωk
α,n(r, 1− r) = ϕk

n(r), k = 1, kn, n = 0, 1, ... ,

ϕk
n(r) = r(m−1)/2ϕ̄k

n(r).
(33)

Теперь будем решать задачу (19α), (33). Ее решение ищем в виде ωk
α,n(r, x0) = ωk,1

α,n + ωk,2
α,n,

где ωk,1
α,n(r, x0) – решение задачи Коши (19α), (20), а ωk,2

α,n(r, x0) – решение задачи для уравнения
(23) с данными

ωk,2
α,n(r, 0) = 0, ωk,2

α,n(r, βr) = σk
n(r)− ωk,1

α,n(r, βr), ωk,2
α,n(r, 1− r) = ϕk

n(r)− ωk,1
α,n(r, 1− r),

k = 1, kn, n = 0, 1, ... .
(34)

Используя формулы (21), (22), а также обратимость оператора Dα
0t, задачи (19α), (20) и

(23), (34) соответственно сводим к задаче Коши (190), (20) (см.[7, 8]) и к краевой задаче для
(190) с данными ∂

∂x0
ωk,2

0,n(r, 0) = 0, ωk,2
0,n(r, βr) = ψk

1n(r), ωk,2
0,n(r, 1 − r) = ψk

2n(r), которые одно-
значно разрешимы (см.[13]), где ψk

1,n(r), ψk
2n(r) – функции, выражающиеся через τk

n(r), σk
n(r) и

τk
n(r), ϕk

n(r) соответственно.
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Следовательно, задача (19α), (33) имеет единственное решение.
Таким образом, ряд (28) является решением задачи (1∗), (4), где vk

n(r, t), k = 1, kn, n =
0, 1, ... , находятся из двумерных задач.

Аналогичным образом в виде (28) строится решение задачи (1∗), (5).
Разрешимость задачи 2 установлена.
5. Единственность решения задачи 1. Сначала рассмотрим задачу (1), (2). Для этого

построим v(r, θ, t) – решение уравнения (1∗), удовлетворяющее краевым условиям

v|S = τ(r, θ) = τ̄k
n(r)Y k

n,m(θ), v|Sβ∪S1
= 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (35)

τ̄k
n(r) ∈ V. Функцию v(r, θ, t) будем искать в виде (8). Тогда, для ωk

α,n(r, x0) получим уравнение
(19α) с краевыми условиями

ωk
α,n(r, 0) = τk

n(r), ωk
n(r, βr) = 0, ωk

n(r, 1− r) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (36)

В п.4 показано, что задача (19α), (36) имеет единственное решение. Значит, решение задачи
(1∗), (35) в виде (28) построено.

Далее, была показана единственность решения задачи (1∗), (4) в п.3, завершается доказа-
тельство единственности решения задачи (1), (3).

При β = 1 в [14] доказана.
Теорема 3. Задача 1 имеет бесчисленное множество решений.
Пусть теперь 0 < β ≤ 1. Тогда, из теорем 1 и 3 вытекает справедливость следующего

критерия: задача 1 однозначно разрешима ⇔ β < 1.
Замечание. В теореме 1 принадлежность заданных функций к множеству Bl

1(S) суще-
ственна. Как показывают примеры, построенные в [3], при нарушении этого условия, решение
задачи 1 даже для многомерного волнового уравнения может не существовать.
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УДК 539.3

МОДЕЛИРОВАНИЕ ВОЛНОВЫХ ЯВЛЕНИЙ
С ПОМОЩЬЮ ПЕРИОДИЧЕСКИХ

ОДНОМЕРНЫХ СТРУКТУР

А. А. Сыдыков

Казахский государственный женский педагогический университет
г.Алматы ул.Айтеке би, 99 alisher@mail.ru

На основе линейной теории распространения упругих волн произведены расчет напряженного со-
стояния горных пород вблизи выработок, обработка сейсмических данных и интерпретация сей-
смической информации в горном деле.

1. Введение в проблематику и актуальность темы исследования.
Хорошо разработана линейная теория распространения упругих волн. На ее основе произ-

водился расчет напряженного состояния горных пород вблизи выработок, обработка сейсми-
ческих данных и интерпретация сейсмической информации в горном деле. При этом счита-
лось, что горный массив – это однородная среда. В последние годы мнение ученых по поводу
строения горных массивов, ее однородности полярно поменялись, чему способствовал ком-
плекс натурных исследований по изучению особенностей горного давления, проявляющихся
при обработке месторождений полезных ископаемых на больших глубинах, а также реакции
горных пород на взрывные воздействия различной мощности. В результате стали предлагать-
ся различные математические модели процессов распространения упругих волн в породном
неоднородном массиве. Преобладает мнение, что неоднородность строения геосреды связана с
блочно-иерархическим строением горных пород [1]. Согласно этой концепции горный массив
представляет систему вложенных друг в друга блоков разного масштабного уровня. Анализ
размеров блоков в масштабах от кристаллов, фракций породного массива до геоблоков зем-

ной коры показал, что отношение размеров блоков, соседних по масштабу, a =
lN+1

lN
, облада-

ет определенной устойчивостью, хотя однозначного определения этого коэффициента нет. По
данным работы [1] величина a порядка 2,5, а по данным работы [2] величина a примерно
равна 1,4. Согласно мнению исследователей блоки соседних уровней отделены друг от друга
прослойками породы с ослабленными механическими свойствами. Важным экспериментально
найденным статистическим инвариантом блочной структуры является µ , отношение толщины

Keywords: modeling, wave effect, mining, of motion
2000 Mathematics Subject Classification: 34B15
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прослойки между блоками одного масштаба к характерному размеру блока. Согласно данным
работы [2] для пород некоторых рудников величина µ меняется в диапазоне от 0, 5 · 10−2 до
2 · 10−2 . При физическом моделировании распространения сейсмических волн в блочном мас-
сиве с прослойками пользуются двумя периодическими одномерными системами: силикатные
кирпичи чередовались прослойками из резины (пластилина и т.д.). В работах [3-5] эксперимен-
тально показано, что в блочной среде наблюдается распространение групп волн со скоростями
намного меньше скорости продольных волн в материале блоков, так называемых маятниковых
волн. Подобные волны возникают вследствие взаимодействия податливых прослоек. Представ-
ляет интерес теоретическое исследование указанных явлений. В настоящей работе подобные
исследования проводятся на одномерной блочной модели.

2. Математическое моделирование волн в среде с двумя периодическими одно-
мерными системами.

Рассмотрим одномерную периодическую структуру. Пусть точечные частицы одинаковой
массы m расположены вдоль продольной оси x на единичном расстоянии друг от друга и по-
следовательно соединены упругими безинерционными пружинами жесткости c так, что каж-
дая частица взаимодействует только со своими ближайщими соседями слева и справа.

Перемещение n -ой массы вдоль оси обозначим через un . Считаем, что движение проис-
ходит за счет продольных сил Q(t) , где t – время. Начальное состояние выбираем нулевым,
то есть пружины не напряжены и скорости масс – нулевые. Уравнение движения системы в
таком случае имеет вид:

m
d2un

dt2
− c(un+1 − 2un + un−1) = Q(t)δ(n), (1)

причем справедливы начальные условия

un(0) = 0,
d

dt
un(0) = 0,

где δ(n) – дельта функция Дирака:

δ(0) = 1, δ(n) = 0, n 6= 1. (2)

Как обычно введем обозначение: k2 =
c

m
.

Решим уравнение (1) с начальными условиями (2), когда нагрузка представляет собой им-
пульс длительности t0 :

Q(t) =
{

P (t), при 0 < t < t0,
0, при t0 < t,

(3)

где P (t) – форма импульса, который мы будем варьировать. Для изучения маятниковых волн
надо найти асимптотическое поведение решений задачи (1),(2) в длинноволновом приближе-
нии.

Перепишем уравнения движения в виде:




d2un

dt2
= k2(un+1 − 2un + un−1), n 6= 0,

d2u0

dt2
= k2(u1 − 2u0 + u−1) + Q(t).

Умножив обе части уравнения на eiqn и сложив соответствующие части всех уравнений,
получим:

d2

dt2

( ∞∑
n=−∞

un(t)eiqn
)

= Q(t) + k2 ·
∞∑

n=−∞
un(t)(eiq(n+1) − 2eiqn + eiq(n−1)). (4)
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Обозначим через v(q, t) =
∞∑

n=−∞
un(t)eiqn. Принимая во внимание

eiq(n+1) − 2eiqn + eiq(n−1) = eiqn(eiq − 2 + e−iq) = eiqn(2 cos q − 2) = −4 sin2 q

2
eiqn,

соотношение (4) можно переписать в виде:

d2v(q, t)
dt2

+ 4 sin2 q

2
v(q, t) = Q(t). (5)

Из начальных условий (2) вытекают начальные условия для v(q, t) :

v(q, 0) = 0,
dv(q, 0)

dt
= 0. (6)

Решим задачу (5),(6). В результате имеем:

v(q, t) =

t∫

0

sin[2 sin q
2(t− τ)]

2 sin q
2

Q(τ)dτ. (7)

un(t) представляет коэффициент Фурье функции v(q, t) , которая задается правой частью
соотношения (7), поэтому

un(t) =
1
2π

π∫

−π

v(q, t)e−iqndq =

=
1
2π

π∫

−π

( t∫

0

sin[2 sin q
2(t− τ)]

2 sin( q
2)

Q(τ)dτ
)
e−iqndq =

1
2π

t∫

0

K(t, τ)Q(τ)dτ, (8)

где

K(t, τ) =

π∫

−π

sin
[
2 sin q

2(t− τ)
]

2 sin q
2

e−iqndq.

Преобразуем ядро к виду:

K(t, τ) =

π∫

−π

sin
[
2 sin q

2(t− τ)
]

2 sin q
2

e−iqndq = 2

π/2∫

−π/2

sin[2 sin ξ(t− τ)]
2 sin ξ

e−i2ξndξ =

=

π/2∫

0

sin[2 sin ξ(t− τ)]
sin ξ

e−2iξndξ +

π/2∫

0

sin[2 sin ξ(t− τ)]
sin ξ

e2iξndξ = 2

π/2∫

0

sin[2 sin ξ(t− τ)]
sin ξ

cos 2ξndξ.

Таким образом, представление (8) можно записать так:

un(t) =
1
π

t∫

0

[ π/2∫

0

sin[2 sin ξ(t− τ)]
sin ξ

cos 2ξndξ
]
P (τ)dτ, при t < t0,

un(t) =
1
π

t0∫

0

[ π/2∫

0

sin[2 sin ξ(t− τ)]
sin ξ

cos 2ξndξ
]
P (τ)dτ, при t ≥ t0. (9)
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Для выяснения поведения решения произведем численные расчеты при P (t) = 2 sin(
πt

5
) ,

t0 = 5 . В этом случае нас интересует вторая ветвь формулы (9):

un(t) =
1
π

t0∫

0

[ 1∫

0

sin[2η(t− τ)]
η

· cos[2n(arcsin η)]√
1− η2

dη
]
P (τ)dτ =

=
1
π

t0∫

0

[ 1∫

0

(sin 2ηt cos 2ητ − cos 2ηt · sin 2ητ)
cos(2n(arcsin η))

η
√

1− η2
dη

]
P (τ)dτ.

Из полученных численных результатов видно, как с удалением от места воздействия, ре-
зультаты расчетов приближаются к решению непрерывной задачи:

∂2u

∂t2
= k2 ∂2u

∂x2
+ Q(t)δ(x).
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Ðåøåíà çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîòîêà ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïîâåðõíîñòíûõ óïðóãèõ âîëí
âäîëü ñòîõàñòè÷åñêîé ñëàáî øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè.

Äëÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê óïðóãèõ âîëí â îäíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò
îñëàáëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òðàíñïîðòíûì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè, îòðàæàþùèì ìàëîýôôåêòèâíîñòü
ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ íà íåáîëüøèå óãëû, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì íàïðàâëåíèåì ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ.

Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëîñü ðàñïðîñòðàíåíèå ðýëååâñêîé âîëíû ïî øåðîõîâàòîé ïîâåðõ-
íîñòè óïðóãîãî èçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ïîâåðõíîñòü óïðóãîé ñðåäû ïðåäïîëàãàëàñü
ñëó÷àéíîé, à îòêëîíåíèå ýòîé ñëó÷àéíîé ïîâåðõíîñòè îò ïëîñêîñòè x = 0 ñ÷èòàëîñü ìàëûì
ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ðýëååâñêîé âîëíû. Âû÷èñëÿëñÿ
âåêòîð ñìåùåíèÿ ñðåäû, óñðåäíåííûé ïî àíñàìáëþ ñëó÷àéíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîÿâèâøååñÿ çà-
òóõàíèå τ áûëî ñëåäñòâèåì ðàññåÿíèÿ ðýëëåâñêîé âîëíû âî âòîðè÷íûå ðýëååâñêèå è îáúåìíûå
âîëíû.

Ïîäîáíûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ [2] è [3] äðóãèì ìåòîäîì, îäíàêî ïðè ýòîì
ó÷èòûâàëîñü ëèøü ðàññåÿíèå ðýëååâñêîé âîëíû â îáúåìíûå âîëíû. Â ðÿäå ñëó÷àåâ çàòóõàíèå
âñëåäñòâèå âîçáóæäåíèÿ âòîðè÷íûõ ðýëååâñêèõ âîëí, êàê ïîêàçàíî â [1], ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.
Ðàññìîòðåííîå â [1] çàòóõàíèå âû÷èñëÿëîñü êàê ñìåùåíèå ïîëþñà óñðåäíåííîé ïî øåðîõîâàòî-
ñòÿì ãðèíîâñêîé ôóíêöèè óðàâíåíèé óïðóãîñòè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå τ îïðåäåëÿëîñü àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ âîëíû íà øåðîõîâàòîñòÿõ è ïðè óâåëè÷å-
íèè êîððåëÿöèîííîãî ðàäèóñà øåðîõîâàòîñòåé d íå ñòðåìèëîñü ê íóëþ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óâåëè÷åíèå d îçíà÷àåò ïðèáëèæåíèå ïîâåðõíîñòè ê èäåàëüíî ïëîñêîé, è
çàòóõàíèå â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî áûëî áû óáûâàòü.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ýòîãî âîïðîñà â íàñòîÿùåé ðàáîòå âû÷èñëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìàÿ
âåëè÷èíà � ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè, óñðåäíåííàÿ ïî øåðîõîâàòîñòÿì. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäåëå
áîëüøèõ d çàòóõàíèå îïðåäåëÿåòñÿ òðàíñïîðòíûì âðåìåíåì τtr, óáûâàþùèì ïðè áîëüøèõ d.
Keywords: A density energy �ow of elastic waves, a statistically rough surface, a transport coe�cient of relaxation
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 74H10
c Å. È. Óðàçàêîâ, 2009.
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Ïðè÷èíà çàìåíû τ íà τtr ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ðàññåÿíèå íà íóëåâîé óãîë íå âíîñèò âêëàäà â
çàòóõàíèå. Ïðè âû÷èñëåíèè ïîòîêà íàðÿäó ñ ãðèíîâñêèìè ôóíêöèÿìè òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü
âåðøèííûå äèàãðàììû, ÷òî è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ τtr. Ðåøàåìàÿ íàìè çàäà÷à áëèçêà ê çàäà÷å
î ñêèí-ýôôåêòå íà øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè [4]. Äðóãîé ïðèìåð � ñîïðîòèâëåíèå ñïëàâîâ [5].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè q (x, s, t) â çâóêîâîé âîëíå îïðåäåëèì
èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè:

dε (x, s, t)
dt

= −div q (x, s, t) ,

ãäå ïëîòíîñòü ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

ε = ρc2
t u

2
ik +

ρ

2
(
c2
l − 2c2

t

)
u2

jj + pi
u2

i

2
, (1)

uik � òåíçîð äåôîðìàöèè, s � äâóìåðíûé âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè y, z. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ

üi = c2
t

∂2ui

∂x2
j

+
(
c2
l − 2c2

t

) ∂2uj

∂xi∂xj
, (2)

ïîëó÷èì äëÿ q (x, s, t) âûðàæåíèå:

qj (x, s, t) = − [
2ρc2

t u̇iuij + ρ
(
c2
l − 2c2

t

)
u̇juii

]
. (3)

Èç óðàâíåíèÿ (2) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

σαβnβ = Pα (x, s, t) , (4)
êîòîðûå äîëæíû áûòü âûïîëíåíû íà ñëó÷àéíîé ïîâåðõíîñòè x = ξ (s), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé ïî êîîðäèíàòå s (σαβ � òåíçîð íàïðÿæåíèé), îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ñìåùåíèÿ
uα (x, s, t). Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèëà Pα (x, s, t) îòëè÷íà îò íóëÿ â íåêîòîðîé ìàëîé îáëàñòè
íà ïîâåðõíîñòè è âû÷èñëÿåì ïîòîê íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ìåñòà âîçáóæäåíèÿ.

2. Ðåøåíèå çàäà÷è. Ðåøåíèå óðàâíåíèé (2), ðàçëîæåííîå ïî t è s â èíòåãðàë Ôóðüå,
çàïèøåì â âèäå:

uα (x,p, ω) =
∑

γ

u(γ)
α (p, ω)Cγ (p, ω) eipγ

xx, (5)

ãäå u
(γ)
α (p, ω) � ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2),

u(γ)
α (p, ω) =




p
(x)
x ipy ipz

−ipy −p
(y)
x 0

−ipz 0 p
(z)
x


 , p(γ)

x =

√
ω2

c2
γ

− p2, (6)

Èíäåêñ γ ñòîëáöà ìàòðèöû (6) íóìåðóåò òðè íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ cγ ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ïîïåðå÷íûõ âîëí ïðè γ = y, z è ñî ñêîðîñòüþ ïðîäîëüíûõ âîëí
γ = x. Âåêòîð C (p, ω) îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (4), êîòîðîå ïîñëå ðàçëîæåíèÿ â
èíòåãðàë Ôóðüå è ïîäñòàíîâêè (5) â (4) ïðèíèìàåò âèä (âåêòîðíûå èíäåêñû îïóñêàåì):

H(0) (p, ω)C (p, ω) +
∫

d2q

(2π)2
[
V(1) (p,q) + V(2) (p,q)

]
C (q, ω) = P (p, ω) , (7)

ãäå
H

(0)
αγ (p, ω) = i

(
p
(γ)
x u

(γ)
α (p, ω) + pαu

(γ)
x (p, ω) + δαx

(
c2l
c2t
− 2

)
pβu

(γ)
β (p, ω)

)
,
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V(1)
α (p, q) = ξ (p− q)

[
δαβ (p− q)qu

(γ)
β (q, ω) + (p− q)β qαu

(γ)
β (q, ω)+

+
(

c2l
c2t
− 2

)
(p− q)α qβu

(γ)
β (q, ω)− q

(γ)2

x u
(γ)
α (q, ω)+

qαq
(γ)
x u

(γ)
x (q, ω) +

(
c2l
c2t
− 2

)
δαxq

(γ)
x qβu

(γ)
β (q, ω)

]
,

V(2)
αγ (p,q) = i

∫ d2q′

(2π)2
ξ (p− q− q′) ξ (q′) q

(γ)
x

[(
qq′ − q

(γ)2

x
2

)
u

(γ)
α (q, ω)+

+
(

q′βδ − δβx
q
(γ)
x
2

)
q
(γ)
α u

(γ)
β (q, ω) +

(
c2l
c2t
− 2

)(
q′αδ − δαx

q
(γ)
x
2

)
q
(γ)
β u

(γ)
β (q, ω)

]
.





(8)

Â ôîðìóëàõ (8) pαδ = 0 ïðè α = x, pα = py, pz ïðè α = y, z. Êàê è â [1], ñ÷èòàåì àìïëèòóäó
øåðîõîâàòîñòè ξ (s) ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé çâóêîâîé âîëíû λ, ïîýòîìó ïðè âûâîäå (7)
ëåâàÿ ÷àñòü ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (4) ðàçëîæåíà ïî ξ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà òðåáóåòñÿ ïîäñòàâèòü (5) â (3). Íàõîäèì:

qs (x,p, ω) = − ρc2
t

(2π)3

∫
ω′dω′d2p′

{(
p− p′

)
s′

[
u

(γ)
k

(
p′, ω′

)
u

(β)
k

(
p− p′, ω − ω′

)
δs′s+

+u
(γ)
s′

(
p′, ω′

)
u(β)

s

(
p− p′, ω − ω′

)
+

(
c2
l

c2
t

− 2
)

u(γ)
s

(
p′, ω′

)
u

(β)
s′

(
p− p′, ω − ω′

)]
+

+p(β)
x

(
p− p′

)
u(γ)

x

(
p′, ω′

)
u(β)

s

(
p− p′, ω − ω′

)
+

(
c2
l

c2
t

− 2
)

p(β)
x

(
p− p′

)
u(γ)

s

(
p′, ω′

)
u(β)

x

(
p− p′, ω − ω′

)}×

×Cγ

(
p′, ω′

)
Cβ

(
p− p′, ω − ω′

)
exp

{
i
(
p(γ)

x

(
p′

)
+ p(β)

x

(
p− p′

))
x
}

. (9)

Â èíòåðåñóþùåì íàñ ïîòîêå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ìåñòà âîçáóæäåíèÿ ÷ëåí ñ p
(β)
x (p− p′)

ñ ïîìîùüþ óñëîâèé (4) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó, ñîäåðæàùåìó (p− p′)s, ïîñëå ÷åãî âûðàæåíèå
(9) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

qs (x,p, ω) = − ρc2
t

(2π)3

∫
ω′dω′d2p′

(
p− p′

)
s′ Cγ

(
p′, ω′

)
Cβ

(
p− p′, ω − ω′

)×

×T
(γβ)
ss′

(
p′, ω′,p− p′, ω − ω′

)
exp

{
i
(
p(γ)

x

(
p′

)
+ p(β)

x

(
p− p′

))
x
}

, (10)
ãäå

T
(γβ)
ss′

(
p′, ω′,p− p′, ω − ω′

)
= u

(γ)
k

(
p′, ω′

)
u

(β)
k

(
p− p′, ω − ω′

)
δs′s+

+u
(γ)
s′

(
p′, ω′

)
u(β)

s

(
p− p′, ω − ω′

)− 2u(γ)
s

(
p′, ω′

)
u

(β)
s′

(
p− p′, ω − ω′

)−

−u(γ)
x

(
p′, ω′

)
u(β)

x

(
p− p′, ω − ω′

)
δs′s.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ C òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå (7). Â ñèëó ìàëîñòè ξ (s) , áóäåì ðåøàòü
óðàâíåíèå (7) èòåðàöèÿìè ïî V(1) è V(2).

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè:
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C(0) (p, ω) = H(0)−1 (p, ω) P (p, ω) .

Ïîäñòàâëÿÿ C(0) (p, ω) â (5), ïîëó÷èì ðåøåíèå íà èäåàëüíî ðîâíîé ïîâåðõíîñòè:

uα (x,p, ω) = u(γ)
α (p, ω) H

(0)−1
γβ (p, ω) Pβ (p, ω) eip

(γ)
x x. (11)

Ïîëþñà uα (x, p, ω) (11), îïðåäåëÿåìûå èç óñëîâèÿ

detH(0) (p, ω) =
(

2p2 − ω2

c2
t

)2

+ 4p2py
xpx

x = 0,

äàþò èçâåñòíûé ñïåêòð ðýëååâñêèõ âîëí íà èäåàëüíîé ïîâåðõíîñòè

p = p0 (ω) =
ω

cR
.

Óñðåäíåííûé ïî âðåìåíè ïîòîê ïëîòíîñòè ýíåðãèè, îïðåäåëÿåìûé èíòåãðèðîâàíèåì âûðà-
æåíèÿ (10) ïî p ñ ìíîæèòåëåì eips, äîëæåí âû÷èñëÿòüñÿ ïðè ω = 0. Íà èäåàëüíîé ïîâåðõíîñòè
ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ ïîëþñàìè è âåòâëåíèÿìè âû-
ðàæåíèÿ (11), à òàêæå ïåðåâàëüíûìè òî÷êàìè ýêñïîíåíòû â (9). Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþò âêëàä
îáúåìíûõ âîëí â ïîòîê ýíåðãèè. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî óãëó ìåæäó p è s èìåþòñÿ äâå ïåðå-
âàëüíûå òî÷êè, îòâå÷àþùèå äâóì íàïðàâëåíèÿì ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Íàéäåì âêëàä ïîëþñîâ, ò.å. ðýëååâñêèõ âîëí, â ïîòîê ýíåðãèè. Çàïèñûâàÿ îáðàòíóþ ìàòðèöó
H(0)−1 (p, ω) âáëèçè ïîëþñà â âèäå:

H(0)−1
γβ (p, ω) =

(
p2 − p2

0 (ω) + iδ
)−1

Rγβ (p) , (12)

ãäå Rγβ (p) íå èìååò îñîáåííîñòè, ïîëó÷àåì äëÿ âêëàäà ðýëååâñêèõ âîëí â ïîòîê ýíåðãèè ñëå-
äóþùóþ îöåíêó:

q(s) (0, s, 0) ∼ ρ

s

∫
dω′ω′3p2

(
ω′

)
. (13)

Âêëàä ïåðåâàëüíîé òî÷êè pγ = ω
cγ

(
s
/√

(x2 + s2)
)
, èìåþùåéñÿ â èíòåãðàëå ïî ìîäóëþ p,

îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q(s) (x, s, 0) ∼ ρctx
3

(x2 + s2)
5/2

∫
dω′ω′2p2

(
ω′

)
. (14)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âêëàä âåòâëåíèé íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ïðîïîðöèîíàëåí 1
/(

x2 + s2
)5/4,

÷òî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ (14).
Âîçâðàùàÿñü ê ñëó÷àþ øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè íà n-îì øàãå èòåðàöèè, íàõîäèì:

C(n) (p, ω) = −
∫

d2q

(2π)2
H(0)−1 (p, ω)

[
V(1) (p,q) + V(2) (p,q)

]
C(n−1) (p, ω) . (15)

Ïîäñòàâëÿÿ (15) â (10) è óñðåäíÿÿ ïî øåðîõîâàòîñòÿì, âèäèì, ÷òî âîçíèêàþò ñëàãàåìûå
äâóõ òèïîâ. Â ñëàãàåìûõ ïåðâîãî òèïà ñðåäíåå îò ïðîèçâåäåíèÿ Cγ (p′, ω′) Cβ (p− p′, ω − ω′)
ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ñðåäíèõ. Âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî îò Cγ (p′, ω′), ïîäðîáíî îïèñàííîå
â [1], ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

〈Cγ (p, ω)〉 = H−1
γα (p, ω) Pα (p, ω) ,
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Hγα (p, ω) = H(0)
γα (p, ω)−

∫
d2q

(2π)2
(〈

V(1)
γβ (p,q) H

(0)−1
βδ (q, ω)V(1)

δα (q,p)
〉

+
〈
V(2)

γα (p,p)
〉)

. (16)

×ëåíû ñ V èçìåíÿþò ñïåêòð ðýëååâñêèõ âîëí. Âáëèçè ïîëþñà H−1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå, àíàëîãè÷íîì (12):

H−1 (p, ω) =
(
p2 − p2

0 (ω) + i/τcR

)−1
R (p) . (17)

Àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ (τcR)−1 ïðèâåäåíû â [1]. Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (16) ïîç-
âîëÿåò âû÷èñëÿòü çàòóõàíèå ëèøü âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî ξ/λ, â êîòîðîì îíî îïðåäåëÿåòñÿ
áèíàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

〈
V(1)V(1)

〉
∼ ξ2 ∼

〈
ξ (p) ξ

(
p′

)〉
= (2π)2 δ

(
p + p′

)
ξ2 (p) .

Ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî â òî âðåìÿ êàê V(1) îïðåäåëÿåò êàê çàòóõàíèå, òàê è ñìåùåíèå ñîáñòâåí-
íûõ ÷àñòîò,

〈
V(2) (p,p)

〉
âêëàä â çàòóõàíèå íå äàåò. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â äàëüíåéøåì

〈
V(2) (p,p)

〉
ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

Íåñâîäÿùååñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ ñðåäíèõ âûðàæåíèå âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî ξ èçîáðàæåíî íà
ðèñóíêå.

Ðèñ. 1: Äèàãðàììà âòîðîãî ïîðÿäêà

Òîíêàÿ ëèíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ H(0)−1 (p′, ω′) è îêàí÷èâàåòñÿ P (q, ω′), ëèáî íà÷èíàåòñÿ ñ H(0)−1

(p− p′, ω − ω′) è îêàí÷èâàåòñÿ P (p− q, ω − ω′), à ïóíêòèðíîé ëèíèè ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíàÿ
êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ξ2, â âåðøèíå ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü V(1). Ïðîèçâåäÿ ñóììèðîâàíèå
èòåðàöèîííîãî ðÿäà äëÿ ñðåäíåãî

〈
Cγ

(
p′, ω′

)
C∗

β

(
p′ − p, ω′ − ω

) (
p′ − p

)
s

〉 ≡
∏

γβs

(
p′, ω′,p′ − p, ω′ − ω

)
,

â ëåñòíè÷íîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:
∏

γβs

(
p′, ω′,p′ − p, ω′ − ω

)
= H−1

γα

(
p′, ω′

)
H−1∗

βδ

(
p′ − p, ω′ − ω

)×

× [
Pα

(
p′, ω′

)
P ∗

δ

(
p′ − p, ω′ − ω

)] (
p′ − p

)
s
+

+
∫

d2q

(2π)2
〈
V(1)

αµ

(
p′,q

)
V(1)∗

δα

(
p′ − p,q− p

)〉∏
µαs

(
q, ω′,q− p, ω′ − ω

)
. (18)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2009. Òîì 9. �2 (32)



Î òðàíñïîðòíîì âðåìåíè ðåëàêñàöèè äëÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîâåðõíîñòíûõ âîëí111

Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü â îñíîâíîì ñëó÷àé, êîãäà êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ
d (îáëàñòü, â êîòîðîé ξ2 çàìåòíî îòëè÷íà îò íóëÿ) âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíîé äëèíîé
ðýëååâñêèõ âîëí. Ïðè âûâîäå (18) ìû ïðåíåáðåãëè ÷ëåíàìè ïîðÿäêà λ/d. Ñðåäíèé ïî âðåìåíè
ïîòîê q (x,p, ω) íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ p è ω, ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàê-
òåðíûìè ÷àñòîòàìè è äëèíàìè ðýëååâñêèõ âîëí. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èíòåãðàë

∫
d2t

(2π)2
〈
V(1)

αµ

(
p′, t

)
V(1)∗

βν

(
p′ − p, t− p

)〉 ∏
µνs

(
t, ω′, t− p, ω′ − ω

)
= p′sKαβ

(
ω, ω′

)
(19)

áóäåì âû÷èñëÿòü ïðè ìàëûõ p è ω, à p′ ñîîòâåòñòâóåò äëèíå âîçáóæäàåìûõ ðýëååâñêèõ âîëí.
Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (18) óìíîæèì åãî íà

〈
V(1)

αγ (l,p′)V(1)∗
δβ (l− p,p′ − p)

〉
è ïðîèíòåãðè-

ðóåì ïî p′. Ïîëó÷èì:
l.sKαδ (ω, ω′) =

∫ d2p′

(2π)2

〈
V(1)

αγ (l,p′)V(1)∗
δβ (l− p,p′ − p,)

〉
×

×H−1
γµ

(
p′, ω′

)
H−1∗

βγ

(
p′ − p, ω′ − ω

) [
Pµ

(
p′, ω′

)
P ∗

γ

(
p′ − p, ω′ − ω

)
+ Kµγ

(
ω, ω′

)]
p′s. (20)

Õàðàêòåð ðåøåíèé óðàâíåíèé (20) îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàêàÿ èç ôóíêöèé

ξ2

(
l− p′

) ∼
〈
V(1)

(
l,p′

)
V(1)∗ (

l− p,p′ − p
)〉

èëè
H−1

(
p′, ω′

)
H−1∗ (

p′ − p, ω′ − ω
)

ÿâëÿåòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî p′ áîëåå îñòðîé. Ïåðâàÿ ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè
ìîäóëÿ â èíòåðâàëå ïîðÿäêà 1/d, à âòîðàÿ � â èíòåðâàëå 1/τcR. Ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâà-
ëû óãëà âåêòîðà p′: 1/dp0 (ω′) äëÿ ξ2 (l− p′) è 1

/√
τcRp äëÿ H−1 (p′, ω′)H−1∗ (p′ − p, ω′ − ω).

Óìíîæàÿ (20) ñêàëÿðíî íà l è èñïîëüçóÿ (18), âèäèì, ÷òî èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå
ñëó÷àè.
à) Êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ d ïî ñðàâíåíèþ ñ τcR. Èíòåãðèðîâàíèå ïî âåêòîðó p′ â (20) âû-
ïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îñòðîé ôóíêöèè ξ2 (l− p′), è ïîëþñíûå çíàìåíàòåëè H−1 ìîãóò áûòü
âûíåñåíû ïðè p′ = l. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàííîå ëåñòíè÷íîå ïðèáëèæåíèå íåïðèìåíèìî,
ïîòîìó ÷òî îïóùåííûå ïðè âûâîäå (18) äèàãðàììû âåëèêè ïî ïàðàìåòðó (ap′)−2.
á) Ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ êîððåëÿöèîííîãî ðàäèóñà d < τcR èíòåãðèðîâàíèå ïî ìîäóëþ p
âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëþñíûõ çíàìåíàòåëåé, à èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëó θ′ � ìåæäó p′ è l
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ξ2 ïðè óñëîâèè

p

p0 (ω′) d
¿ 1

τcR
. (21)

Âûäåëÿÿ ïîëþñíîé çíàìåíàòåëü b ≡ (p cos θ + p0 (ω)− i/τcR)−1, ãäå θ - óãîë ìåæäó p′ è l, è
ââîäÿ íå èìåþùóþ îñîáåííîñòåé ìàòðèöó

Mαβ

(
l,p′

)
=

V(1)
αδ (l,p′) Rδβ (p′)

2p0 (ω′)
,

ïîëó÷àåì:

Kαδ

(
ω, ω′

)
= iπb

[〈
−

∫
MαµM∗

δγ cos θ′dθ′
〉

PµP ∗
γ +

〈
−

∫
MαµM∗

δγ cos θ′dθ′
〉

Kµγ

(
ω, ω′

)]
. (22)
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Ðåøàÿ (22), íàõîäèì:
Kµγ (ω, ω′) =

[
δµβδνγ − iπb

〈− ∫
MµβM∗

νγ cos θ′dθ′
〉]−1 ×

〈
− ∫

MβαM∗
γδ cos θ′dθ′

〉
iπbPαP ∗

δ

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå Kαδ èç (22) â âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿðèçîâàííîãî îïåðàòîðà
∏

γβs (18),
ïîëó÷àåì:

∏
γβs

= H−1
γα H−1∗

βδ p′s

{
PαP ∗

δ +
[
δαβδδγ − iπb

〈
−

∫
MαβM∗

δγ cos θ′dθ′
〉]−1

×

× iπb

〈
−

∫
MβµM∗

νν cos θ′dθ′
〉

PµP ∗
γ

}

Ïðåäñòàâëÿÿ îáðàòíóþ ìàòðèöó â âèäå:
[
δµβδνγ − iπb

〈
−

∫
MµβM∗

νγ cos θ′dθ′
〉]−1

=

= det
[
δµβδνγ − iπb

〈
−

∫
MµβM∗

νγ cos θ′dθ′
〉]

Nµβ, νγ

ãäå Nµβ, νγ íå èìååò îñîáåííîñòåé, íàõîäèì:
∏

γβs

(
p′, ω′,p′ − p, ω′ − ω

)
=

= H−1
γα

(
p′, ω′

)
H−1∗

βδ

(
p′ − p, ω′ − ω

)
p′s

{
−p cos θ − p0 (ω) + i

τrR

−p cos θ − p0 (ω) + i
τtrcR

}
Nµα, νδPµP ∗

ν , (23)

ãäå 1
τtr

= πcR

〈− ∫
SpM SpM∗ (cos θ′ − 1) dθ′

〉
.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ óãëîâ |θ′| < 1/p0 (ω′) d è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùóþ îöåíêó:

τ−1
tr ∼ a2p2

0 (ω′)
d

cR. (24)

Èç ôîðìóëû (24) âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì d âðåìÿ τtr ðàñòåò. Àñèìïòîòèêà ïîòîêà ýíåðãèè â
ýòîì ñëó÷àå äàåòñÿ âûðàæåíèåì:

q (0, s, 0) ∼ exp
{
− s

τtrcR

}
s−1ρ

∫
ω′3P 2(ω′)dω′,

(τcR)−1 < d−1 < p0(ω′)√
τcRp .



 (25)

â) Â ñëó÷àå p
/

p0 (ω′) d2 À (τcR)−1 îöåíêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (18) äàåòñÿ ïåðâûì ñëàãàåìûì â
ïðàâîé ÷àñòè. Â ýòîì ñëó÷àå çàòóõàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû òåì æå τ , ÷òî è ñìå-
ùåíèå ïîëþñîâ ãðèíîâñêîé ôóíêöèè H−1 (p, ω). Ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû
ïðèâåäåíû â ðàáîòå [1].

Òàêèì îáðàçîì, òðàíñïîðòíîå âðåìÿ çàòóõàíèÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå ïëîñêèõ
ó÷àñòêîâ � d äëÿ ñëó÷àÿ äàâàåìîãî îöåíêîé (24), ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ îïðåäåëÿåò ôèçè÷å-
ñêèé õàðàêòåð îñëàáëåíèÿ ïîòîêà ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí íà ñòîõàñòè÷åñêè-
øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè.
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В моей статье опубликованной в журнале “Математический журнал”, 2002, том. 2, №3, стр.
5 – 13 в доказательстве теоремы 3 использована теорема 2, где на фундаментальную функцию
накладывается дополнительное условие. Поэтому формулировка теоремы 3 должна быть в
следующей формулировке.

Теорема 3. Пусть дан модуль непрерывность ω(δ), δ ∈ [0, 1], X(ϕ) — сепарабельное сим-
метричное пространство, 1 < αϕ ≤ βϕ < 2 и система Хаара χ{pn} определена ограниченной
последовательностью {pn}. Тогда для того, чтобы для любой функции f ∈ Hω ряд (2) равно-
мерно сходился на [0,1] необходимо и достаточно,чтобы

∞∑

n=1

[nϕ(n−1)]−1ω(n−1) < +∞. (5)

Доказательство остается без изменения.

Карагандинский государственный
университет им. Е.А. Букетова

Поступила в редакцию 22.08.2008г.

Keywords: Haar systems, symmetric space
2000 Mathematics Subject Classification: 42A10



Математический журнал. Алматы. 2009. Том 9. № 2 (32). P. 115 – 120

РЕФЕРАТЫ — ABSTRACTS

УДК: 517.518 2000 MSC: 42А10

A k i s h e v G . On expansion coefficients with respect to systems similar to orthogo-
nal// Mathematical journal. 2009. Vol. 9. № 2 (32). P. 5 – 14.

In this paper are proved the estimate of expansions coefficients with respect to similar orthogonal
systems of elements of Marcinkiewicz, Lorentz spaces and theorems Hardy-Littluwuda for systems
similar.

References – 13.

УДК: 517.518 2000 MSC: 42А10

А қ ы ш е в Ғ . Ортогоналдыққа ұқсас жүйе бойынша жiктеу коэффициенттерi
туралы // Математикалық журнал. 2009. Т. 9. № 2 (32). Б. 5 – 14.

Функцияларды ортогональ жүйеге ұқсас жүйе бойынша жiктеу коэффициенттерiмен оның
Лоренц, Марцинкевич кеңiстiктерiнiң мөлшерiнiң арасындағы байланыс орнатылған.

Библ. – 13.

УДК: 517.6:539.3 2000 MSC: 74В05,35Е05

A l e x e y e v a L . A . Generalized solutions of the BVP of elastodynamics in the
case of subsonic running loads// Mathematical journal. 2009. Vol. 9. № 2 (32). P. 15 – 23.

The boundary value problems are considered for elastic medium, bounded by cylindrical surface,
on which the load moves with constant subsonic velocity, which type is not changed in the course
of time. This class of problems is model for dynamics of underground constructions, type of the
transport subways, as well as overland road transport. The generalized functions method is developed
for solving BV problems. The dynamic analogues of Green formulas are built. On their base the
singular border integral equations and generalized decisions is defined.

References – 8.

УДК: 517.6:539.3 2000 MSC: 74В05,35Е05

А л е к с е е в а Л . А . Қума жүктемелердiң дыбысқа дейiнгi икемдi динамика-
ның шектi есептердiң жағдайындағы талдап қорытылған шешiмдерi // Математика-
лық журнал. 2009. Т. 9. № 2 (32). Б. 15 – 23.

Түрi уақыт ағынымен өзгермейтiн, цилиндрлiк бетпен шектелген тұрақты дыбысқа дейiнгi
жылдамдық арқылы қозғалатын жүктеменiң серпiмдi орта үшiн шеткi есептерi қарастырыла-
ды. Берiлген класс есептерi жер асты құрылыстарының модельдi динамикасы үшiн, сонымен
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қатар транспорттық тонельдерде және жер үстi жол транспорттарында қолданылады. Шеткi
есептердi шешу үшiн талдап қорытылған функциялық әдiстер дамытылуда. Қойылған шектi
есептердi шешетiн Грин формуласына аналогтық динамикалық формулалар құрылған және
олардың негiзiнде сингулярлы шектi интегралды теңдеулер алынды.

Библ. – 8.

УДК: 523.98, 530.182 2000 MSC: 37N30

B e l o s l u d t s e v O . M . , M a k a r e n k o N . G . , P a k A . A . Diagnostics of syn-
chronous patterns in geophysical time series with the help of symbolic dynamics //
Mathematical journal. 2009. Vol. 9. № 2 (32). P. 24 – 34.

In this paper we research mutual correlations between distinct geophysical signals which are
seen simultaneously on geophysical observatories of Almaty test-site. We use method of symbolic
dynamics that gives us several advantages: First, this approach allows analyzing heterogenic data
without pre-norming. Second, it has a tolerance for errors of estimations. With the help of the
method we detected the general synchronization of various geophysical samples. A probable result
explanation is the existence of a single seismological scenario that is related to the movement of
geophysical joints.
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УДК: 523.98, 530.182 2000 MSC: 37N30

Б е л о с л ю д ц е в О . М . , М а к а р е н к о Н . Г . , П а к А . А . Символикалық
динамика әдiсi бойынша геофизикалық берiлiмдердiң уақытты қатарларындағы
синхрондық паттерндер диагностикасы // Математикалық журнал. 2009. Т. 9. № 2 (32).
Б. 24 – 34.

Алматы болжамдық сынақ алаңындағы геофизикалық обсерваторияларында синхронды
түрде бақыланатын әртүрлi геофизикалық дабылбелгiлер арасындағы өзара байланыс зерт-
теледi. Ол үшiн бiрiншiден әртүрлi жаратылысты берiлiмдердi алдынала шамалаусыз-ақ тал-
дауға жағдай жасайтын, екiншiден өлшеу қателерiне толерантты қасиетi бар символикалық
динамиканың апараты қолданылады. Әдiс әр түрлi жаратылысты дабылбелгiлер санақбасын
жалпылай синхрондауды табуды қамтамасыз еттi. Нәтиженiң мүмкiн түсiнiктемесi - геологи-
ялық ортаның бөлшектерiнiң қозғалысымен байланысты бiрыңғай сейсмикалық сценарийдық
болуында.

Библ. – 13.

УДК: 517.51 2000 MSC: 42C10, 46E25

B i m e n d i n a А . U . , S m a i l o v Е . S . Sufficient condition of investment in Lo-
renz’s space by weak parameter// Mathematical journal. 2009. Vol. 9. № 2 (32). P. 35 – 44.

In this article are considered correlations between the best approximations by means of linear
aggregates of Price systems in different metrics of Lorenz’s space by weak metrical parameter.
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УДК: 517.51 2000 MSC: 42C10, 46E25

Б и м е н д и н а А . У . , С м а и л о в Е . С . Лоренц кеңiстiгiне функцияның ен-
гiзiлуiнiң жеткiлiктi шарты// Математикалық журнал. 2009. Т. 9. № 2 (32). Б. 35 – 44.
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Мақалада Лоренц кеңiсiтiктерiнде Прайс көпмүшелiктерiмен алынған ең жақсы жуықта-
улар арасындағы қатынастар қарастырылып, енгiзiлу шарттары әлсiз параметрлермен аны-
қталған.

Библ. – 13.

УДК: 517.962 2000 MSC: 42A10

B o p a e v K . B . , B o p a e v a C . K . About area of compressibility unstable RDS
and the determined chaos// Mathematical journal. 2009. Vol. 9. № 2 (32). P. 45 – 52.

Steady and not steady points collide during bifurcation, which subsequently are destroyed and
positions pass in chaos.
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УДК: 517.962 2000 MSC: 42A10

Б о п а е в К . Б . , Б о п а е в а С . К . Орнықсыз айырымдық динамикалық жүй-
енi қысу аймағы және детерминантты хаос// Математикалық журнал. 2009. Т. 9. № 2
(32). Б. 45 – 52.

Бифуркация барысында орнықты және орнықсыз нүктелер соқтығысып, оның нәтижесiнде
екеуiде өздерiнiң мағынасын жоғалтып хаосқа айналады.

Библ. – 15.

УДК: 517. 5 2000 MSC: 41A46

Ж е н с ы к б а е в А . А . Сглаживание истокообразных функций многих пере-
менных // Mathematical journal. 2009. Vol. 9. № 2 (32). P. 53 – 63.

Рассматриваются проблемы сглаживания оператора информации на множестве функций
типа свертки. В частности, даны методы линейного и нелинейного сглаживания хаотических
данных.
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УДК: 517. 5 2000 MSC: 41A46
Ж е ң с ы к б а е в А . Ә . Көп айнымалы бастаутәрiздi функцияларды тегiстеу//

Математикалық журнал. 2009. Т. 9. № 2 (32). Б. 53 – 63.

Орама тәрiздi функциялар жиынында ақпараттық операторды тегiстеу мәселелерi қарас-
тырылады. Дербес жағдайда, хостық берiлiмдердi сызықты және бейсызық тегiстеу әдiстерi
берiлген.

Библ. – 5.

УДК: 519.624 2000 MSC: 34B37
K a d i r b a y e v a J . M . One algorithm of a finding of the solution of two points

boundary value problem loaded differential equations // Mathematical journal. 2009. Vol. 9.
№ 2 (32). P. 64 – 70.

Two points boundary value problem of loaded differential equations is investigated by method
of parametrization with different paces of decomposition of an interval. The algorithm of finding
approximate solution is offered and sufficient conditions of algorithm convergence to unique solution
of considering problem are obtained.
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УДК: 519.624 2000 MSC: 34B37

К а д ы р б а е в а Ж . М . Жүктелген дифференциалдық теңдеулер үшiн сызы-
қты екi нүктелi шеттiк есептiң шешiмiн табудың бiр алгоритмi туралы// Математи-
калық журнал. 2009. Т. 9. № 2 (32). Б. 64 – 70.

Жүктелген дифференциалдық теңдеулер үшiн екi нүктелi шеттiк есеп интервалды әр түрлi
қадамдармен бөлуiмен параметрлеу әдiсi арқылы зерттеледi. Қарастырылып отырған есептiң
жуық шешiмiн табу алгоритмi ұсынылған және ол алгоритмнiң жалғыз шешiмге жинақтылы-
ғының жеткiлiктi шарттары алынған.

Библ. – 6.

УДК: 539.22 2000 MSC: 83C50, 74E10, 74E15, 76F05, 74N05

K a n y m g a z i e v a I . A . Diagrams of direction magnetic moment of dipole in
anisotropic medium // Mathematical journal. 2009. Vol. 9. № 2 (32). P. 71 – 77.

The exact analytical solutions of Maxwell’s equations for radiation of point magnetic dipole in
anisotropic medium are received. The directivity diagrams of point magnetic dipole radiation at
parallel and perpendicular directions of crystal axis are obtained.

References – 9.

УДК: 539.22 2000 MSC: 83C50, 74E10, 74E15, 76F05, 74N05

К а н ы м г а з и е в а И . А . Анизотропиялық ортадағы магниттiк диполь момен-
тiнiң бағытталу диаграммасы // Математикалық журнал. 2009. Т. 9. № 2 (32). Б. 71 –
77.

Бiр остi анизотропиялық ортада нүктелiк диполдiң магнит моментiнiң сәулеленуi үшiн
Максвелл теңдеулерiнiң нағыз аналитикалық шешiмi алынды. Оның кристалл осiне параллель
және перпендикуляр бағытталу диаграммасы салынды.

Библ. – 9.

УДК: 517.946 2000 MSC: 35K05, 47A52, 65L15, 65N25

K o z h a n o v A . I . , P u l ’ k i n a L . S . About solvability of some boundary value
problems with shifting for the linear hyperbolic equations // Mathematical journal. 2009.
Vol. 9. № 2 (32). P. 78 – 92.

Theorems of solvability of some spacially non-local boundary value problems for the one-dimen-
sional hyperbolic equations when boundary conditions represent a combination of Samarskii’s non-
local boundary conditions with variable coefficients and a integral boundary condition are establis-
hed.

References – 10.

УДК: 517.946 2000 MSC: 35K05, 47A52, 65L15, 65N25

К о ж а н о в А . И . , П у л ь к и н а Л . С . Сызықты гиперболалық теңдеулер
үшiн кейбiр ысырылмасы бар шекаралық есептердiң шешiлетiндiлiгi туралы //
Математикалық журнал. 2009. Т. 9. № 2 (32). Б. 78 – 92.

Шекаралық шарттары айнымалы коэффициенттi А.А.Самарскийдiң локалсыз шарттары
мен интегралдық түрдегi шарттардың комбинациясынан құрылған бiр өлшемдi гиперболалық
теңдеулер үшiн кеңiстiк бойынша локалсыз шекаралық есептердiң шешiлетiндiлiгi туралы тео-
ремалар алынған.
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Библ. – 10.

УДК: 517.956 2000 MSC: 34K29,60H10

S e i l k h a n o v a R . B . Darbu’s problem with deviation from characteristic and
conjugate problems for degenerating multidimensional hyperbolic equations with opera-
tor Chapligin // Mathematical journal. 2009. Vol. 9. № 2 (32). P. 93 – 101.

In the work Darbu’s problem with deviation from the characteristic and conjugate problems for
degenerating multidimensional hyperbolic equations with operator Chapligin are investigated. The
concreteness of the considered problem is proved.
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УДК: 517.956 2000 MSC: 34K29,60H10

С е й i л х а н о в а Р . Б . Азғындалған көп өлшемдi Чаплыгин операторы бар
гиперболалық теңдеулерге сипаттамадан ауытқыған Дарбу есептерi мен олардың
түйiндес есептерi// Математикалық журнал. 2009. Т. 9. № 2 (32). Б. 93 – 101.

Мақалада азғындалған көп өлшемдi Чаплыгин операторы бар гиперболалық теңдеулерге
сипаттамадан ауытқыған Дарбу есептерi мен олардың түйiндес есептерi зерттелген. Қарасты-
рылған есептердiң шешiмi бар және жалғыздығы дәлелденген.

Библ. – 14.

УДК: 539.3 2000 MSC: 35L20, 3570,35B10

S y d y k o v A . A . Modeling of wave effect by means of periodical one-dimensional
structures// Mathematical journal. 2009. Vol. 9. № 2 (32). P. 102 – 105.

On the basis of the linear theory of spalling of elastic waves are made calculation of the tense
state of rock near to developments also date of the seismic processing and interpretation of of the
seismic information in the mining.
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С ы д ы к о в А . А . Периодты бiржақты құрылымдардың көмегiмен толқын-
дық құбылысты модельдеу // Математикалық журнал. 2009. Т. 9. № 2 (32). Б. 102 – 105.

Cерпiндi толқын таралуының сызықты теориясы жасалынды.Соның негiзiнде өндiру орны-
ның маңында тау жынысының кернеулi күйiнiң есептелуi жүргiзiлдi, сейсмикалық берiлiмдер
кен iсi ақпаратының түсiнiктемесi берiлдi.

Библ. – 5.

УДК: 539.3 2000 MSC: 74H10

U r a z a k o v E . E . To a transport time of relaxation of energetic characteristic on
surface waves on a statistically weak a rough surfaces // Mathematical journal. 2009. Vol. 9.
№ 2 (32). P.106 – 113.

The stream of density of energy of the elastic waves extending on statistically weak to a rough
surface is calculated. For power characteristic of superficial waves in one limiting case the easing
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factor is defined by the transport time of a relaxation defining absence of processes of dispersion on
small corners, in comparison with an initial direction of distribution.
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О р а з а қ о в Е . Е . Стохастикалық тегiс емес шекараның жазықтық толқын-
дардың энергетикалық сипаттамаларының транспорттық уақытының тыныштығы
// Математикалық журнал. 2009. Т. 9. № 2 (32). Б.106 – 113.

Энергетикалық сипаттамалар үшiн жазықтық толқындардың кему коэффициентi бiр шектi
кезде транспорттық уақыттың тыныштық күйiнде анықталған. Оның мәнiсi бастапқы бағытпен
салыстырғанда аз-мазға таралған бұрыштардың процессiнiң жоқтығын шағылыстырады.
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