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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÆÈÇÍÜ

ÌÓÕÒÀÐÁÀÉ ÎÒÅËÁÀÅÂ
(ê 70-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ)

Â îêòÿáðå ýòîãî ãîäà èñïîëíÿåò-
ñÿ 70 ëåò âûäàþùåìóñÿ êàçàõñòàíñêî-
ìó ìàòåìàòèêó, àêàäåìèêó ÍÀÍ ÐÊ
Ìóõòàðáàþ Îòåëáàåâó.

Ìóõòàðáàé Îòåëáàåâ ðîäèëñÿ 3 îê-
òÿáðÿ 1942 ãîäû â ñåëå Êàðàêåìåð
Êóðäàéñêîãî ðàéîíà Æàìáûëñêîé îá-
ëàñòè. Òðóäîâóþ äåÿòåëüíîñòü îí íà-
÷àë ìåõàíèçàòîðîì â ðîäíîì àóëå.
Îêîí÷èâ â 1962 ãîäó âå÷åðíþþ øêî-
ëó â ñ. Êàðàêîíûç (íûíå ñ. Ìàñàí÷è),

ïîñòóïèë â Êèðãèçñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò â ã. Ôðóíçå (íûíå
ã. Áèøêåê). Ïîñëå ñëóæáû â 1962-1965 ã.ã. â ðÿäàõ Ñîâåòñêîé Àðìèè îí
ïðîäîëæàåò ó÷åáó íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Ìîñêîâñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, êîòîðûé çàêàí÷èâà-
åò â 1969 ãîäó. Â òîì æå ãîäó ïîñòóïàåò â àñïèðàíòóðó ÌÃÓ, åãî íàó÷íûå
ðóêîâîäèòåëè - èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè, ïðîôåññîðà Á.Ì. Ëåâèòàí è À.Ã.
Êîñòþ÷åíêî, â 1972 ãîäó çàùèùàåò êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ íà òåìó
"Î ñïåêòðå íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ".

Â 1973 ãîäó Ì. Îòåëáàåâ ïðèåçæàåò â Àëìà-Àòó, ïîñòóïàåò íà ðàáîòó
â Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè Àêàäåìèè íàóê Êàçàõñêîé ÑÑÐ, ðà-
áîòàåò ìëàäøèì íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì, ñòàðøèì íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì,
çàâåäóþùèì ëàáîðàòîðèåé.

Â 1978 ãîäó áëåñòÿùå çàùèùàåò äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ íà òåìó
"Îöåíêè ñïåêòðà ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ è òåîðåìû âëîæåíèÿ, ñâÿçàí-
íûå ñ íèìè" â äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå ìåõ-ìàòà ÌÃÓ, âîçãëàâëÿåìîì âû-
äàþùèìñÿ ìàòåìàòèêîì, àêàäåìèêîì ÀÍ ÑÑÑÐ À.Í. Êîëìîãîðîâûì.



8 Ìóõòàðáàé Îòåëáàåâ. Ê 70-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ

Â 1989 ãîäó Ì. Îòåëáàåâ èçáèðàåòñÿ ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì Àêàäå-
ìèè íàóê Êàçàõñêîé ÑÑÐ, à â 2004 ãîäó còàíîâèòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì
Íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè íàóê Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí.

Ì. Îòåëáàåâ, ìàòåìàòèê ðàçíîñòîðîííèõ íàó÷íûõ èíòåðåñîâ, ïîëó÷èë
ïðèçíàíèå äàëåêî çà ïðåäåëàìè ñòðàíû êàê êðóïíûé ñïåöèàëèñò â îáëàñòè
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è åãî ïðèëîæåíèé. Îí � àâòîð 3 ìîíîãðàôèé
è áîëåå 200 îðèãèíàëüíûõ íàó÷íûõ ðàáîò è èçîáðåòåíèé. Áîëåå 70 åãî
ñòàòåé îïóáëèêîâàíû â ðåéòèíãîâûõ ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ
ñ èìïàêò - ôàêòîðîì ISI èëè âõîäÿùèõ â áàçó SCOPUS.

Ïðèâåäåì çäåñü íàèáîëåå êðóïíûå íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ Ì. Îòåëáàåâà.

I Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
Ì. Îòåëáàåâ ðàçðàáîòàë íîâûå ìåòîäû èçó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ÿâëÿþùèåñÿ ðåçóëüòàòîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîãî è èñêóñíîãî ïðîâåäåíèÿ â æèçíü îáùåé èäåè î ëîêàëèçàöèè ðàññìàò-
ðèâàåìûõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, èì áûëà èçîáðåòåíà êîíñòðóêöèÿ óñðåäíå-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ, õîðîøî îòðàæàþùàÿ òå îñîáåííîñòè èõ ïîâåäåíèÿ,
êîòîðûå âëèÿþò íà ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòî-
ðà. Ýòà êîíñòðóêöèÿ, èçâåñòíàÿ ïîä íàçâàíèåì q∗, ïîçâîëèëà îòâåòèòü íà
ìíîãèå àêòóàëüíûå âîïðîñû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà
è åãî îáîáùåíèé.

Ôóíêöèÿ q∗, à òàêæå åå ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îáëàäàþò ðÿäîì çàìå-
÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, ïîçâîëèâøèõ ïðèìåíèòü åå â äðóãèõ âîïðîñàõ, î ÷åì
áóäåò ñêàçàíî íèæå. Çäåñü æå ìû îòìåòèì íåêîòîðûå çàäà÷è, âïåðâûå ðå-
øåííûå Ì. Îòåëáàåâûì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè q∗ íà îñíîâå òîíêîãî àíàëèçà
ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ:

1) íàéäåí êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà òèïà
Øðåäèíãåðà ñ íåîòðèöàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì êëàññó σp, 1 ≤ p ≤ ∞ è
ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå îöåíêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ýòîãî îïåðàòîðà ïðè
ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ;

2) äîêàçàí îáùèé ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè çàäà÷è î ñàìîñîïðÿæåííîñòè è
î ìàêñèìàëüíîé äèññèïàòèâíîñòè (îäíîâðåìåííî ñ àìåðèêàíñêèì ìàòåìà-
òèêîì Ï. ×åðíîâûì), ïîçâîëèâøèé ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå
òåîðèè â ýòèõ âîïðîñàõ;

3) ïðèâåäåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, êëàñ-
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ñè÷åñêàÿ ôîðìóëà Êàðëåìàíà-Òèò÷ìàðøà ðàñïðåäåëåíèÿ N(λ) ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íå âñåãäà âåðíà äàæå â êëàññå
ìîíîòîííûõ ïîòåíöèàëîâ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäëîæåíà íîâàÿ ôîðìóëà,
ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ âñåõ ìîíîòîííûõ ïîòåíöèàëîâ;

4) ïðèíöèïèàëüíî âàæåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ì. Îòåëáàåâà: äëÿ N(λ)
íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû;

5) íà÷èíàÿ ñî âðåìåí Êàðëåìàíà, íàøåäøåãî àñèìïòîòèêó N(λ) è çà-
òåì ïåðåøåäøåãî ê àñèìïòîòèêå ñàìèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, âñå ìàòåìàòè-
êè âû÷èñëÿëè àñèìïòîòèêó N(λ) è â ðåçóëüòàòå íå ìîãëè èçáàâèòüñÿ îò
òàê íàçûâàåìûõ òàóáåðîâûõ óñëîâèé. Ì. Îòåëáàåâ ïåðâûì îòêàçàëñÿ îò
ïðîìåæóòî÷íîãî øàãà - âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè N(λ), ÷òî ïðèâåëî ê èç-
áàâëåíèþ îò âñåõ íåñóùåñòâåííûõ äëÿ ýòîé çàäà÷è óñëîâèé, â òîì ÷èñëå è
òàóáåðîâûõ;

6) äëÿ îïåðàòîðà Äèðàêà âïåðâûå íàéäåíà äâóñòîðîííÿÿ àñèìïòîòèêà
N(λ), êîãäà N−(λ) è N+(λ) íå ýêâèâàëåíòíû.

Ðåçóëüòàòû Ì. Îòåëáàåâà ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îòäåëüíûìè ãëàâàìè
âîøëè â ñòàâøèå êëàññè÷åñêèìè ìîíîãðàôèè Á.Ì. Ëåâèòàíà è È.Ñ. Ñàðã-
ñÿíà "Îïåðàòîðû Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è Äèðàêà" Ì.: "Íàóêà" , 1985, è À.Ã.
Êîñòþ÷åíêî è È.Ñ. Ñàðãñÿíà "Ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé" Ì.:
"Íàóêà" , 1979.

II Òåîðåìû âëîæåíèÿ è òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèè
Ýòà îáëàñòü ìàòåìàòèêè êàê îòäåëüíîå íàïðàâëåíèå ñëîæèëàñü, íà÷è-

íàÿ ñ ðàáîò Ñ.Ë. Ñîáîëåâà 1930-õ ãîäîâ. Ðàáîòàìè Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà (îêî-
ëî 1960ã.) íà÷àëñÿ íîâûé ïåðèîä òåîðèè âåñîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, ïðèìåíÿåìûõ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïåðå-
ìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ì. Îòåëáàåâ çàíÿëñÿ èññëåäîâàíèÿìè â ýòîé
îáëàñòè, áóäó÷è óæå çðåëûì ìàòåìàòèêîì è ñóìåë ñîçäàòü íîâûé ìåòîä
ïîëó÷åíèÿ òåîðåì âëîæåíèÿ, ïî ôîðìå è ïî ñóòè âûðàæàþùèé ëîêàëüíûé
ïîäõîä ê òàêîãî ðîäà ïðîáëåìàì. Â òåîðèè òàêèõ íàèáîëåå óïîòðåáèòåëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà (ñ âåñîì), îí ïîëó÷èë ñëåäóþùèå îñíîâîïîëà-
ãàþùèå ðåçóëüòàòû:

1) êðèòåðèé âëîæåíèÿ è êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ;
2) äâóñòîðîííèå îöåíêè íîðìû îïåðàòîðà âëîæåíèÿ;
3) äâóñòîðîííèå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ ïî Êîëìîãîðîâó âëîæåíèÿ è àï-
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ïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë îïåðàòîðà âëîæåíèÿ è êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè
îïåðàòîðà âëîæåíèÿ êëàññàì σp, 1 ≤ p ≤ ∞. Îêàçàëîñü, ÷òî îäèí èç âàðè-
àíòîâ ôóíêöèè q∗ ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì àïïàðàòîì äëÿ îïèñàíèÿ òî÷íûõ
óñëîâèé âëîæåíèÿ. Äëÿ ïðèëîæåíèé îñîáåííî âàæíî, ÷òî âñå îöåíêè äà-
þòñÿ â òåðìèíàõ âåñîâûõ ôóíêöèé è ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè
èõ ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèÿ.

III Ðàçäåëèìîñòü è êîýðöèòèâíûå îöåíêè äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ

Òåðìèí "ðàçäåëèìîñòü" ïðèìåðíî â 1970 ãîäó ïðåäëîæèëè èçâåñòíûå
àíãëèéñêèå ìàòåìàòèêè Ýâåðèòò è Ãèðö, èññëåäîâàâøèå ãëàäêîñòü ðåøå-
íèÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Âñêîðå â èññëåäîâàíèÿ ïî ýòîé òåìå
ïîäêëþ÷èëñÿ Ì. Îòåëáàåâ, êîòîðûé ðàçðàáîòàë íîâûé ìåòîä, ïîçâîëÿþ-
ùèé èçó÷àòü ðàçäåëèìîñòü áîëåå îáùèõ, ìíîãîìåðíûõ îïåðàòîðîâ è îïåðà-
òîðîâ ïåðåìåííîãî òèïà, à òàêæå ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé. Â ÷àñòíîñòè, ýòèì ìåòîäîì ìîæíî èññëåäîâàòü ðàçäåëèìîñòü îáùèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ, íå îáÿçàòåëüíî ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Ñî ñâîéñòâåííûì åìó ñòðåìëåíèåì ðåøàòü çàäà÷è â íàè-
áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå, Ì. Îòåëáàåâ ïîëó÷èë:

1) âåñîâûå îöåíêè ïðîìåæóòî÷íûõ, à íå òîëüêî ñòàðøèõ, ïðîèçâîä-
íûõ ðåøåíèé øèðîêîãî êëàññà ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé;

2) îöåíêè àïïðîêñèìàòèâíûõ ÷èñåë ðàçäåëèìûõ îïåðàòîðîâ, òî÷íûå â
íåêîòîðîì êëàññå êîýôôèöèåíòîâ.

IV Îáùàÿ òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷
Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è òàêîâà: äàíî óðàâíåíèå è êðà-

åâîå óñëîâèå. Íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è è ñâîé-
ñòâà ðåøåíèÿ, åñëè îíî ñóùåñòâóåò (â ñìûñëå ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðî-
ìó ïðîñòðàíñòâó). Íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Ì.È. Âèøèêà (1951ã.), ñóùåñòâóåò
äðóãîé, áîëåå îáùèé ïîäõîä: çàäàíî óðàâíåíèå è ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîìó
äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé è êðàåâûõ óñëîâèé è ðå-
øåíèå. Íóæíî îïèñàòü âñå êðàåâûå óñëîâèÿ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à êîððåêò-
íî ðàçðåøèìà â äàííîì ïðîñòðàíñòâå. È çäåñü Ì. Îòåëáàåâ, íåñìîòðÿ íà
èìåþùèåñÿ ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, ïîëó÷èë íîâûå, çàìå÷àòåëüíûå
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ïî ãëóáèíå è ïðîçðà÷íîñòè ðåçóëüòàòû. Áîãàòàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ,
ãëóáèíà ìûøëåíèÿ è îáøèðíûå ïîçíàíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ îòêàçîì îò òðà-
äèöèîííûõ îãðàíè÷åíèé íà ðàññìàòðèâàåìûå îïåðàòîðû è ïðîñòðàíñòâà
ïîçâîëèëè åìó ðàçðàáîòàòü àáñòðàêòíóþ òåîðèþ ðàñøèðåíèÿ è ñóæåíèÿ
(íåîáÿçàòåëüíî ëèíåéíûõ) îïåðàòîðîâ â ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðèè Ì. Îòåëáàåâûì, åãî ó÷åíèêàìè è ïî-
ñëåäîâàòåëÿìè âïåðâûå áûëè îïèñàíû âñå êîððåêòíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ
òàêèõ "ïàòîëîãè÷åñêèõ" îïåðàòîðîâ, êàê îïåðàòîð Áèöàäçå�Ñàìàðñêîãî,
óëüòðàãèïåðáîëè÷åñêèé îïåðàòîð, ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèé îïåðàòîð, îïåðà-
òîð òèïà Êîøè�Ðèìàíà è äðóãèå. Ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ ðàíåå íå
áûëî èçâåñòíî íè îäíîé êîððåêòíîé êðàåâîé çàäà÷è! Ðàññìîòðåíèå âåëîñü
â íåãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Lp, p 6= 2 è C. Äàííàÿ òåîðèÿ òàê-
æå ïîçâîëèëà îïèñàòü ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ñïåêòðà êîððåêòíûõ ñóæåíèé
çàäàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà.

V Òåîðèÿ îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
Â ïîñòðîåííîé èçâåñòíûì ó÷åíûì, àêàäåìèêîì ÀÍ ÑÑÑÐ È.Í. Âåêóà

òåîðèè îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå ôàêòû: à) òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ, á) òåîðåìà î íåïðå-
ðûâíîñòè ðåøåíèÿ, â) òåîðåìà î ôðåäãîëüìîâîñòè. Âñå îñòàëüíûå ôàêòû
òåîðèè óñòàíàâëèâàþòñÿ èç à), á), â). Ðàçëè÷íûå àâòîðû ïîñòåïåííî ðàñ-
øèðÿëè êëàññ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà òåîðèÿ Âåêóà. Ì. Îòåë-
áàåâ ñðåäè ïðîñòðàíñòâ, áëèçêèõ ê ò.í. èäåàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì, íàøåë
ñàìîå øèðîêîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîìó äîëæíû ïðèíàäëåæàòü êîýôôèöè-
åíòû è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ÷òîáû îñòàâàëèñü
ñïðàâåäëèâûìè ôàêòû à), á) è â).

VI Â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè Ì. Îòåëáàåâûì
ïðåäëîæåí íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (à òàêæå îá-
ùèõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé), êîòîðûé. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû âëîæåíèÿ è
òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè, ïîñòàâëåííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó îí ñâîäèò ê ìèíè-
ìèçàöèè íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà. Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, à òàêæå
íåëèíåéíîñòè óäàåòñÿ "óïðÿòàòü" â èíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ. Êðîìå òîãî,
óêàçàííûì ìåòîäîì çàîäíî ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà "âûáîðà áàçèñà" , êîòîðàÿ
äîëãîå âðåìÿ èíòåðåñîâàëà ìíîãèõ âèäíûõ ìàòåìàòèêîâ. Ìåòîä Ì. Îòåë-
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áàåâà äîñòàòî÷íî ïðîñòî àëãîðèòìèçèðóåòñÿ, ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå ñ
òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ è ðåàëèçóåò ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ óñòîé÷è-
âî. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ïîäòâåðäèëè ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå
åãî ó÷åíèêàìè è ó÷åíèêàìè ïðîôåññîðà Øàëòàÿ Ñìàãóëîâà.

Ì. Îòåëáàåâûì ðàçðàáîòàí ìåòîä ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íåñàìîñîïðÿæåííûõ ìàòðèö,
îñíîâàííûé íà âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå. Ìåòîä ñâîäèò ïðîáëåìó ê àíàëî-
ãè÷íîé çàäà÷å äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ èìååòñÿ ïðî-
äâèíóòàÿ òåîðèÿ. Â îòëè÷èå îò äðóãèõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð, ìåòîäà ìàê-
ñèìàëüíîãî ãðàäèåíòà, äàííûé ìåòîä 1) îáåñïå÷èâàåò ãëîáàëüíóþ ñõîäè-
ìîñòü; 2) óäîáåí ïðè âû÷èñëåíèè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ; 3) ïîçâîëÿåò
âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ íàèìåíüøåé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ;
4) ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â îáùåì ñëó÷àå êîìïàêòíîãî íåñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà.

Ì. Îòåëáàåâûì ïîëó÷åíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà íàèìåíüøåãî ñîáñòâåí-
íîãî ÷èñëà îäíîãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà, ÷òî èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðîâåäåíèÿ ãðî-
ìîçäêèõ âû÷èñëåíèé â ìèðå àêòèâíî ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû èõ ðàñïà-
ðàëëåëèâàíèÿ. Ì. Îòåëáàåâûì ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðàñïà-
ðàëëåëèâàíèÿ ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ è çàäà÷è Êîøè
äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

VII Íåëèíåéíûå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ

Â ãèäðîäèíàìèêå äëÿ îïèñàíèÿ ëàìèíàðíûõ òå÷åíèé æèäêîñòè, à òàê-
æå òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé èñïîëüçóåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå - Ñòîêñà, ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ êî-
òîðîé áåç òðåáîâàíèé ìàëîñòè äàííûõ çàäà÷è äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíî. Ì.
Îòåëáàåâ ñâåë ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèé Íàâüå - Ñòîêñà ê äðóãèì ýêâèâàëåíòíûì çàäà÷àì, â ÷àñòíîñòè,
ê âîïðîñó ñóùåñòâîâàíèÿ ò.í. "ðàçäåëÿþùåé ôóíêöèè". Îí ïîëó÷èë êðèòå-
ðèé ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, áëèç-
êèõ ê óðàâíåíèþ Íàâüå - Ñòîêñà, à òàêæå ïîñòðîèë ïðèìåðû íå ñèëüíî
ðàçðåøèìûõ â öåëîì óðàâíåíèé, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ ñèñòåìû òèïà Íàâüå-
Ñòîêñà.
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VIII Ì.Îòåëáàåâ ïîëó÷èë ðÿä èíòåðåñíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòîâ â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè:

à) ïîëó÷èë ÿâíûå ôîðìóëû äâèæåíèÿ n-÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå (â ðàì-
êàõ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà);

á) âûâåë èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó äâèæåíèÿ ìàòåðèè;
â) ïðåäëîæèë íîâîå ïðåîáðàçîâàíèå òèïà èçâåñòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëîðåíöà, êîòîðîå èìååò ìåñòî êàê ïðè |ν| < C, òàê è ïðè |ν| > C. Ïðè |ν| <
C ïðåîáðàçîâàíèå Ì. Îòåëáàåâà ñîâïàäàåò ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà;

ã) äîêàçàë, ÷òî ðåçóëüòàòû ôèçèêè, âûòåêàþùèå èç ñïåöèàëüíîé òåî-
ðèè îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà, ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé
âîëíîâîé òåîðèè.

IX Èññëåäîâàíèÿ â äðóãèõ îáëàñòÿõ
Íàó÷íûå èíòåðåñû Ì. Îòåëáàåâà âåñüìà è âåñüìà ðàçíîñòîðîííè. Ñëå-

äóþùèå òåìû çàâåðøàþò èõ íåïîëíóþ õàðàêòåðèñòèêó.
1) Ì. Îòåëáàåâûì áûë âûáðàí îäèí íåëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïå-

ðàòîð, äëÿ êîòîðîãî îí äîêàçàë êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè. Ýòîò îïåðàòîð
îêàçàëñÿ âàæíîé ìîäåëüþ â òåîðèè èíòåãðàëüíûõ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
íà êîòîðîé ìîæíî ðàçðàáàòûâàòü è èñïûòûâàòü íîâûå ìåòîäû. Áëàãîäà-
ðÿ ýòîìó Ì. Îòåëáàåâ ñîâìåñòíî ñ ïðîôåññîðîì Ð. Îéíàðîâûì ïîëó÷èëè
íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëèïøèöåâîñòè (ñæèìàåìîñòè) îïåðà-
òîðà Óðûñîíà â ïðîñòðàíñòâàõ ñóììèðóåìûõ è íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

2) Èì óñòàíîâëåíû ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè è ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà. Íàéäåí êðèòåðèè ñîâïàäåíèÿ îáîáùåííîé çà-
äà÷è Íåéìàíà è çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ýëëèïòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ.

3) Â ïîñëåäíèå ãîäû ìîäíîé â ìàòåìàòèêå ñòàëà òåìà îñöèëëÿòîðíîñòè
è íåîñöèëëÿòîðíîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ì. Îòåë-
áàåâûì åùå â êîíöå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïîëó÷åíî áëèçêîå ê
íåîáõîäèìîìó äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåîñöèëëÿòîðíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.

3) Ì. Îòåëáàåâ èññëåäîâàë çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ëàçåðíûì èñòî÷íèêîì
òåïëà, ïîêàçàë, ÷òî ïðè îáû÷íîé ïîñòàíîâêå îíà íå èìååò äàæå îáîáùåí-
íîãî ðåøåíèÿ è ïðåäëîæèë íîâóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñ ó÷åòîì "çàêàçà"
è "äîïóñêà òî÷íîñòè" ïðè îáðàáîòêå ïîâåðõíîñòè. Äîêàçàë ðàçðåøèìîñòü
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ýòîé çàäà÷è â òàêîé ïîñòàíîâêå è ðåøèë íåêîòîðûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà-
÷è áåç èñïîëüçîâàíèÿ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Êðîìå
òîãî, èì ñîâìåñòíî ñ ïðîôåññîðîì À. Õàñàíîãëû ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à
èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíîãî âðåìåííîãî èñòî÷íèêà íà îñíîâå èçìåðÿåìûõ
âûõîäíûõ äàííûõ, êîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â âèäå Äèðèõëå,
Íåéìàíà, à òàêæå â âèäå ôèíàëüíîãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ.

Ïîäâîäÿ èòîã îáçîðó íàó÷íîãî òâîð÷åñòâà Ì. Îòåëáàåâà, â êà÷åñòâå õà-
ðàêòåðíûõ ÷åðò åãî äåÿòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ðàçíîñòîðîííîñòü åãî
íàó÷íûõ èíòåðåñîâ, ôóíäàìåíòàëüíîñòü èññëåäîâàíèé, ñòðåìëåíèå ðåøàòü
çàäà÷è â íàèáîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå è äîâîäèòü ðåøåíèÿ äî óðîâíÿ êðè-
òåðèåâ. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò Ì. Îòåëáàåâà õàðàê-
òåðèçóåò åãî âûñîêóþ ðàáîòîñïîñîáíîñòü, òðóäîëþáèå è íàó÷íóþ ïðîäóê-
òèâíîñòü.

Ì. Îòåëáàåâ âåäåò áîëüøóþ ðàáîòó ïî ïîäãîòîâêå âûñîêîêâàëèôèöè-
ðîâàííûõ íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ. Îí áîëåå 35 ëåò ÷èòàåò ëåêöèè
äëÿ ñòóäåíòîâ ðàçëè÷íûõ âóçîâ ðåñïóáëèêè, èì îðãàíèçîâàí ðÿä ñåìèíà-
ðîâ è êðóæêîâ äëÿ àñïèðàíòîâ, ñòàæåðîâ, PhD äîêòîðàíòîâ, ìàãèñòðàíòîâ
è ñòóäåíòîâ. Õîðîøî èçâåñòíû ðàçðàáîòàííûå èì ñïåöêóðñû "Ðàñøèðå-
íèÿ è ñóæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ" , "Òåîðèÿ ðàçäåëèìîñòè" ,
"Òåîðåìû âëîæåíèÿ" , "Ñîâðåìåííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû" è ìíîãèå äðó-
ãèå.

Àêàäåìèêîì Ì. Îòåëáàåâûì ñîçäàíà êðóïíàÿ íàó÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
øêîëà â Êàçàõñòàíå. Ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì áîëåå 70 ÷åëîâåê çàùèòèëè
êàíäèäàòñêèå äèññåðòàöèè, èç êîòîðûõ 9 ñòàëè äîêòîðàìè íàóê.

Ì. Îòåëáàåâ âíåñ ñóùåñòâåííûé âêëàä â îðãàíèçàöèþ è ðàçâèòèå íàóêè
è îáðàçîâàíèÿ â Êàçàõñòàíå. Â 1985�1986 ãîäû îí ðàáîòàë ðåêòîðîì Äæàì-
áóëñêîãî ïåäîãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà, ñ 1991 ïî 1993 ãîäû îðãàíèçîâàë è
ðàáîòàë äèðåêòîðîì âíîâü îòêðûòîãî Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
Àêàäåìèè íàóê è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí â ã.
Êàðàãàíäà, â 1994�1995 ãîäû çàâåäîâàë îòäåëîì Àýðîêîñìè÷åñêîãî àãåíò-
ñòâà ðåñïóáëèêè, à ñ 2001 ãîäà ÿâëÿåòñÿ çàìåñòèòåëåì äèðåêòîðà Êàçàõ-
ñòàíñêîãî ôèëèàëà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Îäíîâðåìåííî ñ 2004 ãîäà
Ì. Îòåëáàåâ � ãëàâíûé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÐÃÏ "Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè,
èíôîðìàòèêè è ìåõàíèêè" ÊÍ ÌÎÍ ÐÊ.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë



Ìóõòàðáàé Îòåëáàåâ. Ê 70-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ 15

Ì. Îòåëáàåâ â òå÷åíèå ðÿäà ëåò ðàáîòàë ÷ëåíîì ðåäêîëëåãèè æóðíàëà
"Èçâåñòèÿ Àêàäåìèé íàóê ÐÊ. Ñåðèÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ" è íàó÷íîãî
æóðíàëà "Applied and Computational Mathematics" íàöèîíàëüíîé Àêàäå-
ìèè íàóê Àçåðáàéäæàíà. Îí ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ðåäêîëëåãèè íàó÷íîãî "Ìà-
òåìàòè÷åñêîãî æóðíàëà" , èçäàâàåìîãî Èíñòèòóòîì ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ
ñ 2001 ãîäà. Áûë îäíèì èç îðãàíèçàòîðîâ è ðåäàêòîðîì "Åâðàçèéñêîãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî æóðíàëà" , èçäàâàåìîì ÅÍÓ èì. Ë.Í. Ãóìèëåâà ñîâìåñòíî
ñ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Ñ 2010 ãîäà ÿâëÿåòñÿ ðåäàêòîðîì "Eurasian
mathematical journal" , èçäàâàåìîãî íà àíãëèéñêîì ÿçûêå.

Â 2007 ãîäà îí áûë èçáðàí âèöå-ïðåçèäåíòîì Ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùå-
ñòâà òþðêñêîãî ìèðà.

Â 2007 ãîäó àêàäåìèêó Ìóõòàðáàþ Îòåëáàåâó áûëà ïðèñóæäåíà Ãîñó-
äàðñòâåííàÿ Ïðåìèÿ Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí â îáëàñòè íàóêè è òåõíèêè.

Â 2004 ãîäó îí ñòàë ëàóðåàòîì ïðåìèè Îðãàíèçàöèè ýêîíîìè÷åñêîãî
ñîòðóäíè÷åñòâà â íîìèíàöèè "Íàóêà è òåõíîëîãèè". Ì. Îòåëáàåâó â 2006
ãîäó è â 2011 ãîäó ïðèñóæäåí ãîñóäàðñòâåííûé ãðàíò "Ëó÷øèé ïðåïîäà-
âàòåëü âóçà".

Ìóõòàðáàé Îòåëáàåâè÷ íàõîäèòñÿ â ðàñöâåòå òâîð÷åñêèõ ñèë äëÿ àê-
òèâíîé íàó÷íîé è íàó÷íî-îðãàíèçàöèîííîé äåÿòåëüíîñòè íà áëàãî îáùå-
ñòâà, ðàçâèòèÿ íàóêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóáëèêè Êàçàõ-
ñòàí.

Ðåäàêöèÿ "Ìàòåìàòè÷åñêîãî æóðíàëà" ïîçäðàâëÿåò ñ þáèëååì çàìå÷à-
òåëüíîãî ÷åëîâåêà è âûäàþùåãîñÿ ìàòåìàòèêà � àêàäåìèêà Íàöèîíàëüíîé
àêàäåìèè íàóê Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí Ìóõòàðáàÿ Îòåëáàåâè÷à Îòåëáàåâà
è æåëàåò åìó äîëãèõ ëåò ïëîäîòâîðíîé òâîð÷åñêîé ðàáîòû, ñ÷àñòüÿ è áîëü-
øèõ óñïåõîâ.

Ðåäàêöèîííàÿ êîëëåãèÿ
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ÊÐÀÒÊÈÉ ÎÁÇÎÐ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÌÎÈÕ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ

Â ýòîé ñòàòüå ÿ ïðèâîæó êðàòêèé îáçîð íåêîòîðîé ÷àñòè ìîèõ ðàáîò, è
ðàáîò áëèçêèõ ìîèì èññëåäîâàíèÿì.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïåêòð, ðàñøèðåíèå è ñóæåíèå îïåðàòîðîâ.

1 Î ðàñïðåäåëåíèè ñïåêòðà. Îöåíêè ñïåêòðà îïåðàòîðîâ òèïà Øðåäèí-
ãåðà

Ïóñòü L - îïåðàòîð Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

Ly = −y′′(x) + q(x)y(x), (1)

ðàññìàòðèâàåìûé â ïðîñòðàíñòâå L2(a, b), −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Ê (1) åùå
íåîáõîäèìî ïðèñîåäèíèòü íåêîòîðûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ; ìû èõ íå áóäåì
çàïèñûâàòü, íî ó÷òåì ýòîò ôàêò.

Îïåðàòîð L, ïîìèìî ñàìîñòîÿòåëüíîãî çíà÷åíèÿ, áîëüøóþ ðîëü èãðàåò
êàê ìîäåëüíûé îïåðàòîð, íà êîòîðîì, êàê ïðàâèëî, ðàçðàáàòûâàþòñÿ è
èñïûòûâàþòñÿ íîâûå ìåòîäû â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

c© Ì. Îòåëáàåâ, 2012.
Keywords: Spectrum, expansion and contraction operators
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 35P15; 35P20
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Åñëè Imq(x) = 0 è q(x) → +∞ ïðè |x| → ∞, òî îïåðàòîð L áóäåò ñà-
ìîñîïðÿæåííûì è åãî ñïåêòð áóäåò äèñêðåòíûì, à ðåçîëüâåíòà � êîìïàêò-
íûì îïåðàòîðîì. Ïóñòü λ1, λ2, ..., λn, ... � ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà L,
çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ, ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Äëÿ ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë N(λ) =

∑
λn<λ 1 èçâåñòíà êëàññè÷åñêàÿ

ôîðìóëà
N(λ) =

1
π

∑

λ>q(x)

√
λ− q(x)dx. (2)

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Êàðëåìàíà�Òèò÷ìàðøà è îíà áûëà
äîêàçàíà ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà óñëîâèé Òèò÷ìàðøà�Ëåâèòàíà.

Áûëè ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè äîêàçàòü ôîðìóëó (2) ïðè ïðîèçâîëü-
íîì ïîòåíöèàëå q(x), ñòðåìÿùåìñÿ ê +∞ ïðè |x| → ∞. Íî ìíå âìåñòå ñ ìî-
èì äðóãîì ß. Ñóëòàíàåâûì óäàëîñü ïîñòðîèòü ïðèìåð ôóíêöèè q(x) ≥ 1,
äëÿ êîòîðîé ôîðìóëà (2) íå âåðíà [1]. Ïîçæå ÿ ïîêàçàë, ÷òî, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíîé ôîðìóëû ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâîé
äëÿ âñåõ q(x) ≥ 0, ñòðåìÿùèõñÿ ê +∞ ïðè |x| → ∞ [2, ñ. 158 � 164, 269 �
277].

Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ ìåõàíèêè è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè áûëè âàæíû íå
ñàìè àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû, à ñëåäñòâèÿ ýòèõ ôîðìóë, ïðèâîäÿùèå ê
îöåíêàì ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ÿ èññëåäîâàë âîçìîæíîñòü
ïðÿìîãî ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Ïóñòü q(x) ≥ 0 ïðè x ∈ (−∞, +∞). Äëÿ x ∈ (−∞, +∞) ïîëîæèì

q∗(x) = inf∞>d>0

{
d−2 : d−1 ≥

∫ x+d

x−d
q(η)dη

}
.

Ìíîþ áûëè ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå îöåíêè [3-8]:

M(C−1λ) ≤ N(λ) ≤ M(Cλ), (3)

âåðíûå, åñëè q∗(x) → +∞ ïðè |x| → ∞.
Çäåñü C � íå çàâèñèò îò λ è q(x); à M(λ) =

√
λ mes{x : q∗(x) ≤ λ}.

Â ïîñëåäñòâèè Ð. Îéíàðîâûì, Ë. Êóñàèíîâîé, ß. Ñóëòàíàåâûì, Ì. Ìó-
ðàòáåêîâûì, Ê. Îñïàíîâûì, à òàêæå ìíîþ ââåäåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû è
îáîáùåíèÿ ôóíêöèè q∗(x), îáñëóæèâàþùèå âîïðîñû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è òåîðèè âëîæåíèé âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ
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[9 � 32]. Èìåþòñÿ âàðèàíòû q∗(x), îáñëóæèâàþùèå çàäà÷è ðàçäåëèìîñòè
ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïðîáëåìû îñöèëëÿòîðíîñòè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñóùåñòâóåò è äèñêðåòíûé àíàëîã ôóíê-
öèè q∗(x) (ñì., íàïðèìåð, [17]), õîðîøî îáñëóæèâàþùèé ñîîòâåòñòâóþùåå
ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ.

Èç (3) âûòåêàþò âàæíûå îöåíêè

C−1F (n) ≤ λn ≤ CF (n), n = 1, 2, ..., (4)

êîòîðûå âåðíû, åñëè q∗(x) → +∞ ïðè |x| → ∞. Çäåñü C � íå çàâèñèò îò n
è q(x) ≥ 0, à F (·) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê M(·) â ñìûñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Èç îöåíêè (4) ïîëó÷àåòñÿ êðèòåðèé (ò.å. ñîâïàäàþùèå íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ) ïðèíàäëåæíîñòè êëàññàì σp (0 < p < ∞), â ÷àñòíî-
ñòè êðèòåðèé ÿäåðíîñòè è Ãèëüáåðòà�Øìèäòîâîñòè.

Îòìåòèì òàêæå èíòåðåñíîå íåðàâåíñòâî, ïðèâåäåííîå â [7]:

C−1q∗(x)−1/2 <
∞∑

n=1

|ψn(x)|2
λn

< Cq∗(x)−1/2,

ãäå C � íå çàâèñèò îò x ∈ (−∞,∞) è q(x) ≥ 0.
Ïðèâåäåííûå âûøå äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ðåçóëüòàòû

îáîáùåíû íà ñëó÷àé îáùèõ ñàìîñîïðÿæåííûõ è íåñàìîñîïðÿæåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ (ñì. [9-32]). Îòëè÷èå ëèøü
â òîì, ÷òî â ñëó÷àå íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ âìåñòî ñîáñòâåííûõ
÷èñåë ôèãóðèðóþò s-÷èñëà (ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà).

Â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ â îñíîâíîì èñïîëüçîâàíû âàðèàöèîííûå ìåòîäû.
Ïîýòîìó ðåøàåìûå ìíîþ çàäà÷è ñâÿçàëè íàñ ñ òåîðèåé âëîæåíèé âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâ.

Äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ â [9-32] ïîëó÷åíû:
à) êðèòåðèé âëîæåíèÿ âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâà Ðèññà;
á) êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðî-

ñòðàíñòâà Ðèññà;
â) äâóõñòîðîííèå îöåíêè (â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâ Ðèññà) ïîïåðå÷íèêîâ

ïî Êîëìîãîðîâó åäèíè÷íîãî øàðà âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ýòè î÷åíü êðàòêî îïèñàííûå ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â ñòàòüÿõ [1], [3-

30], à òàêæå â ìîíîãðàôèÿõ [2], [31] è [32]. Ìîíîãðàôèþ [31] ÿ íàïèñàë ñà-
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ìîëè÷íî (êðîìå äîïîëíåíèé), à ìîíîãðàôèþ [32] ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ
íàïèñàë Ê. Ìûíáàåâ.

Âî âðåìåíà ðàáîò â îáëàñòè ýòèõ òåì ÿ íåïðåðûâíî ÷óâñòâîâàë ïîä-
äåðæêó è âíèìàíèå ìîèõ äîðîãèõ ó÷èòåëåé Á.Í. Ëåâèòàíà, À.Ã. Êîñòþ-
÷åíêî, È.Ñ. Ñàðãñÿíà, Ì.Ã. Ãàñûìîâà, Ò.È. Àìàíîâà, Â.Â. Æèêîâà, Â.À.
Ñàäîâíè÷åãî, Ï.È. Ëèçîðêèíà, à òàêæå ñâîèõ êîëëåã è äðóçåé Ò.Ø. Êàëü-
ìåíîâà, ß.Ò. Ñóëòàíàåâà, À.À. Øêàëèêîâà, Ø.Ñ. Ñìàãóëîâà, Ò.Ê. Íóðåêå-
íîâà, Å.Ñ. Ñìàèëîâà, Ê.À. Êàñûìîâà.

ß, íå îãðàíè÷èâàÿñü èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè ñïåêòðàëüíîé òåîðèè,
ìíîãî èññëåäîâàë âåñîâûå òåîðåìû âëîæåíèé. Ýòîìó ñïîñîáñòâîâàëè ìîè
áëèçêèå êîíòàêòû ñ ìîèìè ó÷èòåëÿìè Ò.È. Àìàíîâûì è Ï.È. Ëèçîðêèíûì.

Â 1972�1991 ãîäû ÿ ñ íåêîòîðûìè èç ìîèõ ó÷èòåëåé (Ò.È. Àìàíîâ,
Á.Í. Ëåâèòàí, Ï.È. Ëèçîðêèí) è äðóçüÿìè-êîëëåãàìè (Ò. Êàëüìåíîâ, Â.
Ìàçüÿ, Ë. Öåíä, ß. Ñóëòàíàåâ, Ã. Ñóâîð÷åíêîâà è äð.), à òàêæå ó÷åíèêàìè
(Ð. Îéíàðîâ, Ì. Ìóðàòáåêîâ, Ê. Îñïàíîâ, À. Øûíûáåêîâ, Á. Êîêåáàåâ, Ê.
Ìûíáàåâ è äð.) íàïèñàë è îïóáëèêîâàë äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò.

2 Î ðàñøèðåíèÿõ è ñóæåíèÿõ îïåðàòîðîâ

Òåîðèÿ ðàñøèðåíèé ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ áûëà ïîñòðîåíà Äæ.
ôîí Íåéìàíîì [33]. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòà òåîðèÿ ïîëó÷èëà â ðàáîòå
Ì.È. Âèøèêà [34], â êîòîðîé îñíîâíûå èäåè Íåéìàíà áûëè ðåàëèçîâàíû
äëÿ ñëó÷àÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ çàäà÷. Â ýòèõ ðàáîòàõ èçó÷àëèñü è îïèñû-
âàëèñü ðàñøèðåíèÿ L ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà L0, ÿâëÿþùèåñÿ îäíîâðå-
ìåííî ñóæåíèåì ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà Lm, ò.å. L0 ⊂ L ⊂ Lm.

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð Lm, ðàññìàòðèâàåìûé â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå H, íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

à) Lm - çàìêíóò,
á) óðàâíåíèå Lmu = f èìååò ðåøåíèå u ∈ D(Lm) ⊂ H äëÿ ëþáîãî

f ∈ H, ãäå D(·) - îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.
Îïåðàòîð L0 - íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè óðàâíåíèå L0u = f ∈ H

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èç D(L0) äëÿ âñåõ f ∈ R(L0) è âûïîëíåíà
îöåíêà ‖u‖ ≤ C0‖f‖, ãäå C0 � íå çàâèñèò îò f .

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî çàïèñü A ⊂ B îçíà÷àåò, ÷òî D(A) ⊂ D(B) è, åñëè
x ∈ D(A), òî Ax = Bx.

Ò. Êàëüìåíîâ çàìåòèë, ÷òî òåîðèÿ Íåéìàíà � Âèøèêà íå îõâàòûâàåò
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øèðîêèé êðóã êîððåêòíûõ çàäà÷ è ñîîáùèë (íà ñåìèíàðå), ÷òî âíå òåîðèè
Íåéìàíà � Âèøèêà îñòàåòñÿ èçâåñòíàÿ çàäà÷à À.Â. Áèöàäçå � À.À. Ñàìàð-
ñêîãî [35]. À ýòî ïîäòîëêíóëî ìåíÿ íà ïîñòðîåíèå òåîðèè âñåõ êîððåêòíûõ
ñóæåíèé ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà (íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèõñÿ ðàñøèðå-
íèåì îäíîãî ôèêñèðîâàííîãî ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà). ß òàêæå ïðèíÿë-
ñÿ ñòðîèòü òåîðèþ âñåõ êîððåêòíûõ ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà
(íå îáÿçàòåëüíî ñîäåðæàùèõñÿ â îäíîì ôèêñèðîâàííîì ìàêñèìàëüíîì).

Îêàçàëîñü, ÷òî îïèñàíèå ðàñøèðåíèé èëè ñóæåíèé ìîæíî ïðîâîäèòü
â òåðìèíàõ îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ è ýòî ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî
èñïîëüçîâàòü ýòè òåîðèè ïðè èçó÷åíèè êðàåâûõ çàäà÷ (ñì. [36] � [45]).

ß ïðèâåäó ñâîè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ òåîðèè ñóæåíèé
ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà.
Îïðåäåëåíèå 1. Ñóæåíèå L ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà Lm - íàçîâåì
êîððåêòíûì, åñëè L èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé L−1, îïðåäåëåííûé
íà âñåì H, ò.å. åñëè óðàâíåíèå Lu = f ∈ H èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
u ∈ D(L) ïðè ëþáîì f èç H.

Íàïîìíèì, ÷òî ÿäðîì îïåðàòîðà Lm íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ëèíåé-
íîå ìíîãîîáðàçèå N = KerLm òàêîå, ÷òî N ⊂ D(Lm) è, åñëè x ∈ N , òî
Lmx = 0.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü LΦ - åñòü íåêîòîðîå êîððåêòíîå ñóæåíèå ìàêñèìàëü-
íîãî îïåðàòîðà Lm, òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ à) è á):

à) Åñëè K - îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç H â ÿäðî KerLm

îïåðàòîðà Lm, òî îïåðàòîð [L−1
Φ + K]−1 � ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì ñóæå-

íèåì ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà Lm;
á) Íàîáîðîò, åñëè L̃ � êîððåêòíîå ñóæåíèå ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà

Lm, òî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð K, äåéñòâóþùèé èç H â KerLm è âåðíà
ôîðìóëà L̃−1 = L−1

Φ + K, ò.å. L̃ = [L−1
Φ + K]−1.

Ýòà ôîðìóëà îïèñûâàåò âñå êîððåêòíûå ñóæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî îïå-
ðàòîðà, â ÷àñòíîñòè, âñå îáðàòèìûå ñóæåíèÿ, îïèñàííûå Ì.È. Âèøèêîì
(ñì. [36] � [39]). Åñëè L−1

Φ � ñàìîñîïðÿæåí (íåîòðèöàòåëåí), òî áåðÿ ñà-
ìîñîïðÿæåííûå (íåîòðèöàòåëüíûå) îïåðàòîðû K, ïîëó÷àåì êîððåêòíûå
ñàìîñîïðÿæåííûå (íåîòðèöàòåëüíûå) ñóæåíèÿ îïåðàòîðà Lm.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè M � ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ îïåðà-
òîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç H â D(Lm), òî îáëàñòè çíà÷åíèé âñåõ îïåðàòîðîâ
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èç ìíîæåñòâà M̃ = {K : K = (E − L−1
Φ Lm)G, G ∈ M} ñîâïàäàþò ñ ÿäðîì

îïåðàòîðà Lm. Ïîýòîìó â Òåîðåìå 2.1. â êà÷åñòâå K ìîæíî âçÿòü îïåðàòîð
K = (E − L−1

Φ Lm)G, ãäå M̃ � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ äåé-
ñòâóþùèõ èç H â D(L̃), E - åäèíè÷íûé îïåðàòîð, à LΦ - ôèêñèðîâàííîå
êîððåêòíîå ñóæåíèå.

Íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ñóæåíèé è ðàñøèðåíèé íàé-
äåíû â ðàáîòàõ Ò. Êàëüìåíîâà, Ð. Îéíàðîâà, Ì. Ñàäûáåêîâà, Á. Êàíãó-
æèíà, È. Ïàðàñèäè è Á. Áèÿðîâà. Ïðèâåäåì äâà ëåãêî çàïîìèíàþùèõñÿ
ðåçóëüòàòà, ïîíðàâèâøèõñÿ ìíå è ëåãêî âûòåêàþùèõ èç òåîðèè.

Òåîðåìà 2. (Îòåëáàåâ Ì.) Ëþáîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå ñèììåòðè÷å-
ñêîãî îïåðàòîðà � ñàìîñîïðÿæåííî.

Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè åãî ðåçîëüâåíòà
ïåðåñòàíîâî÷íà ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì.

Òåîðåìà 3. (Áèÿðîâ Á.) Ïóñòü Ω � îáëàñòü Rn ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé
∂Ω, à Lm � ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé îïåðàòîðîì Ëàïëàñà.
Åñëè L � êîððåêòíîå ñóæåíèå ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà Lm è D(L) ⊂
W l

2(Ω), ãäå l ≥ 1/2 ïðè n ≥ 3 è l > 1 ïðè n = 2, òî L−1 � íå âîëüòåððîâ.

Îêàçàëîñü âîçìîæíûì îïèñàòü âñå êîððåêòíûå ñóæåíèÿ îïåðàòîðîâ,
êîòîðûõ È.Ã. Ïåòðîâñêèé íàçâàë ïàòîëîãè÷åñêèìè.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà ìîæ-
íî ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî åñëè L � êîððåêòíîå ñóæåíèå Lmax, òî èç Lmax ⊃
L âûòåêàåò L∗ ⊃ (Lmax)∗ è îïåðàòîð (Lmax)∗ � åñòü ìèíèìàëüíûé îïå-
ðàòîð, à L∗ � åãî êîððåêòíîå ðàñøèðåíèå. Â ðàáîòàõ [37 - 39] ïðèâåäåíû
ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå ëþáûå êîððåêòíûå ñóæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà çàïèñàòü â âèäå ãðàíè÷íîé çàäà÷è.

Íàøà òåîðèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîäîëæåíèåì òåîðèè Íåéìàíà-Âèøèêà,
ïðîùå ñâîåé ïðåäøåñòâåííèöû è áîëåå ýôôåêòèâíà â ïðèìåíåíèè.

Ïðè ñîçäàíèè ýòîé òåîðèè, ÿ ñèñòåìàòè÷åñêè îïèðàëñÿ íà ìíåíèå ñâîåãî
äðóãà Êàëüìåíîâà Ò.Ø., êîòîðûé áåñêîðûñòíî ïîìîãàë ìíå.

Äëÿ ìåíÿ òàêæå âàæíû áûëè àêòèâíàÿ ðàáîòà Ð. Îéíàðîâà, Á. Êàíãó-
æèíà, È. Ïàðàñèäè, Á. Êîêåáàåâà, À. Øûíûáåêîâà, Á. Áèÿðîâà, Ì. Ñàäû-
áåêîâà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ, îáó÷àâøèõñÿ ó ìåíÿ è ó Ò. Êàëüìåíîâà.
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Ê ñîæàëåíèþ, èç-çà îãðàíè÷åíèÿ îáúåìà ñòàòüè, ÿ íå ñìîã íà äîëæíîì
óðîâíå îñòàíîâèòüñÿ íà èññëåäîâàíèÿõ Ò. Êàëüìåíîâà, Ð. Îéíàðîâà, Á.
Êàíãóæèíà, Á. Áèÿðîâà, Ì. Ñàäûáåêîâà è èõ ìíîãî÷èñëåííûõ ó÷åíèêîâ,
êîòîðûå íàïèñàëè î÷åíü ìíîãî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðàçëè÷íûì ñëåäñòâè-
ÿì è ïðèìåíåíèÿì òåîðèè ñóæåíèé è ðàñøèðåíèé.

Èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè ïîçâîëèëè ìíå è Ò. Êàëüìåíîâó (ïðè àê-
òèâíîì ñîäåéñòâèè Ð. Îéíàðîâà, Ê. Ìûíáàåâà, Á. Êàíãóæèíà, Ì. Ìóðàò-
áåêîâà è Ì. Ñàäûáåêîâà) îðãàíèçîâàòü â Êàçàõñòàíå êðóïíóþ øêîëó ïî
äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì.

3 Ðàçäåëèìîñòü ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
{ −y′′(x) + q(x)y(x) = f(x) ∈ L2(0,+∞),

y(0) = 0.
(5)

Óðàâíåíèå (5) íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèìûì â L2(0, +∞), åñëè èç f ∈ L2(0, +∞)
âûòåêàåò y′′ ∈ L2(0, +∞).

Òåðìèí ðàçäåëèìîñòü ââåäåí â ðàáîòàõ [46], [47]. Â Ñîâåòñêîì Ñîþçå
íà÷èíàÿ ñ 1972 ã. ïðîáëåìîé ðàçäåëèìîñòè íà÷àë çàíèìàòüñÿ Ê. Áîéìàòîâ,
êîòîðûé íàïèñàë ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò. Ê. Áîéìàòîâ èñïîëüçîâàë
èçâåñòíûé ìåòîä Òèò÷ìàðøà îöåíêè ðåçîëüâåíòû. Ìåòîä Òèò÷ìàðøà â
[48] áûë ìíîþ ìîäåðíèçèðîâàí. Ïîýòîìó ìíå óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåçóëü-
òàòû â Lp(0, +∞) è îáîáùèòü èõ íà ìíîãîìåðíûå ñëó÷àè [48 � 57]. ×óòü
ïîçæå ÿ ïðèäóìàë ôîðìóëó ëîêàëèçàöèè ðåçîëüâåíòû äëÿ îáùèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî ïðîáëåìå ðàçäåëèìîñòè, ïîëó÷åííûå ìíîþ è
Ê. Áîéìàòîâûì, îïèðàþòñÿ íà ìîþ ôîðìóëó ëîêàëèçàöèè è åå ðàçëè÷íûå
âàðèàíòû [54].

Ïîëüçóÿñü îäíîé èäåé Ð. Îéíàðîâà, ìíå âìåñòå ñ îäíèì ó÷åíèêîì óäà-
ëîñü äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (5) ðàçäåëèìî â L1(0, +∞), åñëè q(x) ≥ 0.
Òàêîé ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà ìíîãîìåðíûå óðàâíåíèÿ òèïà Øðåäèí-
ãåðà, à òàêæå íà èõ ðàçíîñòíûå àíàëîãè [31, 53].

Èññëåäîâàíèÿ íà ðàçäåëèìîñòü íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîòðåáîâàëè íî-
âûõ ïîäõîäîâ. Òàêèå íîâûå ïîäõîäû ïîÿâèëèñü áëàãîäàðÿ ìîèì íåóäà÷íûì
ïîïûòêàì ðåøèòü ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2012. Òîì 12. � 3 (45)



Êðàòêèé îáçîð íåêîòîðûõ ìîèõ èññëåäîâàíèé 23

Íàâüå-Ñòîêñà. Îñíîâíûå ìîè è ìîèõ ó÷åíèêîâ ðåçóëüòàòû î ðàçäåëèìîñòè
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [48-60].

Ðàáîòû [61-67] ïîñâÿùåíû àáñòðàêòíûì óðàâíåíèÿì òèïà Íàâüå-
Ñòîêñà. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå òåîðåìû ðàçäåëèìîñòè è ðåçóëüòàòû,
îïèñàííûå â ýòîì ïóíêòå, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äâóõñòîðîííèå îöåíêè (ïî-
ïåðå÷íèêîâ) ìíîæåñòâ âèäà M = {g : u = L(g), |u| ≤ C}, ãäå L(·) �
íåëèíåéíûé îïåðàòîð (íàïðèìåð, L(g) = −g′′+ q(x)g3, g(0) = 0, q(x) ≥ 1).

Íàïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìàìè ðàçäåëèìîñòè ëèíåéíûõ èëè
íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ, ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ îïåðàòî-
ðîâ ïîëó÷èëè è ïîëó÷àþò äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ Ì. Ìóðàòáåêîâà,
Ê. Îñïàíîâà è èõ ó÷åíèêîâ.

4 Î ïðîáëåìàõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

Åñëè A � îãðàíè÷åííîå íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H, òî ïðîáëåìó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Au = f ìîæíî ñâåñòè ê
ïðîáëåìå ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J(u) = |A(u)− f |2, ãäå | · | - íîðìà â
H.

Ïóñòü ξ ∈ (0,∞) - ïàðàìåòð. Îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèþ u(ξ) êàê ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ

uξ(ξ) = −B∗
u

(
A(u)− f

)
, 0 < ξ < ∞; u(0) = 0.

Çäåñü B′
u � ïðîèçâîäíàÿ ïî Ãàòî ïðåîáðàçîâàíèÿ A(·) â òî÷êå u, à B∗

u �
îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê B′

u (ïðè êàæäîì u ∈ H). Äëÿ J(u) èìååì

J
(
u(ξ)

)
= J

(
u(0)

)−
∫ ξ

0

∣∣∣B∗
u

(
A(u)− f

)∣∣∣
2
dη.

Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ ïðîñòûõ óñëîâèé, ìû ïîëó÷èì, ÷òî
u(ξ) ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ A(u)− f = 0 ïðè ξ →∞.

Â ìîèõ ðàáîòàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè,
íåêîòîðûå èç êîòîðûõ âûïîëíåíû ñîâìåñòíî ñ èçâåñòíûìè ñïåöèàëèñòàìè
â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè Ø. Ñìàãóëîâûì, Á. Ðûñáàéóëû,
Æ. Áàëäûáåê, èñïîëüçóåòñÿ âûøå îïèñàííàÿ èäåÿ. Êðîìå òîãî, ýôôåê-
òèâíî èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè êîýðöèòèâíîñòè, òåîðåìû ïðîäîëæåíèÿ è âëî-
æåíèÿ, ñ êîòîðûìè ÿ èìåë äåëî â ðàáîòàõ [1 � 32].
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Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàçðàáîòàííûé ìåòîä íà ïðèìåðå îäíîãî íåëèíåé-
íîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2 c ãëàäêîé ãðàíèöåé
∂Ω. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ω ⊂ Q, ãäå Q - åäèíè÷íûé êóá ñ öåíòðîì â íóëå.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ â Q ôóíêöèÿ F (x),
÷òî |gradF (x)| ≥ C0 > 0 è F (x) < 0 â Ω, F (x) > 0 âíå Ω è F (x) = 0 íà ∂Ω.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå: −4u + q(x, u)u = f â Ω è u(x) = 0 ïðè
x ∈ ∂Ω, ãäå q(x, u) � áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òî-
ãäà õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè f(x) ∈ W k

2 (Ω) , òî u(x) ∈ W k+2
2 (Ω). Ïî-

ýòîìó ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî âåðíî ïðåäñòàâëåíèå u(x) = F (x) · v(x), ãäå
v(x) ∈ W k+2

2 (Ω). Íî, ïî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè, v(x) ìîæíî ïðîäîë-
æèòü íà âñþ Q òàê, ÷òîáû v(x) áûëà ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé èç êëàñ-
ñà v(x) ∈ W k+2

2 (Q). Òîãäà ïðèáëèæåíèå vN (x) ê v(x) òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèìè ïîëèíîìàìè ïîðÿäêà íå âûøå N , N < ∞ ìîæíî èñêàòü â âèäå
vN (x) = KN ∗ g(x), ãäå KN � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì, ó êîòîðîãî âñå
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïîðÿäêà ≤ N íå íóëè.

Ïîäñòàâëÿÿ uN = F (x) · vN = F (x)
(
KN ∗ g(x)

)
â óðàâíåíèå −4u +

PNq(x, u)u(x)− PNf(x) = 0, ãäå PN - îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà ≤ N , ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå, ïðèáëèæàþùåå èñõîäíóþ çàäà÷ó ñ îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè.

Äëÿ uN ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïîëó÷èëè
ïðèáëèæåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ñèñòåìîé èç N àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Òàêóþ ïðîñòóþ èäåþ îêàçàëîñü ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ øèðîêîãî
êðóãà çàäà÷ (ñì. [67] � [79]).

Ê ÷èñëó ìîèõ ðàáîò, îòíîñÿùèõñÿ ê âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå, ÿ
îòíîøó ðàáîòû, ñâÿçàííûå ñ âîïðîñàìè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðîöåññà ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé. Èçâåñòíûå â ýòîé îáëàñòè ðàáîòû, êàê ïðàâèëî, ðàñïà-
ðàëëåëèâàþò ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ëåíòî÷íûìè ìàòðèöàìè
(íàïðèìåð, òð¼õ- èëè ÷åòûð¼õ- äèàãîíàëüíûìè) èëè ðåäêîýëåìåíòíûìè
ìàòðèöàìè. Íàäî ñêàçàòü, ÷òî äàæå â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðåäëàãàåìûå âàðèàí-
òû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íå âñåãäà óäà÷íû.

Ïðèäóìàííûé ìíîþ ñïîñîá ðàñïàðàëëåëèâàåò àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
ñ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöåé. Ïðè÷åì, çàòðà÷èâàåìîå âðåìÿ ïðè ïàðàëëåëü-
íîé ðàáîòå n îäèíàêîâûõ êîìïüþòåðîâ ïðèìåðíî áóäåò â n ðàç ìåíüøå,
÷åì åñëè áû ðàáîòàë îäèí êîìïüþòåð. Ýòî âåñüìà âàæíî ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ñóïåð-êîìïüþòåðîâ ñî ìíîãèìè ïðîöåññîðàìè.
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Ìîÿ èäåÿ ïðîñòà � íóæíî èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîííûé ìåòîä. Òîãäà
íà êàæäîì øàãó îñíîâíîé ðàáîòîé áóäåò âû÷èñëåíèå äåéñòâèÿ ìàòðèöû
íà ýëåìåíò, à ýòî ýôôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ [80� 82]. È ýòîò ìåòîä
ìîæíî ëåãêî ðåàëèçîâàòü â "æåëåçêàõ".

5 Ê àáñòðàêòíûì òåîðåìàì âëîæåíèé è î íåëèëåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèÿõ

Â ýòîì ïàðàãðàôå êðàòêî ñîîáùó î íåêîòîðûõ ñâîèõ ðåçóëüòàòàõ, êî-
òîðûìè ÿ çàíèìàëñÿ êðàòêîâðåìåííî, ïîä âëèÿíèåì âðåìåííûõ îáñòîÿ-
òåëüñòâ.

Õîðîøî èçâåñòíà êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Àð÷åëÿ î êîìïàêòíîñòè ìíî-
æåñòâà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Òåîðåìà Àð÷åëÿ áûëà îáîá-
ùåíà íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ Ðèññà (Òåîðåìà Ôðåøå - Êîëìîãîðîâà). Ìíå
âìåñòå ñ ìîèì äðóãîì Ë. Öåíäîì óäàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü òåîðåìó Ôðåøå
- Êîëìîãîðîâà íà ñëó÷àé îáùèõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ îïåðàòîð ñäâèãà
ñèëüíî íåïðåðûâåí [83]. Áîëåå òîãî, åñëè ïðîñòðàíñòâî H ïîðîæäåíî ïî
àíàëîãèè ñ ïðîñòðàíñòâàìè Ñîáîëåâà èëè Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà ñ ïîìîùüþ
èíôåíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû, òî â H
âåðíà òåîðåìà � àíàëîã òåîðåìû Ôðåøå�Êîëìîãîðîâà (äîêàçàíî â [83]).
Ðåçóëüòàòû âûøåóêàçàííûõ ðàáîò íå ïðèâîæó èç-çà íåäîñòàòêà ìåñòà.

Ìíîþ, ñîâìåñòíî ñ Ëõàìñóðýí Öåíäîì, áûë ïîëó÷åí è ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò

Òåîðåìà 4. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ íà n-
ìåðíîì çàìêíóòîì êóáå Q ôóíêöèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íîðìà â H èí-
âàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà. Òîãäà:

à) ïðîñòðàíñòâî H âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé C(Q), åñëè è òîëüêî, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ Q âûïîëíåíî

l(x) ≡
∞∑

n=1

∣∣ψn(x)
∣∣2 < ∞;

á) Åñëè H âëîæåíî â C(Q), òî l(x) ≡ l(o) < ∞.

Ýòà òåîðåìà ñîäåðæèòñÿ â [32]. Îíà ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà
âìåñòî Q âûñòóïàåò ëþáàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà.
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Ìíîþ ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ â ðàáîòå [84] (ñîàâòîð Ã. Ñóâîð÷åíêîâà) è â ðàáîòàõ [85, 86]
(ñîàâòîð Ð. Îéíàðîâ). Â [86] ãëàâíûå ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò Ð. Îéíà-
ðîâó. Çíàêîìñòâó ñ ýòîé òåìàòèêîé ÿ îáÿçàí ìîåìó ñòàðøåìó òîâàðèùó
Ò.Ê. Íóðåêåíîâó, êîòîðûé ïîñâÿòèë ìíîãî ðàáîò òåîðèè íåëèíåéíûõ èí-
òåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [86] ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé Ëèïøèöåâîñòè
èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà èç L1 â Lp (p ≥ 1) è âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòà
Ëèïøèöà. Îñíîâíûå èäåè ýòèõ ðàáîò ìíîþ áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè íàïè-
ñàíèè ðàáîò [87, 88]. Â [88] ÿ óêàçàë íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå,
÷òîáû ïðîñòðàíñòâî áûëî ïðîñòðàíñòâîì Âåêóà.

6 Î ïðîáëåìàõ ñàìîñîïðÿæåííîñòè è î òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ìíîãèõ îïåðàòîðîâ, èñïîëüçóåìûõ â òåîðåòè-
÷åñêîé ôèçèêå, âåñüìà âàæíû âîïðîñû ñóùåñòâåííîé ñàìîñîïðÿæåííîñòè.
Ïîýòîìó ÿ, ïîä âëèÿíèåì ìîèõ ó÷èòåëåé (Ì.Ã. Ãàñûìîâ, À.Ã. Êîñòþ÷åíêî
è Á.Ì. Ëåâèòàí), íåêîòîðîå âðåìÿ çàíèìàëñÿ ñàìîñîïðÿæåííîñòüþ îïåðà-
òîðîâ Äèðàêà è Øðåäèíãåðà ñ îïåðàòîðíûì ïîòåíöèàëîì. Ãëàâíûì ìîèì
ðåçóëüòàòîì áûë "ïðèíöèï ëîêàëüíîñòè" , êîòîðûé âñåãäà èìååò ìåñòî
äëÿ îïåðàòîðà Äèðàêà, à äëÿ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà � ïðè âûïîëíåíèè
äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ ïîëóîãðàíè÷åííîñòè.

Ïðèâåäåì ïðèíöèï ëîêàëüíîñòè äëÿ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, à
L2,H(Rn) � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íîðìû ôóíêöèé ñî
çíà÷åíèÿìè â H. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q(x) � ñàìîñîïðÿæåííûé íåîòðè-
öàòåëüíûé ñèëüíî íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â H ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
D

(
Q(x)

) ⊇ D̂, ãäå D̂ � ïëîòíîå â H ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü L �
åñòü çàìûêàíèå â L2,H(Rn) îïåðàòîðà Lu = −4u+Q(x)u, ïåðâîíà÷àëüíî
îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå C2

0 (D̂) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â D̂.

Òîãäà îïåðàòîð L � áóäåò ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Rn

íàéäåòñÿ ε > o òàêîå, ÷òî ñàìîñîïðÿæåí îïåðàòîð Lx0,ε. Çäåñü Lx0,ε �
çàìûêàíèå â L2,H(Rn) îïåðàòîðà −4u + χε(x− x0)Q(x)u, ãäå χε(x− x0) �
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ øàðà ñ öåíòðîì â x0, ðàäèóñîì ðàâíûì ε.
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Ýòó òåîðåìó ìîæíî ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü. Îíà ïîçâîëèëà ïîëó-
÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû óæå â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé [89 � 91].

Ïîñòàíîâêà âîïðîñîâ î ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðîâ Äèðàêà è Øðå-
äèíãåðà íà ñàìîì äåëå ëåæèò äîâîëüíî äàëåêî îò ïåðâîíà÷àëüíîãî âîç-
íèêíîâåíèÿ èõ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå.

Íî îíè ìåíÿ òîëêíóëè ê èññëåäîâàíèÿì [92, 93] è [94], êîòîðûå îòíîñÿò-
ñÿ ê òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå. Â [94], ïîëüçóÿñü ïñåâäîíèìîì "Øîéêàðà" , ÿ
ðàññìàòðèâàë ôèçèêó, â êîòîðîé çàêîíû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Â òàêîé ôèçèêå ÷àñòèöû ìîãóò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ áîëüøåé, ÷åì ñêîðîñòü ñâåòà. Çäåñü ñëîâîñî÷åòàíèå "ñêîðîñòü ñâåòà"
íà ñàìîì äåëå îçíà÷àåò ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.

Ïðè÷åì âñå ÷àñòèöû ìîæíî äåëèòü íà äâà êëàññà:
à) áûñòðûå, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ áûñòðåå, ÷åì ñêîðîñòü ñâåòà;
á) ìåäëåííûå, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ ìåíüøåé, ÷åì ñêîðîñòü ñâåòà.
Ïðè ëþáîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà áûñòðûå ïåðåõîäÿò â áûñòðûå,

à ìåäëåííûå - â ìåäëåííûå. Åñëè ïðîëåòàþùàÿ ÷àñòèöà � áûñòðàÿ, òî
íàáëþäàòåëþ êàæåòñÿ, ÷òî â êàêîé-òî òî÷êå èç íè÷åãî âîçíèêëè äâå
ðàçëåòàþùèåñÿ ÷àñòèöû.

Îêàçàëîñü, ÷òî ìîæíî, îñòàâàÿñü â ïðåäåëàõ ôèçèêè Íüþòîíà�
Ãàëèëåÿ, ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, ê êîòîðûì ïðèâîäèò òåîðèÿ îòíîñèòåëüíî-
ñòè. Íî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ âîëíîâîé òåîðèè, à ÷àñòèöû
ñ÷èòàòü, ÷åì-òî òèïà óñòîé÷èâûõ "âèõðåé". Ìå÷òàþ ê ýòîé òåìàòèêå âåð-
íóòüñÿ, ïîïîëíèâ ñâîè ïîçíàíèÿ â îáëàñòè ôèçèêè.

Êîíå÷íî, òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè (òàê æå, êàê è òåîðèÿ Íüþòîíà�
Ãàëèëåÿ) åñòü âñåãî ëèøü ìîäåëü Ìèðîçäàíèÿ, êîòîðàÿ íå ïðîòèâîðå÷èò
íàêîïëåííûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Â áóäóùåì, áåçóñëîâíî, ïî-
ÿâÿòñÿ íîâûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû, êîòîðûå ïîòðåáóþò ïîñòðîåíèÿ
íîâûõ ìîäåëåé Ìèðîçäàíèÿ.

Óäèâèòåëüíà íàèâíîñòü ìíîãèõ èçâåñòíûõ ôèçèêîâ, êîòîðûå âåðÿò, ÷òî
Ìèðîçäàíèå âîçíèêëî ñîãëàñíî òåîðèè áîëüøîãî âçðûâà è â âîçìîæíîñòü
ñóùåñòâîâàíèÿ ìîäåëè, àäåêâàòíî îïèñûâàþùåé Ìèðîçäàíèå.

Íàêîíåö ñêàæó, ÷òî ëþáàÿ ïðàâèëüíàÿ ìîäåëü, áåçóñëîâíî, èìååò àêñè-
îìàòè÷åñêóþ áàçó. Ïîýòîìó, òàê êàê ëþáàÿ àêñèîìàòèçèðîâàííàÿ òåîðèÿ
åñòü íåêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, òî òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà åñòü ïðîñòî
ìàòåìàòèêà.
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È, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ïðàâèëüíàÿ ìîäåëü Ìèðîçäàíèÿ, îêàæåòñÿ
ïðîñòî ìàòåìàòèêîé! Ìû, ñîçäàâàÿ ìîäåëü Ìèðîçäàíèÿ, ïûòàåìñÿ "óãà-
äàòü" çàìûñåë Âñåâûøíåãî. ß ñ÷èòàþ, ÷òî Âñåâûøíèé ñîçäàë Ìèðîçäà-
íèå è êîíòðîëèðóåò çàêîíû íåæèâîé è æèâîé ïðèðîäû. À òåì, êîìó îí
ïîäàðèë ðàçóì, îí çàîäíî ïîäàðèë è ñåêòîð ñâîáîäû. Â ýòîì ñåêòîðå ìû,
ðàçóìíûå ñîçäàíèÿ Âñåâûøíåãî, òâîðèì äîáðî èëè çëî. Âñåâûøíèé âñåãäà
ìîæåò âìåøàòüñÿ â ðàçâèòèå ëþáûõ ñîáûòèé â ñåêòîðå ñâîáîäû, íî îí ýòî
äåëàåò êðàéíå ðåäêî.

Â ñèëó íåõâàòêè ìåñòà ìíå ïðèøëîñü ïðîìîë÷àòü î ìíîãèõ ìîèõ ðå-
çóëüòàòàõ â îáëàñòè ïðîáëåì çàùèòû èíôîðìàöèè, à òàêæå î ðàáîòàõ, ïî-
ñâÿùåííûõ óïðàâëåíèþ ëàçåðíûì èñòî÷íèêîì òåïëà. Â òàêèõ ðàáîòàõ ìî-
èìè ñîàâòîðàìè áûëè Õàñàíîãëû Àëåìäàð, Ìîëäàáåêîâ Ñ., Áîëååâà Ì.
(ñì. [95-100]) è äðóãèå.

Ê ñîæàëåíèþ, íå õâàòèëî ìåñòà è äëÿ èçëîæåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ìîèõ
èçîáðåòåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê èíæåíåðíûì íàóêàì.

Íàäåþñü, ÷òî åùå íàéäó äëÿ ýòîãî âðåìÿ è ìåñòî.
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Ãëóáîêîóâàæàåìîìó àêàäåìèêó Îòåëáàåâó Ì. ïîñâÿùàåòñÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Óñòàíîâëåíà îöåíêà ñâåðõó ïðèáëèæåíèÿ îáîáùåííîãî êëàññà
Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà�Àìàíîâà ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè êðàòíîãî ðÿäà Ôóðüå.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà, ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè, êëàññ
Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà.

Ââåäåíèå

Ïóñòü x = (x1, ..., xm) ∈ Im = [0, 2π)m è 1 ≤ θj , qj < +∞, j = 1, ..., m.
×åðåç L∗

q,θ
(Im) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíê-

öèé f (x), èìåþùèõ ïåðèîä 2π ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷-
íà âåëè÷èíà

‖f‖∗q̄,θ̄ =

[∫ 2π

0
t

θm
qm
−1

m

[
· · ·

[∫ 2π

0

(
f∗1,...,∗m(t̄)

)θ1

t
θ1
q1
−1

1 dt1

] θ2
θ1 · · ·

] θm
θm−1

dtm

] 1
θm

.

Çäåñü f∗1,...,∗m(t̄) � íåâîçðàñòàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà ôóíêöèè |f(x̄)| ïî êàæ-
äîé ïåðåìåííîé xj ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ (ñì. [1]).
Ïîëîæèì

δs (f, x) =
∑

n∈ρ(s)

an (f) ei〈n,x〉,
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ãäå an(f) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1 (Im) ïî êðàòíîé òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå {ei〈n,x〉}Zm , 〈ȳ, x̄〉 =

m∑
j=1

yjxj ,

ρ(s̄) =
{
k = (k1, ..., km) ∈ Zm : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , j = 1, ..., m

}
.

Ðàññìîòðèì äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè òèïà ñìåøàííîãî ìîäóëÿ ãëàäêîñòè
Ω(t̄) ìíîæåñòâà Q(N) = ∪

s̄∈Γ(N)
ρ(s̄), ãäå

Γ(N) =
{

s̄ = (s1, ..., sm) ∈ Zm
+ : Ω(2−s1 , ..., 2−sm) ≥ 1

N

}
,

è äëÿ ôóíêöèè f � åå ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
ÔóðüåSQ(N)(f, x̄) =

∑
k̄∈Q(N) ak̄(f) · ei〈k̄,x̄〉. .

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííûé êëàññ Íèêîëüñêîãî � Áåñîâà

SΩ
p,θ,τ

B =

{
f ∈

◦
L∗

p,θ
(Im) :

∥∥∥∥
{

Ω−1(2−s̄) ‖δs (f)‖∗
p,θ

}
n̄∈Zm

+

∥∥∥∥
lτ

≤ 1

}
,

ãäå p = (p1, ..., pm), θ = (θ1, ..., θm), τ = (τ1, ..., τm), 1 ≤ pj , θj , τj < +∞,
j = 1, ..., m è Ω(2−s̄) = Ω(2−s1 , ..., 2−sm).

Åñëè Ω(t̄) =
∏m

j=1 t
rj

j ýòîò êëàññ îáîçíà÷àåòñÿ Sr
p,θ,τ

B è íàçûâàåòñÿ êëàñ-
ñîì Íèêîëüñêîãî � Áåñîâà èëè Íèêîëüñêîãî � Áåñîâà � Àìàíîâà.

Êëàññ SΩ
p,θ,τ

B â ñëó÷àå p̄ = θ̄ è Ω(t̄) =
∏m

j=1 t
rj

j , rj < l, ïðè τj = +∞, j =
1, ..., m âïåðâûå îïðåäåëåí Ñ.Ì. Íèêîëüñêèì [2], à ïðè 1 ≤ τj < +∞, j =
1, ..., m � Ò.È. Àìàíîâûì [3].

Ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà èìåþò âàæíûå ïðèìåíåíèÿ â àíàëèçå. Òàê, íà-
ïðèìåð, Ì. Îòåëáàåâ [4] ïîëó÷èë èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Âïåðâûå ñïîñîá ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñ ãàðìîíèêàìè èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ êðåñòîâ
ïðåäëîæèë Ê.È. Áàáåíêî. Âïîñëåäñòâèè ïðèáëèæåíèå ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
ãëàäêèõ ôóíêöèé ýòèì ìåòîäîì èññëåäîâàëè Ñ.À. Òåëÿêîâñêèé , Á.Ñ. Ìè-
òÿãèí, ß.Ñ. Áóãðîâ, Í.Ñ. Íèêîëüñêàÿ, Ý.Ì. Ãàëååâ, Â.Í. Òåìëÿêîâ, Äèíü
Çóíã, Ý.Ñ. Áåëèíñêèé (ñì. îáçîð [5]), À.Ñ. Ðîìàíþê [6], Á.Ñ. Êàøèí, R.A.
De Vore, S.V. Konyagin, V.N. Temlyakov (ñì., íàïðèìåð, îáçîð [7]), H.-J.
Schmeisser, W. Sickel, Ä.Á. Áàçàðõàíîâ [8].
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Äëÿ êëàññîâ Íèêîëüñêîãî � Áåñîâà îáîáùåííîé ñìåøàííîé ãëàäêîñòè
ýòó çàäà÷ó èññëåäîâàëè Í.Í. Ïóñòîâîéòîâ [9], Sun Yongsheng and Wang
Heping [10], Ñ.À. Ñòàñþê [11] è äðóãèå.

Òî÷íûå ïîðÿäêè ïðèáëèæåíèÿ êëàññà Sr
p,θ,τ

B â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà
Ëîðåíöà óñòàíîâëåíû àâòîðîì [12] è Ê.À. Áåêìàãàíáåòîâûì [13]. Îñíîâíàÿ
öåëü ðàáîòû � íàéòè òî÷íûé ïîðÿäîê âåëè÷èíû

sup
f∈SΩ

p,θ,τ
B

‖f − SQ(N)(f)‖∗
q,θ

.

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè íåêîòîðûõ íàøèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
Ω(t̄) = Ω(t1, ..., tm) ïðè tj ≥ 0, j = 1, ..., m, çàäàíà ïî ôîðìóëå :

Ω(t̄) =
m∏

j=1

t
rj

j

(
log

1
tj

)bj

+

,

åñëè tj > 0, j = 1, ..., m, è Ω(t̄) = 0, åñëè
m∏

j=1
tj = 0, ãäå rj > 0, bj > 0, j =

1, ...,m.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 < pj < qj < ∞, 1 ≤ θ
(1)
j , θ

(2)
j < +∞, j = 1, ...,m,

r1 = ... = rν < rν+1 ≤ ... ≤ rm, γj = rj

r1
, j = 1, ..., m, r1

(
1
pj
− 1

qj

)
=

rj

(
1
p1
− 1

q1

)
, j = 1, ..., ν, è r1

(
1
pj
− 1

qj

)
< rj

(
1
p1
− 1

q1

)
, j = ν + 1, ..., m è

rj > 1
pj
− 1

qj
, j = 1, ..., m.

1) Åñëè bjθ
(2)
j < 1, j = 1, ..., ν, è

ν∑
j=2

1

θ
(2)
j

−
ν∑

j=1
bj ≥ 0, òî

sup
f∈SΩ

p,θ̄(1)
H

‖f − SQ(N)(f)‖∗
q,θ

(2) ≤ CN
− 1

r1
(r1+ 1

q1
− 1

p1
) (log2 N)

νP
j=2

1

θ
(2)
j

−
νP

j=1
bj

.

2) Åñëè bjθ
(2)
j > 1, j = 1, ..., ν, òî

sup
f∈SΩ

p,θ̄(1)
H

‖f − SQ(N)(f)‖∗
q,θ

(2) ≤ CN
− 1

r1
(r1+ 1

q1
− 1

p1
)
.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 < pj < qj < ∞, 1 ≤ θ
(1)
j , θ

(2)
j < +∞, j = 1, ..., m,

r1 = ... = rν < rν+1 ≤ ... ≤ rm, γj = rj

r1
, j = 1, ..., m, r1

(
1
pj
− 1

qj

)
=

rj

(
1
p1
− 1

q1

)
, j = 1, ..., ν, è r1

(
1
pj
− 1

qj

)
< rj

(
1
p1
− 1

q1

)
, j = ν + 1, ..., m è

rj > 1
pj
− 1

qj
, j = 1, ..., m.

1) Ïóñòü θ
(2)
j < τj , j = 1, ..., m. Åñëè bj < 1

θ
(2)
j

− 1
τj

, j = 1, ..., ν, òî

sup
f∈SΩ

p,θ̄(1)
B

‖f −SQ(N)(f)‖∗
q,θ

(2) ≤ CN
− 1

r1
(r1+

1
q1
− 1

p1
) (log2 N)

νP
j=2

 
1

θ
(2)
j

− 1
τj

!
−

νP
j=1

bj

.

Åñëè bj > 1

θ
(2)
j

− 1
τj

, j = 1, ..., ν, òî

sup
f∈SΩ

p,θ̄(1)
B

‖f − SQ(N)(f)‖∗
q,θ

(2) ≤ CN
− 1

r1
(r1+ 1

q1
− 1

p1
)

2) Ïóñòü τj ≤ θ
(2)
j < +∞, j = 1, ..., m. Òîãäà

sup
f∈SΩ

p,θ̄(1)
B

‖f − SQ(N)(f)‖∗
q,θ

(2) ≤ C sup
s̄∈Γ⊥(N)

m∏

j=1

2
sj

�
1

pj
− 1

qj

�
Ω(2−s̄).

Çàìå÷àíèå 1. . Â ÷àñòíîñòè, èç ýòèõ òåîðåì òîëüêî â ñëó÷àå pj = θj =
p, qj = θj = q, j = 1, ..., m, ñëåäóþò ðåçóëüòàòû Í.Í. Ïóñòîâîéòîâà [9]
è Ñ.À. Ñòàñþêà [11].
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ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß È ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖÈÈ
ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

Ïîñâÿùàåòñÿ àêàäåìèêóÍÀÍÐÊÌ.Îòåëáàåâó
â ñâÿçè ñ åãî ñåìèäåñÿòèëåòèåì

Ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ è õàðàêòåðèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
Íèêîëüñêîãî � Áåñîâà Bsmt

p q è Ëèçîðêèíà � Òðèáåëÿ Lsmt
p q ÷åðåç ϕ�ïðåîáðà-

çîâàíèå, "ëîêàëüíûå ñðåäíèå" è ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèè Ïåòðå, à òàêæå
ïðîñòðàíñòâ Ëèçîðêèíà � Òðèáåëÿ Lsmi

∞ q , i ∈ {r, t}, ñ ïîìîùüþ âñïëåñêîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ñìåøàííàÿ ãëàäêîñòü,
ïðåäñòàâëåíèå, ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìà.

1 Ââåäåíèå

Ïóñòü N0 = N ∪ {0}; R+ = (0, +∞); zm = N ∩ [1,m], m ∈ N; äëÿ x =
(x1, ..., xm), y = (y1, ..., ym) ∈ Rm ïóñòü xy = x1y1 + ... + xmym, ‖x‖ =

√
xx,

x ≤ y ⇔ xκ ≤ yκ, κ ∈ zm, |x| = |x1| + ... + |xm|, |x|∞ = max{|xκ| : κ ∈ zm};
äëÿ λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Nm

0 ∂λ = ∂λ1
1 · · · ∂λm

m , ãäå ∂κ � ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ïî κ�é ïåðåìåííîé, κ ∈ zm (çäåñü, êàê îáû÷íî, N,Z,R,C � ìíîæåñòâà
íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë).

Ïóñòü Sr = Smr = S(Rm) è S ′r = S ′(Rm) � ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà
ïðîáíûõ ôóíêöèé è ðàñïðåäåëåíèé íà Rm ñîîòâåòñòâåííî; f̂ = Fm(f) è

c© Ä. Á. Áàçàðõàíîâ, 2012.
Keywords: function space, mixed smoothness, representation, equivalent norm
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 42B25, 42C40, 42B35



44 Ä. Á. Áàçàðõàíîâ

F−1
m (f) � ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå f ∈ S ′r; St = S(Tm)

� ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãëàäêèõ ôóíêöèé f : Tm → C ñ òîïîëîãèåé ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè âñåõ ïðîèçâîäíûõ; Tm = (R/Z)m � m�ìåðíûé òîð;
äàëåå, S ′t = S ′(Tm) � ïðîñòðàíñòâî 1�ïåðèîäè÷åñêèõ ïî êàæäîé ïåðåìåí-
íîé ðàñïðåäåëåíèé èç S ′r; ïðîñòðàíñòâî S ′t åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ ïðîñòðàíñòâîì, òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûì ñ St.

Äëÿ ôóíêöèè f : Rm → C çàäàäèì åå ïåðèîäèçàöèþ f̃ : Tm → C êàê
(ôîðìàëüíóþ) ñóììó

f̃(x) =
∑

λ∈Zm

f(x + λ).

Ïî ôîðìóëå ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà ëåãêî âèäåòü, ÷òî φ ∈ Sr ⇒ φ̃ ∈ St.
Ïóñòü Lp(Im)(0 < p ≤ ∞) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé f :

Im → C, ñóììèðóåìûõ â ñòåïåíè p (ïðè p = ∞ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ)
íà Im, ñ îáû÷íîé êâàçèíîðìîé ‖f |Lp(Im)‖; çäåñü I ∈ {R,T}.

ßñíî, ÷òî äëÿ f ∈ L1(Rm) è g ∈ L1(Tm) (supp ĝ ⊂ Zm äëÿ g ∈ S ′t)

f̂(ξ) =
∫

Rm

f(x)e−2πiξxdx, ξ ∈ Rm, ĝ(ξ) =
∫

Tm

g(x)e−2πiξxdx, ξ ∈ Zm.

Äàëåå, ïóñòü `q(Nn
0 ) (0 < q ≤ ∞, n ∈ N) � ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé (aα) = (aα |α ∈ Nn
0 ) ñ êîíå÷íîé êâàçèíîðìîé ‖(aα) | `q‖,

‖(aα) | `q‖ =
( ∑

α∈Nn
0

|aα|q
) 1

q (q < ∞), ‖(aα) | `∞‖ = sup(|aα| : α ∈ Nn
0 ).

Äëÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (gα(x) |α ∈ Nn
0 ), x ∈ Im, ââå-

äåì êâàçèíîðìû (çäåñü i ∈ {r, t}† )

‖ (gα) | `q(Lmi
p ) ‖ = ‖ (‖ gα |Lp(Im) ‖) | `q ‖,

‖ (gα) |Lmi
p (`q) ‖ = ‖‖(gα(·)) | `q‖ |Lp(Im)‖).

Ôèêñèðóåì ÷èñëà n,m ∈ N, n ≤ m, âåêòîð m = (m1, . . . , mn) ∈ Nn ñ
|m| = m è ïðåäñòàâëåíèå x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm â âèäå x = (x1, . . . , xn), ãäå

†Çäåñü è âñþäó äàëåå â ôîðìóëàõ, îïðåäåëåíèÿõ, òåîðåìàõ è çàìå÷àíèÿõ ñèìâîëû I
è i îäíîâðåìåííî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ R è r ëèáî T è t ñîîòâåòñòâåííî.
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xν ∈ Rmν , ν ∈ zn. Äëÿ t ∈ R+, z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn è x = (x1, . . . , xn) ∈ Rm

ïîëîæèì tz = (tz1 , . . . , tzn), z · x = (z1x
1, . . . , znxn).

Âûáåðåì ôóíêöèè ην
0 ∈ Smνr òàêèå, ÷òî 0 ≤ η̂ν

0 (ξν) ≤ 1, ξν ∈ Rmν ;
η̂ν
0 (ξν) = 1, åñëè |ξν |∞ ≤ 1; η̂ν

0 (ξν) = 0, åñëè |ξν |∞ ≥ 3/2; ïîëîæèì ην (xν) =
F−1

mν
( η̂ν

0 (2−1 · )− η̂ν
0 ( · ))(xν) (ν ∈ zn); çàäàäèì íàáîðû ïðîáíûõ ôóíêöèé

{ηrα(x) = ηα(x) =
∏
ν∈zn

ην
αν

(xν) |α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0} ⊂ Sr, (1)

{ηtα(x) = η̃α(x) |α ∈ Nn
0} ⊂ St; (2)

çäåñü ην
k(xν) = 2(k−1)mνην(2k−1xν), k ∈ N (ν ∈ zn).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü s = (s1, . . . , sn) ∈ Rn; 0 < q ≤ ∞; i ∈ {r, t}. Ïðî-
ñòðàíñòâî Íèêîëüñêîãî � Áåñîâà Bsmi

p q = Bsm
p q (Im) (0 < p ≤ ∞) ñîñòîèò

èç âñåõ ðàñïðåäåëåíèé f ∈ S ′i, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà êâàçèíîðìà

‖ f |Bsmi
p q ‖ = ‖( 2αs ηiα ∗ f( · )) | `q(Lmi

p )‖.

Ïðîñòðàíñòâî Ëèçîðêèíà � Òðèáåëÿ Lsmi
p q = Lsm

p q (Im) (0 < p < ∞) ñîñòî-
èò èç âñåõ ðàñïðåäåëåíèé f ∈ S ′i, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà êâàçèíîðìà

‖ f |Lsmi
p q ‖ = ‖( 2αs ηiα ∗ f( · )) |Lmi

p (`q)‖. (3)

Ïóñòü Rmr
δ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëóîòêðûòûõ äèàäè÷åñêèõ ïàðàëëåëå-

ïèïåäîâ èç Rm âèäà P = Pm
αλ = {x ∈ Rm : 2α · x − λ ∈ [ 0, 1 )m }

(α ∈ Nn
0 , λ ∈ Zm); Rmt

δ = {P ∈ Rmr
δ |P ⊂ [0, 1)m}. Íèæå xP = 2−α · λ

è χP ( · ) � ñîîòâåòñòâåííî "ëåâàÿ íèæíÿÿ"âåðøèíà è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà P = Pm

αλ, αP ≡ α; |G| � m�ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà
ìíîæåñòâà G ⊂ Rm. Ïîëîæèì åùå Or = {Ω ⊂ Rm |∅ 6= Ω � îòêðûòîå
ìíîæåñòâî ñ |Ω| < ∞}, Ot = {Ω ∩ [0, 1)m |Ω ∈ Or : Ω ∩ [0, 1)m 6= ∅}.

Äëÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (gα(x) |α ∈ Nn
0 ), x ∈ Im, çà-

äàäèì åùå äâå êâàçèíîðìû (çäåñü 0 < q < ∞)

‖ (gα(x)) | δLmi
q ‖ = sup

P∈Rmi
δ

(
1
|P |

∫

P

∑

α≥αP

| gα(x) |q dx

)1/q

,
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‖ (gα(x)) |Lmi
q ‖ = sup

Ω∈Oi

(
1
|Ω|

∫

Ω

∑

α∈Ai
Ω

| gα(x) |q dx

)1/q

,

ãäå Ai
Ω = {α ∈ Nn

0 | ∃P ∈ Rmi
δ : P ⊂ Ω , αP = α} äëÿ Ω ∈ Oi (i ∈ {r, t}).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü s = (s1, . . . , sn) ∈ Rn; 0 < q < ∞; i ∈ {r, t}.
I. Ïóñòü n = 1(⇒ m = m, s = s ∈ R). Ïðîñòðàíñòâî Ëèçîðêèíà � Òðèáåëÿ
Lsmi∞ q = Lsm∞ q(Im) ñîñòîèò èç âñåõ ðàñïðåäåëåíèé f ∈ S ′i, äëÿ êîòîðûõ
êîíå÷íà êâàçèíîðìà

‖ f |Lsmi
∞ q ‖ = sup

P∈Rmi
δ

(
1
|P |

∫

P

∑

α≥αP

| 2αs ηiα ∗ f(x) |q dx

)1/q

.

II. Ïóñòü n ≥ 2. (a) Ïðîñòðàíñòâî δLsmi∞ q = δLsm∞ q(Im) ñîñòîèò èç âñåõ
ðàñïðåäåëåíèé f ∈ S ′i, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà êâàçèíîðìà

‖ f | δLsmi
∞ q ‖ = ‖( 2αs ηiα ∗ f(x) |α ∈ Nn

0 ) | δLmi
q ‖.

(b) Ïðîñòðàíñòâî Ëèçîðêèíà � Òðèáåëÿ Lsmi∞ q = Lsm∞ q(Im) ñîñòîèò èç âñåõ
ðàñïðåäåëåíèé f ∈ S ′i, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà êâàçèíîðìà

‖ f |Lsmi
∞ q ‖ = ‖( 2αs ηiα ∗ f(x) |α ∈ Nn

0 ) |Lmi
q ‖.

III. Ïîëîæèì òàêæå Lsmi∞∞ = Lsm∞∞(Im) ≡ Bsmi∞∞.

Çàìå÷àíèå 1. Íàèâíîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Lsmi∞ q (0 < q < ∞)
÷åðåç (3) ñ p = ∞ ÿâëÿåòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì, ñì. [1, ï.2.3.4], [2,
�5]. Åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå 2.I â ñëó÷àå i = r äàíî â [2, �5]. Èçâåñòíî,
÷òî L0mi

∞2 ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì BMO(Im) ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé
ñðåäíåé îñöèëëÿöèè [1], [2]. Îáîáùåíèÿ Lsmi∞ q íà êðàòíûé (n ≥ 2) ñëó÷àé
èç îïðåäåëåíèÿ 2 II(a), II(b) èìåþò ïðîòîòèïàìè ïðîñòðàíñòâà bmo è
product�BMO � "êðàòíûå" âåðñèè BMO; ïî bmo, product�BMO è áëèçêèì
ïðîñòðàíñòâàì ñì. îáñòîÿòåëüíûé îáçîð [3].

2 Ëîêàëüíûå óñðåäíåíèÿ è ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèè Ïåòðå

Âûáåðåì ôóíêöèè υν
0 , υν ∈ Smνr, óäîâëåòâîðÿþùèå òàóáåðîâûì óñëî-

âèÿì:
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∃ εν > 0 : | υ̂ν
0 (ξν)| > 0 ïðè |ξν |∞ ≤ 2εν , | υ̂ν(ξν)| > 0 ïðè εν

2 ≤ |ξν |∞ ≤ 2εν ;
è ìîìåíòíûì óñëîâèÿì: ∂λν

υν(0) = 0, λν ∈ Nmν
0 : |λν | ≤ κν (κν ∈ N0)

(ν ∈ zn). Íàáîðû {υi
α(x) |α ∈ Nn

0} (i ∈ {r, t}) îïðåäåëèì êàê â (1),(2). Ñ
èõ ïîìîùüþ ââåäåì ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèè Ïåòðå äëÿ f ∈ S ′i

υ? i
α a(f, x) = sup

y∈Rm

|υi
α ∗ f(y)|∏

ν∈zn
(1 + 2αν |xν − yν |∞)aν

, α ∈ Nn
0 ,

çäåñü âåêòîð a = (a1, . . . , an) ∈ Rn
+ ôèêñèðîâàí.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < p , q ≤ ∞; s ∈ Rn,κ ∈ Nn
0 : κν + 1 > sν , ν ∈ zn;

i ∈ {r, t}. I. Ïóñòü a ∈ Rn
+ : aν > mν/p , ν ∈ zn. Òîãäà äëÿ f ∈ S ′i èìååì

‖ f |Bsmi
p q ‖ ³ ‖ (2αsυi

α ∗ f) | `q(Lmi
p ) ‖ ³ ‖ (2αsυ? i

α a(f, · )) | `q(Lmi
p ) ‖.

II. Ïóñòü a ∈ Rn
+ : aν > mν/min(p, q), ν ∈ zn. Òîãäà äëÿ f ∈ S ′i ïðè

p < ∞, 0 < q ≤ ∞ âåðíî ñîîòíîøåíèå

‖ f |Lsmi
p q ‖ ³ ‖ (2αsυi

α ∗ f) |Lmi
p (`q) ‖ ³ ‖ (2αsυ? i

α a(f, · )) |Lmi
p (`q) ‖,

à ïðè 0 < q < ∞ è (A,A) ∈ {(L,L), (δL, δL)}) �

‖ f |Asmi
∞ q ‖ ³ ‖ (2αsυi

α ∗ f) |Ami
q ‖ ³ ‖ (2αsυ? i

α a(f, · )) |Ami
q ‖.

Çàìå÷àíèå 2. Â [4], [5] ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè âåñîâûõ èçîòðîïíûõ
ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà è Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ (ñ p < ∞) íà Rm

ñ ïîìîùüþ êîíòèíóàëüíûõ ( èíòåãðàëüíûõ) ëîêàëüíûõ ñðåäíèõ. Â [6] äà-
íî óïðîùåííîå äîêàçàòåëüñòâî äèñêðåòíîé âåðñèè ýòèõ õàðàêòåðèçàöèé
� òåîðåìû 1 äëÿ Bs mr

p q è Ls mr
p q ñ 1 = n ≤ m, âêëþ÷àÿ Ls mr∞ q . Îáùèé ñëó-

÷àé òåoðåìû 1 äëÿ i = r (1 ≤ n ≤ m; ñìåøàííûå íîðìû) (çà èñêëþ÷åíèåì
Lsmr∞ q è δLsmr∞ q ) ðàññìîòðåí â [7], [8], ñì. òàêæå [9].

3 ϕ�ïðåîáðàçîâàíèå

Ïóñòü ôóíêöèè ϕν
0 , ϕ

ν ∈ Smνr óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (ν ∈ zn):

supp ϕ̂ν
0 ⊂ {ξν : |ξν |∞ ≤ 2}, supp ϕ̂ν ⊂ {ξν : 1/2 ≤ |ξν |∞ ≤ 2}, (4)
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| ϕ̂ν
0(ξ

ν)| ≥ c > 0 ïðè |ξν |∞ ≤ 5
3
, | ϕ̂ν(ξν)| ≥ c > 0 ïðè 3

5
≤ |ξν |∞ ≤ 5

3
. (5)

Âûáåðåì ôóíêöèè ψν
0 , ψν ∈ Smνr, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (4), (5) (ñ ψ

âìåñòî ϕ) è òàêèå, ÷òî

̂̆ϕν
0(ξ

ν) ψ̂ν
0 (ξν) +

∑

k∈N
̂̆ϕν(2−kξν) ψ̂ν(2−kξν) = 1, ξν ∈ Rmν (ν ∈ zn) (6)

(ğ(x) ≡ ḡ(−x), z̄ � ÷èñëî, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå c z ∈ C). Äëÿ P =
Pm

αλ ∈ Rmi
δ ïîëîæèì (ôóíêöèè ϕi

α îïðåäåëÿþòñÿ êàê â (1), (2))

ϕi
P (x) ≡ |P |1/2ϕi

αP
(x− xP ) = 2−αm/2ϕi

α(x− 2−α · λ),

ôóíêöèè ψi
P îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Òîãäà â âèäó (6) íåòðóäíî ïîêà-

çàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî f ∈ S ′i âåðíî ïðåäñòàâëåíèå (â ñìûñëå S ′i)

f =
∑

P∈Rmi
δ

〈f, ϕi
P 〉ψi

P =
∑

α∈Nn
0

∑
αP =α

〈f, ϕi
P 〉ψi

P (i ∈ {r, t}). (7)

Ââåäåì ïðÿìîå ϕ � ïðåîáðàçîâàíèå S i
ϕ íà S ′i ïî ïðàâèëó

S i
ϕ : S ′i 3 f 7→ S i

ϕ(f) ≡ (〈f, ϕi
P 〉 |P ∈ Rmi

δ ),

è (ôîðìàëüíî) ëåâîå îáðàòíîå ê S i
ϕ ϕ � ïðåîáðàçîâàíèå T i

ψ ïî ïðàâèëó

T i
ψ : (aP ) = (aP |P ∈ Rmi

δ ) 7→ T i
ψ((aP )) =

∑

P∈Rmi
δ

aP ψi
P .

Ðàâåíñòâî (7) îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ T i
ψ ◦ S i

ϕ åñòü òîæäåñòâî íà S ′i.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü 0 < p , q ≤ ∞; s ∈ Rn; i ∈ {r, t}. Äëÿ ÷èñëîâîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (aP ) = (aP |P ∈ Rmi

δ ) ââåäåì êâàçèíîðìû

‖(aP ) | Bsmip q ‖ =
( ∑

α∈Nn
0

2αs q

( ∑
αP =α

(|P | 1p− 1
2 | aP |

)p
) q

p
) 1

q

, (8)

‖(aP ) | Lsmip q ‖ = ‖
( ∑

α∈Nn
0

2αs q
∑

αP =α

(|P |− 1
2 | aP |

)q
χP

) 1
q

|Lp(Im)‖ (p < ∞) (9)
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(åñòåñòâåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ, åñëè p = ∞ è/èëè q = ∞) è (ïðè q < ∞)

‖(aP ) | δLsmi∞ q ‖ = sup
Q∈Rmi

δ

(
1
|Q|

∑

P⊂Q

(
2αP s|P | 1q− 1

2 |aP |
)q

) 1
q

, (10)

‖(aP ) | Lsmi∞ q ‖ = sup
Ω∈Oi

(
1
|Ω|

∑

P⊂Ω

(
2αP s|P | 1q− 1

2 |aP |
)q

) 1
q

. (11)

Òîãäà Asmip q = { (aP ) : ‖ (aP ) | Asmip q ‖ < ∞}, ãäå A ∈ {B, L, δL}.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 < p, q ≤ ∞; s ∈ Rn; (A, A) ∈ {(B, B), (L, L), (δL, δL)};
i ∈ {r, t}. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå f ∈ S ′i ïðèíàäëåæèò Asmi

p q , åñëè è òîëü-
êî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (〈f, ϕi

P 〉 |P ∈ Rmi
δ ) ïðèíàäëåæèò Asmip q ; ïðè

ýòîì
‖ (〈f, ϕi

P 〉) | Asmip q ‖ ³ ‖ f |Asmi
p q ‖.

Áîëåå òîãî, îïåðàòîðû S i
ϕ : Asmi

p q → Asmip q è T i
ψ : Asmip q → Asmi

p q îãðàíè÷å-
íû è èõ êîìïîçèöèÿ T i

ψ ◦ S i
ϕ åñòü òîæäåñòâî íà Asmi

p q .

Çàìå÷àíèå 3. Ïîíÿòèå ϕ � ïðåîáðàçîâàíèÿ ââåäåíî â [2], òàì æå äîêà-
çàíà òåîðåìà 2 â ñëó÷àå i = r, 1 = n ≤ m. Ñëó÷àé i = r, n = m = 2, A = L
ðàññìîòðåí â [10], ñì. òàêæå [11]. Îáùèé ñëó÷àé (i = r; 1 ≤ n ≤ m;
ñìåøàííûå íîðìû) (çà èñêëþ÷åíèåì Lsmr∞ q è δLsmr∞ q ) ïîëó÷åí â [8].

4 Âñïëåñê � ïðåäñòàâëåíèå

Ïóñòü i ∈ {r, t}, Im ≡ Im(0) = {0, 1}m, Im(1) = Im \ {(0, . . . , 0)},
Λr(m, j) = Zm, Λt(m, j) = Zm ∩ [0, 2j − 1]m, j ∈ N0. Ïóñòü

Wmi ≡ {w ι i
jλ | λ ∈ Λi(m, j), ι ∈ Im(sign j), j ∈ N0}

� m�ìåðíàÿ ñèñòåìà âñïëåñêîâ Ìåéåðà íà Im, ñì. [12, ch. 3,�5], è

Wmi ≡ {w ι i
αλ(x) =

∏
ν∈zn

w ιν i
αν λν (xν) | λ ∈ Λi(m, α), ι ∈ Im(α), α ∈ Nn

0}

� ñîîòâåòñòâóþùàÿ m � êðàòíàÿ ñèñòåìà âñïëåñêîâ íà Im (ïîäðîáíîñòè
ñì. â [13]); çäåñü Im(α) = {ι ∈ Im : ιν ∈ Imν (signαν), ν ∈ zn}, Λi(m, α) =
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{λ ∈ Zm |λν ∈ Λi(mν , αν), ν ∈ zn}. Äàäèì áîëåå óäîáíóþ çäåñü íóìåðàöèþ
âñïëåñêîâ èç Wmi ïîñðåäñòâîì ïàðàëëåëåïèïåäîâ èç Rmi

δ , à èìåííî, ïîëî-
æèì w ι i

P = w ι i
αλ, åñëè ι ∈ Im(αP ), P = Pm

αλ ∈ Rmi
δ .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ f ∈ S ′i âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

f =
∑

P∈Rmi
δ

∑

ι∈Im(αP )

〈f, w ι i
P 〉w ι i

P =
∑

α∈Nn
0

∆wi
α (f),

çäåñü ∆wi
α (f, x) =

∑
αP =α

∑
ι∈Im(αP ) 〈f, w ι i

P 〉w ι i
P (i ∈ {r, t}).

Íèæå âòåîðåìå 3 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (a ι i
P | ι ∈ Im(αP ), P ∈

Rmi
δ ) èñïîëüçóþòñÿ êâàçèíîðìû ‖ · | Ăsmip q ‖, çàäàâàåìûå êàê ‖ · | Asmip q ‖ ,

ñëåäóåò ëèøü â (8), (9) çàìåíèòü
∑

α íà
∑

α

∑
ι∈Em(α), â (10), (11) �

∑
P⊂Q

íà
∑

P⊂Q

∑
ι∈Em(αP ) è â (8) � (11) � aP íà a ι i

P .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 0 < p , q ≤ ∞; s ∈ Rn; (A, A, A) ∈ {(B, B,B), (L, L, L),
(δL, δL, δL)}; i ∈ {r, t}. Òîãäà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f ∈ S ′i ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû :
I. f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Asmi

p q ;
II. äëÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (〈f, w ι i

P 〉 | ι ∈ Im(αP ), P ∈ Rmi
δ )

êîíå÷íà âåëè÷èíà
‖ (〈f, w ι i

P 〉) | Ăsmip q ‖; (12)

III. äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (∆wi
α (f, x) |α ∈ Nn

0 ) êîíå÷íà âåëè÷èíà‡

‖ (∆wi
α (f, x) |Ami

p q ‖. (13)

Ïðè ýòîì ôóíêöèîíàëû (12) è (13) ÿâëÿþòñÿ êâàçèíîðìàìè ïðîñòðàí-
ñòâà Asmi

p q , ýêâèâàëåíòíûìè èñõîäíîé.

Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Asmi
p q èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñ 1 ≤ p, q ≤ ∞

è s ∈ Rn
+ òåîðåìà 3 ïîëó÷åíà â [13]; òàì æå ïðèâåäåíû èñòîðèÿ âî-

ïðîñà è áèáëèîãðàôèÿ. Çäåñü ëèøü äîáàâèì, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâ Õàðäè
H1(Rn), product�H1(Rn×Rn) è äâîéñòâåííûõ èì BMO(Rn), product�BMO
(Rn × Rn) óòâåðæäåíèå I ⇔ II òåîðåìû 3 äîêàçàíî P.� G. Lemarie
(ñì. [12, ch.5, �8]) è íåçàâèñèìî â [14] (â [14] èñïîëüçîâàíû âñïëåñêè

‡îáîçíà÷åíèå Ami
p q ïðèíÿòî ðàäè êðàòêîñòè : çäåñü Bmi

p q = `q(L
mi
p ); Lmi

p q = Lmi
p (`q)

ïðè p < ∞; Ami
∞q = Ami

q ïðè q < ∞ äëÿ A ∈ {L, δL}.
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ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì). Îòìåòèì åùå ðàáîòû [15], [16], â êîòî-
ðûõ óñòàíîâëåíà õàðàêòåðèçàöèÿ bmo(Tm)

(
= δL01

∞2(Tm) ñ n = m è
0 = (0, . . . , 0), 1 = (1, . . . , 1) ∈ Nm

0

)
, àíàëîãè÷íàÿ óòâåðæäåíèþ I ⇔ III

òåîðåìû 3 ñ "ïà÷êàìè Âàëëå � Ïóññåíà" âìåñòî ∆wt
α (f, x) (îäíîìåðíûé

ñëó÷àé, m = 1, ðàññìîòðåí â [15], à êðàòíûé ñëó÷àé, m ≥ 2, � â [16]).
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ôóíêöèÿëàð àð©ûëû ïåðèîäòû Íèêîëüñêèé�Áåñîâ Bsmt

p q æºíå Ëèçîðêèí�
Òðèáåëü Lsmt

p q êåiñòiêòåðiíi °ðíåêòåóëåði ìåí ñèïàòòàìàëàðû àëûí¡àí.
Bazarkhanov D.B. REPRESENTATIONS AND CHARACTERIZATIONS

FOR CERTAIN FUNCTION SPACES
Representations and characterizations are obtained for periodic Nikol'skii �

Besov Bsmt
p q and Lizorkin � Triebel Lsmt

p q spaces by ϕ�transform, "local means"
and Peetre maximal functions as well as for Lizorkin � Triebel Lsmi∞ q spaces,
i ∈ {r, t}, by means of wavelets.
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èñêîìîãî ðåøåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè, ãäå èñêî-
ìàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåí-
íûõ çàäà÷àì òèïà Áèöàäçå�Ñàìàðñêîãî äëÿ ìíîãèõ âèäîâ óðàâíåíèé â
ðàçëè÷íûõ ôîðìóëèðîâêàõ, ñðåäè êîòîðûõ ñëåäóåò îñîáî âûäåëèòü ðà-
áîòû Ì.Îòåëáàåâà [2], ãäå èññëåäîâàíû êîððåêòíûå çàäà÷è Áèöàäçå�
Ñàìàðñêîãî.

Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ âûøåíàçâàííûì
çàäà÷àì, çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñ óñëîâèÿìè, ñâÿçûâàþ-
ùèì çíà÷åíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ èëè åå ïðîèçâîäíîé íà õàðàêòåðèñòèêå è
íà ïðîèçâîëüíîé ìîíîòîííîé êðèâîé, ëåæàùåé ñòðîãî âíóòðè ãèïåðáîëè-
÷åñêîé ÷àñòè ñìåøàííîé îáëàñòè â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íå âñòðå÷à-
þòñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàþò ñëåäóþùèå åñòåñòâåííûå âîïðîñû: ìîæíî
ëè ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèè
ñìåøàííîãî òèïà? Èìåþòñÿ ëè ñðåäè òàêèõ çàäà÷ âîëüòåððîâûå çàäà÷è?

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå âîëüòåððîâîñòè çàäà÷ òèïà
Áèöàäçå�Ñàìàðñêîãî äëÿ ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíå-
íèå òðåòüåãî ïîðÿäêà. Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-
ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà èññëåäîâàíû â [3].

Îòìåòèì, ÷òî Ò.Ø. Êàëüìåíîâûì óñòàíîâëåíà ïîëíîòà ñèñòåìû êîð-
íåâûõ ôóíêöèé (à, ñëåäîâàòåëüíî, íå âîëüòåððîâîñòü) øèðîêîãî êëàññà
çàäà÷ òèïà Áèöàäçå�Ñàìàðñêîãî äëÿ îáùèõ ìíîãîìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé [4].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà

Lu =
∂

∂x
lu =

∂

∂x

{
ux − uyy, y > 0,
uxx − uyy, y < 0,

= f(x, y) (1)

â êîíå÷íîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ïëîñêîñòè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
(x, y), îãðàíè÷åííîé ïðè y > 0 îòðåçêàìè AA0, A0B0, B0B ïðÿìûõ x =
0, y = 1, x = 1 ñîîòâåòñòâåííî, à ïðè y < 0 õàðàêòåðèñòèêàìè AC : x+y = 0
è BC : x−y = 1 óðàâíåíèÿ (1). Ïóñòü ãëàäêàÿ êðèâàÿ AD : y = −γ(x), 0 ≤
x ≤ l, ãäå 1/2 ≤ l ≤ 1, γ(0) = 0, l + γ(l) = 1 ðàñïîëîæåíà âíóòðè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà 0 ≤ x + y ≤ x − y ≤ 1 . Îòíîñèòåëü-
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íî êðèâîé AD ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ, à ôóíêöèè x − γ(x) è x + γ(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàþò;
0 < γ′(0) < 1, γ(x) > 0, x > 0.

Çàäà÷à TB1. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì

u|AA0∪A0B0 = 0,
∂u

∂n
|AA0∪AC = 0, (2)

[ux − uy] (θ0(t)) + µ(t)[ux − uy] (θ∗(t)) = 0. (31)

Çäåñü θ0(t)
(
θ∗(t)

)
- àôôèêñ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè-

êè AC(êðèâîé AD) ñ õàðàêòåðèñòèêîé, âûõîäÿùåé èç òî÷êè
(t, 0), 0 < t < 1, n-âíóòðåííÿÿ íîðìàëü, µ(t)- çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à TB2. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì (2) è

[ux − uy] (θ0(t)) + µ(t)[ux + uy] (θ∗(t)) = 0. (32)

Çàäà÷à TB3. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì (2) è

d

dt
u[θ0(t)] + µ(t)

d

dt
u[θ∗(t)] = 0. (33)

Ôóíêöèþ u(x, y) èç êëàññà C1(Ω) áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûì ðåøåíè-
åì çàäà÷è TBi, åñëè îíà îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè, âõîäÿ-
ùèìè â óðàâíåíèå (1) â îáëàñòÿõ Ω0 = Ω∩ {y > 0} è Ω1 = Ω∩ {y < 0}, è â
ýòèõ îáëàñòÿõ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) è êðàåâûì óñëîâèÿì (2), (3i).

×åðåç W îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç êëàññà u ∈ C1(Ω),
uxx, uyyx ∈ C(Ω0), uxxx, uyyx ∈ C(Ω1), óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëî-
âèÿì (2), (3i). Òàê æå, ÷åðåç W 1

2 (Ω) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñ.Ë. Ñîáî-
ëåâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·)l è íîðìîé ‖ · ‖l, W 0

2 (Ω) ≡ L2(Ω) -
ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé.

Ôóíêöèþ u(x, y) ∈ L2(Ω) íàçîâåì ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è TBi, åñëè
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèè {un}, un ∈ W , òàêàÿ, ÷òî un è
Lun ñõîäÿòñÿ â L2(Ω) ê u è f ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü µ(t) ∈ C2[0, 1] è µ(t) 6= −1, 0 ≤ t ≤ 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f(x, y) ∈ C1(Ω), f(A) = 0, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå
ðåøåíèå çàäà÷è TB1, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖u‖1 ≤ c‖f‖0 (4)
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è ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(x, y) =
∫

Ω
Ki(x, y; x1, y1)f(x1, y1)dx1dy1, i = 1, 2, 3, (5i)

ãäå Ki(x, y; x1, y1) ∈ L2(Ω× Ω) (äëÿ çàäà÷è TB1 i = 1).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè f(x, y) ∈ L2(Ω) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è
TB1. Ýòî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò êëàññó

C(Ω) ∩W 1
2 (Ω) ∩W 1,2

2 (Ω0), (6)

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (4) è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå (51).

Äëÿ êîððåêòíîñòè è âîëüòåððîâîñòè çàäà÷è TB2 â îòëè÷èå îò çàäà-
÷è TB1 ðåøàþùåå çíà÷åíèå èìååò ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîýôôèöèåíòîì
"ñæàòèÿ" µ(0) â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ õàðàêòå-
ðèñòèêè BC è ïîëÿðíûì óãëîì α, îáðàçóåìûì êðèâîé AD ñ îñüþ àáñöèññ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

µ(t) ∈ C2[0, 1] è |µ(0)|2 < tg(α + π/4),−π/4 < α < 0. (7)

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x, y) ∈ C1(Ω), f(A) = 0, ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ðåãóëÿðíîå çàäà÷è TB2, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (4)
è ïðåäñòàâèìî â âèäå (5i), ïðè i = 2.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (7). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f(x, y) ∈ L2(Ω) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è TB2.
Ýòî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò êëàññó (6), óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (4) è
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå (52).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü µ(t) ∈ C2[0, 1], µ(t) 6= −1, 0 ≤ t ≤ 1, è
∣∣∣∣

µ(0)
1 + µ(0)

∣∣∣∣
2

< ctg(α + π/4), −π/4 < α < 0. (8)

Òîãäà äëÿ çàäà÷è TM3 ñïðàâåäëèâû âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 3 è 4.
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×åðåç Li (i = 1, 2, 3) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî íà W , ýëåìåíòû êîòîðîãî óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì (2) è (3i) (i = 1, 2, 3), âûðàæåíèåì (1).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è TBi u(x, y) � ñèëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u(x, y) ∈ D(Li), ãäå D(Li)
� îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Li. Ïðè âûïîëíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
óñëîâèé òåîðåì êàæäûé îïåðàòîð Li � çàìêíóòûé è åãî îáëàñòü îïðåäå-
ëåíèÿ ïëîòíà â L2(Ω); îáðàòíûé îïåðàòîð L−1

i ñóùåñòâóåò, îïðåäåëåí íà
âñåì L2(Ω) è âïîëíå íåïðåðûâíûé (i = 1, 2, 3).

Ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðà L−1

i , à ñëåäîâàòåëüíî, è çàäà÷è TBi (i = 1, 2, 3). Ìå-
òîäàìè, ðàçâèâàþùèìè ìåòîäû ðàáîò [3] è [5] äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå
òåîðåìû îá îòñóòñòâèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ L−1

i (i = 1, 2, 3),
ÿâëÿþùèåñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü µ(t) 6= −1, 0 ≤ t ≤ 1 . Òîãäà èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð â
ïðàâîé ÷àñòè (51) ÿâëÿåòñÿ âîëüòåððîâûì â L2(Ω) (âïîëíå íåïðåðûâíûì
è êâàçèíèëüïîòåíòíûì).
Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (7). Òîãäà çàäà÷à TB2 ÿâëÿåòñÿ
âîëüòåððîâîé, ò.å. äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî λ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L2u −
λu = f(x, y) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðè âñåõ f(x, y) ∈ L2(Ω).
Òåîðåìà 8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Òîãäà îáðàòíûé îïå-
ðàòîð L−1

3 îïåðàòîðà çàäà÷è TB3 ÿâëÿåòñÿ âîëüòåððîâûì.
Èç òåîðåì 1.3, 2.3, 3.2 ëåãêî ñëåäóåò ïóñòîòà ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé çàäà÷ TBi (i = 1, 2, 3).
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êîððåêòíîñòè (âîëüòåððîâîñòè) çàäà÷ TB2 ,TB3

óñëîâèÿ (7) è (8) ñóùåñòâåííû. Íàïðèìåð, ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ (7) ðå-
øåíèå çàäà÷è TB2 íå åäèíñòâåííî, ò.å. íóëü ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèåì çàäà÷è TB2.
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óñòàíîâëåí ïîðÿäîê èõ îñîáåííîñòåé ïðè t → 0 â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû îá-
ëàñòè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñîãëàñîâàíèå íà÷àëüíûõ è
êðàåâûõ äàííûõ, ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå, ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü,
îöåíêà, ïðîñòðàíñòâî Ãåëüäåðà.

Ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Ãåëüäåðà C

2+l,1+l/2
x t (ΩT ), l � ïîëîæèòåëüíîå íåöåëîå ÷èñëî, òðå-

áóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ äàííûõ,
êîòîðûå îáåñïå÷àò íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ è îãðàíè-
÷åííîñòü êîíñòàíò Ãåëüäåðà ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ â ΩT . Ýòè óñëîâèÿ ñî-
ãëàñîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèîíàëüíûå ðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå

c© Ã. È. Áèæàíîâà, 2012.
Keywords: parabolic equation, incompatible initial and boundary data, singular solution,

existence, uniqueness, estimate, H�older space
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 35K20, 35B25, 35C05



60 Ã. È. Áèæàíîâà

âñå çàäàííûå ôóíêöèè çàäà÷è íà ãðàíèöå îáëàñòè ïðè t = 0 è òåì ñàìûì
îãðàíè÷èâàþùèå èõ ïðîèçâîëüíîñòü.

Ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèé ïåðâîé è âòîðîé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðà-
áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â êëàññàõ C2, 1

x t (ΩT ) ∩ C(ΩT ) è
C2, 1

x t (ΩT ) ∩ C1, 0
x t (ΩT ) ñîîòâåòñòâåííî óæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â çàäà÷àõ

âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, òàê êàê èùåòñÿ íåïðå-
ðûâíîå ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è è íåïðåðûâíîå ðåøåíèå ñî âñåìè
åãî ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì âòî-
ðîé êðàåâîé çàäà÷è â çàìûêàíèè îáëàñòè ΩT .

Èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ãåëüäåðà
C l

s(ΩT ), s ≤ l, ââåäåííûõ â ðàññìîòðåíèå Â.Ñ.Áåëîíîñîâûì , ïîçâîëÿåò
îñâîáîäèòüñÿ îò îäíîãî óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ [1, 2, 3]. Îäíàêî ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Y. Martel è Ph. Souplet â [4] äîêàçàëè, ÷òî åñëè íå âûïîëíåíî óñëî-
âèå ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå íà ãðàíèöå îáëàñòè â ïåðâîé
êðàåâîé çàäà÷å, òî åå ðåøåíèå íå áóäåò íåïðåðûâíûì â ýòîé òî÷êå.

Â ðàáîòàõ [5�7] áûëè èçó÷åíû çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
ïîëíûì ðàññîãëàñîâàíèåì íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ äàííûõ. Áûëî ïîêàçà-
íî, ÷òî ðàññîãëàñîâàíèå çàäàííûõ ôóíêöèé íà ãðàíèöå îáëàñòè â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè â çàäà÷àõ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ñèíãóëÿðíûõ
ðåøåíèé, óñòàíîâëåí ïîðÿäîê îñîáåííîñòåé ýòèõ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè
ãðàíèöû îáëàñòè ïðè t → 0.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäóò ðàññìîòðåíû ïåðâàÿ è âòîðàÿ êðàåâûå çà-
äà÷è â ïîëóïðîñòðàíñòâàõ Rn

+, n ≥ 2, è R1
+ ïðè ïîëíîì ðàññîãëàñîâàíèè

êðàåâûõ è íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïðèâåäåíû ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ ýòèõ çà-
äà÷ â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû îáëàñòè ïðè t → 0.

Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n ≥ 1, ΩT := Ω×(0, T ). Îïðåäåëèì âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî
Ãåëüäåðà C l

s(DT ) ñ íîðìîé [1, 2, 3]

|u|(l)s,ΩT
=

= sup
t≤T

t
l−s
2 [u](l)

Ω′t
+

∑

s<2k+|m|<l

sup
t≤T

t
2k+|m|−s

2 |∂k
t ∂m

x u|Ω′t +

{
|u|(s)ΩT

, s ≥ 0,

0, s < 0,

(1)

çäåñü s ≤ l, l � ïîëîæèòåëüíîå íåöåëîå ÷èñëî, Ω′t = Ω × [t/2, t], | v |ΩT
=
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sup(x,t)∈ΩT
| v(x, t) |,

[u](l)ΩT
=

∑

2k+|m|=[l]

[∂k
t ∂m

x u](l−[l])
x,ΩT

+
∑

0<l−2k−|m|<2

[∂k
t ∂m

x u]
(

l−2k−|m|
2

)
t,ΩT

, (2)

[v](α)
x,ΩT

= sup
(x,t),(z,t)∈ΩT

∣∣v(x, t)− v(z, t)
∣∣ |x− z|−α, (3)

[v](α)
t,ΩT

= sup
(x,t),(x,t1)∈ΩT

∣∣v(x, t)− v(x, t1)
∣∣ |t− t1|−α, α ∈ (0, 1), (4)

|u|(s)ΩT
� íîðìà êëàññè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Ãåëüäåðà C

s, s/2
x t (ΩT ) [8]

|u|(s)ΩT
=

∑

2k+|m|≤[s]

|∂k
t ∂m

x u|ΩT
+

{
0, s öåëîå,

[u](s)ΩT
, s íåöåëîå,

ãäå [u](s)ΩT
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (2) � (4).

Ïðè s = l C l
l (ΩT ) ýêâèâàëåíòíî ïðîñòðàíñòâó C

l, l/2
x t (ΩT ).

Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû (1) ìû âèäèì, ÷òî ïðè s < l ôóíêöèÿ u(x, t)
èìååò îñîáåííîñòü ïî t ïðè t → 0 âî âñåé îáëàñòè Ω âïëîòü äî ãðàíèöû.
Íàïðèìåð, åñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(x) â çàäà÷å Êîøè äëÿ ïàðàáîëè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ã�åëüäåðà Cs(Ω), s < l, òî
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåò èç C l

s(ΩT ).
Ïóñòü D := Rn

+ = {x = (x′, xn) |x′ ∈ Rn−1, xn > 0)}, n ≥ 2, R := {x |x′ ∈
Rn−1, xn = 0}, x′ = (x1, . . . , xn−1), DT = D × (0, T ), RT = R× [0, T ].

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî C2
s, δ0

(DT ), δ0 > 0, 2 ≤
s ≤ 2 + α, C2

s, δ0
(DT ), δ0 > 0, 2 ≤ s ≤ 2 + α, ôóíêöèé u(x, t) ñ íîðìîé

|u|(2)
s,δ0,DT

:= sup
t≤T

t−1
∣∣u eδ0

x2
n
t

∣∣
D′t

+
n−1∑

µ=1

sup
t≤T

t
1−s
2

∣∣∂xµu eδ0
x2

n
t

∣∣
D′t

+sup
t≤T

t−1/2
∣∣∂xnu eδ0

x2
n
t

∣∣
D′t

+
n∑

i=1

n−1∑

µ=1

sup
t≤T

t
2−s
2

∣∣∂2
xixµ

u eδ0
x2

n
t

∣∣
D′t

+
∣∣∂2

xnxn
u eδ0

x2
n
t

∣∣
DT

+
∣∣∂tu eδ0

x2
n
t

∣∣
DT

,

(5)
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è, â ÷àñòíîñòè, ïðè s = 2 + α ïîëó÷èì

|u|(2)
2+α,δ0,DT

:= sup
t≤T

t−1
∣∣u eδ0

x2
n
t

∣∣
D′t

+
n−1∑

µ=1

sup
t≤T

t−
1+α

2

∣∣∂xµu eδ0
x2

n
t

∣∣
D′t

+sup
t≤T

t−1/2
∣∣∂xnu eδ0

x2
n
t

∣∣
D′t

+
n∑

i=1

n−1∑

µ=1

sup
t≤T

t−
α
2

∣∣∂2
xixµ

u eδ0
x2

n
t

∣∣
D′t

+
∣∣∂2

xnxn
u eδ0

x2
n
t

∣∣
DT

+
∣∣∂tu eδ0

x2
n
t

∣∣
DT

.

(6)

Îáîçíà÷èì |u|(2)
s, δ0,DT

:= M . Èç (5), (6) ìû áóäåì èìåòü

∣∣∂2
xixµ

u
∣∣ ≤ M e−δ0

x2
n
t , i = 1, ..., n, µ = 1, ..., n− 1, ïðè s = 2,

∣∣∂tu(x, t)
∣∣, ∣∣∂2

xnxn
u(x, t)

∣∣ ≤ M e−δ0
x2

n
t ïðè 2 ≤ s ≤ 2 + α.

(7)

Ïóñòü òî÷êà x íàõîäèòñÿ âíóòðè îáëàñòè D: xn ≥ r0 = const > 0,
òîãäà èç (7) ìû ïîëó÷èì, ÷òî ïðîèçâîäíûå ∂2

xixµ
u ïðè s = 2, è ∂tu(x, t),

∂2
xnxn

u(x, t) ïðè 2 ≤ s ≤ 2 + α ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ýêñïîíåíöèàëüíî ïðè
t → 0, à íà ãðàíèöå xn = 0 îáëàñòè D îíè îãðàíè÷åíû, íî ìîãóò íå áûòü
íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè â DT .

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè � ïîâòîð-
íûå èíòåãðàëû âåðîÿòíîñòè inerfc ζ, îíè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì [9, ãë.
7.2]:

inerfc z :=
∫ ∞

z
in−1erfc ζ d ζ, n = 0, 1, 2, . . . , (8)

i−1erfc z :=
2√
π

e−z2
, i0erfc z := erfc z =

2√
π

∫ ∞

z
e−ζ2

d ζ, i1erfc z := ierfc z.

Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå u(x, t) ïåðâîé êðàå-
âîé çàäà÷è � Çàäà÷è 1

∂t u− a∆u = f(x, t) â DT , (9)

u|t=0 = u0(x) â D, (10)
u|xn=0 = ϕ(x′, t) íà RT , (11)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2012. Òîì 12. � 3 (45)



Ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ â çàäà÷àõ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé 63

è ðåøåíèå u(x, t) âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è � Çàäà÷è 2, óäîâëåòâîðÿþùåé
óðàâíåíèþ (9), íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (10) è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

∂xnu|xn=0 = ψ(x′, t) â RT . (12)

Çäåñü a = const> 0, ∂t = ∂/∂t, ∂xn = ∂/∂xn, ∆ = ∂2
x1x1

+ . . . , ∂2
xnxn

.
Îïðåäåëèì óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ íà ãðà-

íèöå xn = 0 â Çàäà÷àõ 1 è 2.
Ïóñòü

A0(x′) := ϕ(x′, 0)− u0(x)
∣∣
xn=0

,

A1(x′) := ∂tϕ(x′, t)
∣∣
t=0

− (a ∆u0(x) + f(x, 0)
)∣∣

xn=0
,

B0(x′) := ψ(x′, 0)− ∂xnu0(x)
∣∣
xn=0

.

Óñëîâèÿìè ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ íà ãðàíèöå R â
Çàäà÷å 1 (9) � (11) ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà A0(x′) = 0, A1(x′) = 0 íà R è
íóëåâîãî ïîðÿäêà â Çàäà÷å 2 (9), (10), (12) � B0(x′) = 0 íà R. Î÷åâèäíî
íåâûïîëíåíèå óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ â ýòèõ
çàäà÷àõ îçíà÷àåò, ÷òî A0(x′) 6= 0, A1(x′) 6= 0, B0(x′) 6= 0 íà R.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ Çàäà÷ 1 è 2 [7].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α ∈ (0, 1), s ∈ (α, 2 + α]. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé
u0(x) ∈ Cs(D), f(x, t) ∈ Cα

s−2(DT ), ϕ(x′, t) ∈ C2+α
s (RT ), íå óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ íà ãðàíèöå xn = 0 îáëàñòè D óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî
ïîðÿäêà ïðè s ∈ (α, 2) (A0(x′) 6= 0 íà R) íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ
ïðè s ∈ [2, 2 + α] (A0(x′) 6= 0, A1(x′) 6= 0 íà R), Çàäà÷à 1 (9) � (11)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) = V0(x, t) + v1(x, t) ïðè s ∈ (α, 2) è
u(x, t) = V0(x, t) + W0(x, t) + V1(x, t) + W1(x, t) + v2(x, t) ïðè s ∈ [2, 2 + α],
ãäå Vj(x, t) = zj(x′, t) erfc xn

2
√

at
, zj ∈ C2+α

s (RT ), Wj ∈ C2
s,δ0

(DT ), j = 0, 1,
δ0 = 1

8a , vi ∈ C2+α
s (DT ), i = 1, 2, è âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

|zj |(2+α)
s,RT

≤ C1|Aj |(s−2j)
R , |Wj |(2)

s,δ0,DT
≤ C2|Aj |(s−2j)

R , j = 0, 1,

|vi|(2+α)
s,DT

≤ C3

(
|u0|(s)D + |f |(α)

s−2,DT
+ |ϕ|(2+α)

s,RT

)
, i = 1, 2.

Èç ýòîé òåîðåìû ïðè s = 2 + α èìååì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé u0(x) ∈ C2+α(D), f(x, t) ∈ C
α,α/2
x t (DT ),

ϕ(x′, t) ∈ C
2+α,1+α/2
x′ t (RT ), α ∈ (0, 1), íå óäîâëåòâîðÿþùèõ íà ãðàíèöå xn =

0 îáëàñòè D óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ (A0(x′) 6=
0, A1(x′) 6= 0 íà R), Çàäà÷à 1 (9) � (11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
u(x, t) = V0(x, t) + W0(x, t) + V1(x, t) + W1(x, t) + v2(x, t), ãäå Vj(x, t) =
zj(x′, t) erfc xn

2
√

at
, zj ∈ C

2+α,1+α/2
x′ t (RT ), Wj ∈ C2

2+α,δ0
(DT ), j = 0, 1, δ0 =

1
8a , v2 ∈ C

2+α,1+α/2
x t (DT ), è âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

|zj |(2+α)
RT

≤ C4|Aj |(2+α−2j)
R , |Wj |(2)

2+α,δ0,DT
≤ C5|Aj |(2+α−2j)

R , j = 0, 1,

|v2|(2+α)
DT

≤ C6

(
|u0|(2+α)

D + |f |(α)
DT

+ |ϕ|(2+α)
RT

)
.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü α ∈ (0, 1), s ∈ (α, 2 + α]. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé u0(x) ∈
Cs(D), f(x, t) ∈ Cα

s−2(DT ), ψ(x′, t) ∈ C1+α
s−1 (RT ) ïðè s ∈ (α, 1), à åñëè s ∈

[1, 2+α], òî äëÿ ôóíêöèé u0, f, ψ, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ íà ãðàíèöå xn = 0
îáëàñòè D óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà (B0(x′) := ψ(x′, 0) −
∂xnu0(x)

∣∣
xn=0

6= 0 íà R), Çàäà÷à 2 (9), (10), (12) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå u(x, t) = v1(x, t) ïðè s ∈ (α, 1), à ïðè s ∈ [1, 2 + α] � u(x, t) =
−2
√

at z2(x′, t)ierfs xn

2
√

at
+ v2(x, t), ãäå z2 ∈ C2+α

s−1 (RT ), vi ∈ C2+α
s (DT ), i =

1, 2, è âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

|z2|(2+α)
s−1,RT

≤ C7|B0|(s−1)
R ,

|vi|(2+α)
s,DT

≤ C8

(
|u0|(s)D + |f |(α)

s−2,DT
+ |ψ|(1+α)

s−1,RT

)
, i = 1, 2. (13)

Èç ýòîé òåîðåìû ïðè s = 2 + α âûòåêàåò

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé u0(x) ∈ C2+α(D), f(x, t) ∈ C
α,α/2
x t (DT ),

ψ(x′, t) ∈ C
1+α, 1+α

2
x′ t (RT ), íå óäîâëåòâîðÿþùèõ íà ãðàíèöå xn = 0

îáëàñòè D óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà (B0(x′) 6= 0 íà
R), Çàäà÷à 2 (9), (10), (12) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) =
−2
√

at z2(x′, t)ierfs xn

2
√

at
+v2(x, t), ãäå z2 ∈ C2+α

1+α(RT ), v2 ∈ C
2+α, 1+α/2
x t (DT ),

è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|z2|(2+α)
1+α,RT

≤ C9|B0|(1+α)
R , |v2|(2+α)

s,DT
≤ C10

(
|u0|(2+α)

D + |f |(α)
DT

+ |ψ|(1+α)
RT

)
.
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Çàìå÷àíèå 1. Â òåîðåìàõ 1 � 4 ôóíêöèè zj(x′, t), z2(x′, t) è Wj(x, t),
j = 0, 1, âïîëíå îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ è,
êàê âèäíî èç îöåíîê ðåøåíèé â òåîðåìàõ 1 � 4, çàâèñÿò îò ôóíêöèé
A0(x′), A1(x′), B0(x′) ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè â Çàäà÷å 1 óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî (ïåðâîãî)
ïîðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. A0(x′) = 0 (A1(x′) = 0) íà R, òîãäà â òåîðå-
ìàõ 1, 2 V0(x, t) = 0, W0(x, t) = 0 (V1(x, t) = 0, W1(x, t) = 0) â DT .

Åñëè â Çàäà÷å 2 óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ,
ò.å. B0(x′) = 0 íà R, òîãäà â òåîðåìàõ 3, 4 z2(x′, t) = 0 íà RT .

Ñîãëàñíî òåîðåìàì 1 è 2 îñîáûå ðåøåíèÿ Çàäà÷è 1 (9), (10), (11)
Vj(x, t) = zj(x′, t) erfc xn

2
√

at
, j = 0, 1, ñîäåðæàò ôóíêöèþ

h0(xn, t) := erfc
xn

2
√

at
=

2√
π

∫ ∞

xn
2
√

at

e−ξ2
dξ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ erfc xn

2
√

at
è åå ïðîèçâîäíûå

∂xnh0(xn, t) = − 1√
aπt

e−
x2

n
4at , ∂th0 = a∂2

xnxn
h0 =

xn

2
√

aπt3/2
e−

x2
n

4at

ðàçðûâíû, îíè èìåþò ðàçëè÷íûå ïðåäåëû ïðè (xn, t) → (0, 0) â çàâèñèìî-
ñòè îò ïóòè ñòðåìëåíèÿ òî÷êè (xn, t) ê òî÷êå (0, 0).

Ïóñòü xn ≥ r0=const> 0, òîãäà ïðèìåíÿÿ îöåíêè |ξ|β e−ξ2 ≤ Cβ e−ξ2/2,
β ≥ 0, erfc ζ ≤ √

2 erfs ζ√
2
e−ζ2/2 ≤ √

2 e−ζ2/2, ìû áóäåì èìåòü

h0(xn, t) ≤ C11 e−
x2

n
8at , |∂xnh0(xn, t)| ≤ C12

xn√
t

1
xn

e−
x2

n
4at ≤ C13

1
r0

e−
x2

n
8at ,

|∂th0(xn, t)|, |∂2
xnxn

h0(xn, t)| ≤ C14
1
r2
0

e−
x2

n
8at , xn ≥ r0.

Ýòè íåðàâåíñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèÿ h0 = erfc xn

2
√

at
è åå ïðîèçâîäíûå

∂xnh0, ∂th0, ∂2
xnxn

h0 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ýêñïîíåíöèàëüíî ïðè t → 0 âíóòðè
îáëàñòè D: xn ≥ r0.
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Ïî òåîðåìàì 3, 4 â Çàäà÷å 2 (9), (10), (12) ñèíãóëÿðíîé â ðåøåíèè
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

h1(xn, t) := −2
√

a t ierfs
xn

2
√

at
, ierfs ζ =

∫ ∞

ζ
erfs ξ dξ.

Â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû xn = 0 ïðîèçâîäíàÿ

∂xnh1(xn, t) = erfs
xn

2
√

at

îãðàíè÷åíà, íî ðàçðûâíà ïðè (xn, t) → (0, 0), ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå

∂h1(xn, t) = a∂2
xnxn

h1(xn, t) = −
√

a√
πt

e−
x2

n
4at

ñòðåìÿòñÿ ê ðàçëè÷íûì (êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì) ïðåäåëàì â çàâèñè-
ìîñòè îò ïóòè ïðèáëèæåíèÿ òî÷êè (xn, t) ê òî÷êå (0, 0). Âíóòðè îáëàñòè D:
xn ≥ r0=const> 0 ôóíêöèÿ h1 è åå ïðîèçâîäíûå ∂xh1, ∂2

xxh1, ∂th1 ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ ïðè t → 0 ýêñïîíåíöèàëüíî â ñèëó îöåíîê erfs ζ ≤ √

2 erfs ζ√
2
e−ζ2/2,

ierfs ζ ≤ 2 ierfs ζ√
2
e−ζ2/2.

Òàêèì îáðàçîì, íåâûïîëíåíèå óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî (A0 6= 0)
è ïåðâîãî (A1 6= 0) ïîðÿäêîâ â ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷å è íóëåâîãî ïîðÿä-
êà âî âòîðîé êðàåâîé çàäà÷å (B0 6= 0) ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñèíãóëÿð-
íûõ ôóíêöèé â ðåøåíèè, ãëàâíûìè ÷àñòÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè
Vj(x, t) = zj(x′, t) erfc xn

2
√

at
, ãäå zj ∈ C2+α

s (RT ), |zj |(2+α)
s,RT

≤ C1|Aj |(s−2j)
R ,

j = 0, 1, s ∈ (α, 2+α], â Çàäà÷å 1 è V2(x, t) = −2
√

a t z2(x′, t) ierfs xn

2
√

at
, ãäå

z2 ∈ C2+α
s−1 (RT ) è |z2|(2+α)

s−1,RT
≤ C7|B0|(s−1)

R , s ∈ [1, 2 + α], â Çàäà÷å 2.
Â ðàáîòå [5] áûëè èçó÷åíû îäíîìåðíûå ïåðâàÿ è âòîðàÿ ãðàíè÷íûå

çàäà÷è ïðè ðàññîãëàñîâàíèè íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ äàííûõ. Ïóñòü Ω :=
R1

+ = {x : x ∈ (0,∞)}, ΩT := Ω× (0, T ), σT := (0, T ).
Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ ïàðàáîëè÷åñêîìó

óðàâíåíèþ
∂t u− a ∂2

x u = f(x, t) â ΩT , (14)
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

u|t=0 = u0(x) â Ω (15)
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è ïåðâîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â Çàäà÷å 3
u|x=0 = ϕ(t), t ∈ σT , (16)

è âòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â Çàäà÷å 4
∂xu|x=0 = ψ(t), t ∈ σT . (17)

Çäåñü a = const> 0, ∂k
t = ∂k/∂tk, ∂k

x = ∂k/∂xk, k = 1, 2, . . ..
Îïðåäåëèì óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ äàííûõ

äëÿ Çàäà÷ 3, 4. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ u(n)(x) = ∂n
t u(x, t)

∣∣
t=0

, n =
0, 1, 2, . . . , u(0)(x) = u0(x), ϕ(n) = Dnϕ(t)

∣∣
t=0

, ψ(n) = Dnψ(t)
∣∣
t=0

, n =
0, 1, 2, . . . , ôóíêöèè u(n)(x), n = 1, 2, . . . , îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (14)
è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (15), ò.å. u(n)(x) = ∂n−1

t

(
a ∂2

xu(x, t) + f(x, t)
)∣∣

t=0
=

a ∂2
xu(n−1)(x) + f (n−1)(x).
Ïóñòü
An := ϕ(n) − u(n)(0), Bn := ψ(n) −Dxu(n)(x)

∣∣
x=0

, n = 0, 1, 2, . . . . (18)
Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïîðÿäêà n íà ãðàíèöå x = 0 äëÿ Çàäà÷è 3 (14) �

(16) èìåþò âèä An = 0, äëÿ Çàäà÷è 4 (14), (15), (17) � Bn = 0.
Â Çàäà÷å 3 ïðè ëþáûõ ôóíêöèÿõ u0(x) ∈ C 2+k+α(Ω), f(x, t) ∈

C
k+α, k+α

2
x t (ΩT ), ϕ(t) ∈ C 1+ k+α

2 (σT ) è íåâûïîëíåíèè óñëîâèé ñîãëàñîâà-
íèÿ 0, 1, . . . , 1 + [k/2]�ãî ïîðÿäêîâ íà ãðàíèöå x = 0 îáëàñòè Ω ïðè t = 0
(äëÿ íèõ An 6= 0, n = 0, 1, . . . , 1+[k/2], ãäå An îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
(18)), ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå èìååò âèä

V (x, t) =
1+[k/2]∑

n=0

V2n(x, t), V2n(x, t) = An
1

n! i2nerfs 0
tn i2nerfs

x

2
√

at
.

Â Çàäà÷å 4 ïðè ëþáûõ ôóíêöèÿõ u0(x) ∈ C 2+k+α(Ω), f(x, t) ∈
C

k+α, k+α
2

x t (ΩT ), ψ(t) ∈ C
1+k+α

2 (σT ), íå óäîâëåòâîðÿþùèõ íà ãðàíèöå x = 0
îáëàñòè Ω ïðè t = 0 óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ 0, . . . , [1+k

2 ]�ãî ïîðÿäêîâ (äëÿ
íèõ Bn 6= 0, n = 0, . . . ,

[
1+k
2

]
, ãäå Bn, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (18)),

ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ èìåþò âèä

V (x, t) =
[ 1+k

2
]∑

n=0

V2n+1(x, t), V2n+1(x, t) = −Bn
2
√

a

n! i2nerfs 0
tn+1/2 i2n+1erfs

x

2
√

at
.
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Ìû âèäèì, ÷òî ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ Çàäà÷ 3, 4 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ïîâòîðíûå èíòåãðàëû âåðîÿòíîñòè (ñì. ôîðìóëó (8)).

Â ðàáîòå [6] èçó÷åíà çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé ñ ðàññîãëàñîâàíèåì íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ äàííûõ. Áûëè íàéäåíû
ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è, âûðàæàþùèåñÿ òàêæå ÷åðåç ïîâòîðíûå èí-
òåãðàëû âåðîÿòíîñòè.
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Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíûé ïîëîæèòåëü-
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Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû

Ïóñòü L0 � ïëîòíî îïðåäåë¼ííûé ïîëîæèòåëüíûé ñèììåòðè÷åñêèé
îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñàìîñîïðÿ-
æåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðàñøèðåíèå ïî Ôðèäðèõñó LF . Â êà÷åñòâå ìàêñè-
ìàëüíîãî îïåðàòîðà L̂ áåð¼ì L∗0. Òîãäà L0 ⊂ LF ⊂ L̂. Îïèñàíèå îáðàòíûõ
ê âñåâîçìîæíûì êîððåêòíûì ñóæåíèÿì ïðåäñòàâèì â âèäå (ñì. [1, 2, 3])

L−1
K f = L−1

F f + Kf, ∀f ∈ H, (1)

ãäå K � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â H, ñ îáëàñòüþ
çíà÷åíèé R(K) ⊂ KerL̂. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîé íåíóëåâîé îïåðàòîð K
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ñóùåñòâóåò. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî KerL̂ 6= {0}. Òîãäà ñóùåñòâóåò õî-
òÿ áû îäíî ïîëîæèòåëüíîå ñàìîñîïðÿæ¼ííîå ðàñøèðåíèå, îòëè÷íîå îò LF .
Íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî âçÿòü îïåðàòîð K â âèäå: Kf = ϕ(ϕ, f), ∀f ∈ H,
ãäå ϕ ∈ KerL̂. Òîãäà â ñèëó [4] ñóùåñòâóåò íåñàìîñîïðÿæåííîå àêêðå-
òèâíîå ðàñøèðåíèå ó ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà L0. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî
èñêàòü ìíîæåñòâî âñåõ àêêðåòèâíûõ êîððåêòíûõ ñóæåíèé ìàêñèìàëüíî-
ãî îïåðàòîðà L̂. Òàê êàê ñîïðÿæåííûé ê àêêðåòèâíîìó îïåðàòîðó òîæå
àêêðåòèâíûé, òî êîððåêòíûå àêêðåòèâíûå ðàñøèðåíèÿ íàéäóòñÿ àâòîìà-
òè÷åñêèè.
Òåîðåìà 1. Êîððåêòíîå ñóæåíèå LK ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà L̂ ÿâ-
ëÿåòñÿ àêêðåòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð K â ïðåä-
ñòàâëåíèè (1) ÿâëÿåòñÿ àêêðåòèâíûì. Áîëåå òîãî, àêêðåòèâíûìè êîð-
ðåêòíûìè ñóæåíèÿìè îêàæóòñÿ òîëüêî ãðàíè÷íûå êîððåêòíûå, ò.å.
L0 ⊂ LK ⊂ L̂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àêêðåòèâíîñòü ïðÿìîãî îïåðàòîðà LK è åãî îáðàòíîãî
L−1

K ðàâíîñèëüíû. Çàìåòèì, ÷òî àêêðåòèâíûå êîððåêòíûå ñóæåíèÿ èëè
ðàñøèðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíî àêêðåòèâíûìè àâòîìàòè÷åñêèè, òàê
êàê R(LK) = H. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1) ïåðåõîäèì íà ðåàëüíûå ÷àñòè

(L−1
K )< = L−1

F + K<.

Åñëè K< ≥ 0, ò.å. K àêêðåòèâíûé îïåðàòîð, òî LK àêêðåòèâíûé. Íàîáî-
ðîò, åñëè LK àêêðåòèâíûé, òî àêêðåòèâíîñòü îïåðàòîðà K ñëåäóåò èç òîãî
ôàêòà, ÷òî L−1

F åñòü íàèìåíüøèé [5] èç ïîëîæèòåëüíûõ ðàñøèðåíèé îïå-
ðàòîðà L−1

0 . Äàëåå, èç óñëîâèÿ K< ≥ 0, è èç [3, Ëåììà 6.1] ñëåäóåò, ÷òî
R(L0) ⊂ KerK. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî N = KerL̂ â Ëåì-
ìå 6.1 èç [3]. Íî èç óñëîâèé R(K) ⊂ KerL̂ è R(L0) ⊂ KerK ñëåäóåò, ÷òî
L0 ⊂ LK ⊂ L̂. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü ëåãêî äîêàçàòü ïîëíîòó ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîðîâ ïðè íåêîòî-
ðûõ óñëîâèÿõ íà îïåðàòîð K â ïðåäñòàâëåíèé (1) äëÿ êîððåêòíûõ ñóæåíèé
LK ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà L̂.
Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà êîðíåâûõ âåêòîðîâ G(LK) êîððåêòíîãî ñóæåíèÿ
LK ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà L̂ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, åñëè îïåðàòîð K â
ïðåäñòàâëåíèè (1) ÿâëÿåòñÿ àêêðåòèâíûì è îáëàäàåò ÿäåðíîé ìíèìîé
êîìïîíåíòîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç êðèòåðèÿ àêêðåòèâíîñòè (Òåîðåìà 1) ïîëó÷àåì, ÷òî
èç àêêðåòèâíîñòè îïåðàòîðà K ñëåäóåò àêêðåòèâíîñòü êîððåêòíîãî ñóæå-
íèÿ LK . Òåïåðü, â ñèëó ñàìîñîïðÿæåííîñòè L−1

F , èç óñëîâèé ÿäåðíîñòè
ìíèìîé êîìïîíåíòû îïåðàòîðà K ïîëó÷èì ÿäåðíîñòü ìíèìîé êîìïîíåí-
òû îïåðàòîðà L−1

K . Äàëåå, ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 6.3 èç [3], ïîëó÷èì ïîëíîòó
L−1

K . Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
Êàê ìû çàìåòèëè â Òåîðåìå 1, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Òåîðåìû 2 ìû

ïîëó÷èëè íåêîòîðûé êëàññ ãðàíè÷íûõ êîððåêòíûõ, ò.å. L0 ⊂ LK ⊂ L̂, ñðå-
äè êîððåêòíûõ ñóæåíèé, ò.å. ñðåäè LK ⊂ L̂, êîòîðûå îáëàäàþò ïîëíîòîé
ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîðîâ.

Ñëåäñòâèå 1. Ñèñòåìà êîðíåâûõ âåêòîðîâ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà L∗K
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Â ðàáîòå [7] èç Òåîðåìû 4.1 [6, ñòð. 238] âûâåäåíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü îïåðàòîð Q - íåîòðèöàòåëüíûé êîìïàêòíûé ñàìî-
ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð, à B - äèññèïàòèâíûé ÿäåðíûé îïåðàòîð â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ñèñòåìà êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà
A = Q + B ïîëíà â H.

Ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû â íàøåì ñëó÷àå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü äðóãîé
êëàññ ïîëíûõ ãðàíè÷íûõ êîððåêòíûõ, ÷åì â Òåîðåìå 2. Òåì ñàìûì âåðíà

Òåîðåìà 4. Åñëè îïåðàòîð K â ïðåäñòàâëåíèè (1) äëÿ êîððåêòíûõ ñóæå-
íèé LK ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíûì è äèññèïàòèâíûì, òî òàêèå êîððåêòíûå
ñóæåíèÿ LK ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ãðàíè÷íûìè êîððåêòíûìè.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Òåîðåìû 4 ñèñòåìà êîðíåâûõ âåê-
òîðîâ ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà L∗K òàêæå ïîëíà.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè â ïðåäñòàâëåíèè (1) äëÿ êîððåêòíûõ ñóæåíèé LK

îïåðàòîð K àêêðåòèâíûé, à ìíèìàÿ ÷àñòü K= çíàêîîïðåäåëåíà è L−1
K ∈

S2(H), ò.å. ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, òî ñèñòåìà êîð-
íåâûõ âåêòîðîâ êîððåêòíîãî ñóæåíèÿ LK ïîëíà â H.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü, ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 6.3 èç
ìîíîãðàôèè [6, ñòð. 250].
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Çàìå÷àíèå 1. Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (1)
îïåðàòîð LK ñ÷èòàåòñÿ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, ò.å. L−1

K ∈ S∞.

Ñëó÷àé êîñîñèììåòðè÷åñêîãî ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà

Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîãî ïëîòíî îïðåäåë¼ííîãî îïåðàòîðà L0 ìàêñèìàëü-
íûé îïåðàòîð L̂ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð ê îïåðàòîðó L0,
ò.å. L̂ = L∗0. Ïðè ðàññìîòðåíèè êîñîñèììåòðè÷åñêîãî ïëîòíî îïðåäåë¼ííîãî
îïåðàòîðà M0 â êà÷åñòâå ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà áåð¼òñÿ M̂ = −M∗

0 .
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñàìîñîïðÿæ¼ííîå ãðàíè÷íîå êîððåêòíîå ñóæåíèå L

òàêîå, ÷òî L0 ⊂ L ⊂ L̂, è êîñîñàìîñîïðÿæ¼ííîå ãðàíè÷íîå êîððåêòíîå M
(M∗ = −M) òàêîå, ÷òî M0 ⊂ M ⊂ M̂ . Òîãäà ëþáîå àêêðåòèâíîå èëè äèññè-
ïàòèâíîå ðàñøèðåíèå LK (èëè MK) îïåðàòîðà L0 (èëè M0), à òàêæå àêêðå-
òèâíîå èëè äèññèïàòèâíîå ñóæåíèå LK (èëè MK) ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòî-
ðà L̂ (èëè M̂), ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ãðàíè÷íûì îïåðàòîðîì, ò.å. L0 ⊂ LK ⊂ L̂

(èëè M0 ⊂ MK ⊂ M̂). Âñå ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç [3, Ëåììà 6.1].
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñèììåòðè÷íîñòè èëè êîñîñèììåòðè÷íîñòè

íåò, òî ñóùåñòâóþò äèññèïàòèâíûå (àêêðåòèâíûå) ñóæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî
îïåðàòîðà L̂ èëè M̂ , êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèÿìè ìèíèìàëüíîãî
îïåðàòîðà L0 èëè M0, ñîîòâåòñòâåííî, è íàîáîðîò äèññèïàòèâíûå (àêêðå-
òèâíûå) ðàñøèðåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà L0 èëè M0, êîòîðûå íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ñóæåíèÿìè ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà L̂ èëè M̂ , ñîîòâåòñòâåííî.

Â äîêàçàííûõ âûøå òåîðåìàõ î ïîëíîòå ìû ïîïàäàëè íà ãðàíè÷íûé
ñëó÷àé, ò.å. L0 ⊂ LK ⊂ L̂, èç-çà òðåáîâàíèÿ çíàêîîïðåäåë¼ííîñòè òîé èëè
èíîé ñàìîñîïðÿæ¼ííîé êîìïîíåíòû îò îïåðàòîðà K.

Ïðèìåðû àêêðåòèâíûõ êîððåêòíûõ ñóæåíèé

Äëÿ íàãëÿäíîñòè âûøå ñêàçàííîãî ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìå-
ðîâ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîñîñèììåòðè÷åñêîãî ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà.

Ïðèìåð 1 Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1) ðàññìîòðèì ìèíèìàëü-
íûé îïåðàòîð L0, ïîðîæä¼ííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

l(y) ≡ y′ = f.

Òîãäà D(L0) = �W1
2(0, 1). Ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
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âûðàæåíèþ
l∗(v) ≡ −v′ = g,

ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíûé îïåðàòîð M0 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
D(M0) = �W1

2(0, 1). Òîãäà ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð L̂

L̂ = M∗
0 è D(L̂) = �W1

2(0, 1),

à ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð M̂

M̂ = L∗0 è D(M̂) = �W1
2(0, 1).

ßñíî, ÷òî L0 � êîñîñèììåòðè÷åñêèé àêêðåòèâíûé îïåðàòîð. Â êà÷å-
ñòâå ìàêñèìàëüíîãî àêêðåòèâíîãî ôèêñèðîâàííîãî ãðàíè÷íîãî êîððåêòíî-
ãî ðàñøèðåíèÿ ðàññìîòðèì îïåðàòîð L, äåéñòâóþùåé êàê l(y) íà îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ

D(L) =
{
y ∈ �W1

2(0, 1) : y(0) = 0
}
.

Îïèñàíèå îáðàòíûõ L−1
K êî âñåâîçìîæíûì êîððåêòíûì ñóæåíèÿì LK

ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà L̂ èìååò âèä

y ≡ L−1
K f =

∫ x

0
f(t)dt +

∫ 1

0
f(t)σ(t)dt,

ãäå σ(x) ∈ L2(0, 1) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, îïðåäåëÿþùèé îïåðàòîð

Kf =
∫ 1

0
f(t)σ(t)dt.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî LK ÿâëÿåòñÿ àêêðåòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà σ(x) = α, ãäå α - ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ Re α ≥ −1/2. Òîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ:

D(LK) =
{
y ∈ �W1

2(0, 1) : (1 + α)y(0) = αy(1), Re α ≥ −1/2
}
.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî àêêðåòèâíûå êîððåêòíûå ñóæåíèÿ LK ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷-
íûìè êîððåêòíûìè, ò.å. L0 ⊂ LK ⊂ L̂.

Ïðèìåð 2 Ðàññìîòðèì ïðèìåð äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìèíèìàëüíûé îïåðà-
òîð L0 íå ÿâëÿåòñÿ íè ñèììåòðè÷åñêèì, íè êîñîñèììåòðè÷åñêèì.
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Ïóñòü ìèíèìàëüíûé îïåðàòîð L0 ïîðîæäàåòñÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

l(y) ≡ y′ + y = f.

Òîãäà l∗(v) = −v′ + v = g,

D(L0) = D(M0) = �W1
2(0, 1), D(L̂) = D(M̂) = W 1

2 (0, 1).

Â êà÷åñòâå ôèêñèðîâàííîãî àêêðåòèâíîãî ãðàíè÷íîãî êîððåêòíîãî áåð¼ì
îïåðàòîð L, äåéñòâóþùåé êàê äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå l(y) íà îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ

D(L) =
{
y ∈ �W1

2(0, 1) : y(0) = 0
}
.

Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíûå êî âñåâîçìîæíûì êîððåêòíûì ñóæåíèÿì èìåþò
âèä

y ≡ L−1
K f =

∫ x

0
e−(x−t)f(t)dt + e−x

∫ 1

0
f(t)σ(t)dt,

ãäå σ(x) ∈ L2(0, 1) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, îïðåäåëÿþùèé îïåðàòîð

Kf = e−x

∫ 1

0
f(t)σ(t)dt.

Âûäåëèì âñåâîçìîæíûå àêêðåòèâíûå êîððåêòíûå ñóæåíèÿ. Ïîëó÷èì, ÷òî
LK ÿâëÿåòñÿ àêêðåòèâíûì êîððåêòíûì ñóæåíèåì ìàêñèìàëüíîãî îïåðà-
òîðà L̂ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

{
σ(x) ∈ W 1

2 (0, 1), σ(0) 6= −1,

||σ(x)− σ′(x)|| ≤
√

2 · (|1 + σ(0)|2 − |σ(1)|2)1/2.
(2)

Òåì ñàìûì, àêêðåòèâíûå êîððåêòíûå ñóæåíèÿ LK ìàêñèìàëüíîãî îïå-
ðàòîðà äåéñòâóþò êàê äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå l(y) íà îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ

D(LK) =
{

y ∈ W 1
2 (0, 1) : y(0) =

σ(1)
1 + σ(0)

y(1) +
∫ 1

0

σ(t)− σ′(t)
1 + σ(0)

y(t)dt
}

,

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2012. Òîì 12. � 3 (45)



76 Á. Í. Áèÿðîâ

ãäå σ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2). Î÷åâèäíî, ÷òî LK ⊂ L̂, íî L0 6⊂ LK .
Åñëè îáîçíà÷èì ÷åðåç MK ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê àêêðåòèâíîìó êîð-

ðåêòíîìó ñóæåíèþ LK ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà L̂, òî ïîëó÷èì âñåâîç-
ìîæíûå àêêðåòèâíûå êîððåêòíûå ðàñøèðåíèÿ MK = L∗K ìèíèìàëüíîãî
îïåðàòîðà M0. Îïåðàòîð MK äåéñòâóåò

MK v ≡ −v′(x)− σ(x)− σ′(x)
1 + σ(0)

· v(0) + v(x) = g(x),

íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

D(MK) =
{
v ∈ W 1

2 (0, 1) : σ(1)v(0) = (1 + σ(0))v(1)
}
.

Êàê ìû âèäèì, ýòè àêêðåòèâíûå êîððåêòíûå ðàñøèðåíèÿ MK ìèíèìàëü-
íîãî îïåðàòîðà M0 íå ÿâëÿþòñÿ ñóæåíèÿìè ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà M̂ .

Ïðèìåð ïðèëîæåíèÿ òåîðåì î ïîëíîòå

Ïðèìåð 3 Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð L0, ïî-
ðîæä¼ííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

l(u) ≡ −∆u = −
(∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2u

∂x2
m

)

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(Ω), ãäå Ω ⊂ Rm � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
ñ ãðàíèöåé ∂Ω èç êëàññà C2. ßñíî, ÷òî

D(L0) = �W2
2(Ω) è D(L̂) =

{
u ∈ L2(Ω) : l(u) ≡ L̂u ∈ L2(Ω)

}
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç LF îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å Äèðèõëå, ñ îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(LF ) =
{
u ∈ W 2

2 (Ω) : u
∣∣
∂Ω

= 0
}
.

Òîãäà îïèñàíèå îáðàòíûõ êî âñåâîçìîæíûì êîððåêòíûì ñóæåíèÿì èìååò
âèä

u ≡ L−1
K f = L−1

F f + Kf,

ãäå K ïðîèçâîëüíûé îãðàíè÷åííûé â L2(Ω) îïåðàòîð ñ R(K) ⊂ KerL̂.
ßñíî, ÷òî KerL̂ ñîñòîèò èç ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé èç L2(Ω). Çàìåòèì,
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÷òî ãðàíè÷íîå êîððåêòíîå LF , ñîîòâåòñòâóþùåå çàäà÷å Äèðèõëå, ÿâëÿåòñÿ
ðàñøèðåíèåì Ôðèäðèõñà. Òîãäà âñåâîçìîæíûì àêêðåòèâíûì îïåðàòîðàì
K ñîîòâåòñòâóþò âñåâîçìîæíûå àêêðåòèâíûå êîððåêòíûå ñóæåíèÿ LK . Â
ñèëó Òåîðåìû 1, òîãäà îïåðàòîð K óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíî óñëîâèþ

R(L0) ⊂ KerK è (K<f, f) ≥ 0, ∀f ∈ KerL̂.

Òåì ñàìûì ìû âûäåëèëè âñå àêêðåòèâíûå êîððåêòíûå ñóæåíèÿ LK . Åñ-
ëè ïîòðåáóåì îò îïåðàòîðà K åù¼ êîìïàêòíîñòè äëÿ äèñêðåòíîñòè ñïåê-
òðà êîððåêòíîãî ñóæåíèÿ è ÿäåðíîñòè ìíèìîé êîìïîíåíòû, ò.å. K= ∈
S1(L2(Ω)), òî â ñèëó Òåîðåìû 2 çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìà êîðíåâûõ âåê-
òîðîâ òàêèõ ãðàíè÷íûõ êîððåêòíûõ LK ïîëíà â L2(Ω).

Ïðèìåíåíèå ê ýòèì æå êîððåêòíûì ñóæåíèÿì LK ìàêñèìàëüíîãî îïå-
ðàòîðà L̂ Òåîðåìû 4 äà¼ò äðóãîé êëàññ êîððåêòíûõ ñóæåíèé ñ ïîëíûìè
ñèñòåìàìè êîðíåâûõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) äëÿ îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà. Ýòî òðåáóåò îò îïåðàòîðà K äèññèïàòèâíîñòè è ÿäåðíîñòè, ò.å.

K ∈ S1(H) è (K=f, f) ≥ 0, ∀f ∈ KerL̂.

Âûáèðàÿ òàêèå îïåðàòîðû K, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Òåîðåìû 3
èëè Òåîðåìû 4, ïîëó÷èì ãðàíè÷íûå êîððåêòíûå, ò.å. L0 ⊂ LK ⊂ L̂. Â ýòîì
ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûé îïåðàòîð LK äåéñòâóåò êàê îïåðàòîð Ëàïëàñà
−∆ íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

D(LK) =
{
u ∈ D(L̂) : (u−KL̂u)

∣∣
∂Ω

= 0
}
,

è îáëàäàåò ïîëíîé ñèñòåìîé êîðíåâûõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω).
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íèÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ îãðàíè÷åííîé p�ôëóêòóàöèè ïîëèíîìàìè
Óîëøà ïî íîðìå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà Óîëøà, p�ôëóêòóàöèÿ ôóíêöèè, íàèëó÷øåå
ïðèáëèæåíèå.

Ïóñòü 1 ≤ p < ∞ è ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà íà [0, 1)2. ×åðåç
osc

(
f, [a, b)2

)
îáîçíà÷èì âåëè÷èíó

sup
(x,y),(x′,y′)∈[a,b)2

∣∣f(x, y)− f(x′, y′)
∣∣ .

Ïóñòü I
(n1,n2)
j1,j2

=
[

j1−1
2n1 , j1

2n1

)
×

[
j2−1
2n2 , j2

2n2

)
. Ïî îïðåäåëåíèþ,

κp(f, n1, n2) :=




2n1∑

j1=1

2n2∑

j2=1

(
osc

(
f, I

(n1,n2)
j1,j2

))p




1/p

.

c© Í. À. Áîêàåâ, Ò. Á. Àõàæàíîâ, 2012.
Keywords: Walsh system, p-�uctuation of function, best approximation
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 42B35
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Åñëè
Vp(f) := sup

n1∈P
n2∈P

κp(f, n1, n2) < ∞,

òî f(x, y) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé p�ôëóêòóàöèè.
Ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííàÿ íà [0, 1)2 ôóíêöèÿ f(x, y) ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó FVp [0, 1)2 (1 ≤ p < ∞), åñëè Vp(f) < ∞. Åñëè æå, êðîìå
òîãî, Vp(f)n1,n2 → 0 ïðè n1, n2 → ∞, òî îíà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
FCp [0, 1)2 (1 < p < ∞).

Äàëåå ýòè ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè óêàçàííûõ îãðàíè÷åíè-
ÿõ ñ íîðìîé ‖f‖p,F = max (Vp(f), ‖f‖∞) , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îíè ïîëíû.

Ââåäåì ôëóêòóàöèîííûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f :

Vp(f)n1,n2 = sup
k1≥n1
k2≥n1

κp(f, k1, k2).

Ñèñòåìà Óîëøà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [1]). Ïóñòü
r0(x) ðàâíà 1 íà

[
0, 1

2

)
è -1 � íà

[
1
2 , 1

)
. Ïðîäîëæèì åå ïåðèîäè÷åñêè ñ

ïåðèîäîì 1 íà âñþ îñü. Òîãäà ôóíêöèè rk(x) = r0

(
2kx

)
íàçûâàþòñÿ ôóíê-

öèÿìè Ðàäàìàõåðà, k = 1, 2, ....
Ïîëîæèì w0(x) ≡ 1. Ðàññìîòðèì äâîè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà n ∈ N : n =∑k(n)

i=0 εi2i, ãäå εk(n) = 1; εi = 0 èëè εi = 1, 0 ≤ i < k(n). Òîãäà

wn(x) =
k(n)∏

i=0

(ri(x))εi

� n�ÿ ôóíêöèÿ Óîëøà.
Äëÿ x, y ∈ [0, 1) èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ

x =
∞∑

k=1

xk

2k
, y =

∞∑

k=1

yk

2k
,

ãäå xk, yk ∈ {0, 1}. Ñóììà x⊕ y îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

x⊕ y =
∞∑

k=1

(xk + yk)(mod2)
2k

.
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×åðåç E2m,2n(f)p,F îáîçíà÷èì íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé f ïî-
ëèíîìàìè ïî ñèñòåìå Óîëøà ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà FVp [0, 1)2. Ââåäåì
åùå îäèí äèñêðåòíûé ãðóïïîâîé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, ñâÿçàííûé ñ ïðî-
ñòðàíñòâîì FCp [0, 1)2 (1 < p < ∞), ôîðìóëîé

Vp(f)∗n1,n2
= sup

0≤h1< 1

2k1
,0≤h2< 1

2k2

‖f(x1 ⊕ h1, x2 ⊕ h2)− f(x1, x2)‖p,F .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, f ∈ FVp [0, 1)2 è n1, n2 ∈ N . Òîãäà

Vp(f)∗n1,n2
≤ 2Vp(f)n1,n2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ

Vp(f)∗n1,n2
= sup

0≤h1< 1
2m

0≤h2< 1
2n

sup
k1
k2




2k1∑

j1=1

2k2∑

j2=1

sup
(u1,u2)∈I

(k1,k2)
j1,j2

(t1,t2)∈I
(k1,k2)
j1,j2

Ap(f, u1, u2, t1, t2, h1, h2)




1
p

,

(1)
ãäå

Ap(f, u1, u2, t1, t2, h1, h2) =

|f(u1 ⊕ h1, u2 ⊕ h2)− f(u1, u2)− f(t1 ⊕ h1, t2 ⊕ h2) + f(t1, t2)| .
Ðàçáåðåì òðè ñëó÷àÿ. Ïóñòü ñíà÷àëà k1 ≤ n1, k2 ≤ n2, (u1, u2),

(t1, t2) ∈ I
(k1,k2)
j1,j2

. Òîãäà (u1 ⊕ h1, u2 ⊕ h2) è (u1, u2) ïðèíàäëåæàò îäíî-
ìó ïðÿìîóãîëüíèêó âèäà I

(k1,k2)
j1,j2

òàê æå, êàê è (t1 ⊕ h1, t2 ⊕ h2) è (t1, t2).
Ïðè ýòîì â êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê âèäà I

(k1,k2)
j1,j2

ìîæåò ïîïàñòü íå áîëåå
÷åòûðåõ òî÷åê, çíà÷åíèÿ f â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ â ñóììå èç (1). Ïî-
ýòîìó â êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê âèäà I

(k1,k2)
j1,j2

ìîæåò ïîïàñòü íå áîëåå äâóõ
ïàð âèäà (u1 ⊕ h1, u1).

Èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî

(a + b)p ≤ 2p−1 (ap + bp) , a, b > 0, p ≥ 1,
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ìû ìîæåì îöåíèòü ñóììó èç (1) ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

2p
2k1∑

j1=1

2k2∑

j2=1

sup
(u1,u2)∈I

(k1,k2)
j1,j2

(t1,t2)∈I
(k1,k2)
j1,j2

|f(u1, u2)− f(t1, t2)|p ≤ 2pV p
p (f)n1,n2 .

Ïóñòü òåïåðü k1 > n1, k2 > n2, h1 < 1
2k1

, h2 < 1
2k2

(u1, u2). Òîãäà åñ-
ëè (u1, u2), (t1, t2) ∈ I

(k1,k2)
j1,j2

, òî (u1 ⊕ h1, u2 ⊕ h2), (t1 ⊕ h1, t2 ⊕ h2) òàêæå
ïðèíàäëåæàò I

(k1,k2)
j1,j2

è ñóììà èç (1) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âûðàæåíèåì

2p
2k1∑

j1=1

2k2∑

j2=1

sup
(u1,u2)∈I

(k1,k2)
j1,j2

(t1,t2)∈I
(k1,k2)
j1,j2

|f(u1, u2)− f(t1, t2)|p ≤ 2pV p
p (f)k1,k2 ≤ 2pV p

p (f)n1,n2 .

Íàêîíåö, ïóñòü k1 > n1, k2 > n2,
1

2k1
≤ h1 < 1

2n1 , 1
2k2

≤ h2 < 1
2n2 ,

òîãäà åñëè (u1, u2), (t1, t2) ∈ I
(k1,k2)
j1,j2

, òî (u1 ⊕ h1, u2 ⊕ h2), (t1 ⊕ h1, t2 ⊕ h2) ∈
I

(k1,k2)
j′1,j′2

, ãäå j′1 6= j1, j′2 6= j2 â ñèëó h1 ≥ 1
2k1

, h2 ≥ 1
2k2

. Ïîýòîìó ëþáîé
ïðÿìîóãîëüíèê âèäà I

(k1,k2)
j1,j2

èìååò íå áîëåå ÷åòûðåõ òî÷åê (u1, u2), (t1, t2),
(u1 ⊕ h1, u2 ⊕ h2), (t1 ⊕ h1, t2 ⊕ h2), çíà÷åíèÿ f â êîòîðûõ âõîäÿò â ñóììó
èç (1). Â èòîãå ýòà ñóììà îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âûðàæåíèåì

2p
2k1∑

j1=1

2k2∑

j2=1

sup
(u1,u2)∈I

(k1,k2)
j1,j2

(t1,t2)∈I
(k1,k2)
j1,j2

|f(u1, u2)− f(t1, t2)|p ≤ 2pV p
p (f)k1,k2 ≤ 2pV p

p (f)n1,n2 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 1. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, f ∈ FVp [0, 1)2, g ∈ L [0, 1)2,
ϕ

(
x1, x2, y

0
1, y

0
2

) ∈ FVp [0, 1)2 ïðè âñåõ
(
y0
1, y

0
2

) ∈ [0, 1)2. Òîãäà âåðíî íåðà-
âåíñòâî

∥∥∥∥
∫ 1

0

∫ 1

0
ϕ (x1, x2, y1, y2) dy1dy2

∥∥∥∥
p,F

≤
∫ 1

0

∫ 1

0
‖ϕ (x1, x2, y1, y2)‖p,F dy1dy2.

(2)
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Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì îáîáùåííîãî íåðàâåíñòâà Ìèíêîâ-
ñêîãî.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 < p < ∞, n,m ∈ N , f ∈ FCp [0, 1)2. Òîãäà èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

1
2
Vp(f)∗m,n ≤ E2m,2n(f)p,F ≤ Vp(f)∗m,n. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ èçâåñòíîå ðàâåíñòâî äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì
ðÿäà Ôóðüå-Óîëøà

S2m,2n(f, x, y) = 2m+n

∫ 1
2m

0

∫ 1
2n

0
f(x + u, y + v)dudv,

èìååì
E2m,2n(f)p,F ≤ ‖f(x, y)− S2m,2n(f, x, y)‖p,F =

=

∥∥∥∥∥f(x, y)− 2m+n

∫ 1
2m

0

∫ 1
2n

0
f(x⊕ u, y ⊕ v)dudv

∥∥∥∥∥
p,F

=

=

∥∥∥∥∥2m+n

∫ 1
2m

0

∫ 1
2n

0
(f(x, y)− f(x⊕ u, y ⊕ v)) dudv

∥∥∥∥∥
p,F

=

= max

(
Vp

(
2m+n

∫ 1
2m

0

∫ 1
2n

0
(f(x, y)− f(x⊕ u, y ⊕ v)) dudv

)
,

∥∥∥∥∥2m+n

∫ 1
2m

0

∫ 1
2n

0
(f(x, y)− f(x⊕ u, y ⊕ v)) dudv

∥∥∥∥∥
∞

)
.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå Vp(g) è ëåììó 1, èìååì

Vp

(
2m+n

∫ 1
2m

0

∫ 1
2n

0
(f(x, y)− f(x⊕ u, y ⊕ v)) dudv

)
=

= 2m+n sup
(k1,k2)∈P 2




2k1∑

j1=1

2k2∑

j2=1

sup
(x,y)∈I

(k1,k2)
j1,j2

(x′,y′)∈I
(k1,k2)
j1,j2

(∫ 1
2m

0

∫ 1
2n

0
|f(x, y)−
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f(x⊕ u, y ⊕ v)− (
f(x′, y′)− f(x′ ⊕ u, y′ ⊕ v)

)∣∣ dudv
)p) 1

p ≤

≤ 2m+n

∫ 1
2m

0

∫ 1
2n

0




sup
(k1,k2)∈P 2

2k1∑

j1=1

2k2∑

j2=1




sup
(x,y)∈I

(k1,k2)
j1,j2

(x′,y′)∈I
(k1,k2)
j1,j2

|f(x, y)−

f(x⊕ u, y ⊕ v)− (
f(x′, y′)− f(x′ ⊕ u, y′ ⊕ v)

)∣∣)p) 1
p dudv ≤

≤ 2m+n sup
u∈[0, 1

2m ),v∈[0, 1
2n )

sup
(k1,k2)∈P 2




2k1∑

j1=1

2k2∑

j2=1




sup
(x,y)∈I

(k1,k2)
j1,j2

(x′,y′)∈I
(k1,k2)
j1,j2

|f(x, y)−

−f(x⊕ u, y ⊕ v)− (
f(x′, y′)− f(x′ ⊕ u, y′ ⊕ v)

)∣∣)p) 1
p

∫ 1
2m

0

∫ 1
2n

0
dudv = V (f)∗m,n.

Êðîìå òîãî, èìååì

inf
k1≤2m,k2≤2n

sup
(x,y)∈[0,1)2

|f(x, y)− Pk(x, y)| ≤ sup
(x,y)∈[0,1)2

|f(x, y)− S2m,2n(x, y)| =

sup
(x,y)∈[0,1)2

∣∣∣∣∣f(x, y)− 2m+n

∫ 1
2m

0

∫ 1
2n

0
f(x + u, y + v)dudv

∣∣∣∣∣ =

= sup
(x,y)∈[0,1)2

∣∣∣∣∣2
m+n

∫ 1
2m

0

∫ 1
2n

0
(f(x, y)− f(x + u, y + v)) dudv

∣∣∣∣∣ ≤

≤ sup
(x,y)∈[0,1)2

sup
(u,v)∈[0, 1

2m )×[0, 1
2n )

|(f(x, y)− f(x + u, y + v))| ≤

≤ sup
(u,v)∈[0, 1

2m )×[0, 1
2n )

sup
(x,y)∈[0,1)2

|(f(x, y)− f(x + u, y + v))| ≤ V (f)∗m,n.

Çíà÷èò,
E2m,2n(f)p,F ≤ V (f)∗m,n.
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Òåïåðü äîêàæåì ëåâîå íåðàâåíñòâî èç (3). Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà îòìåòèì,
÷òî èç ñâîéñòâ ñèñòåì Óîëøà ñëåäóåò, ÷òî

0 ≤ h1 ≤ 1
2m

, 0 ≤ h2 ≤ 1
2n

,

è wk1,k2(x⊕ h1, y ⊕ h2) = wk1(x)wk2(y) ïðè âñåõ k1 = 0, 1, ..., 2m − 1,
k2 = 0, 1, ..., 2n − 1.

Ïóñòü

Q2m,2n(f, x, y) =
2m−1∑

k1=0

2n−1∑

k2=0

ak1,k2wk1(x)wk2(y)

� ïîëèíîì, äàþùèé íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f â ìåòðèêå FVp

E2m,2n(f)p,F = ‖f −Q2m,2n‖p,F .

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî

Q2m,2n(f, x, y) = Q2m,2n(f, x⊕ h1, y ⊕ h2).

Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ 0 ≤ h1 ≤ 1
2m , 0 ≤ h2 ≤ 1

2n ìû èìååì

‖f(x, y)− f(x⊕ h1, y ⊕ h2)‖p,F =

‖f(x, y)−Q2m,2n(f, x, y) + Q2m,2n(f, x⊕ h1, y ⊕ h2)− f(x⊕ h1, y ⊕ h2)‖p,F ≤
‖f(x, y)−Q2m,2n(f, x, y)‖p,F +‖Q2m,2n(f, x⊕ h1, y ⊕ h2)− f(x⊕ h1, y ⊕ h2)‖p,F =

= E2m,2n(f)p,F + E2m,2n(f)p,F = 2E2m,2n(f)p,F .

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
0≤h1≤ 1

2m

0≤h2≤ 1
2n

‖f(x, y)− f(x⊕ h1, y ⊕ h2)‖p,F ≤ 2E2m,2n(f)p,F .

Èòàê,
V (f)∗m,n ≤ 2E2m,2n(f)p,F .

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü 1 < p < ∞, n,m ∈ N , f ∈ FCp [0, 1)2. Òîãäà èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

Vp(f)m,n ≤ E2m,2n(f)p,F ≤ 2Vp(f)m,n. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâîå íåðàâåíñòâî (4) ñëåäóåò èç (3) è òåîðåìû 1.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåâîãî íåðàâåíñòâà (4) îòìåòèì, ÷òî âñÿêèé ïîëèíîì
Q2m,2n ∈ W2m,2n ïîñòîÿíåí íà ëþáîì ïðÿìîóãîëüíèêå I

(k1)
j1

× I
(k2)
j2

, j1 =
1, 2, ..., 2k1 , j2 = 1, 2, ..., 2k2 , k1 ≥ m, k2 ≥ n, ïîýòîìó

osc
(
f, I

(k1,k2)
j1,j2

)
= osc

(
f −Q2m,2n , I

(k1,k2)
j1,j2

)

è ïðè k1 ≥ m, k2 ≥ n ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû κp (f −Q2m,2n , k1, k2)
è κp (f, k1, k2) ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó Vp (f −Q2m,2n) ≥ Vp(f)m,n äëÿ âñåõ
Q2m,2n ∈ W2m,2n . Â ÷àñòíîñòè,

E2m,2n(f)p,F ≥ Vp(f)m,n.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé ïîäîáíûå ðå-

çóëüòàòû ðàíåå áûëè ïîëó÷åíû â [2] è [3].
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Áî©àåâ Í.À., À©àæàíîâ Ò.Á ØÅÍÅËÃÅÍ p-ÔËÓÊÒÓÀÖÈÀËÛ ÅÊI
ÀÉÍÛÌÀËÛ ÔÓÍÊÖÈßËÀÐ ÊËÀÑÑÒÀÐÛ Æ�ÍÅ ÔÓÍÊÖÈßÍÛ
ÓÎËØ Ê�ÏÌ�ØÅËIÊÒÅÐÌÅÍ ÆÓÛ�ÒÀÓ

Á´ë æ´ìûñòà øåíåëãåí p�ôëóêòóàöèàëû åêi àéíûìàëû ôóíêöèÿëàð
êëàññòàðû åíãiçiëãåí. p�øåêòåëãåí ôëóêòóàöèàëû áàð åêi àéíûìàëû ôóíê-
öèÿëàðäû Óîëø ê°ïì³øåëiêòåðìåí æóû©òàóäûí òóðàëû òóðà æºíå êåði
òåîðåìàëàðû äºëåëäåíãåí.

Bokayev N.A., Àkhachanov T.B. THE CLASSES OF FUNCTIONS
OF TWO VARIABLES OF BOUNDED p-FLUCTUATION AND
APROXIMATION OF FUNCTION BY POLINOMIALS WITH RESPECT
TO WALHS SYSTEMS

In this paper, we introduce the classes of functions of two variables of
bounded p��uctuation. The direct and inverse theorems of approximation of
functions of two variables of bounded p��uctuation by Walsh polynomials in
the norm of the considering space are proved.
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Äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïî ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ íàãðóæåííîãî óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè ïîìîùè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äîêàçàíà òåîðåìà
î ðàçðåøèìîñòè ãðàíè÷íîé çàäà÷è. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî
ïîñòðîåíèÿ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàãðóæåííîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, ãðàíè÷íîå
óïðàâëåíèå, ñòàáèëèçàöèÿ, ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à.

1 Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè
Íàéòè òàêèå ôóíêöèè u1(t), u2(t) ∈ L2(0,∞), ÷òîáû ðåøåíèå y(x, t)

ãðàíè÷íîé çàäà÷è

yt(x, t)− yxx(x, t) + α · y(0, t) = 0, (1)

y(−π/2, t) = u1(t), y(π/2, t) = u2(t), y(x, 0) = y0(x), (2)

óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ

‖y(x, t)‖L2(−π/2,π/2) ≤ Ce−σ0t, t > 0, (3)
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Keywords: Loaded heat operator, boundary controls, stabilization, spectral problem
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Q = {(x, t) : −π/2 < x < π/2, t > 0}, α ∈ C, y0(x) ∈ L2(−π/2, π/2).
C, σ0− çàäàííûå ïîñòîÿííûå.

Óðàâíåíèÿ âèäà (1) íàçûâàþò íàãðóæåííûìè [1, 3].

2 Î ðàçðåøèìîñòè ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1)�(2)
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. [3]. Äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ óïðàâëåíèé u1(t), u2(t) ∈ L2(0,∞)
è ëþáîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè y0(x) ∈ L2(−π/2, π/2) ãðàíè÷íàÿ çàäà-
÷à (1)�(2) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå y(x, t) ∈ L2(Q). Áî-
ëåå òîãî, y(x, t) ∈ W (0,∞) ≡ {v| v ∈ L2(0,∞;W 1

2 (−π/2, π/2)), vt ∈
L2(0,∞; W−1

2 (−π/2, π/2))}.
Ñèëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1)�(2) â òåîðåìå 1 äîêàçûâàåòñÿ ñâåäå-

íèåì åå ê íàãðóæåííîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

y(x, t) =

π/2∫

−π/2

y0(ξ)G(x, ξ, t)dξ − α

t∫

0

y(0, τ)

π/2∫

−π/2

G(x, ξ, t− τ)dξ dτ+

+

t∫

0

u1(τ)H1(x, t− τ)dτ −
t∫

0

u2(τ)H2(x, t− τ)dτ, (4)

ãäå G(x, ξ, t) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà, à ôóíêöèè H1 è H2 âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà.

3 Ê ìîíîòîííîñòè ñðåäíèõ çíà÷åíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2) ïðè
íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

Äëÿ çàäà÷è (1)�(2) ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â çàäà÷å (1)�(2) ãðàíè÷íûå ôóíêöèè uj(t) = 0, j =

1, 2, α − âåùåñòâåííîå ÷èñëî è |α| < π−2. Òîãäà ψ(t) =
π/2∫
−π/2

|y(x, t)|2dx

ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé àðãóìåíòà t äëÿ t ≥ 0. Êðîìå
òîãî, max

−π/2≤x≤π/2
|y(x, t)| � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ t ≥ 0.
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Óñëîâèÿ òåîðåìû 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöè-
åíòà α è îäíîðîäíûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå íà ãðàíèöå L2-ñðåäíåå çíà÷åíèå
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2) ìîíîòîííî óáûâàåò.

Îäíàêî ñîîòíîøåíèå (3) òðåáóåò âûáîðà òàêèõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé,
êîòîðûå îáåñïå÷èëè áû óáûâàíèå L2-ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ íå ìåä-
ëåííåå íåêîòîðîé çàäàííîé ýêñïîíåíòû ïî âðåìåíè.

Ìåòîä Ôóðüå îáåñïå÷èâàåò äàííîå òðåáîâàíèå âûáîðîì òåõ ýêñïîíåíò
{exp{−λkt}, k ∈ Z} â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäà, ãäå ÷èñ-
ëà λk, îïðåäåëÿåìûå ïîëîæèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, è êîòîðûå íå ìåíüøå, ÷åì ïîêàçàòåëü óáû-
âàíèÿ â ýêñïîíåíòå óñëîâèÿ (3).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à (1)�(3) áóäåò ðåøåíà, åñ-
ëè ìû íàéäåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé uj(t), j = 1, 2, îáåñïå÷èâàþùèõ
íàëè÷èå â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà òîëüêî òàêèõ ýêñïîíåíò èç
{exp{−λkt}, k ∈ Z}, äëÿ êîòîðûõ λk ≥ σ0.

4 Çàäà÷à ñ ðàñøèðåííîé îáëàñòüþ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
Ðàññìîòðèì â Q1 = {(x, t) : −π < x < π, t > 0} âñïîìîãàòåëüíóþ

çàäà÷ó

zt(x, t)− zxx(x, t) + α · z(0, t) = 0, (5)

z(j)(−π, t) = z(j)(π, t), j = 0, 1, z(x, t)|t=0 = z0(x), (6)

ãäå z0(x) � ôóíêöèÿ, òðåáóþùàÿ ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ.
Ðåøåíèå çàäà÷è (5)�(6) áóäåì èñêàòü â âèäå

z(x, t) =
∑

k∈Z
Zk(t)ϕk(x). (7)

{ϕk(x), k ∈ Z} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2(−π, π) è Z = {0,±1,±2, ...}.
Ðàññìîòðèì äëÿ (5)�(6) ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

−ϕ′′(x) + α · ϕ(0) = λϕ(x), ϕ(j)(−π) = ϕ(j)(π), j = 0, 1. (8)

Îáîçíà÷èì Z′ = Z\{0}. Äëÿ (8) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè:
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10. Íåò òàêîãî ÷èñëà k ∈ Z, ÷òî α = k2. Ðåøåíèå çàäà÷è (8):

{ϕk(x), λk; k ∈ Z} =
{

1, λ0 = α; eikx +
α

k2 − α
, λk = k2, k ∈ Z′

}
; (9)

è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó áèîðòîãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ψk(x), k ∈ Z} =

{
− 1

2π

∑

n∈Z

α

n2 − α
· einx, eikx, k ∈ Z′

}
, (10)

(ïî òåîðåìå Ïýëè-Âèíåðà [4]) îáðàçóþò ïîëíûå ñèñòåìû ôóíêöèé
{ϕk(x), ψk(x), k ∈ Z} â ïðîñòðàíñòâå L2(−π, π) è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
f ∈ L2(−π, π) åãî áèîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ

f =
∑

(f, ϕk)ψk, f =
∑

(f, ψk)ϕk

ñõîäÿòñÿ.
20. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî k0 ∈ Z, ÷òî α = k2

0. Ðåøåíèå çàäà÷è (8):

{ϕk(x), λk; k ∈ Z} =
{

1, e±ik0x, λ0 = k2
0 = α;

eikx +
α

k2 − α
, λk = k2, k ∈ Z′\{±k0}

}
. (11)

è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó áèîðòîãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ψk(x), k ∈ Z} =



−

1
2π

∑

n∈Z\{±k0}

α

n2 − α
· einx, eikx, k ∈ Z′



 (12)

òàêæå îáðàçóþò ïîëíûå ñèñòåìû ôóíêöèé {ϕk(x), ψk(x), k ∈ Z} â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(−π, π).

5 Ðåøåíèå çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè (1)�(3)
Äëÿ Ôóðüå-êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (7) èìååì çàäà÷ó Êîøè:

Z ′k(t) + λkZk(t) = 0, Zk(0) = z0k, k ∈ Z, (13)
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ãäå z0k � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè z0(x) ïî ñèñòåìå {ϕk(x)}.
Èñïîëüçóÿ (13), ïîëó÷èì ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (5) � (6):

z(x, t) = z00e
−αtϕ0(x) +

∑

k∈Z′
z0ke

−k2tϕk(x), (14)

ãäå

z0k =

π∫

−π

ψk(x)z0(x)dx, k ∈ Z,

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè z0(x), ãäå ψk(x), k ∈ Z, îïðåäåëåíû
ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (10) è (12).

Èç (14) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè

z0k = 0 ïðè k2 < σ0, (15)

è {
z00 6= 0 ïðè Re α > σ0,
z00 = 0 ïðè Re α < σ0;

(16)

òî ðåøåíèå (14) çàäà÷è (5) � (6) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

‖z(x, t)‖L2(−π,π) ≤ Ce−σ0t, t > 0. (17)

C ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ ñóæåíèÿ ζ−π/2 è ζπ/2 íàõîäèì èñêîìûå óïðàâ-
ëåíèÿ

u1(t) = ζ−π/2{z(x, t)}, u2(t) = ζπ/2{z(x, t)}.

Îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü òàêîé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè y0(x) äî ôóíê-
öèè z0(x), îïðåäåëåííîãî íà èíòåðâàëå (−π, π),

E : L2(−π/2, π/2) → L2(−π, π), ò.å. (ζ(−π/2,π/2)Ey0)(x) ≡ y0(x), (18)

òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû Ôóðüå z0k ôóíêöèè z0 = Ey0 (18) óäîâëåòâîðÿ-
ëè áû óñëîâèÿì (15) è (16). Ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîãî îïåðàòîðà ïðîäîë-
æåíèÿ (18) ãàðàíòèðóåò ñëåäóþùàÿ
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Ëåììà 1. [2]. Äëÿ ∀ σ0 > 0 ∃ òàêîé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E (18), ÷òî
ïðè ∀ y0(x) ∈ L2(−π/2, π/2) áûëî áû âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

π∫

−π

ψk(x)(Ey0)(x)dx = 0, ∀ k ∈ Z0. (19)

6 Ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
Â îáëàñòè Q = {x ∈ (−π/2, π/2), t ∈ (0, +∞)} ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðà-

íè÷íàÿ çàäà÷à
{

yt(x, t)− yxx(x, t) + αy(0, t) = f(x),
y(x, 0) = y0(x), y(−π/2, t) = u1(t), y(π/2, t) = u2(t),

(20)

ãäå f ∈ L2(−π/2, π/2).
Òðåáóåòñÿ: íàéòè òàêèå ãðàíè÷íûå ôóíêöèè u1(t), u2(t), ÷òîáû ðåøå-

íèå y(x, t) ãðàíè÷íîé çàäà÷è (20) óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ

‖y(x, t)− ŷ(x)‖L2(−π/2,π/2) ≤ C1e
−σ0t, t > 0, (21)

ãäå ôóíêöèÿ ŷ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (ñîîòâåò-
ñòâóþùåé (20)):

−ŷ′′(x) + αŷ(0) = f(x), x ∈ (−π/2, π/2). (22)

Ðåøåíèå çàäà÷è (22) ïðîäîëæèì íà îòðåçîê (−π, π), ÷òîáû îíî óäîâëå-
òâîðÿëî óñëîâèÿì ïåðèîäè÷íîñòè:

ŷ(j)(−π) = ŷ(j)(π), j = 0, 1, (23)

ïðè÷åì, ôóíêöèþ f(x) (êàê ïðèíÿëè âûøå) ïðîäîëæèì íóëåì âíå îòðåçêà
(−π/2, π/2).

Çàïèñûâàÿ íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ èç çàäà÷è (20) â âèäå:

y0(x) = ŷ(x) + z0(x), x ∈ (−π/2, π/2),

(ãäå ŷ(x)− ðåøåíèå çàäà÷è (22)) â îáëàñòè Q1 = {x ∈ (−π, π), t ∈ (0, +∞)}
ðàññìàòðèâàåì ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó

{
ỹt(x, t)− ỹxx(x, t) + αỹ(0, t) = f(x),
ỹ(x, 0) = y1(x), ỹ(j)(−π, t) = ỹ(j)(π, t), j = 0, 1,

(24)
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ãäå y1(x) = ŷ(x) + E{z0(x)},

E{z0(x)} =

{
z0(x), x ∈ (−π

2 , π
2 ),

z1(x), x ∈ (−π,−π
2 ) ∪ (π

2 , π),
(25)

è ôóíêöèÿ f(x) ïðîäîëæåíà íóëåì âíå îòðåçêà (−π/2, π/2).
Îáîçíà÷èì: ỹ(x, t) = ŷ(x)+ z(x, t). Òîãäà äëÿ ôóíêöèè z(x, t) â îáëàñòè

Q1 = {x ∈ (−π, π), t ∈ (0, +∞)} ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó:
{

zt(x, t)− zxx(x, t) + αz(0, t) = 0,
z(x, 0) = E{z0(x)}, z(j)(−π, t) = z(j)(π, t), j = 0, 1.

(26)

Òðåáóåòñÿ: íàéòè ïðîäîëæåíèå E{z0(x)}, ÷òîáû ðåøåíèå z(x, t) ãðà-
íè÷íîé çàäà÷è (26) óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ

‖z(x, t)‖L2(−π,π) ≤ C1e
−σ0t, t > 0, (27)

ãäå ‖z(x, t)‖L2(−π,π) = ‖ỹ(x, t)− ŷ(x)‖L2(−π,π).

Îñòàëîñü ðåøèòü çàäà÷ó (26)�(27), àíàëîãè÷íóþ çàäà÷å (5)�(6) ñ óñëî-
âèåì (17). Àëãîðèòì ðåøåíèå ïîñëåäíåé íàìè óæå ïîñòðîåí â ï. 5.

Çàìåòèì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (22) èìååò âèä:

ŷ(x) = C0+C1(x+π/2)+C2
α(x + π/2)2

2
−

x∫

−π/2

(x−ξ)f(ξ) dξ, x ∈ (−π/2, π/2).

(28)
Ðåøåíèå (28) ìîæíî ïðîäîëæèòü íà èíòåðâàë (−π, π), óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì ïåðèîäè÷íîñòè (23), åñëè êîýôôèöèåíòû Cj , j = 0, 1, 2, â ïðåä-
ñòàâëåíèè (28) áóäóò îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì.

Çàêëþ÷åíèå
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùàþòñÿ äëÿ òî÷êè íàãðóçêè x ∈

(−π/2, π/2), îòëè÷íîé îò x = 0. Áîëåå èíòåðåñíàÿ çàäà÷à: ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé íàãðóçêè âèäà: yxx(0, t), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì âîçìóùåíè-
åì äëÿ îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè. Çäåñü äàæå íå èçâåñòíî: êàêîé êëàññ
óïðàâëåíèé ïî ãðàíèöå ìîæåò îáåñïå÷èòü òðåáóåìóþ ñòàáèëèçàöèþ?
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Äëÿ äâóìåðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ðàññìîòðåíû âñå êîððåêòíûå êîýðöè-
òèâíî ðåãóëÿðíûå êðàåâûå çàäà÷è. Äàíî ïðåäñòàâëåíèå âñåõ êîððåêòíûõ
êðàåâûõ óñëîâèé â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.
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íèå, èíòåãðàëüíûå êðàåâûå óñëîâèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â êîíå÷íîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω ⊂ C1+α

ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:
Çàäà÷à R. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Lu ≡ −∆u = f(x), x = (x1, x2) ∈ Ω, (1)

óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

(Q0u0)(x) + (Q1u1)(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (2)
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Çäåñü 4u = ∂2u
∂x2

1
+ ∂2u

∂x2
2
; Q0 è Q1 - çàäàííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, îïðåäå-

ëåííûå íà ôóíêöèÿõ

u0(x) = u
∣∣
x∈∂Ω

, u1(x) =
∂u

∂n

∣∣
x∈∂Ω

, (3)
∂
∂n - ïðîèçâîäíàÿ ïî åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü óæå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (1), (2) ÿâëÿåò
ñîáîé îáùèé âèä ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Áîëåå òî÷íî
� èç ðàáîò Ì.È. Âèøèêà [1], Ì.Îòåëáàåâà [2], À.À. Äåçèíà [3] ñëåäóåò,
÷òî ëþáàÿ êîððåêòíàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòü
ýêâèâàëåíòíî ñâåäåíà ê êðàåâîé çàäà÷å (1), (2) ñ íåêîòîðûìè ëèíåéíû-
ìè îïåðàòîðàìè Q0 è Q1. Ãëîáàëüíîñòü ýòèõ ðàáîò çàêëþ÷àåòñÿ èìåííî
â òîì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ (2) � ýòî ñàìûé îáùèé âèä ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé. È äðóãèõ êîððåêòíûõ íåò. Ýòî äîêàçàíî ìåòîäîì òåîðèè ðåãóëÿðíûõ
ðàñøèðåíèé è ñóæåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå îáùåãî âèäà êðàå-
âûõ óñëîâèé (2) â áîëåå ïðîñòîé � èíòåãðàëüíîé ôîðìå.

Î êîððåêòíûõ ñóæåíèÿõ è ðàñøèðåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ

×åðåç L0 îáîçíà÷èì çàìûêàíèå â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) äèôôåðåíöè-
àëüíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî âûðàæåíèåì (1) íà ïîäìíîæåñòâå ôóíêöèé
C∞

0 (Ω), à ÷åðåç L∗0 � ñîïðÿæåííûé ê íåìó îïåðàòîð. Íîðìó ïðîñòðàíñòâà
L2(Ω) áóäåì îáîçíà÷àòü ‖ ·‖. Îïåðàòîð L0 íàçûâàþò ìèíèìàëüíûì îïåðà-
òîðîì, à îïåðàòîð L∗0 - ìàêñèìàëüíûì. Â íàøåì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî D(L0) ⊂ W 2

2 (Ω), à D(L∗0) = W 2
2 (Ω).

Ñîãëàñíî ðàáîòàì Ì.Îòåëáàåâà è åãî ó÷åíèêîâ [2, 4, 5] îïåðàòîð Ls

íàçûâàþò êîððåêòíûì ñóæåíèåì ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà L∗0, åñëè âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) Ls ⊂ L∗0, òî åñòü D(Ls) ⊂ D(L∗0) è Lsu = L∗0u äëÿ âñåõ u ∈ D(Ls);
2) ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð L−1

s .
Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êîððåêòíîãî ðàñøèðåíèÿ ìèíèìàëüíîãî

îïåðàòîðà L0. Îïåðàòîð, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåííî êîððåêòíûì ñóæåíè-
åì ìàêñèìàëüíîãî è êîððåêòíûì ðàñøèðåíèåì ìèíèìàëüíîãî, íàçûâàþò
ðåãóëÿðíûì ðàñøèðåíèåì.
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Â ðàáîòàõ [2, 4, 5] äàíî àáñòðàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíûõ ñóæåíèé u ∈ D(Ls) äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â òåðìèíàõ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ îòîáðà-
æåíèé K : KerL∗0 → KerL∗0 . Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòî äàåò ýôôåêòèâíûé
àïïàðàò.

Äëÿ ïðèìåðà - âñå êîððåêòíûå ñóæåíèÿ Ls â L2(a, b) ìàêñèìàëüíî-
ãî îïåðàòîðà äâóêðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ L∗0u = −u′′(x), D(L∗0) =
W 2

2 (a, b) çàäàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì Lsu = −u′′(x) è óñëî-
âèÿìè

u(a) =
∫ b

a
u′′(x)σ0(x)dx, u′(a) =

∫ b

a
u′′(x)σ1(x)dx, (4)

ãäå σ0(x) è σ1(x) - ôóíêöèè èç L2(a, b), îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûå îïåðà-
òîðîì Ls.

Îñíîâûâàÿñü íà ïðåäñòàâëåíèÿõ îáùèõ ñóæåíèé îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áûëè ïîëó÷åíû ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû. Â
÷àñòíîñòè, â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ. Íî íà ýòîì â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ.

Â ìíîãîìåðíîì æå ñëó÷àå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, óäîáíîãî äëÿ äàëüíåé-
øåé ðàáîòû, ïîëó÷åíî íå áûëî. Äàæå äëÿ ñëó÷àÿ ðåãóëÿðíûõ ðàñøèðåíèé.
Â ýòîì íàïðàâëåíèè ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòó [6], â êîòîðîé äàíî îïèñàíèå
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî êîððåêòíîãî ñóæåíèÿ u ∈ D(Ls) äëÿ
øèðîêîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå Lp. Ïîëó÷åííîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ êîððåêòíîãî ñóæåíèÿ â îäíîìåðíîãî ñëó÷àå ñîâïàäàåò â ïðîñòðàí-
ñòâå L2(a, b) ñ ðåçóëüòàòàìè [2, 4, 5]. Îäíàêî ýòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ýëåìåíòîâ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (äàæå äëÿ ñëó÷àÿ ðåãóëÿðíûõ
ðàñøèðåíèé) åùå íå äàåò ýôôåêòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáùåãî âèäà êðà-
åâûõ óñëîâèé, àíàëîãè÷íîãî (4).

Óñòðàíåíèþ äàííîãî ïðîáåëà äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ (1) ïî-
ñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Çàäà÷ó (1) � (2) áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíî êîýðöèòèâíîé, åñëè äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(Ω) ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, ïðè-
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íàäëåæèò êëàññó u ∈ W 2
2 (Ω) è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖u‖W 2
2 (Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäà÷à (1) � (2) è åå ñîïðÿæåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à -
îäíîâðåìåííî êîýðöèòèâíî ðåãóëÿðíûå. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíê-
öèè q0(x, y) ∈ L2(∂Ω × ∂Ω) è q1(x, y) ∈ L2(∂Ω × ∂Ω) òàêèå, ÷òî êðàåâûå
óñëîâèÿ (2) ýêâèâàëåíòíû èíòåãðàëüíûì êðàåâûì óñëîâèÿì:

∮

∂Ω

(
q0(x, y)u0(y) + q1(x, y)u1(y)

)
dy = 0, x ∈ ∂Ω. (5)

Â çàêëþ÷åíèå àâòîðû âûðàæàþò ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîôåññîðó Ì.À.
Ñàäûáåêîâó, äèñêóññèè ñ êîòîðûì ñóùåñòâåííî ïîâëèÿëè íà îáùèé âèä
îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà.
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ñâÿçàí ñ èññëåäîâàíèåì òîíêèõ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ òàêèõ îïåðàòîðîâ è
îñíîâàí íà ñïåöèàëüíîì ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå, ïîçâîëÿþùåì ó÷èòû-
âàòü ñïåöèôèêó íåëîêàëüíûõ âíóòðåííå êðàåâûõ óñëîâèé.

Êîíå÷íî, íåêîòîðûå íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé èçó÷àëèñü ðàíåå äðóãèìè ñðåäñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî ïðîäâèíóòà. Õîòÿ ïåðèîäè÷å-
ñêèå çàäà÷è è ÿâëÿþòñÿ íåëîêàëüíûìè, íî îíè íå áóäóò âíóòðåííå êðàå-
âûìè. Ïîýòîìó âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ñðåäñòâ, êîòîðûå äàâàëè áû âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû
ñïåêòðàëüíîãî õàðàêòåðà äëÿ íåëîêàëüíûõ âíóòðåííå êðàåâûõ çàäà÷.

Äîñòèæåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà íåëîêàëüíûõ âíóòðåííå êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿþò ñ
èíûõ ïîçèöèé ïîñìîòðåòü íà êëàññè÷åñêèå ðàçäåëû òåîðèè ìíîãîìåðíûõ
êðàåâûõ çàäà÷. Èçâåñòíî êàêóþ ðîëü èãðàþò ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøå-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåëîêàëüíûå âíóò-
ðåííå êðàåâûå îïåðàòîðû ïîðîæäàþò ñâîé èíäèâèäóàëüíûé êëàññ ïðîá-
íûõ ôóíêöèé. Â ñâÿçè ñ ÷åì âîçíèêàþò íîâûå êëàññû îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé, êîòîðûå îòðàæàþò ñïåöèôèêó íåëîêàëüíûõ âíóòðåííå êðàåâûõ óñëî-
âèé.

Â äàííîé ðàáîòå ñ êàæäûì íåëîêàëüíûì âíóòðåííå êðàåâûì îïåðàòî-
ðîì ìû ñâÿçûâàåì ñâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ñâåðòêó. Çàòåì ââîäèòñÿ
êëàññ ïðîáíûõ ôóíêöèè è óêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ñâåðòêà ïðî-
äîëæàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ
ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíàÿ àëãåáðà ñèìâîëîâ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ, ïîðîæäàåìàÿ íåëîêàëüíûì âíóòðåííå êðàåâûì îïåðàòîðîì.

1 Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà íåëîêàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
íà îòðåçêå

Ðàññìîòðèì â ôóíêöèîíàëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1)
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L, çàäàííûé âûðàæåíèåì

Ly(x) = −i
dy(x)
dx

, 0 < x < 1
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ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(L) = {y ∈W1
2[0, 1] : ay(0) + by(1) +

∫ 1

0
y(x)q(x)dx = 0},

ãäå a, b - îòëè÷íûå îò íóëÿ ÷èñëà, q(·) ∈ C1[0, 1].
Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî a + b +

∫ 1
0 q(x)dx = 1. Ýòî óñëîâèå ãàðàí-

òèðóåò ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà L−1. Õîðîøî
èçâåñòíû ìíîãèå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà L. Äëÿ ïîëíîòû èçëî-
æåíèÿ ñôîðìóëèðóåì èõ â îäíîé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. à) Îïåðàòîð L èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð è ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü òàê, ÷òî áóäåò ñïðàâåäëè-
âà àñèìïòîòèêà

λk = −i ln(−a

b
) + 2kπ + αk, k ∈ Z,

ïðè÷åì
∑

k∈Z |αk|1+ε < ∞ ïðè ε > 0/
b) Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíöèé îïåðàòîðà L ÿâëÿ-
åòñÿ ìèíèìàëüíîé ñèñòåìîé â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1),
ïðè÷åì áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âûïèñûâàåòñÿ ïî ôîðìóëàì

hks(x) = lim
λ→λk

1
s!

ds

dλs

(
(λ− λk)mk

∆(λ)
(ibeiλ(1−x) + i

∫ 1

x
eiλ(t−x)q(t)dt)

)
,

ãäå s = 0,mk − 1, mk - êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λk.
ñ) Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L ÿâëÿ-
åòñÿ êâàäðàòè÷åñêè áëèçêîé â L2(0, 1) ê îðòîíîðìèðîâàííîé ïîëíîé ñè-
ñòåìå {ei2kπx, k ∈ Z}, òî åñòü

∑

k∈Z
‖eiλkx − ei2kπx‖2 < ∞.

d) Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L åñòü
áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1).
e) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L, òî f(x) ðàç-
ëàãàåòñÿ â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî åãî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäè-
íåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà L.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ñî ñòàí-
äàðòíûì ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Ðóøå.

2 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ñâåðòêà, ïîðîæäàåìûå îïåðàòîðîì L

Êàæäîé ôóíêöèè f(·) èç L2(0, 1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäè-
íåííûõ ôóíêöèé

{
eiλkx, ix

1! e
iλkx, . . . , (ix)mk−1

(mk−1)! eiλkx, k ∈ Z
}

îïåðàòîðà L:

f → f̂ ≡
{∫ 1

0
f(t)hk,mk−s−1(t)dt, k ∈ Z, s = 0, 1, . . . ,mk − 1

}
,

ãäå ñèñòåìà {hk,s(t)} - áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé è âûïèñàíà â òåî-
ðåìå 1. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå çäåñü òðå-
áóåòñÿ áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé {hk,s(t)}. Ýòî ñëåäñòâèå òîãî,
÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé

{
eiλkx, ix

1! e
iλkx, . . . , (ix)mk−1

(mk−1)! eiλkx, k ∈ Z
}

ìîæåò áûòü
íå îðòîãîíàëüíîé, íî îáÿçàòåëüíî ìèíèìàëüíà â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1).
Ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà ôóíêöèé - áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1), òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå {f̂ks} ýëåìåíòà f(·) èç L2(0, 1)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

m‖f‖2 ≤
∞∑

k=−∞

mk−1∑

s=0

|f̂ks|2 ≤ M‖f‖2

ïðè íåêîòîðûõ m è M. Ýòî ñëåäóåò èç èçâåñòíîé òåîðåìû Í.Ê. Áàðè.
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X =

∏∞
k=−∞Cmk , ãäå

Cmk = {(z0, . . . , zmk−1), zj ∈ C}. Ñ÷èòàåì, ÷òî ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà
X èìåþò êîíå÷íóþ l2 - íîðìó. Èòàê, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè èç
L2(0, 1) ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ
ñîãëàñíî ôîðìóëå

f ∈ L2(0, 1) →∧ f̂ ∈ X,

ãäå X - ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ l2 - íîðìîé.
Â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1) ââåäåì ñâåðòêó ïî ôîðìóëå

(g ∗ f)(x) = −ib

∫ 1

x
g(1 + x− t)f(t)dt + ia

∫ x

0
g(x− t)f(t)dt+
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+i

∫ 1

0

∫ x

ξ
g(x + ξ − t)q(ξ)f(t)dtdξ.

Ëåììà 1. Ââåäåííàÿ ñâåðòêà ïðè ëþáûõ f, g ∈ L2(0, 1) áèëèíåéíà, êîì-
ìóòàòèâíà è àññîöèàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áèëèíåéíîñòü ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Êîììóòàòèâ-
íîñòü ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Àññîöèàòèâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî (u ∗ υ) ∗ω = u ∗ (υ ∗ω) è ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî êîììó-
òàòèâíîñòè ñâåðòêè.

Ïîêàæåì ñâÿçü ìåæäó ñâåðòêîé è îïåðàòîðîì L.

Ñëåäñòâèå 1. Ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L èìååò ñâåðòî÷íîå ïðåäñòàâëå-
íèå (L− λI)−1f(x) = (g ∗ f)(x), ãäå g(x) = eiλx/∆(λ).

Ñëåäñòâèå 2. Ñâåðòêà äâóõ ôóíêöèè ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ îïåðàòîðà L, åñëè õîòÿ áû îäíà èç íèõ ïðèíàäëåæèò W1

2[0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç y(x) = (g ∗ f)(x). Ñ÷è-
òàåì, ÷òî g ∈W1

2[0, 1]. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ y(x), èìååì

y′(x) = ibg(1)f(x) + iag(0)f(x) + i

∫ 1

0
g(ξ)q(ξ)dξ · f(x) + (g′ ∗ f)(x). (5)

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ y ∈
W1

2[0, 1] è by(1) + ay(0) +
∫ 1
0 y(x)q(x)dx = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ

y(·) ∈ D(L).
Èç ôîðìóëû (5) ñðàçó âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè g ∈W1
2[0, 1], òî (g ∗ f) ∈ D(L) è

L(g ∗ f)(x) = ((Lg) ∗ f)(x) + f(x)
(

bg(1) + ag(0) +
∫ 1

0
g(ξ)q(ξ)dξ

)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè g(·) ∈ D(L), òî L(g ∗ f)(x) = ((Lg) ∗ f)(x).

Ëåììà 2. Ñâåðòêà, ïîðîæäàåìàÿ îïåðàòîðîì L, � áåç àííóëÿòîðîâ. Òî
åñòü, åñëè ïðè âñåõ g ∈ L2(0, 1) ñïðàâåäëèâî (g ∗ f)(x) ≡ 0, òî f(x) ≡ 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ âñåõ g ∈ L2(0, 1) ñâåðòêà (g ∗ f)(x) ≡ 0.
Âîçüìåì g = exp(iλx)/∆(λ)|λ=0 = 1. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, ñâåðòêà (1 ∗
f)(x) îçíà÷àåò L−1f(x). Åñëè L−1f(x) ≡ 0, òî f(x) ≡ 0.

Ïðèâåäåì îäíî ïîëåçíîå òîæäåñòâî.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáûõ λ è β ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

exp(iλx) ∗ exp(iβx) =
exp(iβx)∆(λ)− exp(iλx)∆(β)

β − λ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñâåðòêó è, íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿÿ
èíòåãðàëû, ïîëó÷àåì íåîáõîäèìóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ

exp(iλx) ∗ exp(iβx) = −ib ·
∫ 1

x
eiλ(1+x−t) · eiβtdt + ia ·

∫ x

0
eiλ(x−t) · eiβtdt+

+i

∫ 1

0

∫ x

ξ
eiλ(x+ξ−t) · eiβtq(ξ)dtdξ =

= −ib · eiλ(1+x) · ei(β−λ)t

i(β − λ)

∣∣∣∣∣
t=1

t=x

+ ia · eiλx ei(β−λ)t

i(β − λ)

∣∣∣∣∣
t=x

t=0

+

+i

∫ 1

0
q(x) · eiλ(x+ξ) · ei(β−λ)t

i(β − λ)

∣∣∣∣∣
t=x

t=ξ

dξ =

=
1

β − λ
· eiβx

(
−beiβ −

∫ 1

0
q(x) · eiβξdξ − a

)
+

+
1

β − λ
· eiλx

(
beiλ +

∫ 1

0
q(ξ) · eiλξdξ + a

)
=

=
eiβx ·∆(λ)− eiλx∆(β)

β − λ
.

Òåïåðü â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X =
∏∞

k=−∞Cmk ââåäåì
âíóòðåííþþ ñâåðòêó Êîøè. Ïóñòü ξ = {ξk 0, ξk 1 . . . , ξk mk−1, k ∈ Z} è
η = {ηk 0, ηk 1 . . . , ηk mk−1, k ∈ Z} � ýëåìåíòû X =

∏∞
k=−∞Cmk , òîãäà èõ

ñâåðòêîé íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü θ = {θk 0, θk 1 . . . , θk mk−1, k ∈ Z}, ãäå
θk 0 = ξk 0 · ηk 0, θk 1 = ξk 0 · ηk 1 + ξk 1 · ηk 0, . . . . . . ,
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θk mk−1 = ξk 0 · ηk mk−1 + ξk 1 · ηk mk−2 + · · ·+ ξk mk−1 · ηk 0.

Ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì ñâåðòêó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ξ ∗X η := θ.
Câåðòêè ∗X è ∗ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ f(·) è g(·) èç L2(0, 1) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

(f ∗ g)∧ = f̂ ∗X ĝ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïðèâåäåíî â ðàáîòå [1].

3 Ïðîáíûå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ îïåðàòîðîì L

Ïðè îïðåäåëåíèè ðàñïðåäåëåíèé íà R âàæíóþ ðîëü èãðàåò âûáîð êëàñ-
ñà ïðîáíûõ ôóíêöèé. Â êà÷åñòâå ïðîáíûõ ôóíêöèè íà R ìîãóò âûñòóïàòü
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè ôóíêöèè. Êî-
ãäà èçó÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ïðîöåññû, òî ðîëü ïðîáíûõ ôóíêöèé èãðàþò
ïåðèîäè÷åñêèå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Â íàøåì ñëó÷àå,
êîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L ñîñòîèò èç ôóíêöèè y(x), óäîâëå-
òâîðÿþùèõ íåëîêàëüíîìó âíóòðåííå êðàåâîìó óñëîâèþ

ay(0) + by(1) +
∫ 1

0
q(x)y(x)dx = 0,

â êà÷åñòâå ïðîáíûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåì êëàññ D(L∞) =
⋂∞

m=1 D(Lm),
ãäå D(Lm) - îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Lm ïðè m ≥ 1. Òàêèì îáðà-
çîì, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ y(x) èç D(L∞) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì

a(Lmy)(0) + b(Lmy)(1) +
∫ 1

0
q(x)Lmy(x)dx = 0,m = 1, 2, . . .

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïðîáíûõ ôóíêöèé èç D(L∞) ðåøàåò

Ëåììà 5. Åñëè g ∈ D(L∞), òî ïðè âñåõ f(·) ∈ L2(0, 1) ñâåðòêà

(g ∗ f)(x) ∈ D(L∞).
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé ñëåäñòâèé 2 è 3.
Ñîãëàñíî ëåììå 5 äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü îäíó ôóíêöèþ g ∈ D(L∞),

÷òîáû ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íî ìíîãî äðóãèõ èç D(L∞). Â êà÷åñòâå g(·) ìî-
ãóò âûñòóïàòü ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà L. Íàì
íåîáõîäèìî âûáðàòü, ìîæåò áûòü, êîíå÷íûé íàáîð ôóíêöèé g1, g2, . . . èç
D(L∞) òàê, ÷òîáû çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè span {(gs ∗ f)(x) : s =
1, 2, . . . , f ∈ L2(0, 1)} ñîâïàäàëî ñ D(L∞).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàìûêàíèÿ íàäî ââåñòè òîïîëîãèþ â ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå D(L∞). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé yj(·)
èç D(L∞) ñõîäèòñÿ â ñìûñëå òîïîëîãèè D(L∞) ê íóëþ ïðè j →∞, åñëè
ïðè âñåõ m = 1, 2, . . .

Lmyj ⇒[0, 1] 0, j →∞,

ãäå ⇒[0, 1] - îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íà [0, 1] ñõîäèìîñòü.
Ïóñòü m - ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî

óòâåðæäåíèþ å) òåîðåìû 1, ôóíêöèÿ H(x) = Lmy(x) ïðè y(·) ∈ D(L∞)
ðàçëàãàåòñÿ â ðàâíîìåðíî íà [0, 1] ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå ñîá-
ñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L, òî åñòü

∞∑

k=−∞

mk−1∑

s=0

Ĥks
(ix)s

s!
eiλkx ⇒ H(x).

Ïîýòîìó ñõîäèìîñòü â ñìûñëå òîïîëîãèè D(L∞) ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {yj(x) ∈ D(L∞) : j = 1, 2, . . . } ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì îïðåäå-
ëèòü, êàê ðàâíîìåðíóþ íà [0, 1] ñõîäèìîñòü ê íóëþ íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ Ôóðüå ïðè m = 1, 2, . . . è ïðè j →∞:

Nmj∑

k=−Nmj

mk−1∑

s=0

̂(Lmyj)ks ·
(ix)s

s!
· eiλkx.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè y(x) íà [0, 1] ñ óñëîâèåì y(0) =
y(1) ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæàþòñÿ íà âñþ îñü R. Òåì ñàìûì ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèÿìè íà òîðå T1 = R \ Z è 1-
ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè íà îñè R. Òî÷íî òàêæå â íàøåì ñëó÷àå ôóíê-
öèÿ y(x), îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1] è ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
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D(L) îïåðàòîðà L, ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà âñþ îñü R. Äåéñòâèòåëüíî,
ïîñêîëüêó y(x) ∈ D(L), òî ðÿä Ôóðüå

∞∑

k=−∞

mk−1∑

s=0

ŷks
(ix)s

s!
eiλkx ⇒[0, 1] y(x).

Îäíàêî ðÿä Ôóðüå
∑∞

k=−∞
∑mk−1

s=0 ŷks
(ix)s

s! eiλkx ñõîäèòñÿ íå òîëüêî íà [0, 1],
îí ñõîäèòñÿ â L2[R] ïðè âñåõ x ∈ R. Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
a · b 6= 0 è òåîðåìû 2.1.1 èç ðàáîòû À.Ì. Ñåäëåöêîãî [2] î ðàñïðîñòðàíåíèè
ñõîäèìîñòè ñ [0, 1] íà R. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ y(x), îïðåäåëåííàÿ íà
[0, 1], ïðîäîëæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäà Ôóðüå íà âñþ îñü R. Â ñëó÷àÿ êîãäà
{λk = 2πk, mk = 1, k ∈ Z} ýòî ïðîäîëæåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðîäîëæåíèåì ïî
ïåðèîäó ðàâíûì åäèíèöå. Â ðàáîòå [3] ïðèâåäåí êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá
ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè ñ [0, 1] íà îñü R â ñëó÷àå ìíîãîòî÷å÷íûõ êðàåâûõ
óñëîâèé. Â íàøåì ñëó÷àå òàêæå âîçìîæíî êîíñòðóêòèâíî îïèñàòü ïðîäîë-
æåíèå.

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ ñ îòðåçêà [0, 1] íà îòðåçîê [0, 2]. Âîçüìåì òî÷êó
1 < x ≤ 2. Çàïèøåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà

by(x) +
∫ x

1
q(t− 1)y(t)dt = g(x), 1 < x ≤ 2,

ãäå g(x) = −ay(x− 1)− ∫ 1
x−1 q(t)y(t)dt.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y(x) íà [0, 1] çàäàíà, òî çíà÷åíèÿ g(x) òàêæå èç-
âåñòíû íà [1, 2]. Ðåøàÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà íàéäåì çíà-
÷åíèÿ y(x) íà (1, 2]. Çàìåòèì, ÷òî ïðîäîëæåííàÿ íà [1, 2] òàêèì îáðàçîì
ôóíêöèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ay(1) + by(2) +

∫ 2
1 q(t− 1)y(t)dt = 0.

Óêàçàííûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ôóíêöèÿ íå áóäåò îïðå-
äåëåíà íà R.

Äàëåå ïî ñòàíäàðòíîé ìåòîäèêå ââîäÿòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå ëè-
íåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä ïðîñòðàíñòâîì ïðîáíûõ ôóíê-
öèé D(L∞). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî íà ðàñïðåäåëåíèÿõ îïðåäåëèòü ïðî-
äîëæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ñâåðòêè. Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ ââî-
äèì àëãåáðó ñèìâîëîâ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàå-
ìóþ íåëîêàëüíûì âíóòðåííå êðàåâûì îïåðàòîðîì.
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ÒÎÐËÀÐ �ØIÍ ËÎÊÀËÜÄI ÅÌÅÑ IØÊI ØÅÊÀÐÀËÛ� ÅÑÅÏÒÅÐ
Æ�ÍÅ ÎËÀÐÌÅÍ ÁÀÉËÀÍÛÑÒÛ ÊÅÉÁIÐ ��ÐÓËÀÐ

Á´ë æ´ìûñòà ºðáið ëîêàëüäi åìåñ iøêi øåêàðàëû© îïåðàòîðìåí °çiíè
Ôóðüå ò³ðëåíäiðói ìåí ³éûðò©ûñûí áàéëàíûñòûðàìûç. Ñûíàìàëû ôóíê-
öèÿëàð êëàñû åíãiçiëåäi æºíå îíû áîéûíäà Ôóðüå ò³ðëåíäiðói ìåí ³éûð-
ò©û êîððåêòi àíû©òàë¡àí. Îäàí êåéií îëàðäû ñºéêåñ ³ëåñòiðiìäåð êëàñûíà
ñòàíäàðòòû ò³ðäå êååéòóãå áîëàäû. Ê°ðíåêiëiê ³øií ëîêàëüäi åìåñ iøêi
øåêàðàëû© îïåðàòîðëàðäàí òóûíäàéòûí ïñåâäîäèôôåðåíöèàëäû© îïåðà-
òîðëàðäû àðíàéû ñèìâîëäàð àëãåáðàñû ©àðàñòûðûëàäû.

Kanguzhin B.E.,Nurakhmetov D.B. NON-LOCAL INNER BOUNDARY-
VALUE PROBLEMS FOR DIFFERENTIAL OPERATORS AND SOME
CONSTRUCTIONS ARE CONTACTS OF ITS

In this paper, each non-local operator with inner boundary-value conditions
are contacts of its Fourier transform and convolution. Then introduced the class
of test functions and these Fourier transform and convolution continue on the
corresponding distributions. As an illustration, we consider a special algebra of
symbols of pseudodi�erential operators generated by non-local operator with
inner boundary-value conditions.
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Ìîåìó äîðîãîìó Ó÷èòåëþ
àêàäåìèêó Ìóõòàðáàþ Îòåëáàåâó ïîñâÿùàåòñÿ

Äëÿ íåîäíîðîäíûõ ïîëèãàðìîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàéäåíû íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè íà ãðàíèöå. Äàíû ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â øàðå áåç îãðàíè÷åíèé íà
÷èñëî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ, à òàêæå îïè-
ñàíû êîððåêòíûå êðàåâûå çàäà÷è.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèãàðìîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ôóíêöèÿ Ãðèíà, çàäà÷à
Äèðèõëå, óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè.

1 Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Ïóñòü m è n� íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â åäèíè÷íîì øàðå Ω = {x : |x| <
1 } ⊆ Rn ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå ïîëèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

∆m
x u(x) = f(x), x ∈ Ω, (1)

c© Á. Ä. Êîøàíîâ, 2012.
Keywords: Polyharmonic equations, Green function, Dirichlet problem, solvability

conditions
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 34B05; 35J25
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ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

∂kju

∂n
kj
x

∣∣∣∣∣
x∈∂Ω

= ϕj(x), x ∈ S, j = 1,m; 0 ≤ k1 < k2 < ... < km ≤ 2m− 1. (2)

Ïîä ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(2) áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ u(x) ∈
C2m+α(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) è êðàåâûì óñëîâèÿì (2).

Îáû÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ íà èñõîäíûå äàííûå
f(x), ϕ1(x), ϕ2(x), ..., ϕm(x) íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ äâóõ òèïîâ [1-4]:
1) òðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ èõ ãëàäêîñòü; 2) íåêîòîðûå óñëîâèÿ òèïà îðòîãî-
íàëüíîñòè ê ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî ñîþçíîãî óðàâíå-
íèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå óäàåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè çà-
äà÷è (1)-(2) â èñõîäíûõ òåðìèíàõ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó

A =




1 =
0!
0!

1 =
2!
2!

1 =
4!
4!

1 =
6!
6!

. . .
(2m− 4)!
(2m− 4)!

(2m− 2)!
(2m− 2)!

0
2!
1!

4!
3!

6!
5!

. . .
(2m− 4)!
(2m− 5)!

(2m− 2)!
(2m− 3)!

0
2!
0!

4!
2!

6!
4!

. . .
(2m− 4)!
(2m− 6)!

(2m− 2)!
(2m− 4)!

0 0
4!
1!

6!
3!

. . .
(2m− 4)!
(2m− 7)!

(2m− 2)!
(2m− 5)!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . .
(2m− 4)!

0!
(2m− 2)!

2!

0 0 0 0 . . . 0
(2m− 2)!

1!

0 0 0 0 . . . 0
(2m− 2)!

0!

0 0 0 0 . . . 0 0




,

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x) ∈ Cα(Ω), ϕs(x) ∈ C2m−ks+α(S), s = 1,m . Òî-
ãäà íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çà-
äà÷è (1)-(2) â êëàññå C2m+α(Ω) ïðè ïðîèçâîëüíîì m è ëþáîì íàáîðå
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0 ≤ k1 < k2 < ... < km ≤ 2m− 1 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå:

rang A(k1, k2, ..., km) = rang

(
A(k1, k2, ..., km), ~̂F

)
. (3)

Çäåñü ÷åðåç A(k1, k2, ..., km) îáîçíà÷åíà ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m × m,
â êîòîðîé ñîõðàíÿþòñÿ ñòðîêè ìàòðèöû A (ðàçìåðíîñòè 2m × m) ñ
íîìåðàìè, ðàâíûìè k1, k2, ..., km; à ~̂F � âåêòîð-ñòîëáåö (ðàçìåðíîñòè
m× 1) ñ ýëåìåíòàìè:
~F = ( 1

ωn

∫
S

[
ϕ1(x)− ∂k1

∂n
k1
x

ε2m,n ∗ f
]
dSx, ..., 1

ωn

∫
S

[
ϕm(x)− ∂km

∂nkm
x

ε2m,n ∗ f
]
dSx)T .

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå ~U = (u0(0), u1(0), ..., um−1(0))T òî óñëîâèå (3)
îçíà÷àåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A(k1, k2, ..., km) ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ðàñøèðåí-
íîé ìàòðèöû ñèñòåìû: A(k1, k2, ..., km) ~̂U = ~̂F .

2 Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïîëèãàðìîíè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ â øàðå

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà k1 = 0, k2 = 1, ..., km = m − 1, çàäà÷à (1)-(2)
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

∂j

∂nj
x

u

∣∣∣∣∣
x∈∂Ω

= ϕj(x), j = 0,m− 1. (4)

Â ýòîì ñëó÷àå ðàíã ìàòðèöû A0 = A(k1, k2, ..., km) ðàâåí m, è ýòà çàäà÷à
(1), (4) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Åå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Ãðèíà [5, 6], ÿâíûé âèä êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2. à) Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n, à òàêæå ïðè ÷åòíûõ n, åñëè 2m <
n ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå (1), (4) ïðåäñòàâèìà â âèäå:

G2m,n(x, y) = ε2m,n(x, y)− g0
2m,n(x, y)−

m−1∑

k=1

gk
2m,n(x, y), (5)

ε2m,n(x, y) = d2m,n|x− y|2m−n, g0
2m,n(x, y) = d2m,n

[∣∣∣y
r

∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣x−

y

|y|2 r2

∣∣∣∣∣

]2m−n

,
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gk
2m,n(x, y) = d2m,n(2m−n)(2(m−1)−n)...(2(m−k+1)−n)·

[∣∣∣y
r

∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣x−

y

|y|2 r2

∣∣∣∣∣

]2m−n−2k

·

·
(

1−
∣∣∣y
r

∣∣∣
2
)k (

1−
∣∣∣x
r

∣∣∣
2
)k (

r2

−2

)k 1
k!

, k = 1, 2, ..., m− 1, (6)

ïðè÷åì

d2m,n =
1

(m− 1)! (2m− n)(2(m− 1)− n)...(4− n)(2− n)
· Γ(n

2 )
2mπn/2

.

Γ(·)� Ãàììà ôóíêöèÿ.
á) Â ñëó÷àå ÷åòíîãî n ïðè 2m > n ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå (1),
(4) ïðåäñòàâèìà â âèäå:

G2m,n(x, y) = ε2m,n(x, y)− g0
2m,n(x, y)−

m−1∑

k=1

gk
2m,n(x, y),

ε2m,n(x, y) = d2m,n|x− y|2m−n · ln |x− y|, (7)

g0
2m,n(x, y) = d2m,n

[∣∣∣y
r

∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣x− y∗

∣∣∣∣∣

]2m−n

· ln
[∣∣∣y

r

∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣x− y∗

∣∣∣∣∣

]
, (8)

gk
2m,n(x, y) = d2m,n

[∣∣∣y
r

∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣x− y∗

∣∣∣∣∣

]2m−n−2k

·
(

1−
∣∣∣y
r

∣∣∣
2
)k (

1−
∣∣∣x
r

∣∣∣
2
)k

(r)2k·

·
[

(−2)k

k!
(2m− n)(2(m− 1)− n)...(2(m− k + 1)− n) · ln

[∣∣∣y
r

∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣x− y∗

∣∣∣∣∣

]
−

−22k

2
·

1

k
+

k−1∑

j=1

1
j

(−1)k−j

(k − j)!
(2m− n)

2
...

(2m− n− 2(k − j) + 2)
2





 , k = 1,m− 1,

(9)
ïðè÷åì

d2m,n =
(−1)n/2−1

Γ(m)Γ(m− n/2 + 1) · 22m−1πn/2
,

y∗ =
y

|y|2 r2 � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ y îòíîñèòåëüíî ñôåðû Sr.
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3 Ïîñòðîåíèå êîððåêòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïîëèãàð-
ìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

Îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê òåîðèè ðàñøèðåíèé è ñóæåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ îò ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïî îãðàíè-
÷åííûì îáëàñòÿì, à òàêæå ïðèìåíåíèÿ è ïîñòàíîâêè çàäà÷ ôóíêöèîíàëüíî
- àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà äàíû â ðàáîòàõ [7, 8].

Çíàÿ ÿâíûé âèä (5) ôóíêöèè Ãðèíà, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

w(x) =
∫

Ωr

G2m,n(x, y)f(y)dy +
m−1∑

j=0

∫

∂Ωr

[
∂

∂ny
∆j

yG2m,n(x, y) ·∆m−1−j
y h(y)−

−∆j
yG2m,n(x, y) · ∂

∂ny
∆m−1−j

y h(y)
]

dSy, (10)

ãäå h(x) = (Kf)(x), K�íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð, ñòàâÿùèé êàæ-
äîé ôóíêöèè f(x), x ∈ Ωr = {x : |x| < r } ⊆ Rn â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåí-
íóþ äîcòàòî÷íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ h(x).

Òåîðåìà 3. à) Ôóíêöèÿ w(x), çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé (10) ïðè m = 2p,
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è:

∆m
x w(x) = f(x), x ∈ Ωr, (11)

w(x) |x∈∂Ωr
= h(x) |x∈∂Ωr

,
∂

∂nx
w(x)

∣∣∣∣
x∈∂Ωr

=
∂

∂nx
h(x)

∣∣∣∣
x∈∂Ωr

; (12)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆p−1
x w(x)

∣∣
x∈∂Ωr

= ∆p−1
x h(x)

∣∣
x∈∂Ωr

,
∂

∂nx
∆p−1

x w(x)
∣∣∣∣
x∈∂Ωr

=
∂

∂nx
∆p−1

x h(x)
∣∣∣∣
x∈∂Ωr

.

á) Ôóíêöèÿ w(x), çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé (10) ïðè m = 2p + 1, ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (11) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

w(x) |x∈∂Ωr
= h(x) |x∈∂Ωr

,
∂

∂nx
w(x)

∣∣∣∣
x∈∂Ωr

=
∂

∂nx
h(x)

∣∣∣∣
x∈∂Ωr

; (13)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆p
xw(x) |x∈∂Ωr

= ∆p
xh(x) |x∈∂Ωr

,

ãäå h(x) = (K ·∆m
x w)(x), x ∈ Ωr, K� ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð.
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Òåîðåìà 4. (î åäèíñòâåííîñòè). Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ (11), (12) è (11),
(13) � åäèíñòâåííî.

Òåîðåìà 5. (î ñóùåñòâîâàíèè). Ïóñòü íåîäíîðîäíîå ïîëèãàðìîíè÷åñêîå
óðàâíåíèå (11) ñ íåêîòîðûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ
f(x) èìååò åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå u(x). Òîãäà íàéäåòñÿ îïå-
ðàòîð K òàêîé, ÷òî u(x) óäîâëåòâîðÿåò ëèáî êðàåâûì óñëîâèÿì (12) ïðè
m = 2p, ëèáî (13) ïðè m = 2p + 1, ãäå h(x) = (K ·∆m

x u)(x), x ∈ Ωr.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó
Ò.Ø. Êàëüìåíîâó è ïðîôåññîðó Á.Å. Êàíãóæèíó.
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øèðîêîãî êðóãà çàäà÷ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (óðàâíå-
íèé) è â òåîðèè ïðîñòðàíñòâ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Äîñòàòî÷íî
ïîëíàÿ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè áèáëèîãðàôèÿ ðàáîò äàíà â [1, 2]. Òåðìèí
"òî÷íûé“ çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ ñóòüþ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.

Â êà÷åñòâå ïîÿñíåíèÿ ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû Ì. Îòåëáàåâà, îêàçàâøèå
áîëüøîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå òåîðèè âëîæåíèÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Íàïîìíèì, ÷òî ê îöåíêàì ñïåêòðà îïåðàòîðà,
ïîðîæäàåìîãî ñàìîñîïðÿæåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì, ìîæ-
íî ïîäîéòè ñ ïîçèöèé êà÷åñòâåííîé è êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèê âëî-
æåíèé âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â L2.

Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rd (èíòåðâàë â R ïðè d = 1), v � íåîòðèöàòåëü-
íàÿ ëîêàëüíî-ñóììèðóåìàÿ â Ω ôóíêöèÿ, 1 6 p, q < ∞; n > 1 � öåëîå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lq, Wn

p,v ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà ñ íîðìîé

‖u; Lq‖ =
(∫

Ω
|u|q dx

)1/q

,

è ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé íîðìîé
∥∥u; Wn

p,v

∥∥ =
(∫

Ω
|∇nu|p dx +

∫

Ω
|u|p v(x)dx

)1/p

,

ãäå |∇nu| =
(

∑
|α|=n

|Dαu|2
)1/2

. Ïóñòü v∗ � îáîçíà÷åíèå îäíîé èç ôóíêöèé

Îòåëáàåâà èç [3]. Â òåðìèíàõ v∗ áûëè âïåðâûå ïîëó÷åíû
� êðèòåðèé âëîæåíèÿ Wn

p,v → L2 è çíà÷åíèå (â ñìûñëå ñëàáîãî ðàâåí-
ñòâà) íîðìû ‖Ep,q‖ îïåðàòîðà âëîæåíèÿ Ep,q : Wn

p,v → Lq;
� êðèòåðèé êîìïàêòíîãî âëîæåíèÿ Wn

p,v → L2;
� àñèìïòîòèêà ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ âëîæåíèÿ Ep : Wn

p,v → Lp

(1 < < p < ∞).
Çíà÷åíèå íîðìû ‖E2‖ èëè, ðàâíîçíà÷íî, íàèìåíüøåãî ñîáñòâåííîãî

÷èñëà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà L, ïîðîæäàåìîãî â L2 ôîðìîé L[u] =
=

∥∥u; Wn
2,v

∥∥2, îñîáåííî âàæíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðîãà óñòîé÷èâîñòè â ìå-
õàíèêå. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì íîâûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ èñ-
ñëåäîâàíèåì îñöèëëÿòîðíûõ ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ

l[y] ≡ (−1)n
(
ρ(x)y(n)

)(n)
+ q(x)y = 0, (1)
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ãäå ρ(·), q(·) � íåïðåðûâíûå â I = (0,∞) ôóíêöèè, ρ(x) > 0 â I, à q(x)
ìåíÿåò çíàê íà êàæäîì èíòåðâàëå (x,∞) ïðè x ∈ I. Â ýòîì ñëó÷àå íåïðè-
ìåíèìû íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè (ñì. [4]).

Óðàâíåíèå Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (n = 1)
−y′′ + q(x)y = 0 (2)

íàçûâàþò îñöèëëÿòîðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (2), èìåþùåå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íóëåé xk → ∞ ïðè k → ∞.
Èçâåñòíî, ÷òî îñöèëëÿòîðíîñòü óðàâíåíèÿ (2) ðàâíîñèëüíà áåñêîíå÷íîñòè
îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè ñïåêòðà îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ â L2(I). Ñëå-
äóþùåå îïðåäåëåíèå îñöèëëÿòîðíîñòè ñîõðàíÿåò ýòî ñâîéñòâî äëÿ ëþáîãî
ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñøèðåíèÿ L̃ ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà, ïîðîæäàåìîãî
äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì l[y] ïðè n > 1.
Îïðåäåëåíèå 1 (5). Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ îñöèëëÿòîðíûì, åñëè äëÿ
ëþáîãî T > 0 íàéäåòñÿ íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå y, èìåþùåå â (T,∞) íå
ìåíåå äâóõ n-êðàòíûõ íóëåé.
Îïðåäåëåíèå 2. Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ íåîñöèëëÿòîðíûì, åñëè îíî
íå ÿâëÿåòñÿ îñöèëëÿòîðíûì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðîèòñÿ äâóõâåñîâàÿ ìîäèôèêàöèÿ ôóíêöèè
Îòåëáàåâà, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé âûâîäÿòñÿ óñëîâèÿ îñöèëëÿòîðíîñòè
(íåîñöèëëÿòîðíîñòè) óðàâíåíèÿ (1). Ïóñòü C+(I) - êîíóñ íåîòðèöàòåëü-
íûõ íåâûðîæäåííûõ íåïðåðûâíûõ â I ôóíêöèé.

Ïóñòü 0 6 ε < 1, v ∈ C+(I), x ∈ I, ∆ = [x, x + h) (h > 0). Ïîëîæèì

K(ε)(x, h|ρ, v) = h2(n−1)

(∫

∆

1
ρ

)
inf
{e}

∫

∆\e
v,

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì e ⊂ ∆ ñ ìåðîé |e| 6 ε|∆| (= εh).
Çàäàäèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ðàçìåð

h∗(ε)(x) = h∗(ε)(x|ρ, v) = sup
{
h > 0 : K(ε)(x, h|ρ, v) 6 1

}
,

h∗(x) = h∗(0)(x).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî 0 < h∗(ε)(x) < ∞ äëÿ âñåõ x > 0. Ïðè ýòîì

K∗(ε) (x|ρ, v) = K(ε)

(
x, h∗(ε)(x)|ρ, v

)
= 1.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü q = v−u, ãäå v, u ∈ C+(I). Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ
ïîñòîÿííàÿ cε,n > 1 (0 < ε < 1) òàêàÿ, ÷òî, åñëè

lim
x→∞ supK∗(ε)(x|ρ, u) < c−2

ε,n,

òî óðàâíåíèå (1) íåîñöèëëÿòîðíî.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü q = v − u, ãäå v, u ∈ C+(I), è ïóñòü ñóùåñòâóåò
T > 0 òàêîå, ÷òî

sup
h>0,x>T

(∫ x+h

x
v

)−1 ∫ x+h

x
u < c−2

ε,n.

Òîãäà óðàâíåíèå (1) íåîñöèëëÿòîðíî.

Äëÿ 0 < µ < ν < 1 ïîëîæèì

c̃µ,ν =
[
µ−2n + (1− ν)−2n

]
(

n−1∑

i=0

(n− 1 + i)!
i!

Cn−1
i

)2

.

Ïóñòü ∆∗(x) = [x, x+h∗(x)), ãäå h∗(x) = h∗(x|ρ, v), ∆̃∗(x) = [x+µh∗(x), x+
+ νh∗(x)).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü q = v − u, ãäå v, u ∈ C+(I). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî
x0 > 0 ∫ ∞

x0

(ζ − x0)2nu(ζ)dζ +
∫ ∞

x0

ρ−1(t)dt = +∞. (3)

Åñëè ñóùåñòâóåò T > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x > T

min





(∫

∆∗(x)
v

)−1 ∫
e∆∗(x)

u,




∫

∆∗(x)

ρ




−1 ∫

e∆∗(x)

(ζ − x)2nu(ζ)dζ





> (1+c̃µ,ν)−1,

òî óðàâíåíèå (1) îñöèëëÿòîðíî.
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü q = v − u, ãäå v, u ∈ C+(I), è ïóñòü âûïîëíåíî
óñëîâèå (3). Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå T > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x > T

min





inf
h>0




x+h∫

x

v



−1 x+νh∫

x+µh

u, inf
h>0




x+h∫

x

ρ



−1 x+νh∫

x+µh

(t− ζ)2nu(ζ)dζ





> (1+c̃µ,ν)−1,

òî óðàâíåíèå (1) îñöèëëÿòîðíî.

Íèæå óñëîâèå w ∈ (A∗∞) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå 0 <
δ, τ < 1, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî x > x0 äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà ∆ ⊂ ∆∗(x)

∫

e
w 6 τ

∫

∆
w,

åñëè ìåðà |e| 6 δ|∆|.
Óñëîâèå ρ ∈ (A2) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî

sup
x>x0

sup
∆⊂∆∗(x)

|∆|−2
∫

∆
ρ

(∫

∆

1
ρ

)
= M < ∞.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü q = v − u, ãäå v, u ∈ (A∞). Òîãäà:
a) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c̄ = c(δ, τ, n) > 0, ÷òî, åñëè

lim
x→∞ sup

(∫

∆∗(x)
v

)−1 ∫

∆∗(x)
u < c̄−1,

òî óðàâíåíèå (1) íåîñöèëëÿòîðíî.
b) Ïóñòü ρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (A2) è (3). Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c = c(n) > 0, ÷òî, åñëè

lim
x→∞ inf

(∫

∆∗(x)
v

)−1 ∫

∆∗(x)
u > (1 + cM)−1,

òî óðàâíåíèå (1) îñöèëëÿòîðíî.
Ïîñòîÿííûå c̄ è c âû÷èñëÿåìû.
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Çàìå÷àíèå 1. Íåîñöèëëÿòîðíîñòü óðàâíåíèÿ (1) ðàâíîñèëüíà âûïîëíå-
íèþ óñëîâèÿ: ñóùåñòâóåò T > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ C2n

0 (T,∞)

A[y] ≡
∞∫

T

y(x)l[y]dx > 0 (4)

(ñì. [5]). Ïîýòîìó óñëîâèå íåîñöèëëÿòîðíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü, îöåíè-
âàÿ òî÷íóþ ïîñòîÿííóþ C â íåðàâåíñòâå âëîæåíèÿ

∫ ∞

T
|y(x)|2u(t)dt 6 C

∫ ∞

T

(
|y(n)|2ρ(t) + |y|2v(t)

)
dt. (5)

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ëîêàëüíûõ îöåíîê íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïðîìå-
æóòêàõ ∆∗

(ε)(x) ìû âûâîäèì, ÷òî òî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ

C 6 c2
ε,n sup

x>T
K∗(ε)(x|ρ, u)

(ñì. [6]).

2. Óðàâíåíèå (1) áóäåò îñöèëëÿòîðíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî T > 0 íàé-
äåòñÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ y ñ supp(y) ⊂ (T,∞), íà êîòîðîé A[y] > 0.
Óñëîâèå îñöèëëÿòîðíîñòè â òåîðåìå 2 âûâîäèòñÿ ïîñðåäñòâîì îáðàòíûõ
(5) îöåíîê íà ïðîáíûõ ôóíêöèÿõ ñ íîñèòåëåì supp(y) ⊂ ∆∗(x).

3. Óñëîâèå (3) â òåîðåìå 2 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Åñëè áû ñóììà â
(3) áûëà êîíå÷íà, òî èç ýòîãî ñëåäîâàëà áû íåîñöèëëÿòîðíîñòü óðàâíåíèÿ

(−1)n
(
ρ(x)y(n)

)(n)
− u(x)y = 0,

è, êàê ñëåäñòâèå, íåîñöèëëÿòîðíîñòü óðàâíåíèÿ (1) (ñì. [4]).
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Â ðàáîòå äîêàçàíà äèñêðåòíîñòü ñïåêòðà è ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå îöåíêè
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1 Ââåäåíèå. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
Ïóñòü Ω = {(x, y) : −π < x < π,−∞ < y < ∞}. Â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω)

ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

L0u = uxx − uyy + a(y)ux + c(y)u

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L0), ñîñòîÿùåé èç áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé, ôèíèòíûõ ïî ïåðåìåííîé y è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

u(−π; y) = u(π; y), ux(−π; y) = ux(π; y),−∞ < y < ∞ .
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû a(y) è c(y) - íåïðå-

ðûâíûå ôóíêöèè â R = (−∞;∞), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
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i) |a(y)| ≥ δ0 > 0, c(y) ≥ δ > 0, −∞ < y < ∞ .
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð L0 â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) äîïóñêàåò

çàìûêàíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç L.
Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè ãðà-

íè÷íîãî ðåæèìà (ñì.[1], ñòð.106), ò.å. çàäà÷å áåç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Çäåñü
ñëàãàåìîå aux õàðàêòåðèçóåò ñèëó òðåíèÿ. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøå-
íèé çàäà÷è áåç íà÷àëüíûõ óñëîâèé, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ a è c. Íàïðèìåð, ïðè a = 0 ðåøåíèå íå âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè îñîáåííî èíòåðåñíî ðàñïðåäå-
ëåíèå ñîáñòâåííûõ è ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ â íåîãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè è èìåþùèõ äèñêðåòíûé ñïåêòð.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà îïåðàòîð L + µE ïðè
µ ≥ 0 íåïðåðûâíî îáðàòèì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà
L êîìïàêòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ω > 0

lim
|y|→∞

y+ω∫

y

c(t)dt = ∞. (∗)

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåçîëüâåíòû è äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà â íåîãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè ñ ðàñòóùèìè è êîëåáëþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàíåå
èññëåäîâàí òîëüêî â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ [2-5].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L ïîìèìî óñëîâèÿ i) óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

ii) µ0 = sup
|y−t|≤1

c(y)
c(t) < ∞, µ = sup

|y−t|≤1

a(y)
a(t) < ∞.

Òîãäà èç òåîðåìû 2 ëåãêî ñëåäóåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ i)-ii). Òîãäà ðåçîëüâåíòà îïåðàòî-
ðà L êîìïàêòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà lim

|y|→∞
c(y) = ∞.

Ñ ðåøåíèåì âîïðîñà î äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà ñâÿçàíû òàêèå çàäà÷è, êàê
îöåíêè ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë (s - ÷èñåë) è ôóíêöèè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Íåíóëåâûå s - ÷èñëà îïåðàòîðà (L+µE)−1 áóäåì íóìåðîâàòü â ïîðÿäêå
èõ óáûâàíèÿ ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè òàê, ÷òî

sk((L + µE)−1) = λk

(√
((L + µE)−1)∗(L + µE)−1

)
, k = 1, 2, ....

Ââåäåì ôóíêöèþ N(λ) =
∑

sk>λ

1 - êîëè÷åñòâî sk, áîëüøèõ λ > 0.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Òîãäà ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

c−1
∞∑

n=−∞
λ−

1
2 mes

(
y ∈ R : Qn(y) ≤ c−1λ−1

) ≤ N(λ) ≤

≤ c
∞∑

n=−∞
λ−1mes

(
y ∈ R : K

1
2
n (y) ≤ cλ−1

)
,

ãäå Qn(y) = |n2 + ina(y)+c(y)+µ|,Kn(y) = (|na(y)|+c(y)+µ), ïîñòîÿííîå
c > 0 íå çàâèñèò îò Qn, Kn è λ.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî óñëîâèå ii) íå âûïîëíåíî. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèå i). Òîãäà èìåþò ìåñòî îöåíêè

−1
∞∑

n=−∞
λ−

1
2 mes

(
y ∈ R : Q∗

n(y) ≤ c−1λ−
1
2

) ≤ N(λ) ≤

≤ c
∞∑

n=−∞
λ−1mes

(
y ∈ R : K∗

n(y) ≤ cλ−1
)

ãäå c > 0 - ïîñòîÿííîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò Qn,Kn è λ,

Q∗
n(y) = inf





d−1 : d−3 ≥
y+ d

2∫

y− d
2

Q2
n(x)dx





,K∗
n(y) = inf





d−1 : d−1 ≥
y+ d

2∫

y− d
2

Kn(x)dx





.

Ôóíêöèè Q∗
n(y), K∗

n(y) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïåöèàëüíûå óñðåäíåíèÿ
ôóíêöèé Qn,Kn [5].
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Äàííàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êîýôôèöèåíòû
ìîãóò áûñòðî êîëåáàòüñÿ.

2 Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû è íåðàâåíñòâà

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i) è µ ≥ 0. Òîãäà äëÿ âñåõ u ∈ D(L+
µE) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖(L + µE)u‖2 ≥ c‖u‖2 (2.1)

ãäå ‖ · ‖2 - íîðìà â L2(Ω), c = c(δ, δ0).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1 ðàáîòû [6].
Â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) ðàññìîòðèì îïåðàòîð

(ln + µE)u = −u′′ +
(−n2 + ina(y) + c(y) + µ

)
u, n = 0,±1,±2, ...

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(ln), ñîñòîÿùåé èç ôèíèòíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå
âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèíàäëåæàò L2(R).

Îïåðàòîð ln+µE äîïóñêàåò çàìûêàíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç
ln + µE.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ëåììû

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i) è µ ≥ 0. Òîãäà äëÿ âñåõ u ∈ D(ln)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖(ln + µE)u‖2 ≥ c‖u‖2

ãäå c = c(δ, δ0).

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ïðè µ ≥ 0 ê çàìêíóòîìó
îïåðàòîðó ln + µE ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé îáðàòíûé îïåðàòîð (ln +
µE)−1, îïðåäåëåííûé íà âñåì L2(R).

Ëåììà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i) è µ ≥ 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäó-
þùèå íåðàâåíñòâà:

à)‖
√

c(y)(ln + µE)−1‖2→2 < ∞ (n = 0,±1,±2, ...);
á)‖

√
|n|a(y)(ln + µE)−1‖2→2 < ∞ (n = 0,±1,±2, ...);

â)‖ d
dy (ln + µE)−1‖2→2 < ∞ (n = 0,±1,±2, ...), ãäå ‖ · ‖2→2 - íîðìà

îïåðàòîðà èç L2(R) â L2(R).
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Ëåììà 5. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà äëÿ âñåõ n = 0,±1,±2, ...
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖(ln + µE)−1‖2→2 ≤ 1
|n| · δ0

.

Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 2�5 ñëåäóþò èç ëåìì 8�11 ðàáîòû [6].

Ëåììà 6. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i).Òîãäà äëÿ âñåõ n = 0,±1,±2, ...
îïåðàòîð (ln + µE)−1 âïîëíå íåïðåðûâåí, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî
ω > 0

lim
|y|→∞

y+ω∫

y

c(t)dt = ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî ëåììó 6 äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî n 6= 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ëåììû 6 îñòàåòñÿ ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ èñïîëüçîâàííûå â ðàáîòàõ
[3-4,6].

Ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

M = {u ∈ L2(R) : ‖(ln + µE)u‖2
2 + ‖u‖2

2 ≤ 1},

M̃c = {u ∈ L2(R) : ‖u′‖2
2 + ‖

√
|n| · |a(y)|u‖2

2 + ‖
√

c(y) + µu‖2
2 ≤ c},

˜̃Mc−1 = {u ∈ L2(R) : ‖−u′′‖2
2 + ‖n2u‖2

2 + ‖ina(y)u‖2
2 + ‖(c(y)+µ)u‖2

2 ≤ c−1}.

Ëåììà 7. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ
˜̃Mc−1 ⊆ M ⊆ M̃c, ãäå c > 0 - ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò u è n.

Ëåììà 8. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

c−1 ˜̃
dk ≤ sk+1 ≤ cd̃k, k = 1, 2, ...,

ãäå c > 0 - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, sk+1 - s-÷èñëà îïåðàòîðà (ln + µE)−1,

d̃k,
˜̃
dk - ïîïåðå÷íèêè ïî Êîëìîãîðîâó ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ M̃, ˜̃M.
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Ëåììà 9. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

˜̃N(cλ) ≤ N(λ) ≤ Ñ(c−1λ),

ãäå N(λ) =
∑

sk+1>λ

1 - êîëè÷åñòâî sk+1, áîëüøèõ λ > 0; Ñ(λ) =
∑

d̃k>λ

1 -

êîëè÷åñòâî d̃k, áîëüøèõ λ > 0; ˜̃N(λ) =
∑

˜̃
dk>λ

1 - êîëè÷åñòâî ˜̃
dk, áîëüøèõ

λ > 0.

Ýòè ëåììû äîêàçûâàþòñÿ òî÷íî òàêæå, êàê ëåììû 4 è 5 ðàáîòû [6].

Ëåììà 10. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i) è µ ≥ 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

c−1λ−
1
2 mes

(
y ∈ R : Q∗

n(y) ≤ c−1λ−
1
2
) ≤ N(λ) ≤ cλ−1mes

(
y ∈ R : K∗

n(y) ≤ cλ−1
)

ãäå N(λ) =
∑

sk>λ

1 - êîëè÷åñòâî sk áîëüøèõ λ > 0, sk - ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà

îïåðàòîðà (ln + µE)−1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 10 ñëåäóåò èç ëåìì 8 è 9 è èç ðåçóëüòàòîâ ðà-
áîòû [4].

Ëåììà 11. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i)-ii). Òîãäà äëÿ âñåõ y ∈ R ñïðàâåä-
ëèâû íåðàâåíñòâà

c−1
1 K

1
2
n (y) ≤ K∗

n(y) ≤ c1K
1
2
n (y); c−1

2 Q
1
2
n (y) ≤ Q∗

n(y) ≤ c2Q
1
2
n (y),

ãäå c1(µ0, µ1) > 0, c2(µ0, µ1) > 0 - ïîñòîÿííûå ÷èñëà.

Ëåììà 11 äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàêæå êàê ëåììà 12 ðàáîòû [6].
Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1�3 ñëåäóþò èç ëåìì 1�11 è èç ðåçóëüòàòîâ ðà-

áîò [4, 6].
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îáúÿñíåíèÿõ Îòåëáàåâà ïðåâðàùàëèñü èç àáñòðàêòíûõ è ñëîæíûõ â êîí-
êðåòíûå è ïðîñòûå ïîíÿòèÿ.

1 Ìîäåëèðîâàíèå äåòåðìèíèñòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòè-
ñòèêè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü âåñîâûå ñóììû âèäà

n∑

t=1

wntut (1)

ãäå u1, ..., un - ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå è wn = (wn1, ..., wnn) - äåòåðìèíèñòè-
÷åñêèé âåêòîð. Íàïðèìåð, â êëàññè÷åñêèõ öåíòðàëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðå-
ìàõ (ÖÏÒ) wn1 = ... = wnn = 1/

√
n. Äëÿ ðàáîòû ñ áîëåå îáùèìè âåêòîðàìè

íóæíî êàêîå-òî àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå {wn}. Â [1] ïðåäëîæåíî èñ-
ïîëüçîâàòü {wn}, ïîëó÷åííûå ïóòåì äèñêðåòèçàöèè ôóíêöèé F ∈ Lp(0, 1).
Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïîëîæèì

(δnpF )t = n1−1/p

∫ t/n

(t−1)/n
F (x)dx, t = 1, ..., n.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {δnpF : n = 1, 2, ...} áûëà ââåäåíà Moussatat è í àçûâà-
åòñÿ Lp-ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé F . Lp-ïîðîæäåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ
óñïåõîì ïðèìåíÿëèñü â ðàáîòàõ ðÿäà ñïåöèàëèñòîâ ïî ñòàòèñòèêå. Îäíàêî,
òðåáîâàíèå, ÷òîáû wn áûë òî÷íûì îáðàçîì F ïðè îòîáðàæåíèè δnp, ÿâëÿ-
åòñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûì äëÿ áîëüøèíñòâà ïðèëîæåíèé. Ïîýòîìó
â [2] áûëî ââåäåíî áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {wn} íà-
çûâàåòñÿ Lp-ïðèáëèæàåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ Lp(0, 1) òàêàÿ,
÷òî ‖wn−δnpF‖lp → 0, n →∞. Òàì æå áûë èññëåäîâàí ðÿä îáùèõ ñâîéñòâ
òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íàèáîëåå ïðèìå÷àòåëüíûì èç êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ êðèòåðèé Lp-ïðèáëèæàåìîñòè (â òåðìèíàõ wn).

Â ëèòåðàòóðå áûëè ïðåäëîæåíû äðóãèå ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ äå-
òåðìèíèñòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. ×èñòî àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëå-
íèå (îñíîâàííîå íà ðåêóðñèâíîì ñîîòíîøåíèè) áûëî ïðåäëîæåíî â [3].
Ðåçóëüòàò [4] ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäõîäû Éîõàíñåíà è Ìûíáàåâà íå ïåðå-
êðûâàþò äðóã äðóãà. Â [5] èñïîëüçîâàíû ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíê-
öèè. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìåäëåííîå èçìåíåíèå íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ Lp-
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ïðèáëèæàåìîñòüþ. Òåì íå ìåíåå, â [6] ïîêàçàíî, ÷òî ñïåöèàëüíûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, âîçíèêàþùèå èç ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé â êîíòåêñòå
ðåãðåññèé áåç åäèíè÷íûõ êîðíåé, ÿâëÿþòñÿ Lp-ïðèáëèæàåìûìè. Áîëåå òî-
ãî, ÖÏÒ, ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðàìêàõ [2], íîñèò áîëåå îáùèé õàðàêòåð, ÷åì
ÖÏÒ, âûâåäåííàÿ èç ñâîéñòâ Áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ [5].

Çàäà÷à 1. Çàìåíèâ Lp íà ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à, èññëåäîâàòü ïîëó÷åí-
íûå êëàññû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. (Ýòà çàäà÷à áûëà ïðåäëîæåíà Ð. Îé-
íàðîâûì.)

2 Ñõîäèìîñòü ñóìì ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ äåòåðìèíèñòè÷åñêèìè âåñà-
ìè

Ìíîãèå ÖÏÒ ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿìè î ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ ñóìì âèäà (1). Ïðè ýòîì îäíîé èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïåöèôèêàöèé
ïåðåìåííûõ ut ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñâåðòêè

ut =
j=∞∑

j=−∞
ψt−jej , t = 0,±1,±2, ...

ãäå {ψj} � íîâàÿ (ôèêñèðîâàííàÿ) äåòåðìèíèñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü è {ej} � íîâûå (â íåêîòîðîì ñìûñëå, áàçèñíûå) ñëó÷àéíûå ïåðåìåí-
íûå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ut} íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîöåññîì ñ êîðîò-
êîé ïàìÿòüþ, åñëè

∑
j |ψj | < ∞, è ñ äëèííîé ïàìÿòüþ, åñëè

∑
j |ψj |2 < ∞.

Â [2] ïîëó÷åíà îêîí÷àòåëüíàÿ ÖÏÒ äëÿ (1) â ñëó÷àå, êîãäà (à) ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {wn} ÿâëÿåòñÿ L2-ïðèáëèæàåìîé, (á) {ut} ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì ïðîöåññîì ñ êîðîòêîé ïàìÿòüþ è (â) {ej} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ðàçíîñòåé ìàðòèíãàëîâ. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå L2-ïðèáëèæàåìîñòè
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùèì, ïîòîìó ÷òî â àñèìïòîòèêå âîçíèêàåò èíòåãðàë∫ 1
0 F 2(x)dx.

Çàäà÷à 2. Ïîëó÷èòü ôóíêöèîíàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó, ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ÖÏÒ, äîêàçàííîé â [2].

Êàê ÿñíî èç [7], ýòà çàäà÷à åùå íå ðåøåíà.
Çàäà÷à 3. Îáîáùèòü ÖÏÒ, äîêàçàííóþ â [2], íà ñëó÷àé ïðîöåññîâ ñ

äëèííîé ïàìÿòüþ.
Â [8] è [9] ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ äîâîëüíî îáùèõ {ej}, íî â îòíî-

øåíèè âåñîâ {wn} îíè îñòàâëÿþò æåëàòü ëó÷øåãî.
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Â [2], ïîìèìî ÖÏÒ äëÿ (1), äîêàçàíà òàêæå òåîðåìà î ñõîäèìîñòè êâàä-
ðàòè÷íûõ ôîðì

∑n
i,j=1 a

(n)
ij uiuj , ãäå

(
a

(n)
ij

)
� äåòåðìèíèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

Ýòîò ðåçóëüòàò ñîåäèíÿåò ïîíÿòèå L2-ïðèáëèæàåìîñòè ñ èäååé èç [10] èñ-
ïîëüçîâàòü òåîðèþ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïðè÷åì óñëîâèå íåïðåðûâ-
íîñòè ÿäðà è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà èç [10] çàìå-
íåíî íà óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó Ãèëüáåðòà-Øìèäòà.

3 Ïðèìåíåíèÿ ê ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ

y = Xβ + u (2)

ãäå âåêòîð y è ìàòðèöà X ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé, íåèçâåñòíûé
âåêòîð β ïîäëåæèò îöåíêå; ñëó÷àéíûé âåêòîð (îøèáêà) u íåíàáëþäàåì è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Eu = 0, V (u) = σ2I. Çäåñü I � åäèíè÷íàÿ ìàòðè-
öà è σ2 � íåèçâåñòíûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Ñâîéñòâî íîðìàëüíîñòè
èëè àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÎÍÊ)
β̂ = (X ′X)−1X ′y ÷ðåçâû÷àéíî âàæíî äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.
Ïîýòîìó óñèëèÿ ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé áûëè íàïðàâëåíû íà ðàñøèðåíèå
êëàññà ìàòðèö X è îøèáîê u, ïðè êîòîðûõ ÎÍÊ áûëà áû àñèìïòîòè÷åñêè
íîðìàëüíîé. Ïðè ýòîì äëÿ äîñòèæåíèÿ ñõîäèìîñòè ÎÍÊ åå íåîáõîäèìî
öåíòðèðîâàòü (ïóòåì âû÷èòàíèÿ β) è êàêèì-ëèáî îáðàçîì íîðìèðîâàòü.
Ðàçíûìè àâòîðàìè áûëè ïðåäëîæåíû ðàçíûå ñïîñîáû íîðìèðîâêè (êëàñ-
ñè÷åñêàÿ íîðìèðîâêà çàêëþ÷àåòñÿ â óìíîæåíèè β̂ − β íà √n), íî íèêòî
íå èíòåðåñîâàëñÿ âîïðîñîì íåóëó÷øàåìîñòè. Â [11] è [12] íàéäåíû íåóëó÷-
øàåìûå íîðìèðîâêè äëÿ ðåãðåññèè áåç àâòîðåãðåññèâíûõ ÷ëåíîâ è äëÿ
àâòîðåãðåññèè, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëàñü
òåîðèÿ L2-ïðèáëèæàåìîñòè.

Â [5] çàÿâëåí ðåçóëüòàò äëÿ ðåãðåññèè ñ äâóìÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ
ðåãðåññîðàìè L1, L2

yt = α + β1L1(t) + β2L2(t) + u, (3)

èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî ÎÍÊ èìååò äâà àñèìïòîòè÷åñêèõ òèïà. Â [13]
ïîêàçàíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå ÎÍÊ äëÿ (3) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî àñèìï-
òîòè÷åñêèõ òèïîâ.
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Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü Lp-ïðèáëèæàåìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, âîçíè-
êàþùèõ èç ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé, â ñëó÷àå ðåãðåññèé, èìåþùèõ
åäèíè÷íûå êîðíè, è âûâåñòè àñìïòîòèêó ÎÍÊ äëÿ òàêèõ ðåãðåññèé.

4 Ïðèìåíåíèÿ ê ïðîñòðàíñòâåííîé ìîäåëè

Òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìîäåëåé îñëîæíÿåò (2) ïóòåì ââåäåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâåíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Íàïðèìåð, ÷èñòàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìî-
äåëü èìååò âèä

y = ρWy + u, (4)

à ñìåøàííàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìîäåëü èìååò âèä

y = ρWy + Xβ + u, (5)

ãäå W � òàê íàçûâàåìàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ
äàííîé, à ρ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, ïîäëåæàùèé îöåíêå. Ðÿä àâòîðè-
òåòíûõ àâòîðîâ â ýòîé îáëàñòè çàÿâëÿëè ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîé
íîðìàëüíîñòè ÎÍÊ è ðÿäà äðóãèõ îöåíîê (ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ, ìåòîäà ìîìåíòîâ è äð.) äëÿ (4), (5). Ñëîæíîñòü ýòèõ ìîäåëåé â òîì,
÷òî ïðè èõ èññëåäîâàíèè òðåáóåòñÿ àíàëèçèðîâàòü àñèìïòîòèêó ìàòðèöû
(I − ρW )−1. Âìåñòî òàêîãî àíàëèçà, áûëî îáùåïðèíÿòî íàëàãàòü óñëîâèÿ
íà ïîâåäåíèå (I−ρW )−1. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå L2-ïðèáëèæàåìîñòè W , Ìûí-
áàåâ è Óëëà [14] âïåðâûå îñóùåñòâèëè òàêîé àíàëèç è íàøëè àñèìïòîòèêó
ÎÍÊ, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, [14] îïðîâåðãàåò
ðÿä ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ ìîäåëè (5) ñòðîãèé âûâîä àñèìïòîòè-
êè (íå ÿâëÿþùåéñÿ íîðìàëüíîé) â ïðåäïîëîæåíèè L2-ïðèáëèæàåìîñòè W
âïåðâûå äàí â [15].

Çàäà÷à 5. Âûâåñòè àñèìïòîòèêè äëÿ (4), (5) â ñëó÷àå, êîãäà W èìååò
íåíóëåâûå ýëåìåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è âäîëü íåå (ò.å. wij 6= 0 äëÿ
|i − j| ≤ k, wij = 0 äëÿ |i − j| > k, ãäå k > 0 ôèêñèðîâàíî). Òàêàÿ W íå
ÿâëÿåòñÿ L2-ïðèáëèæàåìîé.
Âñå ðåçóëüòàòû àâòîðà, îòìå÷åííûå âûøå, ïîäûòîæåíû â ìîíîãðàôèè [16].

5 Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè

Ïëîòíîñòü fX ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé X, êàê èçâåñòíî, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì fX ≥ 0,

∫
fX(t)dt = 1. Çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíêå fX ïî íàáëþ-
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äåíèÿì X1, ..., Xn, íå ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî fX ïðèíàäëåæèò êàêîìó-òî ïàðà-
ìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ïëîòíîñòåé. Èíòóèòèâíî, îöåíêà f̂X äîëæíà ñõî-
äèòüñÿ ê fX òåì áûñòðåå, ÷åì ãëàæå fX . Òðàäèöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî ôàêòà ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ÿäåð K, íåñêîëüêî ìîìåí-
òîâ

∫
K(t)tmdt êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïðîáëåìà ñ òàêèìè ÿäðàìè â

òîì, ÷òî f̂X ìîæåò îêàçàòüñÿ êîå-ãäå îòðèöàòåëüíîé. Â [17] âïåðâûå áûë
ïðåäëîæåí ìåòîä, ñâîáîäíûé îò ýòîãî íåäîñòàòêà. Îí îïèðàåòñÿ íà èí-
òåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòåé fX âûñîêîãî ïîðÿäêà è
îòêðûâàåò ïóòü ê èñïîëüçîâàíèþ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà â õàðàêòåðèñòèêå
ãëàäêîñòè fX .

Çàäà÷à 6. Ïåðåíåñòè ìåòîä [17] íà ñëó÷àé îöåíêè ïðîèçâîäíûõ f
(k)
X è

îöåíêè fX â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè.

6 Ìîäåëè ñ îøèáêàìè èçìåðåíèÿ

Ìîäåëè ñ îøèáêàìè èçìåðåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáøèðíóþ îáëàñòü
ñòàòèñòèêè. Â [18] áûëà ïðåäëîæåíà íîâàòîðñêàÿ îöåíêà, äîïóñêàþùàÿ
ðàçëè÷íûå îøèáêè â ðàçëè÷íûõ íàáëþäåíèÿõ, âêëþ÷àÿ áóäóùåå íàáëþäå-
íèå. Çàäà÷à îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ýòîé îöåíêè íàñòîëüêî ñëîæíà,
÷òî ïîëíîå åå ðàññìîòðåíèå ïîòðåáîâàëî áû öåëîé êíèãè. Â [19] â îäíîì
ìîäåëüíîì ñëó÷àå (äâå ðàçíûõ îøèáêè â ïðîøëûõ èçìåðåíèÿõ è åùå îä-
íà â áóäóùåì) ïîëó÷åíî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíûì.

Çàäà÷à 7. Ðàññìîòðåòü âñå îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè.
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Mynbaev K.T. SOME SOLVED AND UNSOLVED PROBLEMS IN
STATISTICS

We give a short review of some results on modeling deterministic sequences
of vectors, their applications to regressions, and on nonparametric estimation.
In each case new problems are posed.
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Wα
p [0, 1]n, Eα[0, 1]n, α = (α1, ..., αn)

Ïîñâÿùàåòñÿ ãëóáîêîóâàæåìîìó Ó÷èòåëþ
àêàäåìèêó Ìóõòàðáàþ Îòåëáàåâó

Äëÿ àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà è Êîðîáîâà ïîñòðîåí îïåðàòîð
âîññòàíîâëåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷íûì äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñî ñïåêòðîì èç ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî êðåñòà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïî ïî-
ðÿäêó ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïîïåðå÷íèêîì.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé, ïðîñòðàíñòâà ñ äî-
ìèíèðóþùåé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé, îðòîïîïåðå÷íèê.

1 Ââåäåíèå

Ïóñòü f ∈ L1[0, 1]n è λ = {λk}k∈Zn � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îïðåäåëèì ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå â âèäå
ôîðìàëüíîãî ðÿäà

fλ =
∑

k∈Zn

λkf̂(k)e2πikx. (1)

c© Å. Ä. Íóðñóëòàíîâ, Í. Ò. Òëåóõàíîâà, 2012.
Keywords: Restoration operator of functions, spaces with dominant mixed derivative,

ortho-diameter
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Ïóñòü (X, Y ) � ïàðà ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ 1�ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, X âëîæåíî â C[0, 1]n, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêà-
òîðîì èç X â ïðîñòðàíñòâî Y , ò.å. âåðíî ñîîòíîøåíèå

sup
f 6=0

‖fλ‖Y

‖f‖X
< ∞.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè óçëîâ {tk}M
k=1 è ôóíêöèé {φk(x, λ)}M

k=1,
÷òîáû ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïîãðåøíîñòè

sup
‖f‖X=1

‖fλ −
M∑

k=1

f(tk)φk(x, λ)‖Y

â ìåòðèêå Y áûëà âîçìîæíî áîëüøåé ïðè âîçðàñòàíèè M ê áåñêîíå÷íîñòè.
Äàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îáúåäèíÿåò çàäà÷è ïðèáëèæåííîãî âîññòà-

íîâëåíèÿ èíòåãðàëîâ, êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, ôóíêöèé, äðîáíûõ ïðîèç-
âîäíûõ, äðîáíûõ èíòåãðàëîâ.

Òàê åñëè λk = 1 ïðè k = (0, ..., 0) è λk = 0 ïðè k 6= (0, ..., 0), òî ýòî
� çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Åñëè λk = 1 ïðè k = (µ1, ..., µn) è
λk = 0 ïðè k 6= (µ1, ..., µn), òî ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð âîññòàíàâëèâàåò
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå f̂(µ).

Åñëè λ = {k̄β}k∈Z, k̄β =
n∏

j=1

k̄
βj

j , k̄j = max{|kj |, 1}, j = 1, n, òî fλ =

f (β) è ïðèõîäèì ê çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé ïðè β = 0 , äðîáíîé
ïðîèçâîäíîé ïðè β > 0, äðîáíîãî èíòåãðàëà ïðè β < 0.

Ïóñòü 1 < p < ∞ è f � 1�ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èç Lp[0, 1]n ñ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå

∑
k∈Zn f̂(k)e2πikx. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

f ∈ Wα
p [0, 1]n, α = (α1, . . . , αn) > 0, åñëè íàéäåòñÿ fα ∈ Lp[0, 1]n, ðÿä Ôó-

ðüå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì
∑

k∈Zn k̄αf̂(k)e2πikx, ãäå µx :=
∑n

j=1 µjxj ,

k̄α =
n∏

j=1

k̄
αj

j , ‖f‖W α
p [0,1]n := ‖fα‖Lp[0,1]n .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f ∈ Eα[0, 1]n, åñëè êîíå÷íà âåëè÷èíà

‖f‖Eα := sup
k∈Zn

k̄α|f̂(k)|.
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Çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé èç êëàññîâ ñ äîìèíèðóþùåé ñìåøàí-
íîé ïðîèçâîäíîé ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1-8]. Ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû
âîññòàíîâëåíèÿ ñòðîÿòñÿ ëèáî ðåêóððåíòíûì îáðàçîì [5, 6], ëèáî èñïîëü-
çóÿ îïòèìàëüíûå ñåòêè Êîðîáîâà [1-4, 7, 8], íàõîæäåíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîé çàäà÷åé.

Îïðåäåëèì îðòîïîïåðå÷íèê, ââåäåíûé Â.Í. Òåìëÿêîâûì â [11] (ñì. òàê
æå [12, 13]):

d⊥M (X, Y ) = inf
{gj}M

j=1

sup
‖f‖X=1

‖f −
M∑

j=1

(f, gj)gj‖Y .

Çäåñü òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì îðòîíîðìèðîâàí-
íûì ñèñòåìàì {gj}M

j=1 èç L∞[0, 1]n.
Öåëüþ äàííîé çàìåòêè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà âîññòàíîâëåíèÿ

äëÿ àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ â ÿâíîì âèäå, äëÿ êîòîðîãî ïîãðåøíîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé ñîâïàäàëà áû ñ ïîðÿäêîì ñîîòâåòñòâóþùåãî îð-
òîïîïåðå÷íèêà.

Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ôóíêöèé èç êëàññîâ Wα

p [0, 1]n, Eα[0, 1]n, ãäå α = (α1, . . . , αn) :

0 < α0 = α1 = ... = ατ < ατ+1 ≤ ... ≤ αn (2)

Ïóñòü ψ : Nn → N íåóáûâàþùàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ôóíêöèÿ ò.å.

ψ(k1, ..., ki, ..., kn) ≤ ψ(k1, ..., ki + 1, ..., kn), i = 1, n.

Äëÿ ôóíêöèè f è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå

Fm,ψ(f, λ;x) =
∑

ψ(k)=m
k∈Nn

1
2|k|

∑

0≤r<2k

f(
r

2k
)φk,r(x +

r

2k
; λ) =

=
∑

ψ(k)=m
k∈Nn

1
2|k|

∑

0≤r<2k

f(
r1

2k1
, . . . ,

rn

2kn
)φk,r(x1 +

r1

2k1
, . . . , x1 +

rn

2kn
; λ), (3)

φk,r(x; λ) =
∑

0≤ν≤k

(−1)
Pn−1

j=1 (rj+1)sgn(kj−νj)
∑

µ∈ρ(ν)

λµe2πiµx. (4)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2012. Òîì 12. � 3 (45)



Î âîññòàíîâëåíèè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèé 143

Çäåñü è äàëåå |k| := k1 + . . . + kn,

ρ(ν) = {µ = (µ1, ..., µn) ∈ Nn :
[
2νj−2

] ≤ |µj | < 2νj−1},
[x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, à òàêæå ν ≤ µ áóäåò îçíà÷àòü νj ≤ µj , j = 1, n.

Ïðè ψ(k) = k1 + . . .+kn îïåðàòîð Fm,ψ(f, λ) áûë ïîñòðîåí â ðàáîòàõ [16
� 18], ãäå áûëà ðåøåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ â ÿâíîì âèäå îïåðàòîðà âîññòà-
íîâëåíèÿ ôóíêöèé èç èçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ Wα

p [0, 1]n, Eα[0, 1]n, α =
(α, . . . , α). Êðîìå òîãî, òàì áûëî ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ðàçíîñòè fλ(x)−
Fm,ψ(f, λ; x) â ÿâíîì âèäå â òåðìèíàõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå ôóíêöèé f , îöåíêà ïîãðåøíîñòè ñîâïàäàëà ñ ïîðÿäêîì îðòîïîïå-
ðå÷íèêà â ñòåïåíîé øêàëå.

Â ñëó÷àå àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ, êàê áûëî ïîêàçàíî À.Ñ. Òåëÿ-
êîâñêèì [10], èíîãäà öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïî-
ëèíîìû ñî ñïåêòðîì èç "íå ñâîèõ" ãèïåðáîëè÷åñêèõ êðåñòîâ. Çäåñü ýòîò
ýôôåêò òàê æå èìååò ìåñòî. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíê-
öèé (ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèé) èç àíèçîòðîïíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Wα

p , Eα ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð (3), (4) ñ

ψ0(k) = k1 + ... + kτ + [γ(kτ+1 + ... + kn)] (5)

ãäå 1 < γ < ατ+1

α0
.

Ïðè 1 < p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞ ïîêàçàíî, ÷òî

sup
‖f‖Wα

p
=1
‖f − Fm,ψ0(f, 1)‖Lq ∼ d⊥M (Wα

p , Lq),

çäåñü M � êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f , ïî êîòîðûì ñòðîèòñÿ îïåðàòîð
Fm,ψ0(f, 1).

Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì âîïðîñ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé èç ïðî-
ñòðàíñòâà ìàëîé ãëàäêîñòè Wα

p ïðè α ≤ 1/p, ò.å. êîãäà íåò âëîæåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå âîññòàíàâëèâàòü ïî
çíà÷åíèÿì ôóíêöèè íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê ôóíêöèè èç ýòèõ êëàññîâ
îïðåäåëåíû ðàçâå ëèøü ïî÷òè âñþäó. Ïîýòîìó âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ïî-
ñòàíîâêà, ÿâëÿþùàÿñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàòíîé ê çàäà÷å, ñôîðìóëè-
ðîâàííîé âûøå.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ Wα
p [0, 1]n è fλ =

∑
k∈Zn λkf̂(k)e2πikx � åå ìóëü-

òèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ãäå λ = {λk}k∈Zn ìóëüòèïëèêàòîð èç
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Wα
p [0, 1]n â C[0, 1]n. Íóæíî ïðèáëèæåííî âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ f ïî çíà-

÷åíèÿì fλ.
Ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðà âîññòàíîâëåíèÿ Fm,ψ0(f

(−β); λ) ïî
çíà÷åíèÿì äðîáíîãî èíòåãðàëà f (−β) òàêæå äîñòèãàåò ïîðÿäêà îðòîïîïå-
ðå÷íèêà (â ýòîì ñëó÷àå ïîðÿäîê îðòîïîïåðå÷íèêà ñîâïàäàåò ñ ïîïåðå÷íè-
êîì Êîëìîãîðîâà) â ïàðå ïðîñòðàíñòâ (Wα

2 , L2).
Îïåðàòîð Fm,ψ(f, λ) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì. Âûáîð ôóíêöèè ψ äèê-

òóåòñÿ âûáîðîì ïðîñòðàíñòâà X, à òî÷íåå ëèíèåé óðîâíÿ óáûâàíèÿ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå â ýòîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü, íà-
ïðèìåð, íà ïðîñòðàíñòâà HΩ

p [14] è Eα
p,q [15].

2 Âîññòàíîâëåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Fm,ψ(·, λ; x) � îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâàìè
(3),(4). Åñëè f(x) =

∑
k∈Gm

f̂(k)e2πikx � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñ
ãàðìîíèêàìè èç Gm, òî

fλ(x)− Fm,ψ(f, λ; x) = 0.

Äëÿ êëàññîâ Wα
p [0, 1]n, Eα[0, 1]n îöåíèì ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ

÷àñòè÷íûõ ñóìì Ôóðüå SGm(fλ, x) =
∑

µ∈Gm
λ̂µf(µ)e2πiµx ìóëüòèïëèêà-

òèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ fλ ñ ïîìoùüþ îïåðàòîðà Fm,ψ0(f, λ).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü m ≥ ψ0(1), Fm,ψ0(f, λ) îïðåäåëåí ñîîòíîøåíèÿìè
(3)�(5). Åñëè 1 < p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞, α0 > 1

p , òî âåðíà îöåíêà

sup
‖f‖Wα

p
=1
‖SGm(fλ)− Fm,ψ0(f, λ)‖Lq ≤

≤ c2−α0m max
ψ0(1)≤s≤m

(m− s)
τ−1
2

(
max

µ∈∪ψ0(ν)=sρ(ν)
µ̄1/p−1/q|λµ|

)
.

Åñëè α0 > 1, q ≥ 2, òî âåðíà îöåíêà

sup
‖f‖Eα=1

‖SGm(fλ)− Fm,ψ0(f, λ)‖Lq ≤
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≤ c
1

2α0m




m∑

s=ψ0(1)

(m− s)
(τ−1)q ∑

ψ0(ν)=s

∑

µ∈ρ(ν)

µ̄q−2|λµ|q



1/q

.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü m ≥ ψ0(1), Fm,ψ0(f, 1) îïðåäåëåí ñîîòíîøåíèÿìè
(3)�(5) ïðè λ = {1}, M ∼ mτ−12m � êîëè÷åñòâî óçëîâ â îïðåäåëåíèè
Fm,ψ0(f, 1). Åñëè 1 < p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞, α0 > 1

p , òî âåðíî ñîîòíîøåíèå

sup
‖f‖Wα

p
=1
‖f − Fm,ψ0(f, 1)‖Lq ∼

(
(lnM)τ−1

M

)α0−1/p+1/q

∼ d⊥M (Wα
p , Lq).

Åñëè α0 > 1, q ≥ 2, òî âåðíî ñîîòíîøåíèå

sup
‖f‖Eα=1

‖f − Fm,ψ0(f, 1)‖Lq ∼
(lnM)(α+1/q−1/q′)(τ−1)

Mα0−1/q′ .

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü Fm,ψ0(f, λ) îïðåäåëåí ñîîòíîøåíèÿìè (3)-(5).
Ïóñòü 1 < p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞, α0 > 1

p . Òîãäà åñëè −1
p + 1

q < β < α0 − 1
p + 1

q ,
òî âåðíà îöåíêà

‖f (β) − Fm,ψ0(f, k̄β)‖Lq ≤ C
1

2(α0−β− 1
p
+ 1

q
)m
‖f‖W α

p
;

åñëè β ≤ −1
p + 1

q , òî âåðíà îöåíêà

‖f (β) − Fm,ψ0(f, k̄β)‖Lq ≤ C
m

τ−1
2

2α0m
‖f‖W α

p
.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü Fm,ψ0(f, λ) îïðåäåëåí ñîîòíîøåíèÿìè (3)-(5).
Ïóñòü 2 ≤ q ≤ ∞, α0 > 1. Òîãäà âåðíû îöåíêè

‖f (β) − Fm,ψ0(f, k̄β)‖Lq ≤ C
m

τ−1
q

2(α0−β− 1
q′ )m

‖f‖Eα ïðè − 1
q′

< β < α− 1
q′

,

‖f (β) − Fm,ψ0(f, k̄β)‖Lq ≤ C
mτ−1

2α0m
‖f‖Eα ïðè β < − 1

q′
,

‖f (β) − Fm,ψ0(f, k̄β)‖Lq ≤ C
m

τ−1+ τ
q

2α0m
‖f‖Eα ïðè β = − 1

q′
.
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3 Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ ìàëîé ãëàäêîñòè

Çäåñü ðàññìîòðèì âîïðîñ î âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèé èç êëàññà
Wα

2 [0, 1]n ïðè α0 = minj αj ≤ 1
2 , ò.å. êîãäà íåò âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

Wα
2 [0, 1]n â C[0, 1]n. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, âîñ-

ñòàíîâëåíèå ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèé â òî÷êàõ íå èìååò ñìûñëà.
Ïóñòü 0 < α0, β < ∞, α0 + β > 1

2 è f ∈ Wα
2 [0, 1]n, òîãäà

f (−β) =
∑

k∈Zn

k̄−β f̂(k)e2πikx ∈ C[0, 1]n

è îïðåäåëåí îïåðàòîð

Fm,ψ0(f
(−β), k̄β) =

∑
ψ0(k)=m
ki≥1

1
2|k|

∑

0≤r<2k

f (−β)(
r

2k
)×

×
∑

0≤νi≤ki

(−1)
Pn−1

j=1 (rj+1)sgn(kj−νj)
∑

µ∈ρ(ν)

µ̄βe
2πiµ(x+ r

2k )
.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü 0 < α0, β < ∞, α0 +β > 1
2 . Òîãäà âåðíî ñîîòíîøåíèå

sup
‖f‖Wα

2
=1
‖f − Fm,ψ0(f

(−β), k̄β)‖L2 ∼
1

2mα0
∼ d⊥M (Wα

2 , L2).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÊÍ ÌÎÍ ÐÊ, Ãðàíòû
0744/ÃÔ, 1080/ÃÔ (Íóðñóëòàíîâ Å.Ä.) è 1412/ÃÔ (Òëåóõàíîâà Í.Ò.).
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Íóðñóëòàíîâ Å.Ä., Òëåóõàíîâà Í.Ò. Wα
p [0, 1]n, Eα[0, 1]n, α = (α1, ..., αn)

ÊÅ�IÑÒIÊÒÅÐIÍÄÅÃI ÔÓÍÊÖÈßËÀÐÄÛ� ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÒI
Ò�ÐËÅÍÄIÐÓËÅÐIÍI� �ÀÉÒÀ �ÀËÏÛÍÀ ÊÅËÒIÐIËÓI ÒÓÐÀËÛ

Àíèçîòðîïòû Ñîáîëåâ æºíå Êîðîáîâ êåiñòiêòåði ³øií ìóëüòèïëè-
êàòèâòi ò³ðëåíäiðóäi ©àéòà ©àëïûíà êåëòiðó îïåðàòîðû ©´ðûë¡àí. Á´ë
îïåðàòîð ãèïåðáîëàëû© êðåñòåãi ñïåêòðëi òðèãîíîìòåðèÿëû© ïîëèíîìäàð
³øií íà©òû áîëûï òàáûëàäû. Ðåòòi ©àéòà ©àëïûíà êåëòiðó ©àòåëiãi ñºéêåñ
ê°ëäåíåäiêòåðìåí áåòòåñåòiíäiãi ê°ðñåòiëãåí.

Nursultanov E.D., Tleukhanova N.Ò. ON THE RESTORATION OF
MULTIPLICATIVE TRANSFORMATION OF FUNCTIONS FROM THE
SPACES Wα

p [0, 1]n, Eα[0, 1]n, α = (α1, ..., αn)

We have constructed restoration operator of multiplicative transformations
for anisotropic Sobolev and Korobov spaces. This operator is exact for
trigonometric polynomials with spectrum in the hyperbolic cross. This
statement shows that error of recovery order coincides with the corresponding
diameter.
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Ïîñâÿùàåòñÿ 70-ëåòèþ àêàäåìèêà ÍÀÍ ÐÊ
Îòåëáàåâà Ìóõòàðáàÿ

Äàíû òî÷íûå óñëîâèÿ îñöèëëÿòîðíîñòè è íåîñöèëëÿòîðíîñòè îäíîãî êëàñ-
ñà ïîëóëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óñòàíîâëåíî îäíî íåðà-
âåíñòâî òèïà Õàðäè ñ íàèëó÷øåé ïîñòîÿííîé. Ïîêàçàíî ïðèìåíåíèå ïîëó-
÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëóëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, îñöèëëÿòîðíîñòü, íåîñöèëëÿòîðíîñòü, âåñîâîå íåðà-
âåíñòâî Õàðäè.

Ââåäåíèå

Â 70-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà ïðîôåññîð Ì. Îòåëáàåâ àêòèâíî èñïîëüçî-
âàë ðåçóëüòàòû Á. Ìàêåíõàóïòà [1] î íåðàâåíñòâå Õàðäè â ñïåêòðàëüíîé
òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, â òåîðèè âëîæåíèÿ
âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà Ñîáîëåâà.

Îäèí èç åãî ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòñÿ ê âîïðîñó îñöèëëÿòîðíîñòè è íåîñ-
öèëëÿòîðíîñòè óðàâíåíèÿ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ è ê âîïðîñó ñóùåñòâîâàíèÿ
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êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ îòðèöàòåëüíûõ äèñêðåòíûõ ñïåêòðîâ íåîòðèöà-
òåëüíîãî îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ. Îí áûë îïóáëèêîâàí ïîçæå â ìî-
íîãðàôèè [2].

Â òå ãîäû Ìóõòàðáàé Îòåëáàåâè÷ ðàññêàçûâàë ñâîèì ó÷åíèêàì î ñâÿçè
îñöèëëÿöèîííûõ ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ åãî ñïåêòðàëü-
íûìè ñâîéñòâàìè. Îäíàêî èç-çà øèðîòû ñïåêòðà çàäà÷ � ïî ñïåêòðàëüíîé
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ; ïî ãëàäêîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ
è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé; ïî òåîðèè âëîæåíèé âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ òè-
ïà Ñîáîëåâà; ïî òåîðèè îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ; ïî òåîðèè ðàñøèðåíèÿ è
ñóæåíèÿ îïåðàòîðîâ â Áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è ò.ä. � ïîñòàâëåííûõ
ïðîôåññîðîì Ì. Îòåëáàåâûì ïåðåä ñâîèìè ó÷åíèêàìè, çàäà÷à îá îñöèë-
ëÿöèè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êàê-òî îñòàëàñü âíå çîíû
âíèìàíèÿ åãî ó÷åíèêîâ.

Â äàííîé çàìåòêå, ðàçâèâàÿ ïåðâîíà÷àëüíóþ èäåþ Ì. Îòåëáàåâà, äëÿ
îäíîãî êëàññà ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, íà îñíîâå îäíîãî
ðåçóëüòàòà ïî íåðàâåíñòâó Õàðäè, óñòàíîâëåíû òî÷íûå óñëîâèÿ îñöèëëÿ-
òîðíîñòè è íåîñöèëëÿòîðíîñòè.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü 1 < p < ∞, 1
p

+
1
p′

= 1 è ôóíêöèè ρ > 0, υ ≥ 0 èç L1(0, t), t > 0

òàêîâû, ÷òî ρ1−p
′
∈ L1(0, t), t > 0 è ñóùåñòâóåò ω > 0 òàêîå, ÷òî

1
k

kω∫

0

ρ1−p
′
(s)ds =

ω∫

0

ρ1−p
′
(s)ds,

1
k

kω∫

0

υ(t)dt =

ω∫

0

υ(t)dt > 0, k ≤ 1. (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèþ (1) óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ïåðèîäè÷åñêèå
ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì ω è ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîëóëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(
ρ(x)|u′ |p−2u

′)′
+ µ

υ(x)
xp

|u|p−2u = 0, x > 0. (2)

Óðàâíåíèå (2) ïðè p = 2 ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øòóðìà�
Ëèóâèëëÿ âèäà (

ρ(x)u
′)′

+ µ
υ(x)
x2

u = 0, x > 0. (3)
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Ïîëóëèíåéíîå óðàâíåíèå (2) îáëàäàåò ìíîãèìè ñâîéñòâàìè ëèíåéíî-
ãî óðàâíåíèÿ (3) (ñì. [3]). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ñïðàâåäëèâû
òåîðåìà ñðàâíåíèÿ Øòóðìà è òåîðåìà Øòóðìà î ðàçäåëåíèè íóëåé.

Ïóñòü (a, b) ⊂ I. Óðàâíåíèå (2) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì áåç ñîïðÿæåí-
íûõ òî÷åê íà (a, b), åñëè ëþáîå åãî íåíóëåâîå ðåøåíèå èìååò íà (a, b) íå
áîëåå îäíîãî íóëÿ, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ
ñîïðÿæåííûìè òî÷êàìè íà (a, b).

Èç òåîðåìû Øòóðìà î ðàçäåëåíèè íóëåé âûòåêàåò, ÷òî óðàâíåíèå (2)
îñöèëëÿòîðíî ïðè x = ∞, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïðè ëþáîì
a > 0 ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ñîïðÿæåííûìè òî÷êàìè íà èíòåðâàëå (a,∞)
è íåîñöèëëÿòîðíî ïðè x = ∞, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî a > 0,
÷òî óðàâíåíèå (2) � áåç ñîïðÿæåííûõ òî÷åê íà èíòåðâàëå (a,∞).

2 Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 < p < ∞ è ñóùåñòâóåò ÷èñëî ω > 0 òàêîå, ÷òî
êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1).

Åñëè µ ≤
(

p− 1
p

)p

Kp, òî óðàâíåíèå (2) � áåç ñîïðÿæåííûõ òî÷åê íà
èíòåðâàëå (ω,∞).

Åñëè µ >

(
p− 1

p

)p

Kp, òî äëÿ ëþáîãî a > 0 óðàâíåíèå (2) � ñ ñîïðÿ-
æåííûìè òî÷êàìè â èíòåðâàëå (a,∞).

Çäåñü

Kp =


 1

ω

ω∫

0

υ(t)dt



−1 

 1
ω

ω∫

0

ρ1−p
′



1−p

.

Èç Òåîðåìû 1 ñëåäóåò
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå Òåîðåìû 1. Òîãäà
(i) óðàâíåíèå (2) íåîñöèëëÿòîðíî ïðè x = ∞, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

µ ≤
(

p− 1
p

)p

Kp;

(ii) óðàâíåíèå (2) îñöèëëÿòîðíî ïðè x = ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

µ >

(
p− 1

p

)p

Kp.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü p = 2 è âûïîëíåíî óñëîâèå Òåîðåìû 1. Òîãäà
(i) óðàâíåíèå (3) íåîñöèëëÿòîðíî ïðè x = ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

µ ≤ 1
4
K2;

(ii) óðàâíåíèå (3) îñöèëëÿòîðíî ïðè x = ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

µ >
1
4
K2.

Îòìåòèì, ÷òî êîãäà ôóíêöèè ρ, υ è ω � ïåðèîäè÷åñêèå, òî çà èñêëþ÷å-
íèåì ñëó÷àÿ ðàâåíñòâà, óòâåðæäåíèå Cëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷åíî Ê.Ì. Øìèä-
òîì [4], à óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 2 ïîëó÷åíî Ï. Õàcèëîì [5] ñ èñïîëüçî-
âàíèåì óðàâíåíèÿ òèïà Ðèêêàòè. Â îáåèõ ðàáîòàõ ñëó÷àé ðàâåíñòâà, ò.å.
ñîîòâåòñòâåííî ñëó÷àé µ =

1
4
K2, µ =

(
p− 1

p

)p

Kp, áûë îòìå÷åí êàê îò-
êðûòàÿ ïðîáëåìà.

Îñíîâíàÿ Òåîðåìà 1 äîêàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì ìåòîäîì è â ñóùå-
ñòâåííîé ÷àñòè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïî íåðàâåíñòâàì Õàð-
äè, èìåþùèé è íåìàëîâàæíîå ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå Òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ≥ 1
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∞∫

kω

υ(x)


1

x

x∫

kω

f(s)ds




p

dx ≤
(

p− 1
p

)p

Kp

∞∫

kω

ρ(x)fp(x)dx, f ≥ 0,

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ
(

p− 1
p

)p

Kp � íàèëó÷øàÿ èç âîçìîæíûõ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äðóãîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå âèäà (2)
(
ρ(x)|u′|p−2u′

)′ + ω(x)|u|p−2u = 0, x > 0 (4)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ñðàâíåíèÿ Øòóðìà íà îñíîâàíèè Òåîðåìû 2 ïîëó-
÷àåì êðèòåðèé òèïà Êíåçåðà.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå Òåîðåìû 1. Òîãäà, åñëè

lim
x→∞

xpω(x)
υ(x)

<

(
p− 1

p

)p

Kp,

òî óðàâíåíèå (4) íåîñöèëëÿòîðíî ïðè x = ∞, à åñëè

lim
x→∞

xpω(x)
υ(x)

>

(
p− 1

p

)p

Kp,

òî óðàâíåíèå (4) îñöèëëÿòîðíî ïðè x = ∞.

3 Ïðèëîæåíèå ê ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

Ìåæäó îñöèëëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (3) è ñïåêòðîì ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà L, ïîðîæ-
äàåìîãî îïåðàöèåé ëåâîé ÷àñòè (3), ñóùåñòâóåò èçâåñòíàÿ ñâÿçü [6]. Òàê,
íàïðèìåð, ìíîæåñòâî òî÷åê îòðèöàòåëüíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà L áóäåò
êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì â çàâèñèìîñòè îò òîãî áóäåò ëè óðàâíåíèå (3)
íåîñöèëëÿòîðíûì èëè îñöèëëÿòîðíûì ïðè x = ∞.

Òàê êàê äëÿ x > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå k ≥ 0, ÷òî kw ≤ x ≤ (k+1)w
è

x+w∫

x

v(t)dt ≤
(k+1)w∫

kw

v(t)dt +

(k+2)w∫

(k+1)w

v(t)dt = 2

w∫

0

v(t)dt,

òî

lim
x→∞

x+w∫

x

v(t)
t2

dt = 0.

Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ì.Ø.Áèðìàíà (ñì. [6, ñòð. 138]) îòðèöà-
òåëüíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà îïåðàòîðà L îãðàíè÷åíà ñíèçó è äèñêðåòíà. Îòñþäà,
íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 1, èìååì

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1) ïðè p = 2. Òîãäà ïðè

µ >
1
4
K2
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îïåðàòîð L èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé (äèñêðåòíûé ñïåêòð) ñãóùàþùèõñÿ ê íóëþ, à ïðè

µ ≤ 1
4
K2

îòðèöàòåëüíûé äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà L � íå áîëåå, ÷åì êîíå÷åí.

Ïóñòü L′ � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé îïåðàöèåé ëåâîé
÷àñòè (4). Èç òåîðåìû 4 èìååì

Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû 5. Òîãäà îïåðàòîð L′

èìååò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ
åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé íóëü, åñëè

limx→∞
x2w(x)
v(x)

>
1
4
K2;

è íå áîëåå êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà, åñëè

limx→∞
x2w(x)
v(x)

<
1
4
K2.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Êîìèòåòà Íàóêè ÌÎÍ
ÐÊ, Ãðàíò 1529/ÃÔ ïî ïðèîðèòåòíîìó íàïðàâëåíèþ "Èíòåëëåêòóàëüíûé
ïîòåíöèàë ñòðàíû".
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Oinarov R. OSCILLATENESS OF SECOND ORDER HALF-LINEAR
DIFFERENTIAL EQUATION AND WEIGHTED HARDY INEQUALITY

Sharp conditions of oscillateness and non-oscillateness of a class of half-
linear di�erential equations were given. And one weighted Hardy inequality
were established with the best constant.
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Ïîñâÿùàåòñÿ ìîåìó Ó÷èòåëþ àêàäåìèêó Ìóõòàðáàþ Îòåëáàåâó,
íàó÷èâøåìó íàñ ñëîæíîå âîñïðèíèìàòü êàê ïðîñòîå

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íà êîíå÷íîì
îòðåçêå. Êðàòêî îïèñûâàåòñÿ ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå âîïðîñîâ áàçèñíîñòè
ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðîâ ñ ðåãóëÿðíûìè, íî íå óñèëåííî
ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Àíîíñèðóåòñÿ ðåçóëüòàò î áàçèñíîñòè
ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé çàäà÷ ñ ïåðèîäè÷åñêè-
ìè è àíòèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ ñ ñèììåòðè÷íûì ïîòåíöèàëîì.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, êðàåâûå çàäà÷è, ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, áàçèñ Ðèññà, ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ.

1 Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

Lu ≡ −u′′(x) + q(x)u(x) = λu(x), x ∈ (0, 1), (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè îáùåãî âèäà:

aj1u
′(0) + aj2u

′(1) + aj3u(0) + aj4u(1) = 0, j = 0, 1. (2)
c© Ì. À. Ñàäûáåêîâ, 2012.
Keywords: Sturm-Liouville operator, boundary-value problems, eigen values, eigen

functions, Riesz basis, periodic boundary conditions
2010 Mathematics Subject Classi�cation: 34B05; 34B24; 34L10
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Çäåñü q(x) ∈ L1(0, 1) - êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. Êîýôôèöèåíòû ajk

êðàåâûõ óñëîâèé (2) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.
Êàê ñëåäóåò èç òåîðèè êîððåêòíûõ ñóæåíèé è ðàñøèðåíèé, ïîñòðîåí-

íîé Ì. Îòåëáàåâûì [1], êðàåâûå óñëîâèÿ âèäà (2) ÿâëÿþò ñîáîé ñàìûé
îáùèé âèä êîððåêòíûõ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ (1).

Ïóñòü A - ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ êðàåâîãî óñëîâèÿ
(2): A = (ajk). ×åðåç Ajk áóäåì îáîçíà÷àòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîñòàâ-
ëåííîé èç j-ãî è k-ãî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.

Êðàåâûå óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè [2, ñòð. 35], åñëè
A12 6= 0, A34 = 0, A14 + A23 = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå - íåâûðîæäåííûìè.
Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé (ÑèÏÔ)
íåâûðîæäåííîé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ïîëíà â L2(0, 1) [2, ñòð. 41].

Êðàåâûå óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ïî Áèðêãîôó [2, ãë. 2],
åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé:

1) A12 6= 0; 2) A12 = 0, A14+A23 6= 0; 3) A12 = 0, A14+A23 = 0, A34 6= 0.
Ïðè ýòîì â ïåðâîì è òðåòüåì ñëó÷àå âñå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ óñèëåííî

ðåãóëÿðíûìè, à âî âòîðîì ñëó÷àå � ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè
A14 + A23 6= ±[A13 + A24].
Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà ÑèÏÔ ðåãóëÿðíîé êðàåâîé çàäà÷è ïîëíà è ìèíè-

ìàëüíà â L2(0, 1) [3, ñòð. 98]. Â.Ï. Ìèõàéëîâûì [4] è Ã.Ì. Êåñåëüìàíîì [5]
äîêàçàíà áàçèñíîñòü Ðèññà ñèñòåìû ÑèÏÔ çàäà÷ ñ óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî ÑèÏÔ çàäà÷ ñ íå ðåãóëÿðíûìè
óñëîâèÿìè íå ìîãóò îáðàçîâûâàòü íèêàêîãî áàçèñà â L2(0, 1).

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñû áàçèñíîñòè ñèñòåìû ÑèÏÔ çàäà÷è Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ îñòàëèñü íå çàâåðøåííûìè òîëüêî äëÿ çàäà÷ ñ ðåãóëÿðíûìè, íî
íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Â [6] äàíî îêîí÷àòåëüíîå
ðåøåíèå âîïðîñîâ áàçèñíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ q(x) ≡ 0. Â îáùåì æå ñëó÷àå Â.À.
Èëüèíûì ïîêàçàíî, ÷òî âîïðîñû áàçèñíîñòè ñèñòåìû ÑèÏÔ òàêèõ çàäà÷
íå ìîãóò áûòü ðåøåíû â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé.

2 Ðåãóëÿðíûå, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûå êðàåâûå óñëîâèÿ

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì A12 = 0, A14 + A23 6= 0, A14 + A23 = ±[A13 + A24].
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü óñëîâèÿ íîðìèðîâàííûìè [3,
ñòð. 66]. Â ñèëó ðàâåíñòâà A12 = 0 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a21 = a22 = 0. Ïîýòîìó
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âñå ðåãóëÿðíûå, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûå êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:
{

a11u
′(0) + a12u

′(1) + a13u(0) + a14u(1) = 0,
a23u(0) + a24u(1) = 0,

∣∣a11

∣∣ +
∣∣a12

∣∣ > 0 (3)

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ñ ïåðèîäè÷åñêèìè (θ = 0) è àí-
òèïåðèîäè÷åñêèìè (θ = 1) êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

u′(0)− (−1)θu′(1) = 0, u(0)− (−1)θu(1) = 0, θ = 0, 1. (4)

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîì ïîòåíöèàëå q(x) îáå ýòè
çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè. Îäíàêî, ñóùåñòâóþò ïðèìåðû êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûõ ïîòåíöèàëîâ q(x), ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà ÑèÏÔ ñïåêòðàëü-
íîé çàäà÷è (1), (4) íå îáðàçóåò íèêàêîãî áàçèñà â L2(0, 1).

Ýòî äåìîíñòðèðóåò íåóñòîé÷èâîñòü ñâîéñòâ áàçèñíîñòè ÑèÏÔ çàäà÷ ñ
íåóñèëåííî ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïðè (äàæå ìàëîì) âîçìó-
ùåíèè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ.

Â ýòîì íàïðàâëåíèè ñóùåñòâåííûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí À.Ñ. Ìàêèíûì
[7]. Èì ïîêàçàíî, ÷òî åñëè A14 = A23 è A34 6= 0, òî ñèñòåìà ÑèÏÔ çàäà÷è
îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â L2(0, 1) äëÿ ëþáîãî ïîòåíöèàëà q(x) ∈ L1(0, 1). Ëþ-
áûå êðàåâûå óñëîâèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì òðåáîâàíèÿì, ýêâèâàëåíòíû
óñëîâèÿì

u′(0)− (−1)θu′(1) + a14u(1) = 0, u(0)− (−1)θu(1) = 0, θ = 0, 1, (5)

ãäå a14 6= 0. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ ðåãóëÿðíûõ, íî íå óñèëåííî ðå-
ãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé ñèñòåìà ÑèÏÔ ìîæåò áûòü áàçèñîì ïðè îäíîì
âûáîðå q(x), è íå îáðàçîâûâàòü áàçèñ ïðè äðóãîì âûáîðå.

Íàìè ïðåäëîæåí áîëåå íàãëÿäíûé ñïîñîá âûäåëåíèÿ íå óñèëåííî ðå-
ãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé [8]. À èìåííî, ïîêàçàíî, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ
(2) áóäóò ðåãóëÿðíûìè, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè åñëè è òîëüêî åñëè
îíè ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì (3), êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò
îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

I. a11 = 1, a12 = −1, a23 6= a24;
II. a11 = 1, a12 = 1, a23 6= −a24;
III. a23 = 1, a24 = −1, a11 6= a12;
IV. a23 = 1, a24 = 1, a11 6= −a12.

(6)
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Ýòèì îïèñûâàþòñÿ âñå ðåãóëÿðíûå, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûå êðàåâûå
óñëîâèÿ.

3 Áàçèñíîñòü ÑèÏÔ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ñèììåòðè÷íûì ïîòåíöèà-
ëîì

Êðàåâûå óñëîâèÿ (4) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ïî Áèðêãîôó, íî íå óñè-
ëåííî ðåãóëÿðíûìè [3; ãë. 2]. Ïîýòîìó ïðè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ q(x) ñè-
ñòåìà ÑèÏÔ çàäà÷è (1), (4) ïîëíà è ìèíèìàëüíà â L2(0, 1). Ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ çàäà÷è àñèìïòîòè÷åñêè ðàñïîëîæåíû ïàðàìè. Èç [9, 10] ñëåäóåò,
÷òî äâóìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîñòàâëåííûå èç ÑèÏÔ, îòâå÷àþùèõ ïî-
ïàðíî áëèçêèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà â L2(0, 1).
Èññëåäîâàíèþ óñëîâèé íà q(x), ïðè êîòîðûõ ÑèÏÔ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷
îáðàçóþò îáû÷íûé áàçèñ Ðèññà, ïîñâÿùåíû ðàáîòû [11 - 13]. Â [11] ïðè
q(x) ∈ C4[0, 1], q(0) 6= q(1) äîêàçàíà áàçèñíîñòü Ðèññà êîðíåâûõ âåêòîðîâ â
L2(0, 1). Â [12] íàéäåíû óñëîâèÿ áàçèñíîñòè â L2(0, 1) ñèñòåìû ÑèÏÔ â òåð-
ìèíàõ ïîðÿäêà óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè q(x) ∈ Wm

1 (0, 1),
q(l)(0) = q(l)(1), l = 0, 1, ...,m − 1. Â [13] äëÿ ñëó÷àÿ q(x) ∈ W p

1 (0, 1),
q(l)(0) = q(l)(1) = 0, l = 0, 1, ..., s − 1, s ≤ p äîêàçàí êðèòåðèé áàçèñíîñòè
Ðèññà â L2(0, 1) ñèñòåìû ÑèÏÔ â òåðìèíàõ ïîðÿäêà óáûâàíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ Ôóðüå ôóíêöèé q(x), Q(x) =

∫ x
0 q(t)dt, S(x) = Q2(x).

Íàìè äàíî îáîñíîâàíèå áàçèñíîñòè Ðèññà ñèñòåìû ÑèÏÔ ïåðèîäè÷å-
ñêîé è àíòèïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷ (1), (4) ñ ñèììåòðè÷íûì ïîòåíöèàëîì.

Òåîðåìà 1. Åñëè q(x) ∈ L1(0, 1) è q(x) = q(1 − x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈
(0, 1), òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1), (4)
îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â L2(0, 1). Ïðè ýòîì çàäà÷à ìîæåò èìåòü íå áîëåå,
÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèé èíòåðåñíûé ðåçóëü-
òàò îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Äèðèõëå

u(0) = 0, u(1) = 0, (7)

è çàäà÷è Íåéìàíà
u′(0) = 0, u′(1) = 0 (8)

äëÿ óðàâíåíèÿ (1).
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Ëåììà 1. Åñëè q(x) ∈ L1(0, 1) è q(x) = q(1 − x), òî âñå ñîáñòâåííûå è
ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè çàäà÷è Äèðèõëå (1), (7) è çàäà÷è Íåéìàíà (1),
(8) îáëàäàþò îäíèì èç ñâîéñòâ ñèììåòðèè:

u(x) = u(1−x) èëè u(x) = −u(1−x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1]. (9)

4 Äðóãèå çàäà÷è ñ ñèììåòðè÷íûì ïîòåíöèàëîì

Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà çàäà÷ ñ ñèììåòðè÷íûì ïîòåíöèàëîì âî ìíîãîì
ñõîæè ñî ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè îïåðàòîðà äâóêðàòíîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ.

Âñå âûðîæäåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ (2) ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì âèäà

u′(0) + αu′(1) = 0, u(0)− αu(1) = 0, (10)

ãäå α - ïðîèçâîëüíûé êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð, íå ïðèíèìàþùèé òîëüêî
äâóõ çíà÷åíèé [14].

Êðàåâóþ çàäà÷ó íàçûâàþò âîëüòåððîâîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé åé ëè-
íåéíûé îïåðàòîð L � îáðàòèì è L−1 � âïîëíå íåïðåðûâíûé êâàçèíèëüïî-
òåíòíûé îïåðàòîð. Âîëüòåððîâàÿ çàäà÷à íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Î÷åâèäíî, ÷òî âîëüòåððîâûå êðàåâûå çàäà÷è ìîãóò ëåæàòü òîëüêî ñðåäè
çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè âèäà (10). Íàïðèìåð, âîëüòåððîâûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è
Êîøè (ñëó÷àè α = 0 è 1/α = 0). Á.Í. Áèÿðîâûì è Ñ.À. Äæóìàáàåâûì
ïîêàçàíî [14], ÷òî çàäà÷à (1), (10) â ñëó÷àå α 6= 0 è 1/α 6= 0 ÿâëÿåòñÿ
âîëüòåððîâîé åñëè è òîëüêî åñëè q(x) = q(1− x).

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Â.À. Ñàäîâíè÷åãî è Á.Å. Êàíãóæèíà [15] ñëå-
äóåò, ÷òî ïðè q(x) = q(1− x) ñïåêòð çàäà÷è

u′(0)− (−1)θu′(1) = 0, u(0)− (−1)θbu(1) = 0, θ = 0, 1. (11)

äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè b 6= −1 ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì ïåðèîäè-
÷åñêîé çàäà÷è (1), (4).

Ïî ìíåíèþ àâòîðà, âåñüìà èíòåðåñíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à óñòàíîâëåíèÿ
ïîëíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà äâóêðàòíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è îïåðàòîðà, çàäàííîãî âûðàæåíèåì (1) ñ ñèììåò-
ðè÷íûì ïîòåíöèàëîì.
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Ðàáîòà ñîäåðæèò êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ î áàçèñàõ, áåçóñëîâíûõ áàçè-
ñàõ, áàçèñàõ Ðèññà â áàíàõîâîì è ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâàõ. Ïðèâåäåíû
ïðèìåðû, ñûãðàâøèå âàæíóþ ðîëü â ðàçâèòèè òåîðèè áàçèñîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àáñîëþòíûé áàçèñ, áàçèñ Ðèññà, áàçèñ Áåññåëÿ, áàçèñ Ãèë-
áåðòà, áàçèñ Áàðè.

Ââåäåíèå

Â ïðåäëàãàåìîé çàìåòêå êðàòêî îñâåùåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû àá-
ñòðàêòíîé òåîðèè áàçèñîâ áàíàõîâûõ è ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ëè-
òåðàòóðà ïîñâÿùåííàÿ ýòîé òåìàòèêå îáøèðíà. Ìû æå îãðàíè÷èëèñü, â
îñíîâíîì, ñâåäåíèÿìè èç ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðû.

Ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè áàçèñîâ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè âåéâëå-
òîâ, â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è ò.ä. Çäåñü æå õî÷åòñÿ
îòìåòèòü âàæíîñòü ðåçóëüòàòîâ î ïîëíîòå êîðíåâûõ âåêòîðîâ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ Ì. Îòåëáàåâó [1]. Îòäåëüíîé òåìîé
ñòîÿò âàæíûå ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè Â.À. Èëüèíà î áàçèñíîñòè êîðíåâûõ
âåêòîðîâ íåñàìîñîïðÿæåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ [2-7].
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Ñïåöèôè÷íû âîïðîñû áàçèñíîñòè ñèñòåì ýêñïîíåíò, èññëåäîâàíèþ êî-
òîðûõ ïîñâÿùåíû ðàáîòû ìíîãèõ àâòîðîâ (ñì. íàïðèìåð [8, 9]).

Íàøå âíèìàíèå îáðàùåíî íà íàèáîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû î áàçèñàõ è
áåçóñëîâíûõ áàçèñàõ, íà îñíîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû Í.Ê. Áàðè [10] î áàçè-
ñàõ Ðèññà è íà ïîñëåäóùèå ðàáîòû, ðàçâèâàþùèå òåîðèþ Í.Ê. Áàðè.

Äâå ñèñòåìû ôóíêöèé {uk(x)}∞k=1, {υk(x)}∞k=1, èç êëàññà L2(a, b) íàçû-
âàþò áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûìè, åñëè

(uj , υk) =
∫ b

a
uj(x)υk(x)dx =

{
0, j 6= k;
1, j = k.

Ñèñòåìó {uk(x)} íàçûâàþò ìèíèìàëüíîé, åñëè äëÿ íåå ñóùåñòâóåò
áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà {υk(x)}.

Âñþäó, â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü ïîëíîòó è ìèíèìàëüíîñòü
êàæäîé èç ñèñòåì {uk(x)} è {υk(x)}. Ìèíèìàëüíîñòü {uk(x)} îáåñïå÷èâàåò
ñóùåñòâîâàíèå áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû {υk(x)}, à ïîëíîòà
{uk(x)} - åäèíñòâåííîñòü áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû.

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(x) ∈ L2(a, b) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
äâà áèîðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèÿ:

f(x) ∼
∞∑

k=1

(f, υk)uk f(x) ∼
∞∑

k=1

(f, uk)υk. (1)

Åñëè êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L2 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(x) =
∞∑

k=1

ckuk

â ñìûñëå íîðìû ïðîñòðàíñòâà L2, òî ñèñòåìó {uk(x)} íàçûâàþò áàçèñîì.
Åñëè îäíà èç áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, òî
äðóãàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñèñòåìà {uk(x)} � áàçèñ, òî áèîðòîãîíàëüíûå ðàç-
ëîæåíèÿ (1) ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèè f(x) â ñìûñëå íîðìû L2.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà {uk(x)} � áàçèñ, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||uk||||υk|| ≤
C0 äëÿ âñåõ íîìåðîâ k. Âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ
ïî ñåé äåíü îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
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Íåïîñðåäñòâåííîå èçó÷åíèå ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì íà ïðåäìåò áàçèñíî-
ñòè îêàçàëîñü íåëåãêîé çàäà÷åé.

Áàçèñ {uk} íàçûâàþò áåçóñëîâíûì, åñëè îí îñòàåòñÿ áàçèñîì ïðè ëþáîé
ïåðåñòàíîâêå åãî ÷ëåíîâ.

Ñèñòåìó {uk(x)} íàçûâàþò áåññåëåâîé, åñëè ∑∞
1 |(f, uk)|2 < ∞, ∀f ∈ L2.

Ñèñòåìó {uk(x)} íàçûâàþò ãèëüáåðòîâîé, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {Ck} ∈ l2, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f(x) ∈ L2, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ (f, υk) = Ck.

Ñèñòåìó {uk(x)} íàçûâàþò áàçèñîì Ðèññà, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé
è ãèëüáåðòîâîé îäíîâðåìåííî [10]. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè îäíà èç áèîðòîãî-
íàëüíî ñîïðÿæåííûõ ñèñòåì áåññåëåâà , òî äðóãàÿ ãèëüáåðòîâà è íàîáîðîò.

Ñèñòåìó {uk(x)} íàçûâàþò ïî÷òè íîðìèðîâàííîé, åñëè ñóùåñòâóþò ïî-
ëîæèòåëüíûå ÷èñëà α è β òàêèå, ÷òî α ≤ ||uk|| ≤ β äëÿ âñåõ íîìåðîâ k.

Òåîðåìà Ëîð÷à [11] ãëàñèò: áàçèñ Ðèññà åñòü áåçóñëîâíûé, ïî÷òè
íîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Èçó÷åíèå íåîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì î÷åíü ÷àñòî ïðåäïîëàãàåò âûÿñíå-
íèå ñëåäóþùèõ îáñòîÿòåëüñòâ:

1) ïîëíîòà è ìèíèìàëüíîñòü äàííîé ñèñòåìû;
2) áàçèñíîñòü;
3) áåçóñëîâíàÿ áàçèñíîñòü;
4) áàçèñíîñòü Ðèññà.
Â ñèëó òåîðåìû Ëîð÷à ñâîéñòâà áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè è áàçèñíîñòè

Ðèññà òåñíî ñâÿçàíû. Äëÿ ïîëíîãî âûÿñíåíèÿ îáñòîÿòåëüñòâ, ñèñòåìó ÿâ-
ëþùóþñÿ áàçèñîì íóæíî äîïîëíèòåëüíî èçó÷èòü íà ïðåäìåò áåññåëåâîñòè
èëè ãèëüáåðòîâîñòè.

Áàçèñ, ÿâëÿþùèéñÿ áåññåëåâîé ñèñòåìîé íàçûâàþò áàçèñîì Áåññåëÿ.
Àíàëîãè÷íî, áàçèñ ÿâëÿþùèéñÿ ñèñòåìîé Ãèëüáåðòà íàçûâàþò áàçèñîì
Ãèëüáåðòà.

1 Ïîëíîòà

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ôóíêöèé íà ïðåäìåò ïîëíîòû â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ ñèëüíî ðàçâèòû [12]. Äîñòàòî÷íîå ðàçâèòèå ïîëó÷èëè è âîïðîñû
ïîëíîòû ñèñòåì ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ íåñàìîñîïðÿæåííûìè äèôôåðåí-
öèàëüíûìè îïåðàòîðàìè (ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñàìîñîïðÿæåííî-
ãî îïåðàòîðà ñ òî÷å÷íûì ñïåêòðîì ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé).
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Îñíîâîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû Ì.Â. Êåë-
äûøåì [11, 13] è ðàçâèòû ìíîãèìè äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè. Âàæíîå ìåñòî
çàíèìàþò ðåçóëüòàòû Ì.Îòåëáàåâà [1].

2 Áàçèñíîñòü

Èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿùåííûå âîïðîñàì áàçèñ-
íîñòè.

Òåîðåìà Áàíàõà [14, ñ. 19]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà {xn}∞1 áûëà
áàçèñîì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîë-
íåíèå ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé:

a) {xn} ïîëíà â Õ;
á) {xn} ìèíèìàëüíà;
â) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M > 0, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X

||
N∑

n=1

(x, yn)xn|| ≤ M ||x||, N = 1, 2, ...,

ãäå {yn} -ñèñòåìà, áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ê {xn}.
Ïðèìåðû íåíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ íå ÿâëÿþùèõñÿ áàçèñîì Ðèññà

ñòðîÿòñÿ òðèâèàëüíî (òåîðåìà Ëîð÷à). Ïåðâûé ïðèìåð íîðìèðîâàííîãî
áàçèñà â L2(−1, 1) íå ÿâëÿþùåãîñÿ áàçèñîì Ðèññà (ýòà ïðîáëåìà áûëà ïî-
ñòàâëåíà Ê.Í. Áàðè) áûë ïîñòðîåí Ê.È. Áàáåíêî [15] (ïðèìåð óñëîâíîãî
áàçèñà):

{|x|−αe−inx}, n = 0,±1,±2,±..., 0 < α <
1
2
, −π ≤ x ≤ π. (2)

Ñèñòåìà (2) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Áåññåëÿ. Áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ
ñèñòåìà ê ñèñòåìå (2) èìååò âèä

{|x|αeinx}, n = 0,±1,±2, ... .

Ì.Ø. Àëüòìàí [16] ïîñòðîèë áàçèñ, íå ÿâëÿþùóþñÿ íè áàçèñîì Áåñ-
ñåëÿ, íè áàçèñîì Ãèëüáåðòà. Òàêàÿ ñèñòåìà ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïåðåñòàâèòü
ìåñòàìè ïåðâûå è ÷åòíûå ýëåìåíòû, òîëüêî ÷òî âûïèñàííûõ ñèñòåì è ïå-
ðåïèñàòü èõ â íåñêîëüêî èíîì âèäå
|x|α√

2n
,
|x|α√

π
cosx,

|x|−α

√
π

sinx,
|x|α√

π
cos2x,

|x|−α

√
π

sin2x, ...,
|x|α√

π
cosmx,

|x|−α

√
π

sinmx, ..,

(3)
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|x|−α

√
2n

,
|x|−α

√
π

cosx,
|x|α√

π
sinx,

|x|−α

√
π

cos2x,
|x|α√

π
sin2x, ...,

|x|−α

√
π

cosmx,
|x|α√

π
sinmx, .. .

(4)
Êàæäàÿ èç ýòèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â L2(−π, π), íî íè îäíà èç

íèõ íå ÿâëÿåòñÿ íè áåññåëåâîé, íè ãèëüáåðòîâîé ñèñòåìîé.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò óñëîâíûå áàçèñû (2), íå ÿâëÿþùèåñÿ áà-

çèñîì Ðèññà (ïðèìåðû Ê. È. Áàáåíêî). Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñèñòåìà (2)
ÿâëÿåòñÿ áåññåëåâîé ñèñòåìîé (áàçèñîì Áåññåëÿ). Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò
áàçèñû (3), (4) íå ÿâëÿþùèåñÿ íè áåññåëåâîé, íè ãèëüáåðòîâîé ñèñòåìîé
(ïðèìåð Ì.Ø. Àëüòìàí).

Òåîðåìà 1 (17). Â ïðîñòðàíñòâàõ C[a, b] è Lp[a, b] ïðè p ≥ 2 ñóùåñòâó-
þò áàçèñû Áåññåëÿ, à ïðè 1 ≤ p ≤ 2 áàçèñû Ãèëüáåðòà, ñîñòîÿùèå èç
îðòîíîðìèðîâàííûõ (â ñìûñëå L2[a, b]) ýëåìåíòîâ.

3 Áåçóñëîâíûå áàçèñû

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå àáñòðàêòíîé òåîðèè áàçèñîâ ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà ïîêàçàëî, ÷òî èçó÷àòü áåçóñëîâíûå áàçèñû ïðîùå, ÷åì îáû÷íûå
áàçèñû.

Òåîðåìà 2 (14, ñ. 23). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ â áà-
íàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X ñèñòåìà {xn}∞1 ÿâëÿëàñü áåçóñëîâíûì áàçèñîì,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøëàñü ïîñòîÿííàÿ M , äëÿ êîòîðîé
ïðè ëþáîì íàáîðå ÷èñåë {εn}N

1 ñ εn = ±1 äëÿ 1 ≤ n ≤ N, N = 1, 2, ...,
âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

||
N∑

1

εn(x, yn)xn|| ≤ M ||x||.

Â ïðîñòðàíñòâå Lp ñóùåñòâóþò áåçóñëîâíûå îðòîíîðìèðîâàííûå áàçè-
ñû äëÿ âñåõ p : 1 < p < ∞. Â ïðîñòðàíñòâàõ L1(a, b) è â C(a, b) áåçóñëîâíûõ
áàçèñîâ íå ñóùåñòâóåò [14, ñ. 25].

Òåîðåìà 3 (17). Âñÿêèé îãðàíè÷åííûé ñâåðõó áåçóñëîâíûé áàçèñ
{xk}, ||xk|| ≤ β, k = 1, 2, ... â Lp ÿâëÿåòñÿ ïðè p ≥ 2 áàçèñîì Ãèëüáåð-
òà, à îãðàíè÷åííûé ñíèçó,‖xk‖ ≥ α, k = 1, 2, ... áåçóñëîâíûé áàçèñ â Lp

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Áåññåëÿ ïðè 1 < p ≤ 2.
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Êàê ñëåäñòâèå, îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â Lq, q = 1
1−p ïðè p > 2 íå

ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó ( â ÷àñòíîñòè, íîðìèðîâàííûõ) áåçóñëîâ-
íûõ áàçèñîâ Áåññåëÿ, à ïðè p < 2 íå ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûõ ñíèçó (íîð-
ìèðîâàííûõ) áåçóñëîâíûõ áàçèñîâ Ãèëáåðòà.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ áåçóñëîâíîãî áàçèñà {uk} ⊂ L2 ñõîäÿòñÿ ðÿäû

∞∑

1

|(f, uk)|2||υk||2,
∞∑

1

|(f, υk)|2||uk||2

äëÿ ∀f ∈ L2, (uj , υk) = δkj .
Ïðèâåäåì åùå îäèí êðèòåðèé áåçóñëîâíîé áàçèñíîñòè â Lp(0, 1).

Òåîðåìà 4 (14. c 24). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ â
Lp(0, 1), 1 < p < ∞ ñèñòåìà {uk} ÿâëÿëàñü áåçóñëîâíûì áàçèñîì â
Lp(0, 1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ∀f ∈ Lp(0, 1) ôóíêöèÿ

P (f) = {
∞∑

1

[(f, υk)uk]2}1/2

áûëà êîíå÷íà ïî÷òè âñþäó è âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

B||f ||p ≤ ||Pf ||p ≤ A||f ||p, (A > 0, B > 0 íå çàâèñÿò îò f).

4 Áàçèñû Ðèññà

Îêàçûâàåòñÿ, èçó÷àòü áàçèñû Ðèññà ïðîùå, ÷åì áåçóñëîâíûå áàçèñû.
Íàèáîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû Í.Ê. Áàðè
[10].

Òåîðåìà 5 (10). Åñëè ñèñòåìà {uk} � áàçèñ Ðèññà, òî íàéäóòñÿ òàêèå
êîíñòàíòû m > 0,M > 0, ÷òî

m||f ||2 ≤
∑

(f, υk)2 ≤ M ||f ||2.

×àñòî ïðèìåíÿþò ñëåäóþùóþ òåîðåìó Í.Ê. Áàðè.
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Òåîðåìà 6. [10] Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà {uk} áûëà áàçèñîì Ðèññà,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë òàêîé âñþäó â L2 îïðåäå-
ëåííûé, îãðàíè÷åííûé, îáðàòèìûé, ëèíåéíûé îïåðàòîð A, ÷òî

Auk = ϕk, k = 1, 2..., (5)

ãäå {ϕk} -ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà.
Í.Ê.Áàðè ïîêàçàëà,÷òî áàçèñ Ðèññà îáëàäàåò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëü-

íûì ñâîéñòâîì.
Òåîðåìà 7 (10). Åñëè {uk} - áàçèñ Ðèññà, òî âñåãäà èç

∑
C2

k < +∞
ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑
Ckuk, è íàîáîðîò.

Ñ òåîðåìîé 6 òåñíî ñâÿçàíà ñëåäóùàÿ
Òåîðåìà 8 (10). Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà {uk} áûëà áàçèñîì Ðèññà,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë âñþäó îïðåäåëåííûé, îãðà-
íè÷åííûé, îáðàòèìûé ïîëîæèòåëüíûé ýðìèòîâ îïåðàòîð B òàêîé, ÷òî
uk = Bυk, k = 1, 2, ..., çäåñü B = A∗A, ãäå À -îïåðàòîð èç òåîðåìû 2, à
vk - ýëåìåíòû áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî èñïîëüçóþò ñâîéñòâî êâàäðàòè÷åñêîé áëèçîñòè ñè-
ñòåì. Ñèñòåìó ôóíêöèé {ϕk} íàçûâàþò êâàäðàòè÷åñêè áëèçêîé ê {uk},
åñëè ∞∑

1

||uk − ϕk||2 < +∞ (6)

Í.Ê.Áàðè ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò
Òåîðåìà 9 (10). Âñÿêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà, êâàäðàòè÷åñêè áëèçêàÿ
ê áàçèñó Ðèññà, åñòü áàçèñ Ðèññà.

Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 10 (18). Åñëè ðÿä

∑
ρ2

n = +∞ è 0 ≤ ρn ≤
√

2, òî âñåãäà ìîæíî
íàéòè äâå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ

||ϕ(1)
k − ϕ

(2)
k || = ρk, k = 1, 2, , ...

è òàêèå, ÷òî îäíà èç íèõ ïîëíà, à äðóãàÿ íåò (ò.å. âòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ
áàçèñîì).
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Áàçèñû, êâàäðàòè÷åñêè áëèçêèå ê îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñàì, Ì.Ã.
Êðåéí [19, 11] ïðåäëîæèë íàçûâàòü áàçèñàìè Áàðè. Áàçèñû Áàðè âûäåëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 11. (Ì.Ã. Êðåéí) [11, c. 386] Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {uk}∞ áûëà áàçèñîì, êâàäðàòè÷åñêè áëèçêèì ê îðòîíîðìèðîâàííî-
ìó áàçèñó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû ñóùåñòâîâàëè îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ {ϕk}∞1 è îïåðàòîð Ò, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

1) ϕj = uj − ϕj , (j = 1, 2, ...),
2) Îïåðàòîð I + T îáðàòèì,
ãäå T - âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
Σ∞1 s2

j (T ) < ∞, sj − s-÷èñëà îïåðàòîðà T.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð, ïðèíàäëåæàùèé Â.Ô. Ãàïîøêèíó [20]. Â
ïðîñòðàíñòâå L2(−π, π) ðàññìîòðèì ñèñòåìû

{ 1√
2π

t(x)einx}, { 1√
2π

t−1(x)e−inx}, n = 0,±1,±2, ...,

ãäå t(x), t−1(x) ∈ L2(−π, π).
Ñäåëàåì íåñêîëüêî ââîäíûõ çàìå÷àíèé. Åñëè f(x) ∈ Lp(−π, π), p > 1,

f(x + 2π) = f(x), òî ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà äëÿ ïî÷òè âñåõ t è
èìååò âèä

f(x) = − 1
π

∫ π

−π
f(x + t)ctg

t

2
dt.

Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ, ïî÷òè âñþäó ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) ∈
L2(−π, π). Ñîñòàâèì ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ

ϕ(z) = ϕ(r, x) =
1
2π

∫ π

−π
ϕ(t)

1− r2

1 + r2 − 2rcos(t− x)
dt, z = reix, 0 ≤ r < 1,

ñîïðÿæåííóþ ñ êîòîðîé îáîçíà÷èì ψ(z) = ψ(r, x).
Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(x) ≡ t2(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ(r, x) ≥ cψ(r, x)

ïðè c > 0, òî îáå ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû � áàçèñû â L2(−π, π). Ïðè÷åì
1) åñëè m ≤ |t(x)| ≤ M , òî îíè áàçèñû Ðèññà;
2) åñëè m ≤ |t(x)|, è íå ñóùåñòâóåò M òàêîãî, ÷òî |t(x)| ≤ M , òî ïåðâàÿ

èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì áåññåëåâà, íî íå ãèëüáåðòîâà;
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3) åñëè |t(x)| ≤ M , è íå ñóùåñòâóåò òàêîãî, ÷òî m ≤ |t(x)|, òî ïåðâàÿ
èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ãèëüáåðòîâà, íî íå áåññåëåâà;

4) åñëè íå ñóùåñòâóåò ÷èñåë m, M òàêèõ, ÷òî m ≤ |t(x)| è |t(x)| ≤ M ,
òî ïåðâàÿ èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì áàçèñ, íî íè áåññåëåâà è íè ãèëü-
áåðòîâà.

Òàêèì îáðàçîì, èç èçëîæåííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäèì, ÷òî áûâàþò óñëîâ-
íûå (ïðèìåð Ê.È.Áàáåíêî, Ì.Ø.Àëüòìàíà) è áåçóñëîâíûå áàçèñû. Ñðå-
äè óñëîâíûõ áàçèñîâ áûâàþò áàçèñû Áåññåëÿ (ïðèìåð Ê.È.Áàáåíêî) è áà-
çèñû, íå ÿâëÿþùèåñÿ íè áåññåëåâîé, íè ãèëüáåðòîâîé ñèñòåìîé (ïðèìåð
Ì.Ø.Àëüòìàíà).

Âûøåèçëîæåííûé ìàòåðèàë ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âûÿñíåíèÿ áàçèñíî-
ñòè Ðèññà äàííîé ñèñòåìû íóæíî áóäåò ïðèâëåêàòü íåêîòîðûå îáúåêòû
èçâíå. Íàïðèìåð, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2 íóæíî ïîñòðîèòü îïå-
ðàòîð À, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû è íàéòè ÏÎÍÑ, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî (5). ×òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó 5, íóæíî íàéòè òàêóþ
ìèíèìàëüíóþ ñèñòåìó, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (6).

5 Ïðèìåð Å.È. Ìîèñååâà

Â ðàáîòå [21] E.È. Ìîèñååâûì óñòàíîâëåí êðèòåðèé áàçèñíîñòè â Lp

êîíêðåòíûõ ñèñòåì ñèíóñîâ, êîñèíóñîâ è ýêñïîíåíò. Ñôîðìóëèðóåì ýòîò
ðåçóëüòàò â ñëåäóþùåì âèäå.

Òåîðåìà 12 (21). Ïóñòü p ∈ (1,∞). Òîãäà ñèñòåìà ñèíóñîâ
{sin(n− β

2 )θ}, n = 1, 2, ...,
îáðàçóåò áàçèñ â Lp[0, π] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ ∈ (−1

p , 2− 1
p).

Ïîÿñíèì, ÷òî ïðè β < −1
p ýòà ñèñòåìà íå ïîëíà, à ïðè β ≥ 2 − 1

p - íå
ìèíèìàëüíà. Â ñëó÷àå β = −1

p äàííàÿ ñèñòåìà ïîëíà, ìèíèìàëüíà, íî íå
áàçèñ. Íî íå ïîíÿòíà ïðè÷èíà ýòîãî ôàêòà.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû {hs
k(θ)} ê ñè-

ñòåìå ñèíóñîâ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè [21]:

|hs
k(θ)| ≤

{
C, β ∈ (−1, 1), k ≥ 1,

C[cos θ
2 ]1−β, β ∈ (1, 2), k ≥ 1.

(7)

6 Íàøè ðåçóëüòàòû
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Êðèòåðèé áàçèñíîñòè Ðèññà â òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ ñàìèõ áèîðòîãî-
íàëüíî ñîïðÿæåííûõ ñèñòåì.

Íà ôîíå íåäîñòàòêîâ, óêàçàííûõ â êîíöå ï. 4, îïðåäåëåííûé èíòåðåñ
ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 13. Ïóñòü ïîëíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà {uk(x)} ⊂ L2(a, b)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

‖uk‖L∞(a,b) ≤ C1.

Òîãäà {uk(x)} � áàçèñ Ðèññà â L2(a, b), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áèîð-
òîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà {ϑk} ïîëíà è âûïîëíåíà îöåíêà

‖ϑk‖L∞(a,b) ≤ C2.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà è îöåíêà (7) äëÿ áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿ-
æåííîé ñèñòåìû {hs

k(θ)} ê ñèñòåìå ñèíóñîâ (ï. 5) ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü
ñëåäóþùåå

Òåîðåìà 14. Ñèñòåìà ñèíóñîâ {sin(n− β
2 )θ}, n = 1, 2, ..., îáðàçóåò áàçèñ

Ðèññà â L2[0, π] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β ∈ (−1
2 , 1).

Ïðè β = −1
2 ñèñòåìà ñèíóñîâ ïîëíà è ìèíèìàëüíà, íî íå îáðàçóåò

áàçèñà, ïîñêîëüêó, â ñèëó ñôîðìóëèðîâàííîãî êðèòåðèÿ, áèîðòîãîíàëüíî
ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà {hs

k(θ)} � íå ïîëíà â L2[0, π] [21].

Òåîðåìà 15 (22). Ïóñòü {ϕk}∞k=1 - ïîëíàÿ, ìèíèìàëüíàÿ, ïî÷òè íîðìè-
ðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H
òàêàÿ, ÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ |(ϕk, ϕj)| ≥ a > 0, äëÿ âñåõ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ íîìåðîâ k, j. Òîãäà äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ
íå ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì áàçèñîì â H.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ÷ëåíó-êîððåñïîíäåíòó
ÍÀÍ ÐÊ, ïðîôåññîðó Ì.À. Ñàäûáåêîâó, äèñêóññèè ñ êîòîðûì ïîáóäèëè
ðàáîòó íàä íàñòîÿùåé çàìåòêîé è ñóùåñòâåííî ïîâëèÿëè íà îáùèé âèä
îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÊÍ ÌÎÍ ÐÊ (ïðîåêò �
0264/ÃÔ; �0753/ÃÔ).

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2012. Òîì 12. � 3 (45)



Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû àáñòðàêòíîé òåîðèè áàçèñîâ 173

Ëèòåðàòóðà

1 Îòåëáàåâ Ì. Îöåíêè S-÷èñåë è óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû êîðíåâûõ
âåêòîðîâ íåñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðàØòóðìà-Ëèóâèëëÿ // Ìàòåì. çà-
ìåòêè. � 1979. � Ò.25, �3. � C. 409-418.

2 Èëüèí Â.À.,Êðèöêîâ Ë.Â. Ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé, îò-
âå÷àþùèõ íåñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðàì // Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç.
Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñåð.: Ñîâðåì.ìàò. è åå ïðèë. Òåìàò.îáç. � Ì.: ÂÈ-
ÍÈÒÈ, 2006. � Ò.96. � C.5-105.

3 Ëîìîâ È.Ñ. Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ, òåîðåìà Ðèññà è áåçóñëîâíàÿ áà-
çèñíîñòü äëÿ êîðíåâûõ âåêòîðîâ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ // Âåñòíèê ÌÃÓ. Ñåð. Ìàò.Ìåõ. � 1992. � �5. � C. 33-43.

4 Êóðáàíîâ Â.Ì. Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíûõ áàçèñàõ äëÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà // Äîêëàäû ÐÀÍ. � 2006. � Ò. 406, �1. � C. 17-20.

5 Ñàäûáåêîâ Ì.À., Ñàðñåíáè À.Ì. Ê òåîðèè àíòèàïðèîðíûõ îöåíîê â
ñìûñëå Â.À. Èëüèíà // Äîêëàäû ÐÀÍ. � 2008. � Ò. 420, �3. � C. 316-319.

6 Ñàäûáåêîâ Ì.À., Ñàðñåíáè À.Ì. Ïðèìåíåíèå îöåíîê àíòèàïðèîðíî-
ãî òèïà â òåîðèè áàçèñîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà // Äèôôåðåíö. óðàâ-
íåíèÿ. � 2008. � Ò. 44, �5. � C. 665-671.

7 Ñàðñåíáè À.Ì. Êðèòåðèé áàçèñíîñòè Ðèññà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è
ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âûñøèõ ïîðÿä-
êîâ íà îòðåçêå // Äîêëàäû ÐÀÍ. � 2008. � Ò. 419, �5. � C. 601-603.

8 Ñåäëåöêèé À.Ì. Áàçèñû èç ýêñïîíåíò â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïî-
ðîæäåííûå íóëÿìè ôóíêöèé òèïà ñèíóñà // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2011. � C.
894-913.

9 Áèëàëîâ Á.Ò. Ñèñòåìà ýêñïîíåíò ñî ñäâèãîì è çàäà÷à À. Ã. Êîñòþ-
÷åíêî // Ñèáèðñêèé. ìàòåì. æóðíàë. � 2009. C. 279-288.

10 Áàðè Í.Ê. Áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû è áàçèñû â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå // Ó÷.çàï.ÌÃÓ. � 1951. � Ò. 4, âûï. 148. � C. 69-106.

11 Ãîõáåðã È.Ö., Êðåéí Ì.Ã. Ââåäåíèå â òåîðèþ ëèíåéíûõ íåñàìîñî-
ïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. � Ì.: Íàóêà, 1965. �
448 ñ.

12 Êà÷ìàæ Ñ., Øòåéíãàóç Ã. Òåîðèÿ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. � Ì., 1958.
� 507 ñ.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2012. Òîì 12. � 3 (45)



174 À. Ì. Ñàðñåíáè

13 Êåëäûø Ì.Â. Î ïîëíîòå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé íåêîòîðûõ êëàññîâ
íåñàìîñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. � 1971.
� Ò. 26, âûï. 4(16). � C. 15-41.

14 Êàøèí Á.Ñ., Ñààêÿí À.À. Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû. � Ì., 1984. � 496 ñ.
15 Áàáåíêî Ê.È. Î ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèÿõ // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ. �

1948. � Ò. 62, �2. � C. 157-160.
16 Àëüòìàí Ì.Ø. Î áàçèñàõ â ïðîñòðàíñòâå Ãèëüáåðòà // Äîêëàäû ÀÍ

ÑÑÑÐ. � 1949. � Ò. 69, �4. � C. 483-485.
17 Âåéö Á.Å. Ñèñòåìû Áåññåëÿ è Ãèëüáåðòà â ïðîñòðàíñòâàõ Áàíàõà

è âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè // Èçâ. Âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. � 1965. �2(45). � C.
7-23.

18 Áàðè Í.Ê. Î ïîëíûõ ñèñòåìàõ îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé // Ìàòåì.
ñáîðíèê. � 1944. � 14(56). � C. 51-108.

19 Êðåéí Ì.Ã. Î áàçèñàõ Áàðè â ïðîñòðàíñòâå Ãèëüáåðòà // ÓÌÍ. �
1957. � Ò. 12, âûï. 3(75). � C. 333-341.

20 Ãàïîøêèí Â.Ô. Îäíî îáîáùåíèå òåîðåìà Ì.Ðèññà î ñîïðÿæåííûõ
ôóíêöèÿõ // Ìàòåì.ñáîðíèê. � 1958. � Ò. 46, �3. � C. 357-372.

21 Ìîèñååâ Å.È. Î áàçèñíîñòè ñèñòåìû ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ // Äîêëàäû
ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1984. � Ò. 275, �4. � C. 794-798.

22 Ñàäûáåêîâ Ì.À., Ñàðñåíáè À.Ì. Îá îäíîì íåîáõîäèìîì óñëîâèè áà-
çèñíîñòè ñèñòåìû íîðìèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
// Âåñòíèê Òîìñêîãî ÃÓ. � 2011. � �1 (13). � C. 44-47.

Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 12.07.12

Ñºðñåíái �.Ì. ÁÀÇÈÑÒÅÐÄI� ÀÁÑÒÐÀÊÒÛËÛ ÒÅÎÐÈßÑÛÍÀ
�ÀÒÛÑÒÛ ÊÅÉÁIÐ Í�ÒÈÆÅËÅÐ

Ìà©àëàäà Áàíàõ, Ãèëüáåðò êåiñòiêòåðiíäåãi áàçèñòåð, øàðòñûç áàçè-
ñòåð, Ðèññ áàçèñòåði òóðàëû íåãiçãi íºòèæåëåðãå ©ûñ©àøà øîëó æàñàë¡àí.
Áàçèñòåð òåîðèÿñûíû äàìóûíäà ìàûçäû ð°ë àò©àð¡àí ìûñàëäàð êåë-
òiðiëãåí.
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ÎÁÙÈÅ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÅ ÐßÄÛ È ÒÅÎÐÅÌÛ
ÂËÎÆÅÍÈß ÐÀÇÍÛÕ ÌÅÒÐÈÊ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

ËÎÐÅÍÖÀ

70-ëåòèþ íàøåãî Íàñòàâíèêà
àêàäåìèêà Ì.Îòåëáàåâà ïîñâÿùàåòñÿ

Â ðàáîòå äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð èññëåäîâàíèé ïî íåðàâåíñòâàì ðàçíûõ ìåò-
ðèê äëÿ ïîëèíîìîâ ïî îáùèì îðòîíîðìèðîâàííûì ñèñòåìàì, èõ çàâèñèìî-
ñòè îò ãåîìåòðèè ñïåêòðà, à òàêæå ïðèìåíåíèÿì ê òåîðåìàì âëîæåíèÿ
ðàçíûõ ìåòðèê ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Ëîðåíöà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îðòî-íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà, íåðàâåíñòâî ðàçíûõ ìåòðèê,
ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà, òåîðåìà âëîæåíèÿ ðàçíûõ ìåòðèê.

Ñ.Ì. Íèêîëüñêèì [1] äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà äî-
êàçàíî íåðàâåíñòâî ðàçíûõ ìåòðèê

‖Qν̄‖q ≤ 2n
n∏

k=1

ν
1
p
− 1

q

k ‖Qν̄‖p, 1 ≤ p < q ≤ +∞, (1)

ãäå ‖ · ‖p � íîðìà ïðîñòðàíñòâà Lp(Rn). Íåðàâåíñòâî (1) ñûãðàëî ñó-
ùåñòâåííóþ ðîëü â ðàçâèòèè ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Îíî ñïðàâåäëèâî

c© Å. Ñ. Ñìàèëîâ, 2012.
Keywords: ortho�normal system, inequality of di�erent metrics, Lorentz space,

embedding theorem of di�erent metrics
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è äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ; ïåðåíåñåíî íà àëãåáðàè÷åñêèå,
ãàðìîíè÷åñêèå è ïîëèãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû. Äëÿ ïîëèíîìîâ Φn(x) =
n∑

k=1

ckϕk(x) ïî ïðîèçâîëüíîé îðòîíîðìèðîâàííîé îãðàíè÷åííîé â ñîâîêóï-

íîñòè ñèñòåìå {ϕk(x)}+∞
k=1 (x ∈ [0, 1]) â [2], [3] äîêàçàíî íåðàâåíñòâî

‖Φn‖q ≤ Cpqn
1
p
− 1

q ‖Φn‖p, (2)

ïðè p = 2, q ∈ (2, +∞); çäåñü ‖f‖p =
(

1∫
0

|f(x)|pdx

) 1
p

. Ïîçäíåå íåðàâåíñòâî

(2) óñòàíîâëåíî àâòîðîì ïðè 1 < p ≤ 2, p < q < +∞.
Â [4] äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ èç TN = {TN (x) =

N∑
k=1

cke
2πinkx| {nk}N

k=1 ⊂ Z, {ck}N
k=1 ⊂ C} óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñëó÷àå 2 <

p < q ≤ +∞
‖TN‖q ≤ CpqN

p
2

�
1
p
− 1

q

�
‖ΦN‖p, (3)

â [5], [4] äîêàçàíî, ÷òî

sup
TN∈TN :‖TN‖p≤1

‖TN‖q ³




N
p
2

�
1
p
− 1

q

�
, 2 < p < q ≤ +∞,

N

�
1
p
− 1

q

�
, 1 < p ≤ 2, p < q.

Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìà íåðàâåíñòâà ðàçíûõ ìåòðèê äëÿ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ (1), (2) è íåðàâåíñòâî (3) äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ïîëèíîìîâ ñ ÷èñëîì ãàðìîíèê, íå ïðåâîñõîäÿùèì N , ïðè 2 < p < q ≤ +∞
ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè ôîðìàìè íåðàâåíñòâà ðàçíûõ ìåòðèê è ñëåä-
ñòâèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñïåêòðîâ óêàçàííûõ âèäîâ ïîëèíîìîâ.

Ïîýòîìó íàñ èíòåðåñîâàëè ñëåäóþùèå âîïðîñû:
1. Ôîðìà çàâèñèìîñòè íåðàâåíñòâà ðàçíûõ ìåòðèê îò ãåîìåòðèè ñïåê-

òðà ïîëèíîìà;
2. Êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæíû îáëàäàòü îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû,

÷òîáû áûëî âîçìîæíî âûÿâèòü òàêèå çàâèñèìîñòè?
3. Êàêèì ñâîéñòâîì äîëæíî îáëàäàòü ìíîæåñòâî B, ÷òîáû äëÿ ïîëè-

íîìîâ
ΦB(x̄) =

∑

k̄∈B

ak̄ϕk̄(x̄)
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íåðàâåíñòâî ðàçíûõ ìåòðèê èìåëî êëàññè÷åñêèé âèä, ñ ó÷àñòèåì êîëè÷å-
ñòâà ãàðìîíèê, äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ p è
q?

×òîáû îòâåòèòü íà ïåðâûå äâà âîïðîñà íàì ïðèäåòñÿ äàòü íåêîòîðûå
îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü Q = [0, 1]n � êóá â Rn; Φ = {ϕm̄(x̄)}m̄∈A(Φ), x̄ ∈ Q � îðòîíîð-
ìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé íà Q; A(Φ) ⊂ Zn � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
òî÷åê ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè, çàâèñÿùåå îò êîíêðåòíîãî âèäà
ñèñòåìû Φ, â äàëüíåéøåì íàçûâàåìîå ñïåêòðîì ñèñòåìû Φ.

Ïóñòü B ⊂ A(Φ) � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Êàæäûé íàáîð ÷è-
ñåë {ak̄ : ak̄ 6= 0, k̄ ∈ B} îïðåäåëÿåò ïîëèíîì ïî ñèñòåìå Φ:

TB(x̄) =
∑

k̄∈B

ak̄ϕk̄(x̄).

Óñëîâíî áóäåì íàçûâàòü åãî ïîëèíîìîì ñî ñïåêòðîì B. Ñèìâîë |B| îçíà-
÷àåò êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B.

Îïðåäåëåíèå 1. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà Φ = {ϕm̄(x̄)}m̄∈A(Φ), x̄ ∈
Q, íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìîé â øèðîêîì ñìûñëå, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò áèëèíåéíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå T (k̄, m̄): A(Φ) ×
A(Φ) → A(Φ) òàêîå, ÷òî:

à) T (k̄, m̄) = T (m̄, k̄);
á) ϕk̄(x̄)ϕm̄(x̄) = ϕT (k̄,m̄)(x̄) ∈ ∅, ∀k̄, m̄ ∈ A(Φ).

Ëþáàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ â øèðîêîì ñìûñëå ñè-
ñòåìà Φ îãðàíè÷åíà â ñîâîêóïíîñòè íà Q.

Ïóñòü Φ = ϕk(x)
k∈A(Φ)

� ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ â øèðîêîì ñìûñëå ñè-
ñòåìà, x ∈ Q,B ⊂ A(Φ) � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è r ∈ N.
Ïîëîæèì B1 = B, Br = (Br−1)]B = {T (k, m)|k ∈ Br−1,m ∈ B}.

Ìóëüòèïëèêàòèâíûå â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå îðòîíîðìèðîâàííûå ñè-
ñòåìû (òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñèñòåìà Óîëøà, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ñèñòåìà Ïðàéñà è ò.ä.) óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè
â øèðîêîì ñìûñëå. Ïðèìåðîì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìû â øèðîêîì
ñìûñëå ñëóæèò

{
einkx

}
k∈Z+ , ãäå {nk}+∞

k=0 � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî nk+1 − nk = d, ∀k ∈ Z+,
d ∈ N.
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Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 ≤ p < q ≤ +∞, Φ = {ϕm̄(x̄)}m̄∈A(Φ) � îãðàíè÷åííàÿ
íà Q îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà è B � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî èç A(Φ). Òîãäà ëþáîé ïîëèíîì ñî ñïåêòðîì B ïî ñèñòåìå Φ

TB(x̄) =
∑

k̄∈B

ak̄ϕk̄(x̄)

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖TB‖Lq(Q) ≤ Cpq|B|max(1, p
2 )
�

1
p
− 1

q

�
‖TB‖Lp(Q).

Òàêîé "àíîìàëüíûé" âèä íåðàâåíñòâà ðàçíûõ ìåòðèê ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì íåðàâåíñòâà

‖TB‖L∞(Q) ≤ Cp|B|
1
2 ‖TB‖Lp(Q), 2 < p < +∞.

Ýòî ñîîòíîøåíèå òî÷íî â ñìûñëå ïîðÿäêà: äëÿ ëþáîé îäíîìåðíîé îãðà-
íè÷åííîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû Φ íà [0, 1]

sup
‖Φn‖p 6=0

‖Φn‖L∞[0,1]

‖Φn‖Lp[0,1]
≥ Cpn

1
2 , 2 < p < +∞.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü C ≥ 1 è M = {B : B ⊂ A(Φ), |B| < ∞} � ñî-
âîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ òî÷åê ñïåêòðà ñèñòåìû
Φ. Ìíîæåñòâî

AC = {B ⊂M : |Br| ≤ C · rn|B|}
íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì C�ðåãóëÿðíûõ ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî ñèñòå-
ìû Φ.

Ïðè C = 1 áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî B ⊂ A1 ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ìíî-
æåñòâàìè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Φ.

Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâî BN = {0,±1, ...,±N}, N ∈ N, ÿâëÿåòñÿ ðåãó-
ëÿðíûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Φ =

{
eikx

}
k∈Z.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü BN = {n1, n2, ..., nN} ïðè êàæäîì N ∈ N åñòü êîíå÷-
íàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: nk − nk−1 = d ∈ N,
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k = 2, ..., N . Òîãäà ìíîæåñòâà BN îïðåäåëÿþò ñåìåéñòâî ðåãóëÿðíûõ ìíî-
æåñòâ îòíîñèòåëüíî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïðèìåð 3. Ìíîæåñòâà BN = {2, 22, ..., 2N}, N ∈ N, íå ÿâëÿþòñÿ C�
ðåãóëÿðíûìè ìíîæåñòâàìè îòíîñèòåëüíî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Òåïåðü îòâåòèì íà 3-é èç ïîñòàâëåííûõ â íà÷àëå âîïðîñîâ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 ≤ p < q ≤ +∞, Φ = {ϕk̄(x̄)}k̄∈A(Φ), x̄ ∈ Q�
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ â øèðîêîì ñìûñëå îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. AC

� C�ðåãóëÿðíîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Φ. Òîãäà
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà TB(x̄) =

∑
k̄∈B

ak̄ϕk̄(x̄) ïî ñèñòåìå Φ ñî ñïåê-

òðîì B ∈ AC èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

‖TB‖Lq(Q) ≤ Cpq|B|
�

1
p
− 1

q

�
‖TB‖Lp(Q),

ãäå Cpq > 0 çàâèñèò òîëüêî îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïóñòü 2 < p < q ≤ +∞ è λ(p) = min{2l : p ≤ 2l, l ∈ N}, α(p) = max{2l :
2l ≤ p, l ∈ N}.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 2 < p < q ≤ +∞ è Φ = {ϕk̄(x̄)}k̄∈A(Φ) � ìóëüòè-
ïëèêàòèâíàÿ â øèðîêîì ñìûñëå îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Òîãäà äëÿ
ïîëèíîìà TB(x̄) ïî ýòîé ñèñòåìå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖TB‖Lq(Q) ≤ Cpq (ψ(B))
�

1
p
− 1

q

�
‖TB‖Lp(Q),

ãäå ψ(B) = min
{∣∣∣B α(p)

2

∣∣∣
p

α(p)
,

∣∣∣∣B
λ(p)

p

∣∣∣∣
}

è Cpq > 0 çàâèñèò îò p è q.

Çàìå÷àíèå 1. Òåîðåìà 3 ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìîé 1 îïðåäåëÿåò áîëåå
òî÷íîå íåðàâåíñòâî ðàçíûõ ìåòðèê äëÿ ïîëèíîìîâ ïî ìóëüòèïëèêàòèâ-
íûì â øèðîêîì ñìûñëå ñèñòåìàì. Êðîìå òîãî, çíà÷åíèå ÷èñëîâîãî ìíî-
æèòåëÿ ψ(B) = min

{∣∣∣B α(p)
2

∣∣∣
p

α(p)
,

∣∣∣∣B
λ(p)

p

∣∣∣∣
}

â íåðàâåíñòâå ðàçíûõ ìåòðèê
â òåîðåìå 3 ìîæåò äàòü ëþáîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå ìåæäó ýêñòðåìàëü-
íûìè çíà÷åíèÿìè |B| è |B| p2 â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû ñïåêòðà ïî-
ëèíîìà TB(x̄) ïî ìóëüòèïëèêàòèâíîé â øèðîêîì ñìûñëå ñèñòåìå.
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Äàííîå óòâåðæäåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì. Ðàññìîò-
ðèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

TN (x) =
N∑

k=1

eikx +
m∑

ν=1

ei2N−m+ν ·x,

ãäå m =
[

l
√

N
]
, l ∈ N, [a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a > 0.

Ñïåêòðîì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

BN =
{
1, 2, ..., N ; 2N−m+1, 2N−m+2, ..., 2N

}
.

Ïóñòü p = 4, q > 4, òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1

‖TN‖Lq [0,2π) ≤ CqN
2
�

1
4
− 1

q

�
‖TN‖L4[0,2π).

Äàëåå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ α(4) = λ(4) = 4. Ïîýòîìó
∣∣∣∣B

α(4)
2

N

∣∣∣∣
4

α(4)

= |B2
N |,

∣∣∣∣B
λ(4)

2
N

∣∣∣∣ = |B2
N | ³ N1+ 1

l .

Ñëåäîâàòåëüíî, ψ(BN ) ³ N1+ 1
l . Òîãäà ïî òåîðåìå 3 èìååì

‖TN‖Lq [0,2π) ≤ Cq

(
N1+ 1

l

) 1
4
− 1

q ‖TN‖L4[0,2π).

Êîíñòàíòà Cq > 0 íå çàâèñèò îò l, ïîýòîìó óïðàâëÿÿ ïàðàìåòðîì l, ìû
ìîæåì èçìåíèòü ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà BN .

Ñîäåðæàíèå òåîðåì 1�3 îïóáëèêîâàíî â ðàáîòàõ àâòîðà [6], [7].
Êàê áûëî îòìå÷åíî â ñàìîì íà÷àëå, íåðàâåíñòâî ðàçíûõ ìåòðèê â êëàñ-

ñè÷åñêîì âèäå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ p è q ñïðàâåäëèâî äëÿ ïîëèíîìîâ

Φm(x) =
m−1∑

k=0

akϕk(x)

íå äëÿ âñåõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì Φ = {ϕk(x)}+∞
k=0. Ïîýòîìó ñïðàøè-

âàåòñÿ, êàêîå ñâîéñòâî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû Φ = {ϕk(x)}+∞
k=1 îáåñ-

ïå÷èâàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

‖Φm‖Lq [a,b] ≤ Cpqm
1
p
− 1

q ‖Φm‖Lp[a,b],
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ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ p è q: 1 ≤ p < q ≤ +∞, ê òîìó æå áåç
òðåáîâàíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ñèñòåìû.

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ââåäåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü Φ = {ϕk(x)}+∞
k=0 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà,

îïðåäåëåííàÿ íà I = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñè-
ñòåìà Φ ÿâëÿåòñÿ Np�ñèñòåìîé, åñëè ïðè âñåõ p ∈ (1,+∞) èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

sup
x∈I

∥∥∥∥∥
m−1∑

k=0

ϕk(x)ϕk(·)
∥∥∥∥∥

Lp(I)

≤ Cpm
1− 1

p , ∀m ∈ N,

ãäå Cp > 0 çàâèñèò ëèøü îò óêàçàííîãî ïàðàìåòðà.

Ïðèìåðàìè Np�ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñèñòå-
ìà Óîëøà, (îáîáùåííàÿ) ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà Ïðàéñà, (îáîáùåí-
íàÿ) ñèñòåìà Õààðà.

Ïóñòü Lpθ(I) (1 ≤ p ≤ +∞, 0 < θ ≤ +∞) � ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü 1 ≤ p < q < +∞, 0 < θ, τ ≤ +∞. Òîãäà äëÿ ïîëè-
íîìîâ Φm(x) =

m−1∑
k=0

akϕk(x) ïî Np�ñèñòåìå Φ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî ðàçíûõ ìåòðèê ïî ñèëüíûì ìåòðè÷åñêèì ïàðàìåòðàì:

‖Φm‖Lq,τ (I) ≤ Cpqθτm
1
p
− 1

q ‖Φm‖Lpθ(I)

ãäå Cpqθτ > 0 çàâèñèò ëèøü îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü 1 ≤ p < +∞, 1 < τ < θ ≤ +∞. Òîãäà äëÿ ïîëèíîìîâ
Φm(x) =

m−1∑
k=0

akϕk(x) ïî Np�ñèñòåìå Φ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåí-
ñòâî ðàçíûõ ìåòðèê ïî ñëàáûì ìåòðè÷åñêèì ïàðàìåòðàì:

‖Φm‖Lpτ (I) ≤ Cpθτ {log2(m + 1)} 1
τ
− 1

θ ‖Φm‖Lpθ(I) ,

ãäå Cpθτ > 0 çàâèñèò ëèøü îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.
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Ïóñòü

Em(f)Lpθ(I) = inf





∥∥∥∥∥f −
m−1∑

k=0

akϕk(·)
∥∥∥∥∥

Lpθ(I)

| ∀ {ak}m−1
k=0 ⊂ R





íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé f ïîëèíîìàìè ïî ñèñòåìå Φ =
{ϕk(x)}+∞

k=0 â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà Lpθ(I).
Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ óñòàíîâëåííûõ â òåîðåìàõ 4 è 5 äîêàçûâàþòñÿ

òåîðåìû 6�9.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü 1 < p < q < +∞, 1 < θ, τ < +∞ è îðòîíîðìèðîâàííàÿ
ñèñòåìà Φ = {ϕk(x)}+∞

k=0 ÿâëÿåòñÿ Np�ñèñòåìîé. Òîãäà ∀ν, l ∈ N, l > ν,
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖T2l − T2ν‖Lqτ (I) ≤ Cpqτ

{
l−1∑

k=ν

2kτ( 1
p
− 1

q
) ‖T2k+1 − T2k‖τ

Lqτ (I)

} 1
τ

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ Tm(x) =
m−1∑
k=0

akϕk(x), ãäå êîí-
ñòàíòà Cpqτ > 0 çàâèñèò ëèøü îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü 1 ≤ p, θ < +∞, Φ = {ϕk(x)}+∞
k=0 � Np�ñèñòåìà è

f ∈ Lpθ(I). Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ q ∈ (p, +∞) è τ ∈ [1,+∞) ðÿä
+∞∑

k=1

k
τ( 1

p
− 1

q
)−1

Eτ
k (f)Lpθ(I) < +∞

ñõîäèòñÿ, òî f ∈ Lqτ (I) è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖f‖Lqτ (I) ≤ Cpqθτ



‖f‖Lpθ(I) +

[
+∞∑

k=1

k
τ( 1

p
− 1

q
)−1

Eτ
k (f)Lpθ(I)

] 1
τ



 ,

ãäå êîíñòàíòà Cpqθτ > 0 çàâèñèò ëèøü îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âëîæåíèÿ ðàçíûõ
ìåòðèê â ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà ïî ñëàáîìó ïàðàìåòðó.
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Òåîðåìà 8. Ïóñòü 1 ≤ p < +∞, 1 < θ < +∞, Φ = {ϕk(x)}+∞
k=0 � Np�

ñèñòåìà è f ∈ Lpθ(I). Åñëè ïðè íåêîòîðîì τ ∈ (1, θ) ðÿä

+∞∑

k=0

2k(1− τ
θ
)Eτ

22k (f)Lpθ(I)

ñõîäèòñÿ, òî f ∈ Lpτ (I) è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖f‖Lpτ (I) ≤ Cp,θτ



‖f‖Lpθ(I) +

[
+∞∑

k=0

2k(1− τ
θ
)Eτ

22ν (f)Lpθ(I)

] 1
τ



 ,

ãäå êîíñòàíòà Cpqθτ > 0 çàâèñèò ëèøü îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü 1 ≤ p < +∞, 1 < θ ≤ +∞, Φ = {ϕk(x)}+∞
k=0 � Np�

ñèñòåìà è f ∈ Lpθ(I). Åñëè ïðè íåêîòîðîì τ ∈ (1, θ) ðÿä

+∞∑

k=1

Eτ
k (f)Lpθ(I)

k{log2(k + 1)} τ
θ

ñõîäèòñÿ, òî f ∈ Lpτ (I) è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖f‖Lpτ (I) ≤ Bpθτ



‖f‖Lpθ(I) +

[
+∞∑

k=1

Eτ
k (f)Lpθ(I)

k{log2(k + 1)} τ
θ

] 1
τ



 ,

ãäå êîíñòàíòà Bpθτ > 0 çàâèñèò ëèøü îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.
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Ïîëó÷åí êðèòåðèé äâóêðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà
Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå.
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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1) êðàåâóþ çàäà÷ó, ïîðîæäàåìóþ íà
èíòåðâàëå (0, 1) óðàâíåíèåì Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

Ly = −y′′(x) = λy(x), x ∈ (0, 1); (1)

è äâóìÿ (i = 1, 2) ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Ui[y] = ai1y(0) + ai2y
′(0) + ai3y(1) + ai4y

′(1) = 0, (i = 1, 2), (2)

ãäå aij (i = 1, 2; j = 1, 2, 3, 4) - ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
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Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëÿåìàÿ óñëî-
âèÿìè: y1(λ, 0) = y′2(λ, 0) = 1; y′1(λ, 0) = y2(λ, 0) = 0 èìååò âèä

y1(λ, x) = cos
√

λx, y2(λ, x) = (sin
√

λx)/
√

λ

Óäîâëåòâîðÿÿ îáùåå ðåøåíèå y(λ, x) = Ay1(λ, x) + By2(λ, x) óðàâíå-
íèÿ (1) êðàåâûì óñëîâèÿì (2), ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
çàäà÷è ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ

∆(λ) =
∣∣∣∣

a11 + a13y1(λ, 1) + a14y
′
1(λ, 1) a12 + a13y2(λ, 1) + a14y

′
2(λ, 1)

a21 + a23y1(λ, 1) + a24y
′
1(λ, 1)] a22 + a23y2(λ, 1) + a24y

′
2(λ, 1)

∣∣∣∣ = 0.

Òàê êàê âðîíñêèàí W [y1, y2] = y1(λ, x)y′2(λ, x)− y′1(λ, x)y2(λ, x) ≡ 1 , òî

∆(λ) = ∆12 + ∆34 + ∆13(sin
√

λ)/
√

λ + (∆14 + ∆32)cos
√

λ−∆42

√
λsin

√
λ,

ãäå ∆ij = a1ia2j − a2ia1j - ìèíîð, ñîñòàâëåííûé èç i-îãî è j-îãî ñòîëáöîâ
ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé {aij}.
Îïðåäåëåíèå 1. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 êðàåâîé çàäà÷è (1) � (2) íà-
çîâåì äâóêðàòíûì, åñëè åìó ñîîòâåòñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå 2. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1) � (2) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïî
Áèðõãîôó [1, c. 73] ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé:

1. ∆24 ≡ a12a24 − a14a22 6= 0;

2. ∆24 = 0, |a12|+ |a14| > 0, a14a21 + a12a23 6= 0;

3. a12 = a14 = a22 = a24 = 0, ∆13 ≡ a11a23 − a13a21 6= 0.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò Ä. Áèðõãîôà [2] ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: Åñëè êðà-
åâûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíû è åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè íóëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ∆(λ), òî
âñÿêàÿ ôóíêöèÿ y(x) èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L ðàçëàãàåòñÿ â
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ýòîãî îïåðàòîðà.

Òàê êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L ïëîòíà â L2(0, 1), òî îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óñëîâèÿõ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
îïåðàòîðà L îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó â L2(0, 1).
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ÏÐÎÁËÅÌÀ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (1) � (2) èìååò õî-
òÿ áû îäíî äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0, òîãäà êàêèìè áóäóò
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ýòîé çàäà÷è?

Òî åñòü, ïî ñóòè ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ìåòîäàìè, èçëîæåííûìè â [3], ïîëíîñòüþ ðåøåíà ýòà ïðîáëåìà.

2 Âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ

Ëåììà 1. Åñëè çàäà÷à (1) � (2) èìååò õîòÿ áû îäíî îòëè÷íîå îò íóëÿ
äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 6= 0, òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

1. ∆12 = ∆34; ∆14 = ∆32;

2. ∆24 6= 0; ∆13 6= 0; ∆12 6= 0; (3)

3. sin

√
∆12

∆24
= −

√
∆2

12 −∆2
14√

∆12
; cos

√
∆12

∆24
= −∆14

∆12
,

ïðè ýòîì λ0 = ∆13/∆24.

Ëåììà 2. Åñëè ìèíîðû ∆ij ãðàíè÷íîé ìàòðèöû (3) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì (4), òî çàäà÷à (1) � (2) èìååò îäíî äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå îòëè÷íîå îò íóëÿ è ðàâíîå ïî âåëè÷èíå λ0 = ∆13/∆24.

3 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 1. Êðàåâàÿ çàäà÷à Øòóðìà - Ëèóâèëëÿ (1) � (2) ñ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè èìååò îäíî äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå λ0 6= 0, îòëè÷íîå îò íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìèíîðû ∆ij

ãðàíè÷íîé ìàòðèöû (3) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (4) è ýòî äâóêðàòíîå
çíà÷åíèå èìååò âèä λ0 = ∆13/∆24.
Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ (2) ýêâèâàëåíòíû ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

{
∆14y(0) + ∆24y

′(0) + ∆12y(1) = 0,
∆12y(0) + ∆14y(1)−∆24y

′(1) = 0.
(4)
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Òåîðåìà 2. Åñëè êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(2) èìååò íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷-
íûõ äâóêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, òî ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ òàêîé çàäà÷è ýêâèâàëåíòíû ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

y(0) + ky(1) = 0, y′(0) + ky′(1) = 0 (5)

ãäå k2 = 1, ò. å. ýòî åñòü ïåðèîäè÷åñêèå (ïðè k = −1) èëè àíòèïåðèîäè-
÷åñêèå (ïðè k = 1) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Òåîðåìà 3. Åñëè λ = 0 ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (1)�(2), òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ýòîãî îïå-
ðàòîðà èìåþò âèä {

y(0) + y′(0)− y(1) = 0,
y′(0)− y′(1) = 0.

(6)

Òåîðåìà 4. Êðàåâàÿ çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (1)�(2) ñ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè èìååò:

à) ëèáî ëèøü îäíî äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òîãäà ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ (2) ýêâèâàëåíòíû ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (5), ãäå ∆24 6= 0 è
äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíî λ0 = ∆13/∆24.

á) ëèáî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî äâóêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) ýêâèâàëåíòíû ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (6), ãäå
k2 = 1.

Òåîðåìà 5. Åñëè èçâåñòíû âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ0, λ1, λ2, ... çàäà÷è
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (1)�(2), è λ0 6= 0 � îòëè÷íîå îò íóëÿ äâóêðàòíîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî óñëîâèÿ (2) ýêâèâàëåíòíû ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
(5), ãäå

∆14

∆12
= −cos

√
λ0,

∆24

∆12
=

cos
√

λ0 − 2
λ0

,

åñëè 2∆12 + ∆13 + 2∆14 = 0;
èëè

∆24

∆12
=

12tr(L1−)cos
√

λ0 − 12tr(L−1)− 6cos
√

λ0

6λ0tr(L−1) + 6− λ0
,

åñëè 2∆12 + ∆13 + 2∆14 6= 0. Çäåñü tr(L−1) = 1
λ0

+
∞∑

k=1

1
λk

.
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