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Â òåðìèíàõ îãðàíè÷åííîé îáðàòèìîñòè äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö óñòàíîâëåíû íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è íàõîæäåíèÿ îãðàíè÷åííîãî íà âñåé
îñè ðåøåíèÿ.

Íà âñåé îñè R = (−∞,∞) ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

dx

dt
= A(t)x + f(t), x ∈ Rn, (1)

ãäå A(t) , f(t) íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû íà R , ‖x‖ = max
i
|xi| , ‖A(t)‖ = max

i

n∑
j=1

|aij(t)| ,
aij(t) � ýëåìåíòû ìàòðèöû A(t) , i, j = 1 : n .

Çàäà÷à 1. Íàéòè îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).
Çàäà÷à 1 èññëåäóåòñÿ ìåòîäîì ïàðàìåòðèçàöèè [1].
Âîçüìåì ÷èñëà ω− > 0 , ω+ > 0 , T = Nω0 > 0 , ãäå ω0 =

ω− + ω+

2
, ñîñòàâèì ìíîæåñòâî ω =

{ω− , ω0 , ω+} è îáîçíà÷èì ω∗ = max{ω− , ω0 , ω+} , ω∗ = min{ω− , ω0 , ω+} . Ïðîèçâåäåì ðàçáèåíèå
èíòåðâàëîâ (−∞,−T ) , [−T, T ] , (T,∞) ñîîòâåòñòâåííî ñ øàãàìè ω− , ω0 , ω+ .

Ñóæåíèå ôóíêöèè x(t) ∈ C̃(R,Rn) íà r -ûé èíòåðâàë [(r−1)ω, rω) (ω ∈ {ω− , ω0 , ω+} ) îáî-
çíà÷èì ÷åðåç xr(t) , ò.å. xr(t) � âåêòîð-ôóíêöèÿ ðàçìåðíîñòè n , îïðåäåëåííàÿ è ñîâïàäàþùàÿ
ñ x(t) íà [(r − 1)ω, rω) , r ∈ Z .

Ââåäåì ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà: C̃(R,Rn) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé x : R → Rn ñ íîðìîé ‖x‖1 = sup

t∈R
‖x(t)‖ ; mn � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ äâóñòî-

ðîííå-áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé λ = (. . . , λr, λr+1, . . .) , λr ∈ Rn , ñ íîðìîé ‖λ‖2 =
= ‖(. . . , λr, λr+1, . . .)‖2 = sup

r∈Z
‖λr‖ ; C̃(R, ω, mn) � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ äâóñòîðîííå-

áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé x[t] = (. . . , xr(t), xr+1(t), . . .) ñ íîðìîé ‖x[·]‖3 =

Keywords: Parametrization method, nonlinear ordinary di�erential equation
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34B16, 34B40
c À. Ä. Àáèëüäàåâà, Ñ. Ì. Òåìåøåâà, 2010.
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= sup
r∈Z

sup
t∈[(r−1)ω,rω)

‖xr(t)‖, ãäå ôóíêöèÿ xr : [(r− 1)ω, rω) → Rn íåïðåðûâíà è èìååò êîíå÷íûé

ïðåäåë ïðè t → rω − 0 , r ∈ Z ; L(mn) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ
Λ : mn → mn ñ èíäóöèðîâàííîé íîðìîé.

Çàäà÷à 1 ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèíãóëÿðíîé ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷å:

dxr

dt
= A(t)xr + f(t), t ∈ [(r − 1)ω, rω), r ∈ Z, xr ∈ Rn, (2)

lim
t→rω−0

xr(t) = xr+1(rω), r ∈ Z, (3)

x[t] = (. . . , xr(t), xr+1(t), . . .) ∈ C̃(R, ω,mn). (4)
Çäåñü (3) � óñëîâèÿ ñêëåèâàíèÿ ðåøåíèÿ â òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ R .

Ðåøåíèåì çàäà÷è (2)�(4) ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x∗[t] =
(. . . , x∗r(t), x∗r+1(t), . . .) ∈ C̃(R, ω,mn) , ãäå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ x∗r(t) óäî-
âëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2) ïðè âñåõ t ∈ [(r − 1)ω, rω) (ïðè t = (r − 1)ω
óðàâíåíèþ (2) óäîâëåòâîðÿåò ïðàâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè x∗r(t) ) è äëÿ lim

t→rω−0
x∗r(t) ,

x∗r+1(rω) , r ∈ Z , èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (3).
×åðåç λr îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ôóíêöèè xr(t) â òî÷êå t = (r− 1)ω è íà êàæäîì èíòåðâàëå

[(r − 1)ω, rω) ïðîèçâåäåì çàìåíó ur(t) = xr(t) − λr , r ∈ Z . Ïîëó÷èì ñèíãóëÿðíóþ ìíîãîòî-
÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðîì:

dur

dt
= A(t)(λr + ur) + f(t), t ∈ [(r − 1)ω, rω), r ∈ Z, (5)

ur((r − 1)ω) = 0, r ∈ Z, (6)
λr + lim

t→rω−0
ur(t) = λr+1, r ∈ Z, (7)

(λ, u[t]) ∈ mn × C̃(R, ω,mn). (8)
Åñëè ïàðà (λ∗, u∗[t]) ñ ýëåìåíòàìè λ∗ = (. . . , λ∗r, λ∗r+1, . . .) , u∗[t] = (. . . , u∗r(t), u∗r+1(t), . . .) ,

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (5)�(8), òî ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè x∗(t) = λ∗r + u∗r(t) ,
t ∈ [(r − 1)h, rh) , r ∈ Z , ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C̃(R,Rn) è óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ (1) ïðè âñåõ t ∈ R , ò.å. áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è 1. È, îáðàòíî, åñëè x̃(t) �
ðåøåíèå çàäà÷è 1, òî ïàðà (λ̃, ũ[t]) ñ ýëåìåíòàìè λ̃ = (. . . , λ̃r, λ̃r+1, . . .) , ũ[t] = (. . . , ũr(t),
ũr+1(t), . . .) , ãäå λ̃r = x̃r((r− 1)ω) , ũr(t) = x̃r(t)− x̃r((r− 1)ω) , t ∈ [(r− 1)ω, rω) , r ∈ Z , x̃r(t)
� ñóæåíèå ôóíêöèè x̃(t) íà èíòåðâàë [(r − 1)ω, rω) , r ∈ Z , ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèíãóëÿðíîé
êðàåâîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì (5)�(8).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ëèíåéíûé îïåðàòîð [2, ñ. 145]:

X(t) = I +
∫ t

(r−1)ω
A(τ1)dτ1 +

∞∑

j=2

∫ t

(r−1)ω
A(τ1)

∫ τ1

(r−1)ω
A(τ2) . . .

∫ τj−1

(r−1)ω
A(τj)dτj . . . dτ2dτ1,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n× n) . Îïåðàòîð X(t) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å:

dX

dt
= A(t)X, X((r − 1)ω) = I, r ∈ Z. (9)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî X−1(t) ñóùåñòâóåò è

dX−1(t)
dt

= −X−1(t)A(t), X−1((r − 1)ω) = I, r ∈ Z. (10)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2010. Òîì 10. � 2 (36)
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Ðàññìîòðèì U(t, τ) = X(t)X−1(τ) � ýâîëþöèîííûé îïåðàòîð äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ dx

dt
= A(t)x . Îïåðàòîð U(t, τ) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ñâîéñòâàìè:

10. U(t, t) = I ;
20. U(t, s)U(s, τ) = U(t, τ) ;
30. U(t, τ) = U−1(τ, t) .
Òîãäà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5), (6) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

λr èìååò âèä:

ur(t) =
∫ t

(r−1)ω
U(t, τ)A(τ)dτ · λr +

∫ t

(r−1)ω
U(t, τ)f(τ)dτ, t ∈ [(r − 1)ω, rω), r ∈ Z. (11)

Îòñþäà íàéäåì lim
t→rω−0

ur(t) è, ïîäñòàâëÿÿ åãî â (7), ïîëó÷èì äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî λr :

(
I +

∫ rω

(r−1)ω
U(rω, τ)A(τ)dτ

)
· λr − λr+1 = −

∫ rω

(r−1)ω
U(rω, τ)f(τ)dτ, r ∈ Z. (12)

Ïðåîáðàçóåì êîýôôèöèåíò ïðè λr . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ U(t, τ) èìååì:

I +
∫ rω

(r−1)ω
U(rω, τ)A(τ)dτ = I + X(rω)

∫ rω

(r−1)ω
X−1(τ)A(τ)dτ.

Â ñèëó (10),

I +
∫ rω

(r−1)ω
U(rω, τ)A(τ)dτ = I −X(rω)

∫ rω

(r−1)ω

d

dτ
(X−1(τ))dτ =

= I −X(rω)(X−1(rω)−X−1((r − 1)ω)) = X(rω)X−1((r − 1)ω) = U(rω, (r − 1)ω).

Òîãäà äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (12) çàïèøåì â âèäå:

U
(
r−ω− , (r− − 1)ω−

)
λr− − λr−+1 = −

∫ r−ω−

(r−−1)ω−
U(r−ω− , τ)f(τ)dτ,

r− = −N,−N − 1,−N − 2, . . . , (13)

U
(
r0ω0 , (r0 − 1)ω0

)
λr0

− λr0+1 = −
∫ r0ω0

(r0−1)ω0

U(r0ω0 , τ)f(τ)dτ,

r0 = −N + 1,−N + 2, . . . , 0, 1, . . . , N, (14)

U
(
r+ω+ , (r+ − 1)ω+

)
λr+

− λr++1 = −
∫ r+ω+

(r+−1)ω+

U(r+ω+ , τ)f(τ)dτ,

r+ = N + 1, N + 2, N + 3, . . . . (15)

Áëî÷íî-ëåíòî÷íóþ äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ëåâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèé (13)�(15), îáîçíà÷èì ÷åðåç Q∗(ω) è ñèñòåìó (13)�(15) çàïèøåì â âèäå:

Q∗(ω)λ = −F∗(f, ω), λ ∈ mn, (16)

ãäå F∗(f, ω) = (. . . , Fr(f, ω), Fr+1(f, ω)), . . .) , Fr(f, ω) =
∫ rω

(r−1)ω
U(rω, τ)f(τ)dτ .
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Òàê êàê [2, ñ. 148]

‖U(t, τ)‖ 6 exp
(∫ t

τ
‖A(τ)‖dτ

)
(τ 6 t), (17)

òî ‖U(t, τ)‖ 6 eα|t−τ | , ãäå α = sup
t∈R

‖A(t)‖ . Ïîýòîìó Q∗(ω) îòîáðàæàåò mn â mn è F (f, ω) ∈
mn .

Ëåììà. Åñëè ôóíêöèÿ x∗(t) � ðåøåíèå çàäà÷è 1, òî äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü λ∗ = (. . . , λ∗r, λ∗r+1, . . .) , ñîñòàâëåííàÿ èç çíà÷åíèé x∗(t) â òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ R :
λ∗r = x∗((r−1)ω) , r ∈ Z , óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (16). È, íàîáîðîò, åñëè λ̃ = (..., λ̃r, λ̃r+1, ...)
� ðåøåíèå (16), òî ôóíêöèÿ x̃(t) , îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâàìè x̃(t) = λ̃r + ũr(t) , t ∈ [(r −
1)ω, rω) , r ∈ Z , ãäå ũr(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (5), (6) ïðè λr = λ̃r , áóäåò
ðåøåíèåì çàäà÷è 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗(t) � ðåøåíèå çàäà÷è 1. Òîãäà, ââèäó ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷è
1 è ñèíãóëÿðíîé êðàåâîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì (5)�(8), ïàðàìåòð λ∗ = (. . . , λ∗r, λ∗r+1, . . .) , ãäå
λ∗r = = x∗((r − 1)ω) , r ∈ Z , ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó mn è óäîâëåòâîðÿåò äâóñòðîííå-
áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé (13)�(15), ò.å. ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (16).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ̃ = (. . . , λ̃r, λ̃r+1, . . .) � ðåøåíèå (16) è ũr(t) � ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (5), (6) ïðè λ = λ̃r , r ∈ Z . Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå

ũr(t) =
∫ t

(r−1)ω
U(t, τ)A(τ)dτ · λ̃r +

∫ t

(r−1)ω
U(t, τ)f(τ)dτ, t ∈ [(r − 1)ω, rω), r ∈ Z, (18)

è îöåíêó (17) ïîëó÷èì, ÷òî ũ[t] = (. . . , ũr(t), ũr+1(t), . . .) ∈ C̃(R, ω, mn) . Íà îñíîâå (18) è ñâîéñòâ
ýâîëþöèîííîãî îïåðàòîðà U(t, τ) èç (13)�(15) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé ñêëåèâàíèÿ (7).
Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (λ̃, ũ[t]) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèíãóëÿðíîé ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è
ñ ïàðàìåòðîì (5)�(8). Ïîýòîìó ôóíêöèÿ x̃(t) , îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâàìè x̃(t) = λ̃r + ũr(t) ,
t ∈ [(r − 1)ω, rω) , r ∈ Z , áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷à 1 íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ðàçðåøèìîé, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f(t) ∈ C̃(R,Rn) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå íà R ðå-
øåíèå x∗(t) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖x∗‖1 6 K‖f‖1 , ãäå K − const , íå çàâèñÿùàÿ îò f(t) .

×èñëî K íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 1.
Òåîðåìà 1. Äëÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 1 íåîáõîäèìà îãðàíè÷åííàÿ îáðàòè-

ìîñòü äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîé ìàòðèöû Q∗(ω) : mn → mn ïðè ëþáûõ ω− > 0 , ω0 > 0 ,
ω+ > 0 è äîñòàòî÷íà åå îãðàíè÷åííàÿ îáðàòèìîñòü ïðè íåêîòîðûõ ω̃− > 0 , ω̃0 > 0 , ω̃+ > 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà ω− > 0 , ω0 > 0 , ω+ > 0 . Âîçü-
ìåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà N− , N0 , N+ òàê, ÷òîáû β∗ = max{β− , β0 , β+} , ãäå β− = ω−/N− ,
β0 = ω0/N0 , β+ = ω+/N+ , èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî

2
αβ∗

(
eαβ∗ − 1− αβ∗

)
6 1

2
.

Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå [3, ñ. 57] äëÿ ëþáîãî b ∈ Rn ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà [0, β∗]
âåêòîð-ôóíêöèÿ f

b
(t) , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) f
b
(0) = 0 , f

b
(β∗) = 0 ;

2) max
t∈[0,β∗]

‖f
b
(t)‖ 6 3

2
‖b‖ ;

3) 1
β∗

∫ β∗

0
U(β∗, τ)f

b
(τ)dτ =

1
β∗

∫ β∗

0
f

b
(τ1)dτ1 +

1
β∗

∫ β∗

0
A(τ1)

∫ τ1

0
f

b
(τ2)dτ2dτ1+

+
1
β∗

∫ β∗

0
A(τ1)

∫ τ1

0
A(τ2)

∫ τ2

0
f

b
(τ3)dτ3dτ2dτ1 + . . . = b.
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Q∗(β)λ = c, λ ∈ mn, c ∈ mn, (19)

ñ áëî÷íî-ëåíòî÷íîé äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîé ìàòðèöåé Q∗(β) = (drj) , r ∈ Z , j ∈ Z :

drr = U(rβ− , (r − 1)β−), r = −NN0 ,−NN0 − 1,−NN0 − 2, . . . ,

drr = U(rβ0 , (r − 1)β0), r = −NN0 + 1,−NN0 + 2, . . . , 0, 1, . . . , NN0 ,

drr = U(rβ+ , (r − 1)β+), r = NN0 + 1, NN0 + 2, NN0 + 3, . . . ,

dr,r+1 = −I, r ∈ Z,

drj = 0, j 6= r, j 6= r + 1, r ∈ Z, j ∈ Z.

Ïîêàæåì, ÷òî KerQ∗(β) ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåâîãî ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà mn . Ïðåä-
ïîëîæèì îáðàòíî: ñóùåñòâóåò λ̃ ∈ mn , äëÿ êîòîðîãî Q∗(β)λ̃ = 0 è ‖λ̃‖2 6= 0 . Ðàññìîò-
ðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1), ãäå f(t) = 0 . Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (16) èìååò
âèä Q∗(ω)λ = 0 . Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå ôóíêöèÿ x̃(t) , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè: x̃(t) =
= λ̃r + ũr(t) , t ∈ [(r−1)ω, rω) , r ∈ Z , áóäåò íåíóëåâûì îãðàíè÷åííûì íà R ðåøåíèåì äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 1. Ïîýòîìó
KerQ∗(β) = {0} è ìàòðèöà Q∗(β) îáðàòèìà.

Ââåäåì ìàòðèöó

H = diag(. . . , β− , β− , . . . , β− , β0 , . . . , β0︸ ︷︷ ︸
(2N−1)N0

, β+ , . . . , β+ , β+ , . . .).

Ïî ýëåìåíòàì c = (. . . , cr, cr+1, . . .) , èñïîëüçóÿ ëåììó [3, ñ. 57], ïîñòðîèì íåïðåðûâíóþ è îãðà-
íè÷åííóþ íà R ôóíêöèþ fc(t) , äëÿ êîòîðîé H−1 · F∗(fc , β) = −c .

Ïóñòü Q̂
β

= H−1Q∗(β) è xc(t) � ðåøåíèå çàäà÷è 1 ïðè f(t) = fc(t) . Èñïîëüçóÿ ëåììó è
êîððåêòíóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è 1, èìååì

‖λc‖2 = ‖Q̂−1
β

H−1F∗(fc , β)‖2 = ‖Q̂−1
β

c‖2 6 sup
t∈R

‖xc(t)‖ 6 K sup
t∈R

‖fc(t)‖ 6 3
2
K‖c‖. (20)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (19) äëÿ ëþáîãî c ∈ mn èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå λc ∈ mn è
ñïðàâåäëèâà îöåíêà (20), ò.å. ‖Q̂−1

β
‖

L(mn)
6 3K

2
. Ïîñêîëüêó Q∗(β) = HQ̂

β
, òî (Q∗(β))−1 =

= Q̂−1
β

H−1 è

‖(Q∗(β))−1‖
L(mn)

6 ‖Q̂−1
β
‖

L(mn)
· ‖H−1‖

L(mn)
6 3K

2β∗
= γ. (21)

Èòàê, ìàòðèöà Q∗(β) : mn → mn îáðàòèìà è äëÿ åå îáðàòíîé ñïðàâåäëèâà îöåíêà (21).
Â óðàâíåíèÿõ (13)�(15) âûðàçèâ λ−N−N−+i , i = 2 : (N− + 1) , ÷åðåç λ−N−N−+1 , à λN+N++i ,

i = (−N +1) : 2 , ÷åðåç λN+1 , ïîëó÷èì íà ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè r− = −N − kN− , k = 0, 1, 2, . . . ,�
. . . U(−T,−T − β−)× U(−T − β− ,−T − 2β−)× . . .× U(−T − (N− − 1)β− ,−T −N−β−) − I . . .

�
,

à íà ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè r+ = N + kN+ , k = 0, 1, 2, . . . ,�
. . . U(T + N+β+ , T + (N+ − 1)β+)× U(T + (N+ − 1)β+ , T + (N+ − 2)β+)× . . .× U(T + β+ , T ) − I . . .

�
.

Îñòàâèâ â ìàòðèöå Q∗(β) ñòðîêè ñ íîìåðàìè r− , r0 = (−N + 1) : N , r+ , è, èñïîëüçóÿ
ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî 20 ýâîëþöèîííîãî îïåðàòîðà U(t, τ) , ïîëó÷èì ìàòðèöó:
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Q∗(ω) =0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... U(−T−ω− ,−T−2ω− ) −I 0 0 0 ... 0 0 0 0 ...

... 0 U(−T,−T−ω− ) −I 0 0 ... 0 0 0 0 ...

... 0 0 U(−T+ω0 ,−T ) −I 0 ... 0 0 0 0 ...

... 0 0 0 U(−T+2ω0 ,−T+ω0 ) −I ... 0 0 0 0 ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... 0 0 0 0 0 ... U(T−ω0 ,T−2ω0 ) −I 0 0 ...

... 0 0 0 0 0 ... 0 U(T,T−ω0 ) −I 0 ...

... 0 0 0 0 0 ... 0 0 U(T+ω+ ,T ) −I ...

... 0 0 0 0 0 ... 0 0 0 U(T+2ω+ ,T+ω+) ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

,

Ïîêàæåì îãðàíè÷åííóþ îáðàòèìîñòü ìàòðèöû Q∗(ω) : mn → mn äëÿ ëþáûõ ω− > 0 ,
ω0 > 0 , ω+ > 0 . Äëÿ ýòîé öåëè ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Q∗(ω)µ = c̃, µ ∈ mn, c̃ ∈ mn.

ßäðî KerQ∗(ω) ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåâîãî ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà mn . Äåéñòâèòåëüíî, ïðåä-
ïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå µ ∈ mn , äëÿ êîòîðoãî Q∗(ω)µ = 0 è µ 6= 0 , è ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó
ìàòðèö Q∗(β) è Q∗(ω) , ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Q∗(β)λ = 0 ,
ïðèíàäëåæàùåãî ïðîñòðàíñòâó mn , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îáðàòèìîñòè ìàòðèöû Q∗(β) . Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìàòðèöà Q∗(ω) : mn → mn îáðàòèìà.

Ïåðåéäåì ê îöåíêå (Q∗(ω))−1 . Âîçüìåì ëþáîé b̃ ∈ mn . Ñîñòàâèì ñòîëáåö ˜̃
b , äîïîëíèâ

ñòîëáåö b̃ íóëÿìè. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ˜̃
b ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Q∗(β)λ = ˜̃
b : λ = (Q∗(β))−1˜̃b . Èç âñåõ ˜̃

λ ðàññìîòðèì òîëüêî òå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìàò-
ðèöå Q∗(ω) : Q∗(ω)λ̃ = b̃ , è îöåíèì. Òàê êàê ‖˜̃λ‖2 6 γ‖˜̃b‖2 , òî ‖λ̃‖2 6 ‖˜̃λ‖2 6 γ‖˜̃b‖2 6 ‖b̃‖2 ,

ñëåäîâàòåëüíî, ‖Q∗(ω)−1‖
L(mn)

6 γ =
3K

2β∗
.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìàòðèöà Q∗(ω) : mn → mn îãðàíè÷åííî îáðàòèìà. Èñïîëüçóÿ ëåì-
ìó è îöåíêó (17), ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 � ôóíêöèè x∗(t) � è íåðàâåíñòâî

‖x∗‖1 6 K‖f(t)‖1 ,

ãäå K − const , íå çàâèñÿùàÿ îò f(t) . Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò åùå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è 1 � ôóíêöèÿ x̃(t) . Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå,

ïàðàìåòð λ̃ = (. . . , λ̃r, λ̃r+1, . . .) , ãäå λ̃r = x̃((r − 1)ω) , r ∈ Z , ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (16) è
∆λ = λ∗ − λ̃ ∈ mn è Qω∆λ = 0 . Òàê êàê Qω îãðàíè÷åííî îáðàòèìà, òî ∆λ = 0 , ò.å. λ∗r = λ̃r

äëÿ âñåõ r ∈ Z . Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (5), (6) ïîëó÷èì, ÷òî x∗(t) = x̃(t)
äëÿ âñåõ t ∈ R . Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Â äîêàçàííîé òåîðåìå äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà Q∗(ω) ñîñòàâëåíà ñ ïîìîùüþ ýâî-
ëþöèîííîãî îïåðàòîðà U(t, τ) .

Â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè äàíû â òåðìèíàõ ñàìîé
ìàòðèöû A(t) .

Ïî âûáðàííûì ω− > 0 , ω0 > 0 , ω+ > 0 è íàòóðàëüíîìó ÷èñëó ν ñîñòàâèì äâóñòîðîííå-
áåñêîíå÷íóþ áëî÷íî-ëåíòî÷íóþ ìàòðèöó Qν(ω) = (dν

r,j) , ãäå

dν
rr = I + Dν,r(ω−), r = −N,−N − 1,−N − 2, . . . ,

dν
rr = I + Dν,r(ω0), r = −N + 1,−N + 2, . . . , 0, 1, . . . , N,

dν
rr = I + Dν,r(ω+), r = N + 1, N + 2, N + 3, . . . ,

dν
r,r+1 = −I, r ∈ Z,

dν
rj = 0, j 6= r, j 6= r + 1, r ∈ Z, j ∈ Z.
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Dν,r(ω) =
∫ rω

(r−1)ω
A(τ1)dτ1 +

ν∑

j=2

∫ rω

(r−1)ω
A(τ1) . . .

∫ τj−1

(r−1)ω
A(τj)dτj . . . dτ1.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî îãðàíè÷åííîãî íà âñåé îñè ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) óñòàíàâëèâàåò

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ ω− > 0, ω0 > 0, ω+ > 0, ν ∈ N, ìàòðèöà Qν(ω) :
mn → mn îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

‖(Qν(ω))−1‖
L(mn)

6 γν(ω), (22)

qν(ω) = γν(ω)
(
eαω∗ −

ν∑

j=0

(αω∗)j

j!

)
< 1. (23)

Òîãäà çàäà÷à 1 êîððåêòíî ðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 èç [1, ñ. 389].
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 2 íå òîëüêî äîñòàòî÷íû, íî è

íåîáõîäèìû äëÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 1.
Òåîðåìà 3. Çàäà÷à 1 êîððåêòíî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ ω− > 0,

ω0 > 0, ω+ > 0 íàéäåòñÿ ν = ν(ω− , ω0 , ω+) ∈ N ïðè êîòîðûõ ìàòðèöà Qν(ω) : mn → mn

îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (22), (23).
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü çàäà÷à 1 êîððåêòíî ðàçðåøèìà è çàäàíû ω− >

0 , ω0 > 0 , ω+ > 0 . Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 1 Q∗(ω) îãðàíè÷åííî îáðàòèìà è ‖(Q∗(ω))−1‖ 6
γ∗(ω) . Âûáåðåì ν̃ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

γ∗(ω)
(
eαω∗ −

eν∑

j=0

(αω∗)j

j!

)
<

1
2
. (24)

Òàê êàê
‖Q∗(ω)−Qν(ω)‖

L(mn)
6 eαω∗ −

ν∑

j=0

(αω∗)j

j!
,

òî ïî òåîðåìå î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ îãðàíè÷åííî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ [4, ñ. 142] äëÿ âñåõ
ν > ν̃

‖(Qν(ω))−1‖
L(mn)

< 2γ∗(ω)

è â ñèëó (24)

qν(ω) = 2γ∗(ω)
(
eαω∗ −

ν∑

j=0

(αω∗)j

j!

)
< 1.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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Äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
åãî îñöèëëÿòîðíîñòè, êîãäà êîýôôèöèåíò ïðè íåèçâåñòíûõ ìåíÿåò çíàê.

1. Ââåäåíèå. Ðàññìîòðèì ïîëóëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà:

∆(ak|∆xk|p−2∆xk) + bk+1|xk+1|p−2xk+1 = 0, k ≥ 1, (1)

ãäå ∆xk = xk+1 − xk , 1 < p < ∞ , ak , bk+1 , k ≥ 1 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì ak > 0 ,
∀k ≥ 1 .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x = {xk}k≥1 íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(1), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) ïðè âñåõ k ≥ 1 .

Ïóñòü x = {xk}k≥1 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî m ≥ 1 xm = 0 èëè
xmxm+1 <0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðåøåíèå x èìååò îáîáùåííûé íóëü íà ïðîìåæóòêå [m,m + 1) .

Åñëè ðåøåíèå x èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îáîáùåííûõ íóëåé, òî ðåøåíèå x íàçûâàåòñÿ
îñöèëëÿòîðíûì, â ïðîòèâíûì ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ íåîñöèëëÿòîðíûì.

Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ îñöèëëÿòîðíûì (íåîñöèëëÿòîðíûì), åñëè âñå åãî íåíóëåâûå ðå-
øåíèÿ îñöèëëÿòîðíû (íåîñöèëëÿòîðíû).

Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì íà îòðåçêå [m,n] , åñëè îíî èìååò õîòÿ áû îäíî
íåíóëåâîå ðåøåíèå, èìåþùåå ïî êðàéíåé ìåðå äâà èëè áîëåå îáîáùåííûõ íóëåé íà ïðîìåæóòêå
[m,n + 1) , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ áåçñîïðÿæåííûì íà îòðåçêå [m,n] .

Ïîíÿòèÿ ñîïðÿæåííîñòü èëè áåçñîïðÿæåííîñòü óðàâíåíèÿ (1) íà çàäàííîì îòðåçêå èìåþò
âàæíîå çíà÷åíèå ïðè óñòàíîâëåíèè åãî îñöèëëÿòîðíîñòè èëè íåîñöèëëÿòîðíîñòè.

Ïðè p = 2 óðàâíåíèå (1) ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà:

∆(ak∆xk) + bk+1xk+1 = 0, k ≥ 1. (2)

Keywords: Half�linear di�erence equation, oscillation criteria, conjugacy criteria, variational method
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34A45
c M. Àëäàé, 2010.
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Óðàâíåíèå (2) îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

ak+1yk+1 − akyk−1 + ckyk = 0, k = 0, 1, . . . ,

ãäå yk = xk+1 , k ≥ 0 , y−1 = 0 , ck = bk+1 − ak+1 − ak , ñâÿçûâàþùèì åãî ñ ìàòðèöåé ßêîáè:

J =




c0 a1 0 0 . . .
a1 c1 a2 0 . . .
0 a2 c2 a3 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .


 , ak > 0.

Óðàâíåíèÿ (1) è (2) ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè ïîëóëèíåéíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:

(a(t)|x′(t)|p−2x′(t))′ + b(t)|x(t)|p−2x(t) = 0, t ≥ 0, (3)

è óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ:

(a(t)x′(t))′ + b(t)x(t) = 0, t ≥ 0. (4)

Åñëè èñòîðèÿ èññëåäîâàíèÿ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (4) îõâàòûâàåò ïî÷òè
äâóõñîòëåòíèé ïåðèîä, òî èññëåäîâàíèÿ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ (3) íà÷àëèñü â 80-õ
ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà è ïîëó÷åííûå äî 2005ã. ðåçóëüòàòû ïîäûòîæåíû â ìîíîãðàôèè [1]. Ïî
ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíèåì (3) êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ óðàâíåíèÿ (1) íà÷àëà ðàçâèâàòüñÿ ñðàâíè-
òåëüíî íåäàâíî.

Îñíîâíûå áàçîâûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷åíû â 2001ã. è äàíû â òàê íàçûâàåìîé
"êðóãîâîé" òåîðåìå [2] (ñì. åùå [1]):

"Êðóãîâàÿ" òåîðåìà.Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
( i ) óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ áåçñîïðÿæåííûì íà îòðåçêå [m,n] , n > m ≥ 1 ;
( ii ) óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå, íå èìåþùåå îáîáùåííûõ íóëåé íà [m,n + 1) ;
( iii ) îáîáùåííîå óðàâíåíèå Ðèêàòòè

∆wk − bk+1 + wk

(
1− ak

Φ(Φ−1(ak) + Φ−1(wk))

)
= 0

èìååò ðåøåíèå wk íà [m,n + 1] òàêîå, ÷òî ak + wk > 0 íà [m,n] , ãäå Φ(u) = |u|p−2u ,
Φ−1(v) = |v|p′−2v .

( iv ) ôóíêöèîíàë F (ξ, m, n) =
n∑

k=m

{ak|∆ξk|p − bk+1|ξk+1|p} > 0 äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ ξ =

{ξk}n+1
k=m, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ξm = ξn+1 = 0 .
Íà îñíîâàíèè ýòîé "êðóãîâîé" òåîðåìû áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èìåþò

ìåñòî òåîðåìû Øòóðìà î ñðàâíåíèè è î ÷åðåäîâàíèè íóëåé ðåøåíèé, à òàêæå äëÿ óðàâíåíèÿ
âèäà (1) ñïðàâåäëèâ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï.

Èç òåîðåìû Øòóðìà î ÷åðåäîâàíèè íóëåé ñëåäóåò, ÷òî, åñëè îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1) îñöèëëÿòîðíî (íåîñöèëëÿòîðíî), òî óðàâíåíèå (1) îñöèëëÿòîðíî (íåîñöèëëÿòîðíî).

Ïðèâåäåííàÿ "êðóãîâàÿ" òåîðåìà íåïîñðåäñòâåííî äîïóñêàåò äâà îñíîâíûõ ìåòîäà èññëåäî-
âàíèÿ îñöèëëÿöèîííûõ ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ (1). Ïåðâûé, òàê íàçûâàåìàÿ "òåõíèêà Ðèêàòòè",
îñíîâûâàåòñÿ íà ýêâèâàëåíòíîñòè óòâåðæäåíèé ( i ) è ( iii ), âòîðîé � âàðèàöèîííûé ìåòîä � íà
ýêâèâàëåíòíîñòè ( i ) è ( iv ).

Ïðè èññëåäîâàíèÿ îñöèëëÿöèîííûõ ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ âèäà (1) ìíîãèå èññëåäîâàòåëè ïðè-
ìåíÿþò "òåõíèêó Ðèêàòòè". Îäíàêî, èç-çà ãðîìîçäíîñòè óðàâíåíèÿ òèïà Ðèêàòòè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1) ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèåì òèïà Ðèêàòòè äëÿ óðàâíåíèÿ (3) íå âñå
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) ïåðåíåñåíû äëÿ óðàâíåíèÿ (1).
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Ìû çäåñü ïðèìåíÿåì âàðèàöèîííûé ìåòîä. Èç ýêâèâàëåíòíîñòè óòâåðæäåíèé ( i ) è ( iv )
ñëåäóåò

Òåîðåìà À. Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (1) áûëî ñîïðÿæåííûì íà îòðåçêå [m,n] , n >
m ≥ 1 , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî íåíóëåâîãî íàáîðà äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë x̃ = {x̃i}n+1

i=m , xm = xn+1 = 0 , äëÿ êîòîðîãî

n∑

k=m

{ak|∆x̃k|p − bk+1|x̃k+1|p} ≤ 0. (5)

Ïóñòü
◦
Xm , m ≥ 1 � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

x = {xk}k≥1 òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò öåëîå n = n(x) > m è xk = 0 ïðè 1 ≤ k ≤ m è k ≥ n .
Èç òåîðåìûØòóðìà î ÷åðåäîâàíèè íóëåé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) è èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû

À èìååì
Òåîðåìà Â. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (1) áûëî îñöèëëÿòîðíûì íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî m ≥ 1 ñóùåñòâîâàë x̃ ∈ ◦
Xm òàêîé, ÷òî

∞∑

k=m

(ak|∆x̃k|p − bk+1|x̃k+1|p) ≤ 0. (6)

Ðàçëè÷íûå ïðèçíàêè îñöèëëÿòîðíîñòè, íåîñöèëëÿòîðíîñòè óðàâíåíèÿ âèäà (1) â îñíîâíîì
óñòàíîâëåíû (ñì.íàïðèìåð, [1�4]), êîãäà ak > 0 , bk+1 ≥ 0 , k ≥ 1 .

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà çíàêè bk+1 , k ≥ 1, ìîãóò áûòü íåïî-
ñòîÿííûìè.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü b+
k+1 := max{0, bk+1} , b−k+1 := max{0,−bk+1} , k ≥ 1 .

Òîãäà bk+1 = b+
k+1 − b−k+1 , k ≥ 1 .

Äëÿ 1 ≤ m < t < l ≤ ∞ ïîëîæèì:

ϕ−t,m = min
m+1≤j≤t





t−1∑

i=j

b−i +




t−1∑

i=j−1

a1−p′
i




1−p
 ,

ϕ+
t,l = min

t≤j≤l





j∑

i=t+1

b−i +

(
j∑

i=t

a1−p′
i

)1−p


 , åñëè l < ∞,

è

ϕ+
t = inf

t≤j





j∑

i=t+1

b−i +

(
j∑

i=t

a1−p′
i

)1−p


 , åñëè l = ∞,

ãäå p′ =
p

p− 1
.

Çäåñü è äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ñóììà âèäà
s∑

i=t
ðàâíà íóëþ, åñëè s < t .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 ≤ m < l < ∞ . Åñëè ñóùåñòâóåò s , t : m < t ≤ s ≤ l è âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

s∑

i=t

bi ≥ ϕ−t,m + ϕ+
s,l, (7)

òî óðàâíåíèå (1) ñîïðÿæåííî íà îòðåçêå [m, l] .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ s , t : m < t ≤ s < l âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî (7). Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ϕ−t,m , ϕ+

s,l ñóùåñòâóþò k : m+1 ≤ k ≤ t è n : s ≤ n ≤ l ,
äëÿ êîòîðûõ

s∑

i=t

bi ≥
t−1∑

i=k

b−i +

(
t−1∑

i=k−1

a1−p′
i

)1−p

+
n∑

i=s+1

b−i +

(
n∑

i=s

a1−p′
i

)1−p

. (8)

Ââåäåì íàáîð ÷èñåë x̃ = {x̃i}l+1
i=m :

x̃i =





i−1∑
j=k−1

a1−p′
j

(
t−1∑

j=k−1

a1−p′
j

)−1

, k ≤ i ≤ t,

1, t ≤ i ≤ s,

n∑
j=i

a1−p′
j

(
n∑

j=s
a1−p′

j

)−1

, s ≤ i ≤ n,

0, m ≤ i ≤ k − 1 èëè n + 1 ≤ i ≤ l + 1.

(9)

Âû÷èñëèì ∆x̃i , m ≤ i ≤ n :

∆x̃i = a1−p′
i




t−1∑

j=k−1

a1−p′
j



−1

ïðè k − 1 ≤ i ≤ t− 1,

∆x̃i = −a1−p′
i




n∑

j=s

a1−p′
s



−1

ïðè s ≤ i ≤ n,

∆x̃i = 0 ïðè m ≤ i ≤ k− 2 , n + 1 ≤ i ≤ l è ïðè t ≤ i ≤ s− 1 , åñëè ñîîòâåòñòâåííî k− 1 > m ,
l > n è s > t . Òîãäà

l∑

i=m

ai|∆x̃i|p =
t−1∑

i=k−1

ai

(
a1−p′

i

)p




t−1∑

j=k−1

a1−p′
j



−p

+
n∑

i=s

ai

(
a1−p′

i

)p




n∑

j=s

a1−p′
j



−p

=

=

(
t−1∑

i=k−1

a1−p′
i

)1−p

+

(
n∑

i=s

a1−p′
i

)1−p

, (10)

l∑

i=m

bi+1|x̃i+1|p =
l+1∑

i=m+1

bi|x̃i|p =
t−1∑

i=k

bi




i−1∑

j=k−1

a1−p′
j




p 


t−1∑

j=k−1

a1−p′
j



−p

+

+
s∑

i=t

bi +
n∑

i=s+1

bi




n∑

j=i

a1−p′
j




p 


n∑

j=s

a1−p′
j



−p

=
s∑

i=t

bi+

+
t−1∑

i=k

b+
i




i−1∑

j=k−1

a1−p′
j




p 


t−1∑

j=k−1

a1−p′
j



−p

+
n∑

i=s+1

b+
i




n∑

j=i

a1−p′
j




p 


n∑

j=s

a1−p′
j



−p

−

−
t−1∑

i=k

b−i




i−1∑

j=k−1

a1−p′
j




p 


t−1∑

j=k−1

a1−p′
j



−p

−
n∑

i=s+1

b−i




n∑

j=i

a1−p′
j




p 


n∑

j=s

a1−p′
j



−p

≥
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≥
s∑

i=t

bi −
t−1∑

i=k

b−i −
n∑

i=s+1

b−i . (11)

Èç (10) è (11) èìååì:

n∑

i=m

(ai|∆x̃i|p − bi+1|x̃i+1|p) ≤ −
s∑

i=t

bi +
t−1∑

i=k

b−i +

(
t−1∑

i=k−1

a1−p′
i

)1−p

+
n∑

i=s+1

b−i +

(
n∑

i=s

a1−p′
i

)1−p

.

Îòêóäà è èç (8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàáîðà ÷èñåë (9) âûïîëíåíî (5). Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû
À óðàâíåíèå (1) ñîïðÿæåííî íà îòðåçêå [m, l] . Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü 1 ≤ m < l < ∞. Åñëè

l∑

i=m+1

bi ≥ am + al, (12)

òî óðàâíåíèå (1) ñîïðÿæåííî íà îòðåçêå [m, l] .
Åñëè âûïîëíåíî (12), òî âûïîëíÿåòñÿ (7) ïðè s = l , t = m + 1 , ïîýòîìó óðàâíåíèå ñîïðÿ-

æåííî íà îòðåçêå [m, l] â ñèëó òåîðåìû 1.
Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 1 ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 5 èç ðàáîòû [5],

êîòîðàÿ äîêàçàíà äîâîëüíî ñëîæíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ "òåõíèêè Ðèêàòòè". Óòâåðæäåíèå
ñëåäñòâèÿ 1 ìîæíî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî, íå ññûëàÿñü íà òåîðåìó 1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
íàáîð ÷èñåë x̃ = {xi}l+1

m çàäàòü â âèäå xi = 1 , i = m + 1,m + 2, . . . , l , è xm = 0 , xl+1 = 0 .
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü 1 ≤ m < l < ∞ . Åñëè ñóùåñòâóåò t ∈ [m + 1, l] òàêîé, ÷òî

bt ≥ ϕt,m + ϕt,l , òî óðàâíåíèå (1) ñîïðÿæåííî íà îòðåçêå [m, l] .
Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî m ≥ 1 ñóùåñòâóþò öåëûå s, t : s ≥ t > m òàêèå,

÷òî
s∑

i=t

bi > ϕ−t,m + ϕ+
s , (13)

òî óðàâíåíèÿ (1) îñöèëëÿòîðíî.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.
Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ϕ−t,m, ϕ+

s è èç (13) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò öåëîå k : m + 1 ≤ k ≤ t ,
öåëîå n : s ≤ n òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (8).

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x̃ = {x̃i}i≥1, îïðåäåëÿÿ x̃i ïðè k ≤ i ≤ n êàê â (9) è x̃i = 0

ïðè m ≤ i ≤ k − 1 è ïðè i ≥ n + 1 . Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî x̃ ∈ ◦
Xm . Âû÷èñëÿÿ ∆x̃i, i ≥ 1, êàê â

òåîðåìå 1, èìååì:
∞∑

i=m

ai|∆x̃i|p =

(
t−1∑

i=k−1

a1−p′
i

)1−p

+

(
n∑

i=s

a1−p′
i

)1−p

, (14)

∞∑

i=m

bi+1|x̃i+1|p =
n∑

i=k

bi|x̃i|p ≥
s∑

i=t

bi −
t−1∑

i=k

b−i −
n∑

i=s+1

b−i . (15)

Òîãäà, èç (14) è (15), íà îñíîâàíèè (8) êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ïîëó÷èì, ÷òî âûïîë-
íåíî (6):

∞∑

i=m

(ai|∆x̃i|p − bi+1|x̃i+1|p) ≤ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû Â, óðàâíåíèå (1) îñöèëëÿòîðíî. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ñóùåñòâóþò òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë mk, tk, sk :
mk < tk ≤ sk, k ≥ 1 òàêèå, ÷òî mk →∞ ïðè k →∞ è

sk∑

i=tk

bi > ϕ−tk,mk
+ ϕ+

sk
, ∀k ≥ 1, (16)

òî óðàâíåíèå (1) îñöèëëÿòîðíî.
Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ñóùåñòâóþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë mk, sk :

sk ≥ mk + 1, k ≥ 1, òàêèå, ÷òî mk →∞ ïðè k →∞ è
sk∑

i=mk+1

bi ≥ amk
+ ask

, ∀k ≥ 1, (17)

òî óðàâíåíèå (1) îñöèëëÿòîðíî.
Ñëåäñòâèå 4 âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 3, òàê êàê â ñèëó ϕmk+1,mk

= amk
, ϕ+

sk
< ask

èç (17)
ñëåäóåò (16).

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 4 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñîäåðæàíèåì òåîðåìû 8.2.17 èç
[1].

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü
∞∑
i=1

a1−p′
i = ∞ ,

∞∑
j=1

|bj | < ∞ . Åñëè äëÿ ëþáîãî m ≥ 1

sup
t≥m+1

(ϕ−t,m)−1
∞∑

i=t

bi > 1,

òî óðàâíåíèå (1) îñöèëëÿòîðíî.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 5. Ïóñòü mk, k ≥ 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

òàêàÿ, ÷òî mk →∞ ïðè k →∞ . Äëÿ mk ïî îïðåäåëåíèþ sup ñóùåñòâóåò tk ≥ mk + 1 òàêîé,
÷òî ∞∑

i=tk

bi > ϕ−tk,mk
.

Òàê êàê ϕ+
s ≤ lim

j→∞

{
j∑

i=s+1
b−i + (

j∑
i=t

a1−p′
i )1−p

}
=

∞∑
i=s+1

b−i , òî ϕ+
s → 0 ïðè s → ∞ . Ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò öåëîå sk ≥ tk òàêîå, ÷òî
sk∑

i=tk

bi > ϕ−tk,mk
+ ϕ+

sk
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñëåäñòâèþ 4 óðàâíåíèå (1) îñöèëëÿòîðíî.
Àíàëîãè÷íî èç ñëåäñòâèÿ 5 èìååì
Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü ak → 0 ïðè k →∞ è ðÿä

∞∑
j=1

bj ñõîäèòñÿ. Åñëè lim
k→∞

a−1
k

∞∑
j=k+1

bj >

1 , òî óðàâíåíèå (1) îñöèëëÿòîðíî.
Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü

∞∑
i=1

a1−p′
i < ∞ . Åñëè äëÿ ëþáîãî t ≥ 1 sup

s>t
(ϕ+

s )−1
s∑

i=t
bi > 1 , òî

óðàâíåíèå (1) îñöèëëÿòîðíî.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 7. Ïî îïðåäåëåíèþ sup ñóùåñòâóåò st ≥ t òàêîé, ÷òî

(ϕ+
st

)−1
st∑
i=t

bi > 1 .
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Ïî îïðåäåëåíèþ ϕ+
st

ñóùåñòâóåò js ≥ st òàêîé, ÷òî

ϕ+
st

+ 1 ≥
js∑

i=st+1

b−i +

(
js∑

i=st

a1−p′
i

)1−p

≥ 1(
∞∑

i=st

a1−p′
i

)p−1 .

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ+
st
→∞ ïðè t →∞ . Òîãäà ñóùåñòâóåò st1 ≥ t òàêîé, ÷òî

(
ϕ+

st1

)−1
st1∑

i=t

bi >
ϕ−t,m
ϕ+

st1

+ 1.

Îòêóäà
st1∑
i=t

bi > ϕ−t,m + ϕ+
st1

äëÿ ëþáîãî t > m ≥ 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñëåäñòâèþ 3 óðàâíåíèå
(1) îñöèëëÿòîðíî.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü ak →∞ ïðè k →∞ . Åñëè äëÿ ëþáîãî m ≥ 1 lim

s→∞a−1
s

s∑
j=m+1

bj > 1 ,

òî óðàâíåíèå (1) îñöèëëÿòîðíî.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÅÊÎÐÐÅÊÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÏÓÀÑÑÎÍÀ Ñ ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÌ ÓÑËÎÂÈÅÌ
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Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎèÍ ÐÊ
050010 Àëìàòû Ïóøêèíà, 125 dzhenali@math.kz

ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè
050012 Àëìàòû Ìàñàí÷è, 39/47 kanzharbek-ikb@mail.ru

Â îãðàíè÷åííîé äâóìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè-Äèðèõëå äëÿ
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì. Èçó÷àåìàÿ ïðîáëåìà ñâåäåíà ê çàäà÷å îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ. Â òåðìèíàõ ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ ê âîïðîñó ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè
íåêîððåêòíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è.

Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñðåäè ñïåöèàëèñòîâ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè çíà÷èòåëüíî âîçðîñ èíòåðåñ ê çàäà÷àì, íå ÿâëÿþùèìèñÿ êîððåêòíûìè ïî J.Hadamard [1].
Îíè âñåãäà ïðèâëåêàëè âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé. Çäåñü ìîæíî îòìåòèòü êëàññè÷åñêèå ðàáîòû
J.Hadamard [1], À.Í.Òèõîíîâà [2], Ì.Ì.Ëàâðåíòüåâà [3] è ìíîãèõ äðóãèõ, îáðàòèâøèõ âíèìà-
íèå èññëåäîâàòåëåé íà íåêîððåêòíûå çàäà÷è è âíåñøèõ ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå ýòîãî
âàæíîãî íàïðàâëåíèÿ ìàòåìàòèêè.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷è ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ïðèìåíÿ-
þòñÿ ìåòîäû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â îáëàñòè Ω = {x, t| 0 < x < π, −1 < t < 1} ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

ytt(x, t) + yxx(x, t) = f(x, t), x ∈ (0, π), t ∈ (−1, 1), (1)
y(0, t) = 0, y(π, t) = 0, (2)
y(x,−1) = ϕ1(x), yt(x,−1) = ϕ2(x), (3)
yt(x, 1) ∈ Ug − âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç L2(0, π). (4)

Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äàííûå
â çàäà÷å (1)�(4) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

f ∈ L2(Ω), ϕ1 ∈ H1
0 (0, π), ϕ2 ∈ L2(0, π). (5)

Keywords: spectral problem, eigenfunction, spectrum
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 35J05, 35J25, 49J20, 49K20
c Ì. Ì. Àìàíãàëèåâà, Ì. Ò. Äæåíàëèåâ, Ê. Á. Èìàíáåðäèåâ, 2010.
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Â êíèãå R.Lattes, J.-L.Lions [4] óêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïî-
ñòàâëåííîé â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) (ïî ýòîìó ïîâîäó ñì. òàêæå ðàáîòó [5, ãë.9, ñ.253�268]).

Îòìåòèì, ÷òî êðèòåðèé êîððåêòíîñòè îäíîðîäíîé ñìåøàííîé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-
íèÿ Ïóàññîíà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè áûë óñòàíîâëåí â ðàáîòå Êàëüìåíîâà Ò.Ø. è Èñêà-
êîâîé Ó.À. [6] Â íåé êðèòåðèé êîððåêòíîñòè áûë ïîëó÷åí â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
è êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòå-
ìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà îáîáùåííûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ñ íàëè÷èåì
îïåðàòîðà îòêëîíåíèÿ-èíâåðòèðîâàíèÿ ïî îäíîé èç äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Â ðàáî-
òå [7] ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Îáùèé ìåòîä
ðåãóëÿðèçàöèè ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè áûë ïðåäëîæåí Òèõîíîâûì À.Í. [2]. Â ðàáîòå R.Lattes è J.-L.Lions [4] äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè
íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä êâàçèîáðàùåíèÿ ïóòåì çàìåíû
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâîì âñïîìîãàòåëüíûõ (èìåþùèõ áîëåå âûñîêèé äèôôåðåíöèàëü-
íûé ïîðÿäîê) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ðåøàåòñÿ êîððåêòíàÿ ãðàíè÷íàÿ
çàäà÷à. Îñîáåííîñòè è âîïðîñû ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷ Êîøè äëÿ àáñòðàêòíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè èçó÷àþò Melnikova I.V. è Anufrieva U.A. [8],
ãäå íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ïîëóãðóïï èìè ïîëó÷åíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ è
ðåãóëÿðèçîâàííûõ ðåøåíèé.

2. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷å (1)�(4) ñëåäóþùóþ îïòèìèçà-
öèîííóþ çàäà÷ó:

ytt(x, t) + yxx(x, t) = f(x, t), (6)
y(0, t) = y(π, t) = 0, (7)
yt(x,−1) = ϕ2(x), yt(x, 1) = ψ(x), (8)

ôóíêöèîíàë îïòèìàëüíîñòè:

J (ψ) =

π∫

0

|yx(x,−1)− ϕ′1(x)|2dx → min
ψ∈Ug

, (9)

ãäå ψ èãðàåò ðîëü ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ.
Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàäà÷à (6)�(9) òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåêîð-

ðåêòíîé.
3. Ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ íåêîð-

ðåêòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë α ·
π∫
0

|ψ(x)|2dx

(α > 0 ) ìîæåò ñëóæèòü ñòàáèëèçàòîðîì.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà:

Jα(ψ) =

π∫

0

|yx(x,−1)− ϕ′1(x)|2dx + α

π∫

0

|ψ(x)|2dx → min
ψ∈Ug

. (10)

Äëÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè (6)�(8) è (10) íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ýëåìåíò ψ ∈ L2(0, π) , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

J (
ψ

)
= inf

ψ∈Ug

J (ψ),

íàçîâåì îïòèìàëüíûì.
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Âåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
y(x, t; ψ) � åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(8), ñîîòâåòñòâóþùåå çàäàííîìó óïðàâëåíèþ ψ(x) ∈

Ug ;
y(x, t; 0) ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ çàäà÷è (6)�(8) ïðè ψ(x) ≡ 0;

π(ψ1, ψ2) =

π∫

0

[yx(x,−1;ψ1)− yx(x,−1; 0)]×

× [yx(x,−1;ψ2)− yx(x,−1; 0)]dx + α ·
π∫

0

ψ1(x) · ψ2(x)dx;

L(ψ1) =

π∫

0

[ϕ′1(x)− yx(x,−1; 0)][yx(x,−1;ψ1)− yx(x,−1; 0)]dx,

çäåñü π(ψ1, ψ2) � áèëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôîðìà íà Ug , à L(ψ1) � ëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôîðìà íà Ug . Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ôóíêöèîíàë (10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì
âèäå:

Jα(ψ) = π(ψ,ψ)− 2L(ψ) +

π∫

0

|yx(x,−1; 0)− ϕ′1(x)|2dx.

4. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è è âàðèàöèîííîå íåðàâåí-
ñòâî. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [9].
Òåîðåìà 1. Òàê êàê π(ψ, ψ) � áèëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà íà Ug, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

π(ψ, ψ) ≥ c‖ψ‖2, (c = const > 0),

òî äëÿ çàäà÷è (6)�(8), (10) íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò ψ ∈ Ug :

J (ψ) = inf
ψ∈Ug

J (ψ),

è ýòîò ýëåìåíò áóäåò åäèíñòâåííûì.
Ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(8), (10) îáîçíà÷èì:

ψ(x) = arg min
ψ∈Ug

Jα(ψ).

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [9] ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 1. ψ ∈ Ug ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

〈Jαψ

(
ψ

)
, ψ − ψ

〉
> 0, ∀ ψ ∈ Ug,

ò.å. âûïîëíÿåòñÿ:
π∫

0

[
yx

(
x,−1;ψ

)− ϕ′1(x)
] · ∂

∂x

{
yψ

(
x,−1;ψ

) · [ψ(x)− ψ(x)
]}

dx+

+ α ·
π∫

0

ψ(x) · [ψ(x)− ψ(x)
]
dx > 0, ∀ ψ ∈ Ug. (11)
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Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî (11). Äëÿ ýòîãî ïðîèçâîäíóþ ðåøåíèÿ y(x, t; ψ) ãðàíè÷íîé çàäà÷è
(6)�(8) ïî íàïðàâëåíèþ ψ − ψ ïðåäñòàâèì â âèäå:

yψ

(
x, t;ψ

) · [ψ − ψ
]

= y(x, t; ψ)− y
(
x, t; ψ

)
.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (11) ïðèíèìàåò âèä:

π∫

0

[
yx

(
x,−1;ψ

)− ϕ′1(x)
] · [yx(x,−1;ψ)− yx

(
x,−1;ψ

)]
dx+

+ α ·
π∫

0

ψ(x) · [ψ(x)− ψ(x)
]
dx > 0, ∀ ψ ∈ Ug. (12)

5. Ñîïðÿæåííàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à. Ââåäåì ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó:




vtt(x, t) + vxx(x, t) = 0, x ∈ (0, π), t ∈ (−1, 1);
v(0, t) = v(π, t) = 0, t ∈ (−1, 1);
x∫
η

vt(ξ,−1)dξ = −yx

(
x,−1;ψ

)
+ ϕ′1(x) + yη

(
η,−1;ψ

)− ϕ′1(η),

∀ 0 < η < x < π, vt(x, 1) = 0,

(13)

è ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
1∫

−1

π∫

0

[ỹtt (x, t) + ỹxx (x, t)] · v(x, t; ψ)dxdt = 0,

ãäå ỹ(x, t) = y(x, t;ψ)− y(x, t;ψ). Ïðåîáðàçóÿ ýòî âûðàæåíèå, íàõîäèì:

1∫

−1

π∫

0

[ỹtt(x, t) + ỹxx(x, t)] · v(x, t; ψ)dxdt =

π∫

0

[ψ(x)− ψ(x)]v(x, 1;ψ)dx+

+

π∫

0

[y (x,−1;ψ)− y
(
x,−1;ψ

)
] · vt(x,−1;ψ)dx = 0. (14)

6. Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî
x∫
η

vt(ξ,−1)dξ = −yx

(
x,−1;ψ

)
+ϕ′1(x)+

yη

(
η,−1;ψ

)− ϕ′1(η), ∀ 0 < η < x < π, ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (14) â âèäå:
π∫

0

[yx

(
x,−1;ψ

)− ϕ′1(x)] · [yx (x,−1;ψ)− yx

(
x,−1;ψ

)
]dx = −

π∫

0

v(x, 1) · [ψ(x)− ψ(x)]dx. (15)

Èç ñîîòíîøåíèé (15) è (12) ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó:
π∫

0

[−v(x, 1;ψ) + α · ψ(x)
] · [ψ(x)− ψ(x)

]
dx > 0, ∀ ψ ∈ Ug. (16)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â âèäå óòâåðæäåíèÿ:
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Óòâåðæäåíèå 2. ×òîáû ýëåìåíò ψ áûë îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì â çàäà÷å (6)�(8) è (10),
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí óäîâëåòâîðÿë ãðàíè÷íûì çàäà÷àì (6)�(8), (13) è âàðèà-
öèîííîìó íåðàâåíñòâó (16).

7. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ óñëîâèé îïòèìàëü-
íîñòè (6)�(8), (13) è (16) èñïîëüçóåì ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ
ãðàíè÷íûõ çàäà÷ (6)�(8) è (13) â âèäå

y(x, t) =
∞∑

k=1

yk(t)Xk(x), v(x, t) =
∞∑

k=1

vk(t)Xk(x),

ãäå
Xk(x) =

sin kx√
π/2

, λk = k2, k = 1, 2, ..., (17)

ñèñòåìû îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷è:

−X ′′(x) = λ ·X(x), X(0) = X(π) = 0.

Èç (6)�(8), (13) è (16) ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì:
{

y′′k(t)− k2yk(t) = fk(t), t ∈ (−1, 1),
y′k(−1) = ϕ2k; y′k(1) = ψk; k = 1, 2, ...,

(18)

{
v′′k(t)− k2vk(t) = 0, t ∈ (−1, 1),
v′k(−1) = k2[yk(−1)− ϕ1k]; v′k(1) = 0; k = 1, 2, ...,

(19)

[−vk(1) + α · ψk

] · [ψk − ψk

]
> 0, äëÿ ∀ ψk, k = 1, 2, ..., (20)

ãäå fk(t), ϕ1k, ϕ2k, ψk, ψk, k = 1, 2, ..., � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé f(x, t), ϕ1(x),
ϕ2(x) è ψ(x), ψ(x) ïî ñèñòåìå (17).

Âûïèøåì ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ (18) è (19):

yk(t) = ψk ·
ch k(t + 1)

sh 2k
− ϕ2k · ch k(1− t)

k sh 2k
+

1∫

−1

Gk(t, τ) · fk(τ)dτ ; (21)

vk(t) = −[yk(−1)− ϕ1k] · k ch k(1− t)
sh 2k

; (22)
ãäå

Gk(t, τ) =




−ch k(1− t) · ch k(1 + τ)

sh 2k
, −1 < τ < t < 1;

−ch k(1− τ) · ch k(1 + t)
sh 2k

, −1 < t < τ < 1.

Èç (21)�(22) è (20) íàõîäèì:

−vk(1) = [yk(−1)− ϕ1k] · k

sh 2k
,

yk(−1;ψk) = −ϕ2k
cth 2k

k
+ ψk

1
sh 2k

+

1∫

−1

Gk(−1, τ)fk(τ)dτ,
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Akαψk − ϕ1k − ϕ2k

cth 2k

k
+

1∫

−1

Gk(−1, τ)fk(τ)dτ


 · [ψk − ψk

] ≥ 0 äëÿ ∀ ψk. (23)

ãäå Akα =
k + α sh2 2k

k sh 2k
, k = 1, 2, ...

8. Ïðèìåíåíèå ê íåêîððåêòíîé çàäà÷å. Òåïåðü îñâîáîäèìñÿ îò äîïîëíèòåëüíîãî óñëî-
âèÿ (4), ò.å. ðàññìîòðèì íåêîððåêòíóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó Êîøè-Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà (1)�(3).

Òàê êàê äëÿ ôóíêöèé ψ(x) íåò îãðàíè÷åíèé, êðîìå ïðèíàäëåæíîñòè ïðîñòðàíñòâó
L2(0, π) , òî èç (23) íàõîäèì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ Ôóðüå-êîýôôèöèåíòîâ ψk, k = 1, 2, ... :

ψk = A−1
kα


ϕ1k + ϕ2k

cth 2k

k
−

1∫

−1

Gk(−1, τ)fk(τ)dτ


 . (24)

Äàëåå, ïðè α → 0 èç (21) è (24) èìååì:

yk0(t) = lim
α→0

yk(t) = ϕ1k ch k(1 + t) + ϕ2k
sh k(1 + t)

k
−

− ch k(1 + t)

1∫

−1

Gk(−1, τ)fk(τ)dτ +

1∫

−1

Gk(t, τ) · fk(τ)dτ, (25)

ψk0 = lim
α→0

ψk = ϕ1k sh 2k + ϕ2k
ch 2k

k
− sh 2k

1∫

−1

Gk(−1, τ)fk(τ)dτ. (26)

Êðîìå òîãî, ðåøåíèÿ yk(t) , íàéäåííûå ïî ôîðìóëå (21) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïòèìàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ψk, k = 1, 2, ... (24), äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïðåäåëüíûì ñîîòíîøå-
íèÿì: lim

α→0
yk(−1) = ϕ1k, êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî èìåþò ìåñòî. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ óñëîâèåì

y(x,−1) = ϕ1(x) èç (3).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (6)�(9) â ñîîòâåòñòâèè (26) ñîñòà-

âèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

ψ(x) =
∞∑

k=1

√
2/π sh 2k


ϕ1k + ϕ2k

cth 2k

k
−

1∫

−1

Gk(−1, τ)fk(τ)dτ


 sin kx,

à äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè-Äèðèõëå (1)�(3) ïîëó÷èì ðåøåíèå íà îñíîâå ôîðìóë (25).
Èç ðàâåíñòâ (25) è (26) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò:
âî-ïåðâûõ, ÷òî ñ ðîñòîì èíäåêñà k è ïðè α → 0 êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè ψ(x) è

ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèå yk(t) ìîãóò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü, åñëè ýòîò ðîñò íå áóäåò "ïîäàâ-
ëÿòüñÿ" ñîîòâåòñòâóþùèì áîëåå áûñòðûì óìåíüøåíèåì àáñîëþòíûõ âåëè÷èí êîýôôèöèåíòîâ
ϕ1k, ϕ2k è çíà÷åíèé íîðì ‖fk(t)‖L2(−1,1);

âî-âòîðûõ, ÷òî ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (1)�(3) ïðè óñëîâèÿõ (5) èìååò åäèíñòâåííîå L2 -ñèëüíîå
ðåøåíèå [10], òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

{exp{2k} · ϕ1k}∞k=1 ,
{
k−1 exp{2k} · ϕ2k

}∞
k=1

,
{
exp{2k} · ‖fk(τ)‖L2(−1,1)

}∞
k=1

⊂ l2.
(27)
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Òàêèì îáðàçîì, ñòàíîâèòüñÿ ÿñíûì íå òîëüêî ñìûñë ðåãóëÿðèçàöèè â çàäà÷å (6)�(8) è (10),
íî è ïðèðîäà íåêîððåêòíîñòè â çàäà÷å Êîøè-Äèðèõëå (1)�(3) [6, 7]. À ðåãóëÿðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò
íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå.

Â-òðåòüèõ, ðàññìîòðèì ïðèìåð Àäàìàðà [11, ñ.37]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü àíàëîã ïðèìåðà
Àäàìàðà â çàäà÷å (1)�(3) íåîáõîäèìî ïðèíÿòü:

f(x, t) = 0, ϕ1(x) = 0, ϕ2(x) =
√

2/π · k · exp{−
√

k} sin kx, k ∈ N.

Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè-Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà áóäåò èìåòü âèä:

y(x, t) =
√

2/π · exp{−
√

k} sin kx · sh k(t + 1), k ∈ N. (28)

Ýòî ðåøåíèå çàäà÷è â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðèìåðå Àäàìàðà åäèíñòâåííî. Áîëåå òîãî,
ïðè k →∞ ôóíêöèÿ ϕ2(x) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ïðèòîì íå òîëüêî ñàìà, íî è âñå åå
ïðîèçâîäíûå è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(0, π) . Îäíàêî ðåøåíèå (28) ïðè ëþáîì t > −1
èìååò âèä ñèíóñîèäû ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé àìïëèòóäîé è íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
L2((0, π)× (−1, 1)) .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕ2(x) óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ (27), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ϕ2k èìåëè àñèìïòîòèêó äëÿ áîëüøèõ k ïîðÿäêà exp{−(2+ε)k} ,
ãäå ε > 0. Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðèìåðå Àäàìàðà èìååì àñèìïòîòèêó âñåãî ëèøü ðàâíóþ
exp{−

√
k}, ÷òî ÿâíî íåäîñòàòî÷íî äëÿ êîððåêòíîñòè çàäà÷è Êîøè-Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

Ïóàññîíà.
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ÑÒÐÀÒÅÃÈÈ ÈÃÐÎÊÎÂ Â ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÈÃÐÅ
Ñ ÒÅÐÌÈÍÀËÜÍÛÌ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ
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Êàçàõñòàíñêî-Áðèòàíñêèé Òåõíè÷åñêèé Óíèâåðñèòåò
050000 Àëìàòû Òîëå áè, 59 s.amirgalieva@kbtu.kz

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû ñòðàòåãèè èãðîêîâ â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå, äèíàìèêà êîòîðûõ îïèñûâàåò-
ñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü äèôôåðåíöèàëü-
íûõ èãð çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èãðîêè íå çíàþò äåéñòâèÿ ïðîòèâíèêà â áóäóùåì. Èññëåäîâàíû
ñòðàòåãèè èãðîêîâ, èñïîëüçóþùèå òó èëè èíóþ èíôîðìàöèþ î òåêóùåé ïîçèöèè è î äåéñòâèÿõ
ïðîòèâíèêà â èãðå ñ òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì.

Ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ââåñòè öåëûé ðÿä íîâûõ ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé ε � ñòðàòå-
ãèé. Â ñòàòüå îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì èç íèõ è èññëåäóåì èãðó â ýòèõ ñòðàòåãèÿõ. Èñïîëüçóÿ
ìîäèôèêàöèè ε � ñòðàòåãèé ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó îá àëüòåðíàòèâå, àíàëîãè÷íóþ [1], ñî-
ãëàñíî êîòîðîé ïðîñòðàíñòâî èãðû ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà. Ïåðâîå ïîäìíîæåñòâî
îïèñûâàåò âñå íà÷àëüíûå ïîçèöèè, áëàãîïðèÿòíûå äëÿ èãðîêà P , âòîðîå � äëÿ èãðîêà E.

Ðàññìîòðèì äèíàìèêó èãðû, îïèñûâàåìóþ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ż = f(z, u, v), (1)
ãäå z ∈ En, u ∈ U , v ∈ V , U è V � êîìïàêòû â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïàðàìåòðàìè U è V ðàñïîðÿæàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èãðîêè P (äîãîíÿþùèé) è E (óáåãàþ-
ùèé). Ïîä äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè èãðîêîâ P è E áóäóò ïîíèìàòüñÿ ôóíêöèè u(t) è v(t) ñî
çíà÷åíèÿìè â U è V ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé èãðîêîâ P è E,
îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [a, b] (ïîëóèíòåðâàëå [a, b)), áóäåì ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷àòü ÷åðåç
U [a, b] è V [a, b] (U [a, b) è V [a, b)).

Ñ÷èòàåì, ÷òî â äàëüíåéøåì ôóíêöèÿ f è ìíîæåñòâà U è V óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
ïðåäïîëîæåíèÿì.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ôóíêöèÿ f(z, u, v) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è ëîêàëü-
íî Ëèïøèöåâà ïî z (ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî z íà êàæäîì êîìïàêòå K ⊂ En

ñ êîíñòàíòîé LK , çàâèñÿùåé îò K).
Ïðåäïîëîæåíèå 2. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C ≥ 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ z ∈ En, u ∈ U ,

v ∈ V

Keywords: Di�erential game, strategy, terminal set
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 49M40, 91A23
c Ñ. Í. Àìèðãàëèåâà, 2010.
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|〈z, f(z, u, v)〉| ≤ C(1 + ‖z‖2).

Ïðåäïîëîæåíèå 3. Ìíîæåñòâî f(z, U, v) âûïóêëî äëÿ âñåõ z ∈ En, v ∈ V .
Ïðåäïîëîæåíèÿ 1 è 2 ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è ïðîäîëæèìîñòü ðåøå-

íèÿ z(t) óðàâíåíèÿ (1) íà âñþ ïîëóîñü [0, +∞) ïðè ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì óñëîâèè z(0) = z0

è ïðè ïîäñòàíîâêå â (1) âìåñòî ïàðàìåòðîâ u è v ëþáûõ äîïóñòèìûõ óðàâíåíèé u(t) è v(t)
èãðîêîâ P è E ñîîòâåòñòâåííî.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ðåøåíèå z(t) óðàâíåíèÿ (1), ñîîòâåòñòâóþùåå u(t), v(t) è íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ z(0) = z0 ÷åðåç

z(t|u(·), v(·), z0).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë [0, θ], θ < +∞. Ïðåäïîëîæåíèå 3 ãàðàíòèðóåò â òîïî-
ëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îòðåçêå [0, θ] êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ðàçëè÷íûì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì u(·) èãðîêà P è íà÷àëüíîé ïîçèöèè z0. Ñêàçàííîå
îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ z0 íå ôèêñèðîâàíà è ïðîáåãàåò íåêîòîðîå êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî K ⊂ En.

Èç îïèñàííîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè uk(·) ∈ U [0, θ], xk ∈ K, k = 1, 2, ..., � íåêîòîðûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è

zk(t) = z(t|uk(·), v(·), xk)

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü { zkm(·)} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { zk(·)}, êîòîðàÿ ðàâíîìåðíî íà [0, θ] ñõîäèòñÿ ê ôóíê-
öèè z0(·). Ïðè÷åì ñóùåñòâóþò òàêèå u(·) ∈ U [0, θ], x ∈ K, ÷òî

z0(t) = z(t|u(·), v(·), x).

Äàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, åñëè ðàññìàòðèâàòü íå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à íàïðàâ-
ëåííîñòè [1].

Ðàññìîòðèì èãðû ñ òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì, ãäå öåëè èãðîêîâ îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà M ⊂ En è ìíîæåñòâà ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé N ⊂ En. Ìíîæåñòâà M
è N ïðåäïîëàãàþòñÿ çàìêíóòûìè, ïðè÷åì M ⊂ N .

Çàôèêñèðóåì ìîìåíò θ > 0. Öåëü èãðîêà P ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîáèòüñÿ âêëþ÷åíèé
z(θ) ∈ M , z(t) ∈ N , äëÿ âñåõ t ∈ [0, θ], ò.å. âûâåñòè òðàåêòîðèþ z(t) íà M â ìîìåíò θ, óäåðæàâ
åå âî ìíîæåñòâå N . Öåëü èãðîêà E � ïðîòèâîïîëîæíàÿ è ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîáèòüñÿ óñëîâèé:
ëèáî z(θ) /∈ M , ëèáî äëÿ íåêîòîðîãî t < θ z(t) /∈ N .

Â èãðàõ ñ òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì M è N âûáèðàþòñÿ íå ïðîèçâîëüíûìè, à çàìêíóòûìè
ïîäìíîæåñòâàìè â En. Ýòî äåëàåòñÿ äëÿ óäîáñòâà ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àïïàðàòà.

Èãðîê E áóäåò âûáèðàòü ñâîå òåêóùåå óïðàâëåíèå, ïîëüçóÿñü â îñíîâíîì çíàíèåì òåêóùåé
ïîçèöèè.

Äëÿ èãðîêà P èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè. Ýòî ε-ñòðàòåãèè [1], â êîòîðûõ ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ íàèáîëüøàÿ èíôîðìàöèîííàÿ äèñêðèìèíàöèÿ ïðîòèâíèêà: èãðîê E ñîîáùàåò ñâîå
óïðàâëåíèå èãðîêó P íà íåêîòîðîå âðåìÿ ε > 0 âïåðåä. Êðîìå òîãî, èãðîê P ïîëüçóåòñÿ èíôîð-
ìàöèåé î òåêóùåé ïîçèöèè. Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðîì ε ðàñïîðÿæàåòñÿ èãðîê E, òî ε-ñòðàòåãèè
ýêâèâàëåíòíû ñòðàòåãèÿì, â êîòîðûõ èãðîê P âûáèðàåò ñâîå òåêóùåå óïðàâëåíèå, çíàÿ íà-
÷àëüíóþ ïîçèöèþ è âñþ ïðåäûñòîðèþ äåéñòâèé ïðîòèâíèêà. Ýòè ñòðàòåãèè ñòðîÿòñÿ íà îñíî-
âå íåêîòîðûõ âîëüòåððîâñêèõ îòîáðàæåíèé. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïîñëåäíèõ ñòðàòåãèé ÿâëÿþòñÿ
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ñòðàòåãèè, â êîòîðûõ èãðîê P âûáèðàåò ñâîå òåêóùåå óïðàâëåíèå, çíàÿ íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ è
òåêóùåå óïðàâëåíèå ïðîòèâíèêà. Òàêóþ ñòðàòåãèþ áóäåì íàçûâàòü êîíòðñòðàòåãèåé [2].

Îïðåäåëåíèå 1. ×åðåç Pε, ε ≥ 0, îáîçíà÷èì îïåðàòîð, êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
êàæäîìó çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó M ⊂ En ìíîæåñòâî PεM âñåõ òî÷åê zo ∈ En òàêèõ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ v(t), t ∈ [0, ε], èãðîêà E ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå óïðàâëå-
íèå u(t), t ∈ [0, ε], èãðîêà P , òàêîå ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ z(t) = z(t|u(·), v(·), z0)
óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëîì â z0 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå z(ε) ∈ M , ò.å. òðàåêòîðèÿ z(t) ñ íà÷à-
ëîì â z0 ïîïàäàåò íà M â ìîìåíò ε.

Ôîðìàëüíî ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ îïåðàòîð Pε ìîæíî îïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

PεM =
⋂

v(·)∈V [0,ε]

⋃

u(·)∈U [0,ε]

{z0 ∈ En : z(ε|u(·), v(·), z0) ∈ M}. (2)

Çàìå÷àíèå 1. Â îïðåäåëåíèè 1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óïðàâëåíèÿ u(·) è v(·) îïðåäåëåíû
òîëüêî íà ïîëóîòêðûòîì èíòåðâàëå [0, ε), ïîñêîëüêó èçìåíåíèå çíà÷åíèé óïðàâëåíèé u(t) è
v(t) â îäíîé òî÷êå íå èçìåíÿåò òðàåêòîðèþ. Ïðè ýòîì ðåøåíèå z(t), îïðåäåëåííîå íà [0, ε),
âñåãäà ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì íåïðåðûâíî ïðîäëèòü íà îòðåçîê [0, ε], ïîëîæèâ z(ε) =
lim
t→ε

z(t).
Çàìå÷àíèå 2. Ìíîæåñòâî PεM ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ

ïîçèöèé z0, íà÷èíàÿ èç êîòîðûõ èãðîê P ìîæåò âûâåñòè òðàåêòîðèþ z(t) íà M â ìîìåíò
ε, çíàÿ óïðàâëåíèå v(t) èãðîêà E íàïåðåä íà âñåì èíòåðâàëå [0, ε]. Åñëè æå zo /∈ PεM , òî ñó-
ùåñòâóåò òàêîå óïðàâëåíèå èãðîêà E, ÷òî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé èãðîêà P ñïðà-
âåäëèâî z(ε) /∈ M . Â ýòîì ñëó÷àå ñòðàòåãèè èãðîêîâ ÿâëÿþòñÿ ïðîãðàììíûìè, ò.å. îíè âû-
áèðàþò ñâîè óïðàâëåíèÿ ñðàçó íà âñåì èíòåðâàëå [0, ε]. Ïðè ýòîì èãðîê E çíàåò z0, à èãðîê
P ïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèåé î z0 è î óæå âûáðàííîì óïðàâëåíèè v(t), t ∈ [0, ε].

Ëåììà 1. Ìíîæåñòâî PεM ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì äëÿ ìíîæåñòâà M .
Îïèøåì ñòðàòåãèè è õîä èãðû. Õàðàêòåðíîé ÷åðòîé ε- ñòðàòåãèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èãðîê P

ïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèåé î áóäóùåì óïðàâëåíèè èãðîêà E íà íåêîòîðîì âðåìåííîì èíòåðâàëå,
äëèíà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ èãðîêîì E.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå íåôîðìàëüíîå îïèñàíèå õîäà èãðû. Èãðà ìîæåò ïðîõîäèòü íà êîíå÷-
íîì îòðåçêå [0, θ] èëè íà áåñêîíå÷íîé ïîëóîñè [0,+∞). Â ïåðâîì ñëó÷àå èãðîê E â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè âûáèðàåò êîíå÷íîå ðàçáèåíèå ω = {τ0 = 0 ≤ τ1 ≤ ... ≤ τk = θ} îòðåçêà [0, θ], âî
âòîðîì ñëó÷àå èãðîê E âûáèðàåò ðàçáèåíèå ω = {τ0 = 0 ≤ τ1 ≤ ... ≤ τk ≤ ...} ïîëóîñè [0, +∞)
òî÷êàìè τi, íå èìåþùèìè òî÷åê ñãóùåíèÿ.

Ïóñòü â ìîìåíò τi−1 äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â òî÷êå z(τi−1), i = 1, 2, .... Ïîëüçóÿñü
ýòîé èíôîðìàöèåé èãðîê E âûáèðàåò ñâîå óïðàâëåíèå vi(t), t ∈ [τi−1, τi). Ñ÷èòàåì, ÷òî èãðîê
P çíàåò τi−1, z(τi−1) è vi(t), t ∈ [τi−1, τi) è âûáèðàåò ñâîå óïðàâëåíèå ui(t), t ∈ [τi−1, τi). Ïîä-
ñòàâëÿÿ vi(t) è ui(t) â (1) ìîæíî íàéòè ðåøåíèå z(t) óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëîì â z(τi−1). Â ñèëó
Ëèïøèöåâîñòè z(t) ýòî ðåøåíèå ìîæíî ïðîäëèòü íà îòðåçîê [τi−1, τi]. Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà â ìîìåíò τi íàõîäèòñÿ â òî÷êå z(τi) è ïîâòîðÿåì ïðîöåññ äàëüøå. Ïîñêîëüêó
÷èñëî òî÷åê τi ëèáî êîíå÷íî, ëèáî îíè íå èìåþò òî÷åê ñãóùåíèÿ, òî ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî
ïðîöåññà ñòðîèòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) íà âñåì îòðåçêå [0, θ] èëè íà âñåé ïîëóîñè [0,+∞).

Îòìåòèì, ÷òî â õîäå èãðû èãðîê P â êàæäûé ìîìåíò τi−1 çíàåò óïðàâëåíèå èãðîêà E íà
âðåìÿ εi = τi − τi−1 âïåðåä, ò.å. âîçíèêàåò èíôîðìàöèîííàÿ äèñêðèìèíàöèÿ èãðîêà E.

Îïèøåì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ε-ñòðàòåãèé [1].
Îïðåäåëåíèå 2. ε-ñòðàòåãèåé èãðîêà P íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ΓP (z, τ, v(·), ε), êîòî-

ðîå òî÷êå z ∈ En, ìîìåíòó τ ≥ 0, ÷èñëó ε > 0 è óïðàâëåíèþ v(·) ∈ V [0, ε) ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå óïðàâëåíèå u(·) ∈ U [0, ε).
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Îïðåäåëåíèå 3. Ïîä ε- ñòðàòåãèåé èãðîêà E íàçûâàåòñÿ ïàðà îáúåêòîâ: ðàçáèåíèå ω =
{τ0 = 0 ≤ τ1 ≤ ... ≤ τk ≤ ...}, òî÷êàìè τi, íå èìåþùèìè òî÷åê ñãóùåíèÿ è îòîáðàæåíèÿ
ΓE(z, i), êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå z ∈ En è öåëîìó ÷èñëó i > 0 óïðàâëåíèå
v(·) ∈ V [0, εi), ãäå εi = τi − τi−1.

Îïèøåì òåïåðü ôîðìàëüíî õîä èãðû, ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåííûå âûøå ε-ñòðàòåãèè. Òàêèì
îáðàçîì, ñ÷èòàåì, ÷òî çàäàíû îòîáðàæåíèÿ ΓP , ΓE è ðàçáèåíèå ω.

Ïóñòü z0 � íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ. Â ìîìåíò τ0 = 0 èãðîê E âûáèðàåò äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå:

v(t) = ΓE(z0, 1)(t), t ∈ [0, εi).

Èãðîê P , çíàÿ z0, τ = τ0 = 0, ε1 è v(t), [0, ε1), ñòðîèò íà èíòåðâàëå [0, ε1) óïðàâëåíèå:

u(t) = ΓP (z0, 0, v(·), ε1)(t), t ∈ [0, ε1).

Ïóñòü z(t) � ðåøåíèå (1), ñîîòâåòñòâóþùåå u(·) è v(·) ñ íà÷àëîì â z0 íà èíòåðâàëå [0, ε1). Ýòî
ðåøåíèå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà èíòåðâàë [0, ε1]. Â ìîìåíò τ1 âîçüìåì òî÷êó z(τ1) çà íà÷àëüíóþ
è ïîâòîðèì îïèñàííûé ïðîöåññ.

Â ðåçóëüòàòå ê ìîìåíòó τi áóäóò ïîñòðîåíû óïðàâëåíèÿ u(t) è v(t) íà èíòåðâàëå [0, τi) è
òðàåêòîðèÿ z(t) íà èíòåðâàëå [0, τi]. Â ìîìåíò τi èãðîê E âûáèðàåò óïðàâëåíèå:

v(t + τi) = ΓE(z(τi), i + 1)(t), t ∈ [0, εi+1),

à èãðîê P � óïðàâëåíèå:

u(t + τi) = ΓP (z(τi), τi, v(t + τi), εi+1)(t), t ∈ [0, εi+1).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óïðàâëåíèÿ u(t) è v(t) íà [0, τi+1) è ðåøåíèå z(t), t ∈ [0, τi+1].
Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ äàëüøå, ïîñòðîèì óïðàâëåíèÿ u(t), v(t) è ðåøåíèå z(t) íà èíòåðâàëå

[0, θ] èëè ïîëóîñè [0, +∞).
Çàìå÷àíèå 3. Îïèøåì ìîäèôèêàöèè ε � ñòðàòåãèé, êîòîðûå, êàê áóäåò âèäíî èç èçëî-

æåííîãî íèæå, ýêâèâàëåíòíû îïðåäåëåííûì â îïðåäåëåíèÿõ 1, 2.
1. Èãðîê E ìîæåò ñîîáùèòü çàðàíåå èãðîêó P ñâîå ðàçáèåíèå ω, âûáðàííîå â íà÷àëüíûé

ìîìåíò. Â ýòîì ñëó÷àå èíôîðìàöèîííàÿ äèñêðèìèíàöèÿ èãðîêà E óñèëèâàåòñÿ, èãðîê P ìî-
æåò ïîäðóãîìó ñòðîèòü ñâîå óïðàâëåíèå, îäíàêî ñâîå ïîëîæåíèå îí íå óëó÷øèò.

2. Èãðîê E ìîæåò íå âûáèðàòü çàðàíåå â ìîìåíò τ0 = 0 ðàçáèåíèå ω, à óêàçûâàòü ìîìåí-
òû τi â ïðîöåññå èãðû. Ïðè ýòîì âûáîð τi ìîæåò çàâèñåòü îò τi−1 è z(τi−1). Åñëè ìíîæåñòâî
{τi, i = 1, 2, ...} íå èìååò òî÷åê ñãóùåíèÿ, òî èãðà ïðîõîäèò òàêèì æå îáðàçîì, êîòîðûé áûë
îïèñàí âûøå. Óïðàâëåíèÿ u(t), v(t) è ðåøåíèå (1) z(t) îïðåäåëÿþòñÿ íà âñåì [0, θ] èëè [0, +∞).
Åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êè ñãóùåíèÿ, òî íåîáõîäèìî ââåäåíèå íîâûõ ïîíÿòèé, êîòîðûå áû ïîç-
âîëèëè ïðîäîëæàòü ðåøåíèå íà âåñü îòðåçîê [0, θ] èëè ïîëóîñü [0, +∞).

Â îïèñàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èãðîêà E øèðå òîãî, êîòîðîå áûëî îïèñàíî â
îïðåäåëåíèè 3.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÔÎÐÌÓËÛ
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Èíñòèòóò ïðîáëåì èíôîðìàòèêè è óïðàâëåíèÿ ÌÎèÍ ÐÊ
050010 Àëìàòû Ïóøêèíà, 125

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Ýðëàíãà äëÿ ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îò-
êàçàìè. Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷åíû åå ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ, áîëåå
óäîáíûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîòåðü íàãðóçêè. Ïîëó÷åíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïîä-
ñ÷åòà âåðîÿòíîñòè ïîòåðü è ïðåäñòàâëåíèå ôîðìóëû Ýðëàíãà â èíòåãðàëüíîì âèäå.

Èíòåíñèâíûå ðàçðàáîòêè ïî ïðîåêòèðîâàíèþ è ïðàêòè÷åñêîìó âíåäðåíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñåòåé â ðàçëè÷íûå ñôåðû ïðîèçâîäñòâåííîé è íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè âûäâèíóëè ðÿä íàèáîëåå
àêòóàëüíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ìîäåðíèçàöèåé òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ðàçâèòèè è
ñîâåðøåíñòâîâàíèè ýëåêòðîñâÿçè, ÿâëÿþùåéñÿ îäíîé èç íàèáîëåå äèíàìè÷íûõ îòðàñëåé ýêî-
íîìèêè Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí. Òàêèå òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè àíàëèçà è ñèíòåçà
âû÷èñëèòåëüíûõ ñåòåé è èõ ïðàêòè÷åñêîå âíåäðåíèå îñíîâàíû, ãëàâíûì îáðàçîì, íà èñïîëüçî-
âàíèè øèðîêî èçâåñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ðàçðàáîòàííûõ â òåîðèè ñèñòåì ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îáëàñòè èíôîðìàòèêè è òåîðèè ñåòåé ñâÿçè
ñ óñïåõîì èñïîëüçóåòñÿ íàêîïëåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé èññëåäîâàòåëÿì
ðåøàòü ñëîæíûå òåõíè÷åñêèå çàäà÷è. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé ìàòåìàòè÷åñêèé
ìåòîä, ñâÿçàííûé ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè ãðàôîâ è ïîçâîëÿþùèé àäåêâàòíî îïèñàòü è èññëåäî-
âàòü ñòðóêòóðó è êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ñèñòåì ðàñïðåäåëåíèÿ èíôîðìàöèè. Ñóùåñòâåííóþ
ïîìîùü â òàêèõ èññëåäîâàíèÿõ îêàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû (â ÷àñòíîñòè, îñíîâàííûå
íà ïðèìåíåíèè ìàòðèö), à òàêæå äðóãèå ñîâðåìåííûå ìåòîäû, îáúåäèíåííûå ïîíÿòèåì ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà.

Äðóãîé ýôôåêòèâíûé ìåòîä ðàñïðåäåëåíèÿ èíôîðìàöèè, èëè, òî÷íåå, öåëåâàÿ ñîâîêóïíîñòü
ìåòîäîâ, çàíèìàþùèõ âàæíîå ìåñòî â ýòîé òåîðèè, ñâÿçàíà ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòè. Èññëåäîâàíèå ïîäîáíûõ ìåòîäîâ ïðèâåëî ê ôîðìèðîâàíèþ òåîðåòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ,
ïîëó÷èâøåãî íàçâàíèå òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è íàøåäøåãî øèðîêîå ïðèìåíåíèå âî
ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàóêè òåõíèêè [1, 2]. Èñïîëüçîâàíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòè â îáëàñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ èíôîðìàöèè òåñíî ñâÿçàíî ñ âû÷èñëåíèåì ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ èíôîðìàöèîííîé
ñåòè, à òàêæå îáóñëàâëèâàåòñÿ èçìåðåíèåì íàãðóçêè è ðåøåíèåì àíàëèòè÷åñêèõ çàäà÷ âû÷èñ-
ëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê êà÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ àáîíåíòîâ ñåòè.

Keywords: Erlangs formula, probability of losses
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 65G40
c Ä. Ó. Àøèãàëèåâ, Æ. Ñ. Êåìåëüáåêîâà, 2010.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóëû Ýðëàíãà 31

Äëÿ øèðîêîãî êðóãà ÷èòàòåëåé, çàíèìàþùèõñÿ ïðîáëåìàìè òåëåòðàôèêà, õîðîøî èçâåñòíà
êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ïîëíîäîñòóïíîãî ïó÷êà òåëåôîííûõ êàíàëîâ
[3, 4]. Åñëè â ïó÷êå, êîòîðûé îáñëóæèâàåò ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî èñòî÷íèêîâ íàãðóç-
êè, ñîçäàþùèõ ïóàññîíîâñêèé ïîòîê âûçîâîâ è èíòåíñèâíîñòüþ λ, èìååòñÿ òîëüêî v êàíàëîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ çàíèìàåòñÿ îáñëóæèâàíèåì âûçîâà â ñðåäíåì íà âðåìÿ T , òî âåðîÿòíîñòü
ïîòåðü ñîîáùåíèÿ (èëè áëîêèðîâêè) íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà

P (A; v) =
Av

v!
∑v

j=0
Aj

j!

, (1)

íàçûâàåìîãî ôîðìóëîé Ýðëàíãà. Âåëè÷èíà A = λT íàçûâàåòñÿ íàãðóçêîé è åå èíòåíñèâíîñòü
ïðèíÿòî èçìåðÿòü â ýðëàíãàõ. Âûøåïðèâåäåííàÿ çàäà÷à íàçâàíà êëàññè÷åñêîé ïîòîìó, ÷òî
èìåííî ñ ðàññìîòðåíèÿ òàêîé çàäà÷è Ýðëàíãîì è íà÷àëà ðàçâèâàòüñÿ òåîðèÿ ìàññîâîãî îá-
ñëóæèâàíèÿ. Â ñâîå âðåìÿ Ýðëàíã èññëåäîâàë ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ
îòêàçàìè íà ïðèìåðå ðàáîòû àâòîìàòèçèðîâàííîãî óçëà ñâÿçè. Â ðåçóëüòàòå èì áûëà ïîëó÷å-
íà ôîðìóëà ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1), êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ àêòóàëüíîé è â
íàøå âðåìÿ. À èìåííî, ïðîñòåéøèå ïðåäïîëîæåíèÿ ïðè ïîëó÷åíèè âûðàæåíèÿ (1) õîðîøî ñî-
ãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê ðàçëè÷íûì ïîòîêàì òåëåôîííîé
íàãðóçêè, èñõîäÿùåé íåïîñðåäñòâåííî îò àáîíåíòñêèõ àïïàðàòîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ôîðìóëà
Ýðëàíãà øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òåëåôîííûõ ñåòåé ñâÿçè. Ýòà
ôîðìóëà îïðåäåëåíà äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé v è ïîçâîëÿåò ïî çàäàííîé íàãðóçêå A è ïî
÷èñëó îáñëóæèâàþùèõ íàãðóçêó êàíàëîâ v íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîòåðü P .

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ôîðìóëà Ýðëàíãà (1) è ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïîëó÷àåì åå ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå íà íàø âçãëÿä áîëåå óäîáíû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîòåðü íàãðóçêè. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî âû÷èñëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè áëîêèðîâêè âûçîâà ÷åðåç ïðîèçâîäíûå v-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè Av, ãäå A � íàãðóçêà
ñåòè êîììóòàöèè êàíàëîâ, v � ÷èñëî îáñëóæèâàþùèõ âûçîâû êàíàëîâ. Â ïðîöåññå èññëåäîâà-
íèÿ ôîðìóëû Ýðëàíãà ïîëó÷åíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé ïîòåðü è
ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ôîðìóëû â èíòåãðàëüíîì âèäå.

Â íà÷àëå äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ A > 0 è öåëûõ v > 0 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

v+1∑

s=0

ds(Av+1)
dAs

= Av+1 + (v + 1)
v∑

s=0

ds(Av)
dAs

, (2)

ïðè ýòîì áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

d0(Av+1)
dA0

= Av+1,
d0(Av)
dA0

= Av. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñêðûâàÿ ñóììó ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) è âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

v+1∑

s=0

ds(Av+1)
dAs

=
d0(Av+1)

dA0
+

d1(Av+1)
dA1

+
d2(Av+1)

dA2
+ ... =

= Av+1 + (v + 1)Av + v(v + 1)Av−1 + ... =

Av+1 + (v + 1)(Av + vAv−1 + ...) = Av+1 + (v + 1)
v∑

s=0

ds(Av)
dAs

,
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ A ≥ 0 è öåëûõ v ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

v !
v∑

s=0

As

s !
=

v∑

s=0

ds(Av)
dAs

. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå äàííîé òåîðåìû áóäåì äîêàçûâàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìà-
òåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè v = 1 ðàâåíñòâî (4) âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî âûðàæåíèå (4) ñïðàâåäëèâî è äëÿ v = k, òî åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

k !
k∑

s=0

As

s !
=

k∑

s=0

ds(Ak)
dAs

.

Ïîêàæåì, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ v = k +1. Ïðè v = k +1 âûðàæåíèå (4) çàïèøåòñÿ â âèäå:

(k + 1) !
k+1∑

s=0

As

s !
=

k+1∑

s=0

ds(Ak+1)
dAs

.

Â ñèëó ëåììû 1 áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå (ëåâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðåîáðàçóåì,
à ïðàâóþ åãî ÷àñòü çàìåíÿåì âûðàæåíèåì (2)):

(k + 1) !
k∑

s=0

As

s !
+ Ak+1 = Ak+1 + (k + 1)

k∑

s=0

ds(Ak)
dAs

.

Ñäåëàâ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû äëÿ ïðåäïîëîæåíèÿ v = k, òåì ñàìûì ñ÷èòàåì òåîðåìó 1 äîêàçàííîé.

Èç âûøåóêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàþò äâà âàæíûõ ñëåäñòâèÿ.
Ñëåäñòâèå 1. Ôîðìóëà Ýðëàíãà (1) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

P (A, v) =
Av

∑v
s=0

ds(Av)
dAs

. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñëåäñòâèÿ ìû îïóñêàåì, ââèäó òîãî, ÷òî ôîðìóëà (5) î÷åâèäíà, åñëè
çíàìåíàòåëü äðîáè ôîðìóëû (1) çàìåíèòü ñîîòíîøåíèåì (4).

Ñëåäñòâèå 2. Èìååò ìåñòî ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòè áëîêèðîâêè:

P (A, v + 1) =
1

1 + v+1
AP (A,v)

. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ (5) äëÿ v = v + 1, à òàêæå ôîðìóëó(2), ïîëó÷èì:

P (A, v) =
Av+1

∑v+1
s=0

ds(Av+1)
dAs

=
Av+1

Av+1 + (v + 1)
∑v

s=0
ds(Av)

dAs

.

Äàëåå, ñ ó÷åòîì (1) âûðàæåíèå (4) çàïèøåòñÿ êàê
v∑

s=0

ds(Av)
dAs

=
Av

P (A, v)
.

Ïîäñòàâèâ ýòîò ðåçóëüòàò â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì:
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P (A, v + 1) =
Av+1

Av+1 + (v+1)Av

P (A,v)

.

Ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ýòîãî ðàâåíñòâà íà âåëè÷èíó Av+1, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì
ôîðìóëó (6), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äàëåå ïðîèçâåäåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

H(A, v) =
∫ ∞

A
e−yyvdy. (7)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñ äðóãîé ñòîðîíû

H(A, v + 1) = Av+1e−A + (v + 1)H(A, v). (8)

Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî
H(A, 0) =

∫ ∞

A
e−ydy = e−A. (9)

Òåîðåìà 2. Äëÿ âñåõ A ≥ 0 è öåëûõ v ≥ 0 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

H(A, v) = e−A
v∑

s=0

ds(Av)
dAs

. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è äëÿ òåîðåìû 1 ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïóñòü v = 0, òîãäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (9) è êàê
ñëåäóåò èç (3) d0(A0)

dA0 = A0 = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî e−A = e−A, òî åñòü ñîîòíîøåíèå (10) ïðè v = 0
âûïîëíÿåòñÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè v = 1 ðàâåíñòâî (10) âûïîëíÿåòñÿ. Äîïóñòèì, ÷òî
ôîðìóëà (10) ñïðàâåäëèâà è äëÿ v = k, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

H(A, k) = e−A
k∑

s=0

ds(Ak)
dAs

. (11)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè v = k + 1, ðàâåíñòâî (10) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ v = k + 1 âûðàæåíèå (10)
çàïèøåòñÿ â âèäå:

H(A, k + 1) = e−A
k+1∑

s=0

ds(Ak+1)
dAs

. (12)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2) è (8), âûðàæåíèå (12) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

Ak+1e−A + (k + 1)H(A, k) = e−A[Ak+1 + (k + 1)
ds(Ak)
dAs

],

èëè ïðîâåäÿ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî (11), ÷òî è äîêàçûâàåò èñ-
õîäíóþ òåîðåìó.

Çàìåíÿÿ â ôîðìóëå (5) çíàìåíàòåëü äðîáè ðàâåíñòâîì (10), à òàêæå ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå
(7), ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó Ýðëàíãà â èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè:

P (A, v) =
Ave−A

∫∞
A e−yyvdy

. (13)

Ôîðìóëà (13), â îòëè÷èå îò ôîðìóëû (1), ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáûõ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé
v è ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ ìíîãèõ ðàñ÷åòîâ, íå ñâÿçàííûõ ñ çàäàíèåì öåëî÷èñëåííîñòè
çíà÷åíèé v.
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Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ôîðìóëû Ýðëàíãà (1) ïîëó-
÷åíû ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû (5), (6) è (13), â êîòîðûõ îòñóòñòâèå ôàêòîðèàëà çíà÷èòåëüíî
îáëåã÷àåò âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé áëîêèðîâîê àáîíåíòñêèõ ñîîáùåíèé.
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ÄÏ-ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÅ È ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÎ ÑÒÀÁÈËÜÍÛÅ
ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÅ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Â. Â. Âåðáîâñêèé

Èíñòèòóò ïðîáëåì èíôîðìàòèêè è óïðàâëåíèÿ ÌÎèÍ ÐÊ
050010 Àëìàòû Ïóøêèíà, 125 vvv@ipic.kz

Â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äï-ìèíèìàëüíûå òåîðèè ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíûìè.

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü M = (M,<, . . . ) � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðà, à A è B �
ïîäìíîæåñòâà äëÿ M . Êàê îáû÷íî, áóäåì ïèñàòü A < B, åñëè a < b äëÿ ëþáûõ a ∈ A è b ∈ B.
Ðàçáèåíèå 〈C, D〉 ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì, åñëè C < D. Åñëè äàíî ñå÷åíèå 〈C, D〉, òî
ìîæíî ïîñòðîèòü ÷àñòè÷íûé òèï {c < x < d : c ∈ C, d ∈ D}, êîòîðûé òàê æå áóäåì íàçûâàòü
ñå÷åíèåì è áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì s〈C,D〉.

Ïîâñþäó â ñòàòüå ïîä òåîðèåé áóäåì ïîíèìàòü ïîëíóþ òåîðèþ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî
ïîðÿäêà.

Ïóñòü T � òåîðèÿ ÿçûêà L, à ϕ(x̄, ȳ) � íåêîòîðàÿ ôîðìóëà. Ïðî ôîðìóëó ϕ ãîâîðÿò, ÷òî
îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè (îòíîñèòåëüíî T ), åñëè äëÿ ëþáîãî n < ω ñóùåñòâóåò
ìîäåëüM |= T è äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (āi : i < n) è (b̄J : J ⊆ n) â M , òàêèå ÷òîM |= ϕ(āi, b̄J)
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà i ∈ J . Òåîðèÿ T îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè, åñëè
íåêîòîðàÿ ôîðìóëà îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíî T .

Ïóñòü q � ÷àñòè÷íûé n-òèï, A � ìíîæåñòâî. Òîãäà

Sn
q (A) , {p ∈ Sn(A) : p ∪ q ñîâìåñòíî}.

Çàìåòèì, ÷òî q ìîæåò è íå áûòü ÷àñòè÷íûì òèïîì íàä ìíîæåñòâîì A.
Îïðåäåëåíèå 1. (Á. Áàéæàíîâ, Â. Âåðáîâñêèé)

1. Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðà M íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíîé â λ, åñëè
äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ M ìîùíîñòè íå áîëüøå λ è äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ s = s〈C,D〉
â M ñóùåñòâóåò ñàìîå áîëüøåå λ 1-òèïîâ íàä A, êîòîðûå ñîâìåñòíû ñ ñå÷åíèåì s, òî
åñòü |S1

s (A)| ≤ λ.

2. Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíîé â λ, åñëè êàæäàÿ åå ìîäåëü òàêîâà.
Èíîãäà áóäåì ïèñàòü, ÷òî T óïîðÿäî÷åííî λ-ñòàáèëüíà.

Keywords: Model Theory, totally ordered structure, dp-minimal, o-stable
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 03B10, 03C52, 03C64
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3. Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë
λ â êîòîðîì òåîðèÿ T óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíà.

4. Òåîðèÿ T óïîðÿäî÷åííî ñóïåðñòàáèëüíà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé êàðäèíàë λ, ÷òî òåî-
ðèÿ T óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíà âî âñåõ µ ≥ λ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðàM = (M, <, . . . ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ñòðîãîãî ïîðÿäêà âíóòðè ñå÷åíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ôîðìóëà φ(x, ȳ), òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóþò êîðòåæû ā1, . . . , ān è ñå÷åíèå sn = s〈Cn,Dn〉 â M, òàêèå
÷òî â íåêîòîðîì |M |+-íàñûùåííîì ýëåìåíòàðíîì ðàñøèðåíèè N ìîäåëè M èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå:

φ(N , ā1) ∩ sn(N ) ⊂ φ(N , ā2) ∩ sn(N ) ⊂ · · · ⊂ φ(N , ān) ∩ sn(N ).

Òåîðèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñòðîãîãî ïîðÿäêà âíóòðè ñå÷åíèÿ, åñëè íåêîòîðàÿ åå ìîäåëü îá-
ëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.

Â ðàáîòå [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíàÿ òåîðèÿ íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì
íåçàâèñèìîñòè. Çàòåì â ðàáîòå [2] áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé êðèòåðèé óïîðÿäî÷åííîé ñòàáèëü-
íîñòè.

Òåîðåìà 1. [2] Ïóñòü ÿçûê L ñîäåðæèò ñèìâîë ½<�, à òåîðèÿ T ÿçûêà L ñîäåðæèò
àêñèîìû ëèíåéíîãî ïîðÿäêà äëÿ ïðåäèêàòà x < y. Òåîðèÿ T óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíà â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà íå îáëàäàåò íè ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè, íè ñâîéñòâîì
ñòðîãîãî ïîðÿäêà âíóòðè ñå÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. (Ñ. Øåëàõ)

1. Ïàòòåðíîì íåçàâèñèìîãî ðàçáèåíèÿ äëèíû κ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïàð 〈(ϕα(x̄; ȳα), kα) : α < κ〉 ôîðìóë è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ìàòðèöà

(
b̄α
i : α < κ, i < ω

)
êîðòåæåé b̄α

i , ÷òî ñòðîêà {ϕα(x̄; b̄α
i ) : i < ω} ÿâëÿåòñÿ

kα-íåñîâìåñòíîé äëÿ ëþáîãî α < κ, íî ïóòü {ϕα(x̄; b̄α
η(α)) : α < κ} ñîâìåñòåí ïðè ëþáîé

η ∈ ωκ.

2. Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ ïíð-ìèíèìàëüíîé, åñëè íå ñóùåñòâóåò ïàòòåðíà íåçàâèñèìîãî
ðàçáèåíèÿ äëèíû 2 äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x, òî åñòü äëÿ ôîðìóë âèäà
ϕ(x; ȳ).

Îïðåäåëåíèå 4. (À. Îíøóóñ, À. Óñâÿöîâ) Òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ äï-ìèíèìàëüíîé, åñëè îíà
ïíð-ìèíèìàëüíà è íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà äï-ìèíèìàëüíûõ òåîðèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [3]. Çàìåòèì, ÷òî ïðè
ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ àðãóìåíòîâ Åðäîøà-Ðàäî, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈b̄α

i : i < ω〉 ÿâëÿåòñÿ íåðàçëè÷èìîé íàä ìíîæåñòâîì îñòàëüíûõ
êîðòåæåé: {b̄β

i : β 6= α, i < ω}. Åñëè æå ìû ðàáîòàåì â óïîðÿäî÷åííûõ ñòðóêòóðàõ, êàê â äàííîé
ñòàòüå, òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü òàêæå, ÷òî êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈b̄α

i : i < ω〉 ÿâëÿåòñÿ
âîçðàñòàþùåé.

Ëåììà 1. ÏóñòüM � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðà, ÷üÿ ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ïíð-ìèíèìàëüíîé. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ(x, ȳ) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n =
nϕ, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ s = s〈C,D〉 ñòðóêòóðûM ÷èñëî êîðòåæåé ā1, . . . , āk, òàêèõ
÷òî s(x) ∪ {ϕ(x, āi)} ñîâìåñòíî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k è ÷òî s(x) ` ¬∃x(ϕ(x, āi) ∧ ϕ(x, āj))
äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i < j ≤ k, íå ïðåâûøàåò ÷èñëà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùå-
ñòâóåò ñå÷åíèå sn(x) è êîðòåæè ān

1 , . . . , ān
kn
, òàêèå ÷òî kn ≥ n è s(x) ∪ {ϕ(x, ān

i )} ñîâìåñòíî
äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , kn è ÷òî s(x) ` ¬∃x(ϕ(x, ān

i ) ∧ ϕ(x, ān
j )) äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i < j ≤ kn.

Îáîãàòèì ÿçûê ñòðóêòóðûM, äîáàâèâ â íåãî ïðåäèêàòû P (x) è R(x, y), êîòîðûå ïðîèíòåðïðå-
òèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îòíîøåíèå P (M) � íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
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M , áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíî ðåàëèçóåòñÿ ìíîæåñòâîì {bn : n < ω}, à äëÿ êàæäîãî bn ∈ P (M)
îòíîøåíèå R(M, bn) = Cn, ãäå s〈Cn,Dn〉 � ýòî ñå÷åíèå sn. Äëÿ ýëåìåíòîâ c 6∈ P (M) îòíîøå-
íèå R(M, c) ïóñòî. Òàêèì îáðàçîì, â íîâîì ÿçûêå ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ñå÷åíèé sn

ðàâíîìåðíî ôîðìóëüíî.
Òîãäà â îáîãàùåííîì ÿçûêå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ôîðìóë, êîòîðîå â ñèëó

íàøèõ ïðåäïîñûëîê, áóäåò ëîêàëüíî ñîâìåñòíûì:

p(x̄n : n < ω; y) := {P (y)} ∪
∪ {∀u, v(R(u, y) ∧ ¬R(v, y) → ∃t[ϕ(t, x̄n) ∧ u < t < v]) : n < ω} ∪
∪ {∃u, v(R(u, y) ∧ ¬R(v, y) ∧ ¬∃t(ϕ(t, x̄n) ∧ ϕ(t, x̄k) ∧ u < t < v)) :

0 ≤ n < k < ω}.

Ñóùåñòâóåò ℵ1-íàñûùåííîå ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå N+ ìîäåëè M+ â íîâîì ÿçûêå, ðåà-
ëèçóþùåå òèï p(x̄n : n < ω; y). Ðàññìîòðèì îáåäíåíèå N ïîëó÷åííîé ìîäåëè äî èñõîäíîãî ÿçû-
êà. Â ýòîé ìîäåëè åñòü ñå÷åíèå s = s〈C,D〉 è êîðòåæè b̄i, ãäå i < ω, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëå-
äóþùåìó ñâîéñòâó: s(x)∪{ϕ(x, b̄i)} ñîâìåñòíî äëÿ êàæäîãî i < ω è s(x) ` ¬∃x(ϕ(x, b̄i)∧ϕ(x, b̄j))
äëÿ ëþáûõ 0 ≤ i < j < ω. Òàê êàê ôîðìóëà ϕ(x, b̄j) ñîâìåñòíà ñ ñå÷åíèåì s, îíà ðåàëèçóåòñÿ
ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà C èëè ñêîëü óãîäíî ìàëûìè èç ìíîæåñòâà D.
Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî ôîðìóë áåñêîíå÷íî, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî âñå ýòè ôîðìóëû ðåàëèçóþòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà C.

Òàê êàê ìîäåëü N äîñòàòî÷íî íàñûùåííà, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû γ ∈ C è δ ∈ D, òàêèå ÷òî
ìíîæåñòâî ôîðìóë {ϕ(x, b̄n) ∧ γ < x < δ : n < ω} ïîïàðíî íåñîâìåñòíî.

Ïóñòü ýëåìåíòû c1
n ∈ C ðåàëèçóþò ôîðìóëû ϕ(x, b̄n) ∧ x > γ. Ïîñêîëüêó ìîäåëü N äîñòà-

òî÷íî íàñûùåííà, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû d0 è d1 èç C, òàêèå ÷òî

d0 < inf{c1
n : n < ω} ≤ sup{c1

n : n < ω} < d1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò dk óæå íàéäåí. Ïóñòü ýëåìåíòû ck+1
n ∈ C ðåàëèçóþò ôîðìóëû

ϕ(x, b̄n) ∧ x > dk. Ïîñêîëüêó ìîäåëü N äîñòàòî÷íî íàñûùåííà, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò dk+1 èç C,
òàêîé ÷òî

dk < inf{ck+1
n : n < ω} ≤ sup{ck+1

n : n < ω} < dk+1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè, ÷òî è ìíîæåñòâî ôîðìóë {ϕ(x, b̄n) : n < ω} è ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ
{dn < x < dn+1 : n < ω} ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, íî êàæäàÿ ôîðìóëà èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà
ñîâìåñòíà ñ êàæäîé ôîðìóëîé èç âòîðîãî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ïàòòåðí íåçàâèñèìîãî
ðàçáèåíèÿ äëèíû 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíûì ïîñûëêàì. ¤

Òåîðåìà 2. Åñëè ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ äï-
ìèíèìàëüíîé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ è óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðèÿ T ÿâëÿåòñÿ äï-ìèíèìàëüíîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ
ïðè ýòîì óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíîé. Òàê êàê â ñèëó óñëîâèé òåîðèÿ T íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì
íåçàâèñèìîñòè, òî ïî òåîðåìå 1 îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñòðîãîãî ïîðÿäêà âíóòðè ñå÷åíèÿ. Ïóñòü
ôîðìóëà ϕ(x; ȳ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñòðîãîãî ïîðÿäêà âíóòðè ñå÷åíèÿ s = s〈C,D〉 íåêîòîðîé
äîñòàòî÷íî íàñûùåííîé ìîäåëè M òåîðèè T . Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðòåæåé ān, ãäå n <
ω, áóäåò òàêîé, ÷òî

s(x) ` ϕ(x; āi) → ϕ(x; āj) äëÿ ëþáûõ i < j < ω.

Îïðåäåëèì ôîðìóëó
ψ(x, āi, āi+1) := ¬ϕ(x, āi) ∧ ϕ(x, āj).

Òîãäà ôîðìóëà ψ(x, āi, āi+1) ñîâìåñòíà ñ ñå÷åíèåì s ïðè êàæäîì i < ω, íî ïðè ýòîì äàííîå
ìíîæåñòâî ôîðìóë ïîïàðíî íåñîâìåñòíî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1. ¤
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Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ äï-ìè-
íèìàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ T ãðóïïû (R, <, +, 0, Q), â êîòîðîé
îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò Q ïðîèíòåðïðåòèðîâàí ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî,
÷òî ýòà òåîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ äï-ìèíèìàëüíî â ñèëó ëåììû 1, òàê êàê êëàññ ñìåæíîñòè Q + r
ôîðìóëåí è ñîâìåñòåí ñ ëþáûì ñå÷åíèåì êàêèì áû íè áûëî âåùåñòâåííîå ÷èñëî r. Â ðàáîòå
[2] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýòà òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííî ñòàáèëüíîé. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî
ôàêòà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òåîðèÿ T äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ. ¤
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Óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó êîððåêòíûìè ðàçðåøèìîñòÿìè ëèíåéíûõ äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ ñèñòåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ áëèçêèìè ÿäðàìè.

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè
èññëåäîâàíû ìíîãèìè àâòîðàìè [1�8].

Â [9] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè ðåøåíèÿ ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Â [10] ëèíåéíàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
àïïðîêñèìèðóåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ íàãðóæåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â òåð-
ìèíàõ àïïðîêñèìèðóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íàãðóæåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîé äâóõòî-
÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëèíåéíàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
äëÿ ñèñòåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dx

dt
= A(t)x +

T∫

0

K1(t, s)x(s)ds +

T∫

0

K2(t, s)ẋ(s)ds + f(t), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, (1)

Bx(0) + Cx(T ) = d, d ∈ Rn, (2)

ãäå [n×n] ìàòðèöà A(t) è n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíû íà [0, T ], [n×n] ìàòðèöû
K1(t, s) è K2(t, s) íåïðåðûâíû íà [0, T ]× [0, T ].

Keywords: System of integro-di�erential equations with loadings, two-point boundary value problem, the unique
solvability

2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34K06, 34K10, 45J05
c Ä. Ñ. Äæóìàáàåâ, Ê. È. Óñìàíîâ, 2010.
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×åðåç C([0, T ], Rn) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x : [0, T ] → Rn ñ íîðìîé
‖x‖1 = max

t∈[0,T ]
‖x(t)‖.

Îòìåòèì, ÷òî â [9, 10] çàäà÷à (1), (2) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè K2(t, s) ≡ 0, ò.å. êîãäà â ïðà-
âîé ÷àñòè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ðåøåíèÿ íå ñîäåðæèòñÿ â
èíòåãðàëüíîì ÷ëåíå.

Çàäà÷ó (1), (2) èññëåäóåì ìåòîäîì ïàðàìåòðèçàöèè.
Îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [0, T ] ðàçîáüåì íà ÷àñòè ñ øàãîì h > 0 : mh = T è ÷åðåç K2j(t)

îáîçíà÷èì ìàòðèöû K2[t, (j − 1)h], ò.å. K2j(t) = K2[t, (j − 1)h], t ∈ [0, T ], j = 1,m. Ðàññìîòðèì
äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dy

dt
= A(t)y +

T∫

0

K1(t, s)y(s)ds +
m∑

j=1

K2j(t)

jh∫

(j−1)h

ẏ(s)ds + f(t), t ∈ [0, T ], y ∈ Rn, (3)

By(0) + Cy(T ) = d, d ∈ Rn. (4)

Ðàâåíñòâàìè K2h(t, s) = K2j(t), t ∈ [0, T ], s ∈ [(j − 1)h, jh), j = 1,m− 1, K2h(t, s) = K2m(t),
s ∈ [(m− 1)h,mh] îïðåäåëèì êóñî÷íî íåïðåðûâíóþ íà [0, T ]× [0, T ] ìàòðèöó K2h(t, s) è ÷åðåç
ε(h) îáîçíà÷èì sup

t,s∈[0,T ]×[0,T ]
‖K2(t, s) − K2h(t, s)‖. Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè K2(t, s) íà

[0, T ]× [0, T ] ñëåäóåò, ÷òî ε(h) → 0 ïðè h → 0.

Îïðåäåëåíèå. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1),(2)
(
(3),(4)

)
íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ðàçðåøèìîé, åñëè

îíà äëÿ ëþáûõ f(t) ∈ ([0, T ], Rn), d ∈ Rn èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t)
(
y(t)

)
è äëÿ íåãî

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:
‖x‖1 ≤ γ max(‖f‖1, ‖d‖),

(
‖y‖1 ≤ γ∗max(‖f‖1, ‖d‖)

)
,

ãäå γ
(
γ∗

)
� êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò f(t), d.

×èñëî γ
(
γ∗

)
íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1),(2)

(
(3),(4)

)
.

Óñëîâèå À. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

z(t) =

T∫

0

K2(t, s)z(s)ds + F (t) (5)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîé ôóíêöèè F (t) ∈ C([0, T ], Rn).
Ïðè óñëîâèè À ñóùåñòâóåò Γ2(t, s; 1) � ðåçîëüâåíòà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà

âòîðîãî ðîäà ñ ÿäðîì K2(t, s). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) çàïèøåòñÿ â âèäå:

z(t) = F (t) +

T∫

0

Γ2(t, s; 1)F (s)ds

è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà:
‖z‖1 ≤ µ‖F‖1,

ãäå
µ = T max

(t,s)∈[0,T ]×[0,T ]
‖Γ(t, s; 1)‖+ 1.
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Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå: α = max
t∈[0,T ]

‖A(t)‖, β1 = max
(t,s)∈[0,T ]×[0,T ]

‖K1(t, s)‖, β2 =

max
(t,s)∈[0,T ]×[0,T ]

‖K2(t, s)‖, α, β1, β2 − const.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå À, êðàåâàÿ çàäà÷à (1),(2) êîððåêòíî ðàçðåøèìà ñ

êîíñòàíòîé γ1 è äëÿ âûáðàííîãî h > 0 : mh = T èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

q1(h) = ε(h)Tµ

[
γ1(α + β1T ) + 1

]
< 1. (6)

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (3),(4) êîððåêòíî ðàçðåøèìà ñ êîíñòàíòîé

γ∗1 =
γ1

1− ε(h)Tµ[γ1(α + β1T ) + 1]

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖y − x‖1 ≤ γ1ε(h)Tµ[γ1(α + β1T ) + 1]
1− ε(h)Tµ[γ1(α + β1T ) + 1]

max(‖f‖1, ‖d‖), (7)

ãäå x(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1),(2), y(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (3),(4).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ êîððåêòíóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1),(2) è åå êîíñòàíòó γ1, ìå-
òîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (3),(4). Ïîëàãàåì y(0)(t) = x(t)
è y(1)(t) îïðåäåëèì, ðåøàÿ êðàåâóþ çàäà÷ó:

dy

dt
= A(t)y +

T∫

0

K1(t, s)y(s)ds +

T∫

0

K2(t, s)ẏ(s)ds + f(t)+

+
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

[
K2j(t)−K2(t, s)

]
ẏ(0)(s)ds, (8)

By(0) + Cy(T ) = d. (9)

Òàê êàê ìàòðèöû K2j(t), j = 1,m, K2(t, s) íåïðåðûâíû ñîîòâåòñòâåííî íà [0, T ], [0, T ]× [0, T ],

òî ôóíêöèÿ F (t) =
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

[K2j(t)−K2(t, s)]ẏ(0)(s)ds íåïðåðûâíà íà [0, T ]. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ

êîððåêòíóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1),(2), íàéäåì y(1)(t) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (7),(8)
è äëÿ ôóíêöèè ∆(1)(t) = y(1)(t)− y(0)(t), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è:

d∆
dt

= A(t)∆ +

T∫

0

K1(t, s)∆(s)ds +

T∫

0

K2(t, s)∆̇(s)ds +
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

[
K2j(t)−K2(t, s)

]
ẏ(0)(s)ds,

B∆(0) + C∆(T ) = 0,

óñòàíîâèì îöåíêó ‖∆(1)‖1 ≤ γ1ε(h)T‖ẏ(0)‖1 = γ1ε(h)T‖ẋ‖1.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, (k + 1)-ïðèáëèæåíèå îïðåäåëèì èç êðàåâîé çàäà÷è:

dy

dt
= A(t)y +

T∫

0

K1(t, s)y(s)ds +

T∫

0

K2(t, s)ẏ(s)ds + f(t) +
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

[
K2j(t)−K2(t, s)

]
ẏ(k)(s)ds,
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By(0) + Cy(T ) = d.

Òîãäà ôóíêöèÿ ∆(k+1)(t) = y(k+1)(t)− y(k)(t), k = 1, 2, ..., áóäåò ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è:

d∆
dt

= A(t)∆ +

T∫

0

K1(t, s)∆(s)ds +

T∫

0

K2(t, s)∆̇(s)ds +
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

[
K2j(t)−K2(t, s)

]
∆̇(k)(s)ds,

B∆(0) + C∆(T ) = 0

è èìååò ìåñòî îöåíêà:

‖∆(k+1)‖1 ≤ γ1ε(h)T‖∆̇(k)‖1, k = 1, 2, . . . . (10)

Îáîçíà÷èâ ∆̇(k+1)(t) ôóíêöèåé z(k+1)(t) ïîëó÷èì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà:

z(t) =

T∫

0

K2(t, s)z(s)ds + F (k+1)(t),

ãäå F (k+1)(t) = A(t)∆(k+1)(t) +
T∫
0

K1(t, s)∆(k+1)(s)ds +
m∑

j=1

jh∫
(j−1)h

[
K2j(t)−K2(t, s)

]
∆̇(k)(s)ds. Èñ-

ïîëüçóÿ óñëîâèå À è íåðàâåíñòâî (10) èìååì:

‖∆̇(k+1)‖1 ≤ µ

[
γ1ε(h)T (α + β1T )‖∆̇(k)‖1 + ε(h)T‖∆̇(k)‖1

]
=

= ε(h)Tµ

[
γ1(α + β1T ) + 1

]
‖∆̇(k)‖1 = q1(h)‖∆̇(k)‖1. (11)

Îòñþäà è èç óñëîâèÿ (6) ïîëó÷èì ðàâíîìåðíóþ íà [0, T ] ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíê-
öèé ẏ(k+1)(t) ê íåïðåðûâíîé íà [0, T ] ôóíêöèè v(t) ïðè k →∞. Òîãäà â ñèëó íåðàâåíñòâà (10)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y(k+1)(t) ïðè k →∞ ðàâíîìåðíî íà [0, T ] ñõîäèòñÿ ê y(t) � ðåøåíèþ çàäà÷è
(3), (4) è v(t) = ẏ(t). Íà îñíîâå íåðàâåíñòâ (10), (11) èìååì:

‖y(k+1) − x‖1 ≤ ‖y(k+1) − y(k)‖1 + ‖y(k) − y(k−1)‖1 + ... + ‖y(2) − y(1)‖1+

+‖y(1) − y(0)‖1 ≤ γ1ε(h)T
[
‖∆̇(k)‖1 + ‖∆̇(k−1)‖1 + ... + ‖∆̇(1)‖1 + ‖ẋ‖1

]
≤

≤ γ1ε(h)T
{

[q1(h)]k‖ẋ‖1 + [q1(h)]k−1‖ẋ‖1 + ... + q1(h)‖ẋ‖1 + ‖ẋ‖1

}
=

= γ1ε(h)T
[
[q1(h)]k + [q1(h)]k−1 + ... + 1

]
|ẋ‖1 <

γ1ε(h)T
1− q1(h)

‖ẋ‖1.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k →∞, ïîëó÷èì:

‖y − x‖1 ≤ γ1ε(h)T
1− q1(h)

‖ẋ‖1. (12)

Òàê êàê
‖ẋ‖1 ≤ µ

(
γ1(α + β1T ) + 1

)
max(‖f‖1, ‖d‖),
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òî
‖y − x‖1 ≤ γ1ε(h)Tµ[γ1(α + β1T ) + 1]

1− ε(h)Tµ[γ1(α + β1T ) + 1]
max(‖f‖1, ‖d‖).

Îòñþäà è èç êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

‖y‖1 ≤ ‖y − x‖1 + ‖x‖1 ≤ γ1ε(h)Tµ[γ1(α + β1T ) + 1]
1− ε(h)Tµ[γ1(α + β1T ) + 1]

max(‖f‖1, ‖d‖) + ‖x‖1 =

=
γ1

1− ε(h)Tµ[γ1(α + β1T ) + 1]
max(‖f‖1, ‖d‖). (13)

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4). Ïóñòü y(t), ỹ(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
çàäà÷è (3), (4). Òîãäà èõ ðàçíîñòü ∆y(t) = y(t)− ỹ(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, T ] è
óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

d∆y

dt
= A(t)∆y +

T∫

0

K1(t, s)∆y(s)ds +

T∫

0

K2(t, s)∆ẏ(s)ds+

+
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

[
K2j(t)−K2(t, s)

]
∆ẏ(s)ds, (14)

è îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèÿì:

B∆y(0) + C∆y(T ) = 0. (15)

Èç êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1),(2) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ∆y(t) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (14), (15) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖∆y‖1 ≤ γ1ε(h)T‖∆ẏ‖1. (16)

Èç (16) è óðàâíåíèÿ (14), àíàëîãè÷íî (11), ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

‖∆ẏ‖1 ≤ ε(h)Tµ

[
γ1(α + β1T ) + 1

]
‖∆ẏ‖1 = q1(h)‖∆ẏ‖1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî q1(h) < 1, ïîëó÷èì ‖∆ẏ‖1 = 0. Òîãäà èç (16) ñëåäóåò, ÷òî ‖∆y‖1 = 0, ò.å.
y(t) = ỹ(t) äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]. Îòñþäà è èç (13) ñëåäóåò êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è
(3),(4) ñ êîíñòàíòîé:

γ∗1 =
γ1

1− ε(h)Tµ[γ1(α + β1T ) + 1]
.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ ÿäðîì K2h(t, s):

z̃(t) =

T∫

0

K2h(t, s)z̃(s)ds + F̃ (t), F̃ (t) ∈ C[0, T ], (17)

è âûáåðåì ÷èñëî h0 > 0 óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó:

µε(h0) ≤ 1
2
. (18)
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî h ∈ (0, h0] : mh = T ïî òåîðåìå î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ [11, ñ. 236] óðàâíåíèå
(17) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z̃(t) è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

‖z̃‖1 ≤ µh‖F̃ (t)‖1,

ñ µh =
µ

1− µε(h)
≤ 2µ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü èìååò ìåñòî óñëîâèå À è äëÿ h ∈ (0, h0] : mh = T êðàåâàÿ çàäà÷à (3),
(4) êîððåêòíî ðàçðåøèìà ñ êîíñòàíòîé γ∗1 . Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

q2(h) = ε(h)Tµh

[
γ∗1(α + β1T ) + 1

]
< 1 (19)

êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) êîððåêòíî ðàçðåøèìà ñ êîíñòàíòîé

γ1 =
γ∗1

1− ε(h)Tµh[γ∗1(α + β1T ) + 1]

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x− y‖1 ≤ γ∗1ε(h)Tµh[γ∗1(α + β1T ) + 1]
1− ε(h)Tµh[γ∗1(α + β1T ) + 1]

max(‖f‖1, ‖d‖), (20)

ãäå x(t)�ðåøåíèå çàäà÷è (1),(2), y(t)�ðåøåíèå çàäà÷è (3),(4).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåøåíèå çàäà÷è (1),(2) è å¼ îöåíêó íàéäåì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé. Ïîëàãàåì x(0)(t) = y(t) è x(1)(t) îïðåäåëèì, ðåøàÿ êðàåâóþ çàäà÷ó:

dx

dt
= A(t)x +

T∫

0

K1(t, s)x(s)ds +
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

K2j(t)ẋ(s)ds+

f(t) +
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

[
K2(t, s)−K2j(t)

]
ẋ(0)(s)ds, (21)

Bx(0) + Cx(T ) = d. (22)

Èñïîëüçóÿ êîððåêòíóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (3),(4), íàéäåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(1)(t) çà-
äà÷è (21),(22) è äëÿ ôóíêöèè ∆(1)(t) = x(1)(t)−x(0)(t), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è:

d∆
dt

= A(t)∆ +

T∫

0

K1(t, s)∆(s)ds +
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

K2j(t)∆̇(s)ds+

+
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

[
K2(t, s)−K2j(t)

]
ẋ(0)(s)ds,

B∆(0) + C∆(T ) = 0,

óñòàíîâèì îöåíêó ‖∆(1)‖1 ≤ γ∗1ε(h)T‖ẋ(0)‖1 = γ∗1ε(h)T‖ẏ‖1.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2010. Òîì 10. � 2 (36)



Î êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è ... 45

Ïðîäîëæàÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ , (k + 1)-ïðèáëèæåíèå îïðåäåëèì èç êðàåâîé
çàäà÷è:

dx

dt
= A(t)x +

T∫

0

K1(t, s)x(s)ds +
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

K2j(t)ẋ(s)ds + f(t)+

+
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

[
K2(t, s)−K2j(t)

]
ẋ(k)(s)ds,

Bx(0) + Cx(T ) = d.

Òîãäà ôóíêöèÿ ∆(k+1)(t) = x(k+1)(t)− x(k)(t),k = 1, 2, ..., áóäåò ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è:

d∆
dt

= A(t)∆ +

T∫

0

K1(t, s)∆(s)ds +
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

K2j(t)∆̇(s)ds+

+
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

[
K2(t, s)−K2j(t)

]
∆̇(k)(s)ds,

B∆(0) + C∆(T ) = 0

è èìååò ìåñòî îöåíêà

‖∆(k+1)‖1 ≤ γ∗1ε(h)T‖∆̇(k)‖1, k = 1, 2, . . . . (23)

Âíîâü ÷åðåç z̃(k+1)(t) îáîçíà÷èâ ∆̇(k+1)(t), ïîëó÷èì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà:

z̃(t) =

T∫

0

K2h(t, s)z̃(s)ds + F̃ (k+1)(t),

ãäå F̃ (k+1)(t) = A(t)∆(k+1)(t) +
T∫
0

K1(t, s)∆(k+1)(s)ds +
m∑

j=1

jh∫
(j−1)h

[
K2(t, s)−K2j(t)

]
∆̇(k)(s)ds.

Òàê êàê, h ∈ (0, h0] : mh = T , òî èç (18) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖∆̇(k)‖1 ≤ µh

[
γ∗1ε(h)T (α + β1T )‖∆̇(k−1)‖1 + ε(h)T‖∆̇(k−1)‖1

]
=

= ε(h)Tµh

[
γ∗1(α + β1T ) + 1

]
‖∆̇(k−1)‖1. (24)

Èç íåðàâåíñòâà (24) è èç óñëîâèÿ (19) ïîëó÷èì ðàâíîìåðíóþ íà [0, T ] ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôóíêöèé ẋ(k+1)(t) ê íåïðåðûâíîé íà [0, T ] ôóíêöèè w(t) ïðè k → ∞. Òîãäà â ñèëó
íåðàâåíñòâà (22) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(k+1)(t) ïðè k →∞ ðàâíîìåðíî íà [0, T ] ñõîäèòñÿ ê x(t)
� ðåøåíèþ çàäà÷è (1), (2) è w(t) = ẋ(t). Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâ (23),(24) èìååì:

‖x(k+1) − y‖1 ≤ ‖x(k+1) − x(k)‖1 + ‖x(k) − x(k−1)‖1 + ... + ‖x(2) − x(1)‖1+

+‖x(1) − x(0)‖1 ≤ γ∗1ε(h)T
[
‖∆̇(k)‖1 + ‖∆̇(k−1)‖1 + ... + ‖∆̇(1)‖1 + ‖ẏ‖1

]
≤
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≤ γ∗1ε(h)T
{

[q1(h)]k‖ẋ‖1 + [q1(h)]k−1‖ẋ‖1 + ... + q1(h)‖ẋ‖1 + ‖ẋ‖1

}
=

= γ∗1ε(h)T
[
[q1(h)]k + [q1(h)]k−1 + ... + 1

]
|ẏ‖1.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k →∞, ïîëó÷èì:

‖x− y‖1 ≤ γ∗1ε(h)T
1− q1(h)

‖ẏ‖1. (25)

Òàê êàê
‖ẏ‖1 ≤ µh

(
γ∗1(α + β1T ) + 1

)
max(‖f‖1, ‖d‖),

òî
‖x− y‖1 ≤ γ∗1ε(h)Tµh[γ∗1(α + β1T ) + 1]

1− ε(h)Tµh[γ∗1(α + β1T ) + 1]
max(‖f‖1, ‖d‖).

Îòñþäà è èç êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (3), (4) ñëåäóåò:

‖x‖1 ≤ ‖x− y‖1 + ‖y‖1 ≤

≤ γ∗1ε(h)Tµh[γ∗1(α + β1T ) + 1]
1− ε(h)Tµh[γ∗1(α + β1T ) + 1]

max(‖f‖1, ‖d‖)+‖y‖1 =
γ∗1q2(h) + γ∗1 − γ∗1q2(h)

1− q2(h)
max(‖f‖1, ‖d‖) =

=
γ∗1

1− ε(h)Tµh[γ∗1(α + β1T ) + 1]
max(‖f‖1, ‖d‖). (26)

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2). Ïóñòü x(t), x̃(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
çàäà÷è (1), (2). Òîãäà èõ ðàçíîñòü ∆x(t) = x(t)− x̃(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, T ]
è óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

d∆x

dt
= A(t)∆x +

T∫

0

K1(t, s)∆x(s)ds +
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

K2j(t)∆ẋ(s)ds+

+
m∑

j=1

jh∫

(j−1)h

[
K2(t, s)−K2j(t)

]
∆ẋ(s)ds (27)

è îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèÿì

B∆x(0) + C∆x(T ) = 0. (28)

Èç êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (3), (4) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ∆x(t) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (27), (28) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖∆x‖1 ≤ γ∗1ε(h)T‖∆ẋ‖1. (29)

Èç (28) è óðàâíåíèÿ (26), àíàëîãè÷íî (23), ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

‖∆ẋ‖1 ≤ ε(h)Tµh

[
γ∗1(α + β1T ) + 1

]
‖∆ẋ‖1 = q2(h)‖∆ẋ‖1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî q2(h) < 1, ïîëó÷èì ‖∆ẋ‖1 = 0. Òîãäà èç (29) ñëåäóåò, ÷òî ‖∆x‖1 = 0, ò.å.
x(t) = x̃(t) äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]. Îòñþäà è èç (26) ñëåäóåò êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1),
(2) ñ êîíñòàíòîé:

γ1 =
γ∗1

1− ε(h)Tµh[γ(α + β1T ) + 1]
.
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Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Çàäà÷à (3), (4) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íàãðóæåíèÿìè:

dy

dt
= A(t)y +

T∫

0

K1(t, s)y(s)ds+
m∑

j=1

K2j(t)[y(jh)− y((j− 1)h)]+ f(t), t ∈ [0, T ], y ∈ Rn, (30)

By(0) + Cy(T ) = d d ∈ Rn. (31)

Òåïåðü èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå òåîðåìû è ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è (30), (31) àíàëîãè÷íî [10] ìîæ-
íî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè èñõîäíîé çàäà÷è
(1), (2) â òåðìèíàõ àïïðîêñèìèðóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ (30), (31).
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Ìåòîäàìè ãåîìåòðèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé îïèñûâàåòñÿ ýâîëþöèÿ àêòèâíûõ îáëàñòåé Ñîëíöà (ÀÎ).
Îöåíèâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà è ïåðèìåòð ïî ìíîæåñòâó âûáðîñîâ ïîëÿ çà çàäàííûé óðî-
âåíü äëÿ ôðàãìåíòîâ Michelson Doppler Imager (MDI), ñîäåðæàùèõ âñïûøå÷íûå ÀÎ. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî òîïîëîãèÿ ÀÎ è ôîíà âáëèçè ÀÎ êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àþòñÿ. Îäíàêî
äèíàìèêà ìîðôîëîãè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ ÀÎ îòëè÷àåòñÿ îò äèíàìèêè ôîíîâûõ îáëàñòåé. Êàê
ïðàâèëî, ñåðèè âñïûøåê ïðåäøåñòâóþò ñèëüíûå èçìåíåíèÿ â ìîðôîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ àêòèâíûõ îáëàñòåé (ÀÎ) ïî MDI äàííûì. Êðîìå òîãî, â ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ ñðàâíèòåëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè òîïîëîãèè ôîíà è ÀÎ, à òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîãíîñòè÷åñêèå àñïåêòû ïîä-
õîäà, ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ âðåìåííûõ âàðèàöèé ôóíêöèîíàëîâ Ìèíêîâñêîãî äëÿ ÀÎ ñ ïîòîêîì
âñïûøåê â íèõ. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ âûáîðêà ñîäåðæàëà âñïûøå÷íî-àêòèâíûå ÀÎ ñ ñîáûòèÿ-
ìè êëàññà M è Õ. Èäåè î ñâÿçè ñëîæíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ âîçìîæíîñòüþ âîçíèêíîâåíèÿ
âñïûøêè áûëè íåÿâíî âûðàæåíû åùå â îñíîâíûõ êðèòåðèÿõ ïðîãíîçà â ðàáîòå [1], ãäå ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü èçìåíåíèÿ êîíôèãóðàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñâÿçàííûå ñ âîçíèêíîâåíèåì íîâûõ
ïîëåé âíóòðè èëè ïîáëèçîñòè îò ÀÎ è ñëèÿíèå îòäåëüíûõ ïÿòåí âñëåäñòâèå èõ ýâîëþöèè. Äðó-
ãèì êðèòåðèåì ñëóæèëî ÷èñëî è õàðàêòåð èçãèáîâ íåéòðàëüíîé ëèíèè, êîòîðàÿ ôîðìèðóåòñÿ
òîïîëîãèåé ìàãíèòíûõ ïîëåé â ÀÎ, õîòÿ è îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ïðèçíà-
êè, îñíîâàííûå íà ìåòðèêå, äîñòóïíåå äëÿ âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó òîïîëîãè÷åñêèå ïåðåñòðîéêè
áûëè ñâåäåíû ê ìåòðè÷åñêèì.

Â íåäàâíåì ìîäèôèöèðîâàííîì ñïèñêå [2], îñíîâàííîì íà áîëüøîé ñòàòèñòèêå, ïîëó÷åííîé
ïî äàííûì MDI, ïðåäâåñòíèêàìè ñ÷èòàþòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ãðàäèåíòà ïðîäîëüíîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìàãíèòîãðàììû, äëèíà íåéòðàëüíîé ëèíèè è ÷èñëî ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê ïîëÿ.
×èñëîì ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê ïðåäëàãàåòñÿ ñ÷èòàòü àðèôìåòè÷åñêóþ ñóììó ìàêñèìóìîâ è ñåäåë
âåêòîðíîãî ïîëÿ ìàãíèòîãðàììû [3, 4]. Îäíàêî ñóììà ÷èñëà ìàêñèìóìîâ è ñåäåë íå ÿâëÿåòñÿ
ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì â îòëè÷èå îò õàðàêòåðèñòèêè Ýéëåðà. Ïîñëåäíÿÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñóììó ÷èñëà ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ çà âû÷åòîì ÷èñëà ñåäåë [5].

Keywords: Solar magnetic �eld, Mathematical morphology, Solar active region, Random �eld
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 37N30
c Ë. Ì. Êàðèìîâà, 2010.
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Â äàííîé ðàáîòå äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãèè ÀÎ èñïîëüçóþòñÿ äâà ôóíêöèîíàëà Ìèíêîâñêîãî
[6]: õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà χ è ïåðèìåòð W1. Ïåðâûé èç íèõ îöåíèâàåò ñëîæíîñòü ïîëÿ íà
ìíîæåñòâå åãî âûáðîñîâ âûøå çàäàííîãî óðîâíÿ. Âòîðîé ñâÿçàí ñ ïîëíîé âàðèàöèåé ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ðàçäåëå 1 ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ìàòåìàòè÷åñêèå
ñâåäåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ââåñòè åäèíñòâåííóþ êîíå÷íóþ ìå-
ðó äëÿ êîìïàêòíîé îáëàñòè ìàãíèòîãðàììû. Ýòîé ìåðîé ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ïðîäîëü-
íîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ôóíêöèîíàëîì ôîðìóëîé êî-ïëîùàäè. Ðàçäåë
2 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû îöåíîê òîïîëîãèè ïîëÿ ÀÎ â ñðàâíåíèè ñ ôîíîì. Â Ðàçäåëå 3 ñðàâíè-
âàþòñÿ âàðèàöèè ôóíêöèîíàëîâ ñî âñïûøå÷íîé äèíàìèêîé îáëàñòè. Çàêëþ÷åíèå ðåçþìèðóåò
ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ.

Ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ïîëÿ, ïåðèìåòð è õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà.
Äâóìÿ èç òðåõ óïîìÿíóòûõ âûøå ïðåäâåñòíèêîâ âñïûøåê ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûå çíà÷å-

íèÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ãðàäèåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ

|∇hBz|(x1, x2) = (|∂Bz/∂x1|2 + |∂Bz/∂x2|2)1/2 (1)

è äëèíà íåéòðàëüíîé ëèíèè [2]. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ áîëåå êîððåêòíàÿ ìåðà � ïîëíàÿ
âàðèàöèÿ ïîëÿ â çàìêíóòîé îáëàñòè

µ(A) =
∫

A
|∇hBz|dx1dx2. (2)

Îíà âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ñóììó ïåðèìåòðîâ èçîëèíèé ïîëÿ íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ u ìíîæåñòâà
âûáðîñîâ

Au = {(x1, x2)|Bz ≥ u}
è òàêèì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ ôóíêöèîíàëîì Ìèíêîâñêîãî W1.

Ïóñòü X ⊂ R è g : X → [−∞,∞] � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîâåäåì íà ãðàôèêå (x, g(x))
ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ g(x) = h è ðàññìîòðèì äëÿ ðàçíûõ h öåëî÷èñëåííóþ ìíîãîçíà÷íóþ
ôóíêöèþ, ðàâíóþ ÷èñëó ïåðåñå÷åíèé ãðàôèêà g(x) ñ íàøåé ïðÿìîé:

N(h, g) = ]{x|g(x) = h}. (3)

Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ h îíà ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ èëè áåñêîíå÷íîñòè. Ýòó ôóíêöèþ
íàçûâàþò èíäèêàòðèñîé Áàíàõà. Íà X = [a, b] îíà ðàâíà íóëüìåðíîé ìåðå Õàóñäîðôà µ0

H(Ω)
äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê Ω = (g−1(α) ∩ [a, b]) [7]. Èíäèêàòðèñà ñâÿçàíà ñ î÷åíü âàæíîé äëÿ íàñ
âåëè÷èíîé � ìåðîé íà êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå A öèôðîâîãî èçîáðàæåíèÿ.

Ïóñòü Ω ∈ R2 è f(x, y) ∈ C2 � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Òîãäà âñå åå Ìîðñîâñêèå êðèòè÷åñêèå
òî÷êè èçîëèðîâàíû: îíè íå îáðàçóþò ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà, ò.å. íå ëåæàò íà íåêîòîðîé êðèâîé.
Èíà÷å ãîâîðÿ, òàêîå ìíîæåñòâî E = {(x, y)|∇f = 0} èìååò íóëåâóþ ¾äëèíó¿ µ1

H(E) = 0, ãäå µ1
H

îäíîìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî åå óðîâíåé S = f−1(t) ∩ Ω áóäåò
îäíîìåðíûì C2-ìíîãîîáðàçèåì ïî÷òè äëÿ êàæäîãî óðîâíÿ t. Èíäèêàòðèñîé Áàíàõà ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî µ1

H(f−1(t)∩Ω), îáðàçîâàííîå äëèíàìè èçîëèíèé length[f−1(t)∩Ω], ïîëó÷åííûõ ïåðå-
ñå÷åíèåì ãðàôèêà {(x, y), z = f(x, y)} ñ ïëîñêîñòüþ z = t. Âàðèàöèÿ ‖f‖V îïðåäåëÿåòñÿ òåïåðü
òàê íàçûâàåìîé ôîðìóëîé êî-ïëîùàäè, êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ ëèïøèö-íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé [9, 10]:

‖f‖V =
∫ +∞

−∞
length[f−1(t) ∩ Ω]dt. (4)
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Ðèñ. 1: Èëëþñòðàöèÿ ôîðìóëû êî-ïëîùàäè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíóþ âàðèàöèþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â çàìêíóòîé îáëàñòè ìîæíî èçìåðèòü
ñóììîé äëèíû ïåðèìåòðîâ èçîëèíèé (Ðèñ.1).

Â ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîëÿ, äëÿ êîòîðîãî óñëîâèå f(x, y) ∈ C2 âûïîëíèìî ëèøü â ñëà-
áîì ñìûñëå, ìíîæåñòâî óðîâíÿ S = f−1(t) ∩ Ω ìîæåò è íå áûòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé êðèâîé.
Ïîýòîìó âìåñòî ìíîæåñòâà óðîâíåé îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ìíîæåñòâî âûáðîñîâ çà óðîâåíü
At = {(x, y)|f(x, y) ≥ t}. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî óïîìÿíóòûå ïåðèìåòðû íå èìåþò îòíîøå-
íèÿ ê òðàäèöèîííîé íåéòðàëüíîé ëèíèè. Âòîðûì ìîðôîëîãè÷åñêèì ôóêöèîíàëîì, êîòîðûé
èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà. Îíà ïîäðîáíî îïèñàíà â ïðåäûäó-
ùèõ ñòàòüÿõ [11,12]. Íàïîìíèì, ÷òî îíà èçìåðÿåò òîïîëîãè÷åñêóþ ñëîæíîñòü ïîëÿ [13,14,15] ñ
ïîìîùüþ àëüòåðíèðîâàííîé ñóììû ÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê:

χ = ]M + ]m− ]S,

ãäå ]M ,]m è ]S � êîëè÷åñòâî ìàêñèìóìîâ, ìèíèìóìîì è ñåäëîâûõ òî÷åê, ñîîòâåòñòâåííî.
Ðèñ.2 èëëþñòðèðóåò ïðèìåíåíèå ìîäåëè äëÿ ãëàäêîãî ïîëÿ. Äëÿ 3D ïîëÿ (Ðèñ.2A) íà çà-

äàííîì óðîâíå áûëè ïîëó÷åíû âûáðîñû ïîëÿ (Ðèñ.2B). Îäíî èç ìíîæåñòâ âûáðîñîâ âûøå
óðîâíÿ ïîêàçàíî íà Ðèñ.2D. Âèäíû òðè ìàêñèìóìà (Ì) è îäíî ñåäëî (S). Íà Ðèñ.2Ñ ïðèâåäåíî
àíòèãðàäèåíòíîå âåêòîðíîå ïîëå ñ õàðàêòåðèñòèêîé Ýéëåðà χ = 3 ∗ ]M − 1 ∗ ]S.

Îáà ôóíêöèîíàëà ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ìíîæåñòâó âûáðîñîâ ïîëÿ è îáëàäàþò ìîðôî-
ëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè [16]. Êðîìå òîãî, õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì
èíâàðèàíòîì [17], à ïåðèìåòð èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé, êîòîðàÿ õîðîøî îïðåäåëåíà.

Òîïîëîãèÿ ïîëÿ àêòèâíûõ îáëàñòåé.
Â ïðåäûäóùèõ ñòàòüÿõ [11, 12] îïèñûâàëàñü òîïîëîãèÿ ôîíîâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îêàçà-

ëîñü, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà äëÿ ôîíîâîãî ïîëÿ àññèìåòðè÷íà, îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãà äëÿ
ãàóññîâñêîãî ïîëÿ. Â ýòîé ðàáîòå ïðîâåðÿåòñÿ ðàçëè÷èå â òîïîëîãèè ïîëÿ ÀÎ è ôîíà. Êðîìå
òîãî, âîçíèêàåò âîïðîñ ìåíÿåòñÿ ëè òîïîëîãèÿ ïîëÿ ÀÎ íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè ïîðÿäêà 10
äíåé è ñâÿçàíû ëè ýòè èçìåíåíèÿ ñî âñïûøêàìè? Äëÿ àíàëèçà ïîëåé ÀÎ áûëè èñïîëüçîâà-
íû MDI-ìàãíèòîãðàììû ïîëíîãî äèñêà Ñîëíöà êîñìè÷åñêîé îáñåðâàòîðèè SOHO [18]. Ðàçìåð
èçîáðàæåíèÿ ïîëíîãî äèñêà 1024× 1024 ïèêñåëåé ñ ðàçðåøåíèåì 2′′/ïèêñåëü, à äèñêðåò ïî âðå-
ìåíè 96 ìèíóò. Óðîâåíü øóìà ñîñòàâëÿåò 20 Ãñ [19]. Âûáîðêà ñîäåðæàëà 10 îáëàñòåé, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè íàèáîëåå àêòèâíûõ îáëàñòåé ïî âñïûøêàì êëàññà X è Ì.

Äëÿ îòâåòà íà ïåðâûé âîïðîñ èç ìàãíèòîãðàìì ïîëíîãî äèñêà Ñîëíöà äëÿ ðàçíûõ àêòèâíûõ
îáëàñòåé áðàëèñü ôðàãìåíòû ðàçìåðîì 200× 200 ïèêñåëåé, ñîäåðæàùèå ðàññìàòðèâàåìóþ ÀÎ
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Ðèñ. 2: Âåðõíÿÿ ïàíåëü: Ñêàëÿðíîå 3D ïîëå (ñëåâà) è åãî âûáðîñû çà óðîâåíü. Íèæíÿÿ ïàíåëü:
ìíîæåñòâî óðîâíåé (ñïðàâà) è âåêòîðíîå àíòèãðàäèåíòíîå ïîëå äëÿ íåãî (ñëåâà).

îáëàñòü, è ôðàãìåíòû ôîíîâîãî ïîëÿ òàêîãî æå ðàçìåðà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà Ðèñ.3 ïðè-
âåäåíû ïîëó÷åííûå ãðàôèêè χ(u) äëÿ AO 09393, â ñðàâíåíèè ñ ôîíîâûì ïîëåì, íàõîäÿùèì-
ñÿ âáëèçè ÀÎ. Áîëüøèé ðàçìàõ õàðàêòåðèñòèêè Ýéëåðà äëÿ ôîíà îáúÿñíÿåòñÿ áîëåå ìåëêîé
ñòðóêòóðîé ôîíà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòðóêòóðîé ÀÎ. Ôîðìû êðèâûõ î÷åíü ïîõîæè, ñ õàðàêòåð-
íîé àññèìåòðèåé â îáëàñòü íèçêèõ çíà÷åíèé ïîëÿ, õîòÿ è îòëè÷àþòñÿ ïî ìàñøòàáó. Àáñîëþòíûå
çíà÷åíèÿ îòíîøåíèé k = | χmin

χmax
| äëÿ àêòèâíîé îáëàñòè è ôîíà âáëèçè àêòèâíîé îáëàñòè áëèçêè

è ðàâíû 1.81 è 1.90 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòîò ðåçóëüòàò íåóäèâèòåëåí, ïîñêîëüêó îñíîâíîé âêëàä â
çíà÷åíèÿ χ(u) âíîñèò ôîí, ðàñïîëîæåííûé âáëèçè ÀÎ. Èçâåñòíî, ÷òî áîëüøèå îòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè ýêâèâàëåíòíû áîëüøîìó êîëè÷åñòâó ïîð îáëàñòåé îäíîé ïîëÿðíîñòè
íà ôîíå ïðîòèâîïîëîæíîé ïîëÿðíîñòè. Òîïîëîãèÿ ôîíîâîãî ïîëÿ äîâîëüíî õîðîøî îïèñûâà-
åòñÿ ëîãíîðìàëüíîé ìîäåëüþ (Ðèñ.4), ÷òî óêàçûâàåò íà íàëè÷èå ïåðåìåæàåìîñòè ïîëÿ [12].
Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâîìåðíîñòè òàêîé ìîäåëè äëÿ òîïîëîãèè ÀÎ òàêæå áûë èñïîëüçîâàí ïàêåò
ïðîãðàìì In�nitely Divisible Cascades (IDC), íàïèñàííûé â ñðåäå MatLab. Ìîäåëü áåñêîíå÷íî
äåëèìûõ êàñêàäîâ áûëà ïðåäëîæåíà ×àéíàéñ, Àáðè è Ðèäè [19] è ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü 1D è
2D ìóëüòèôðàêòàëüíûå ïðîöåññû ñ ïðåäïèñàííîé ðåãóëÿðíîñòüþ, â ÷àñòíîñòè, ëîãíîðìàëüíûé
ïðîöåññ ñ çàäàííûìè ïåðâûìè äâóìÿ ìîìåíòàìè � ñðåäíèì m è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì σ.
Îêàçàëîñü, ÷òî ìîäåëü ñ ïàðàìåòðàìè m = −0.15 è σ = 0.2 òàêæå äîñòàòî÷íî õîðîøî àïïðîê-
ñèìèðóåò ýêñïåðèìåíòàëüíóþ êðèâóþ χ(u) äëÿ ÀÎ.

Ýâîëþöèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àêòèâíûõ îáëàñòåé.
Äëÿ ðàçëè÷íûõ ÀÎ áûë ïðîâåäåí àíàëèç èçìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè Ýéëåðà è ïåðèìåòðà

âî âðåìåíè â ñðàâíåíèè ñ èçìåíåíèåì óðîâíÿ âñïûøå÷íîé àêòèâíîñòè. Èç ìàãíèòîãðàììû âû-
ðåçàëñÿ ôðàãìåíò 200×200 ïèêñåëåé, ñîäåðæàùèé ÀÎ. Âûáîðêà äëÿ êàæäîé îáëàñòè ñîñòîÿëà
ïðèìåðíî èç 85 ôðàãìåíòîâ, ò.å. 6�8 ñóòîê. Ôðàãìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå êðàÿì ëèìáà, èñêëþ-
÷àëèñü. Äëÿ êàæäîãî ôðàãìåíòà âû÷èñëÿëèñü õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà χ(u) è ïåðèìåòð W1. Â
ðåçóëüòàòå áûëà ïîëó÷åíà âîçìîæíîñòü ïðîñëåäèòü âàðèàöèè âî âðåìåíè õàðàêòåðèñòèê ïðè
ïåðåõîäå îò ôðàãìåíòà ê ôðàãìåíòó íà îäíîì è òîì æå óðîâíå ñ äèñêðåòîì 96 ìèíóò.

Íèæå íà Ðèñ. 5�7 ïðåäñòàâëåíà ýâîëþöèÿ õàðàêòåðèñòèêè Ýéëåðà χ âî âðåìåíè äëÿ íåñêîëü-
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Ðèñ. 3: Ñðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèêè Ýéëåðà
äëÿ àêòèâíîé îáëàñòè è ôîíà. Óðîâåíü íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïî îñè àáñöèññ â ãàóññàõ.

Ðèñ. 4: Ìîäåëèðîâàíèå ïîëÿ ôîíà ëîãíîð-
ìàëüíûì ïîëåì. Ñðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê
Ýéëåðà äëÿ ìîäåëè IDC è ïîëÿ ôîíà âáëèçè
ÀÎ.

êèõ óðîâíåé, íà ïðèìåðå îáëàñòåé ÀÎ 9393 è ÀÎ 10656. Íà âñåõ ïðèâåäåííûõ ãðàôèêàõ âðåìÿ
è ìîùíîñòü âñïûøåê ïðåäñòàâëåíà ñòîëáèêàìè. Ìîùíîñòü âñïûøêè îòëîæåíà íà ïðàâîé âåð-
òèêàëüíîé øêàëå. Âûñîòà ñòîëáèêà ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå âñïûøêè. Ïåðåâîä êëàññà âñïûøêè
â ÷èñëîâóþ âåëè÷èíó îñóùåñòâëÿëñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì. Áàëë âñïûøêè êëàññà Ñ îñòàåò-
ñÿ áåç èçìåíåíèé, êëàññà M óìíîæàåòñÿ íà 10, êëàññà X óìíîæàåòñÿ íà 100, à äëÿ êëàññà B
äåëèòñÿ íà 10. Â äàííîé ðàáîòå àíàëèçèðîâàëèñü âñïûøêè êëàññà M è X. Âñïûøêè ìåíüøèõ
áàëëîâ íå ðàññìàòðèâàëèñü.

Âûáîð óêàçàííûõ îáëàñòåé áûë îáóñëîâëåí ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî äëÿ íèõ ñóùåñòâîâàë
äîñòàòî÷íî äëèòåëüíûé ñïîêîéíûé èíòåðâàë âðåìåíè, ïðåäâàðÿþùèé ñåðèþ âñïûøåê. Êðîìå
òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè òèïè÷íûõ ñöåíàðèåâ âñïûøå÷íîé
àêòèâíîñòè. Àêòèâíàÿ îáëàñòü ÀÎ 9393 áûëà ñàìîé áîëüøîé ãðóïïîé ïÿòåí â 23 öèêëå. Ãðóïïà
áûëà âèäíà íà äèñêå ñ 27 ìàðòà ïî 2 àïðåëÿ 2001ã. Îíà äàëà ñåðèþ ìîùíûõ âñïûøåê êëàññà M
è X: 29 ìàðòà âñïûøêó êëàññà X 1.7, çàòåì ñåðèþ M âñïûøåê, 2 àïðåëÿ ñåðèþ X âñïûøåê, â òîì
÷èñëå âñïûøêà êëàññîì áîëüøå X 17. Íà Ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî ïðèìåðíî çà 12 ÷àñîâ ïåðåä ñåðèåé
âñïûøåê íàáëþäàåòñÿ ñèììåòðè÷íûé ¾ïðîâàë¿ õàðàêòåðèñòèêè Ýéëåðà íà âñåõ óðîâíÿõ, ïîñëå
÷åãî îíà âîçâðàùàåòñÿ ê ïðåäøåñòâóþùåìó óðîâíþ. Çàòåì ïðîèñõîäèò âîçðàñòàíèå àáñîëþòíûõ
çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèêè, ïðåäâàðÿÿ âñïûøå÷íûå ÿâëåíèÿ 2-ãî èþëÿ.

Àíàëîãè÷íûé ñöåíàðèé íàáëþäàåòñÿ äëÿ îáëàñòè ÀÎ 10656 (Ðèñ. 6). Ýòà ãðóïïà ñòàëà âèäíà
íà äèñêå 7 àâãóñòà 2004 ãîäà è ïî 11 ÷èñëî âåëà ñåáÿ ñïîêîéíî. 12.08 îíà äàëà íåáîëüøóþ
âñïûøêó êëàññà M1.2; 13.08 íà÷àëàñü ñåðèÿ âñïûøåê ñî âñïûøêè M1.2 , çàòåì âñïûøêó êëàññà
X1.0. Äàëåå, 14.08 ïðîèñõîäèò ñåðèÿ M-âñïûøåê. 15.08 ìîùíàÿ M9.4 âñïûøêà. Îòëè÷èå îò
îáëàñòè ÀÎ 09393, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñåðèÿ âñïûøåê íà÷àëàñü áåç èíòåðâàëà çàäåðæêè,
à ôàêòè÷åñêè ñðàçó æå ïîñëå âîçâðàòà õàðàêòåðèñòèêè Ýéëåðà íà ïðåäâñïûøå÷íûé óðîâåíü.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðåä îäèíî÷íîé M âñïûøêîé 11 ÷èñëà, âîçíèêëè äâå ðåçêèõ äåïðåññèè
â õàðàêòåðèñòèêå, êîòîðûå õîòåëîñü áû òàêæå ñ÷èòàòü ïðåäâåñòíèêîì.

Ïåðåõîäÿ ê ðåçóëüòàòàì ïîâåäåíèÿ ïåðèìåòðà, ñëåäóåò íàïîìíèòü, ÷òî W1 ïîçâîëÿåò îòñëå-
äèòü âêëàä ðàçëè÷íûõ óðîâíåé íàïðÿæåííîñòè â ïîëíóþ âàðèàöèþ ïîëÿ. Â ðàìêàõ ãèïîòåçû
î âñïëûòèè ïîòîêà, ïðåäâàðÿþùåãî âñïûøêè, èçìåíåíèÿ â W1 ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû
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Ðèñ. 5: Èçìåíåíèå õàðàêòåðèñòèêè Ýéëåðà
äëÿ ðàçíûõ óðîâíåé íàïðÿæåííîñòè ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè äëÿ ÀÎ 09393.

Ðèñ. 6: Èçìåíåíèå õàðàêòåðèñòèêè Ýéëåðà
äëÿ ðàçíûõ óðîâíåé íàïðÿæåííîñòè ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè äëÿ ÀÎ 10656.

êàê ñîïóòñòâóþùèå èçìåíåíèÿ â òåêñòóðå ïîëÿ, âûçâàííûå íîâûì ìàãíèòíûì ïîëåì, êîòîðûå
çàêëþ÷àþòñÿ â ïîÿâëåíèè äîïîëíèòåëüíûõ êîíòóðîâ, îêðóæàþùèõ íîâûå ìàãíèòíûå ýëåìåí-
òû. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñåì ñåðèÿì âñïûøåê ñîïóòñòâóåò çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå
çíà÷åíèé ïåðèìåòðà ñ ïîñëåäóþùèì ñïàäîì. Íà Ðèñ.7 ïðèâåäåíà òèïè÷íàÿ êàðòèíà òàêîãî èç-
ìåíåíèÿ äëÿ áîëüøèõ óðîâíåé íàïðÿæåííîñòè. Ëèøü îäíàæäû, äëÿ ÀÎ10656 (ñì. Ðèñ.8), ñåðèÿ
âñïûøåê ñîïðîâîæäàëàñü ðåçêîé äåïðåññèåé.
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Ðèñ. 7: Ýâîëþöèÿ ïåðèìåòðà âî âðåìåíè äëÿ
ÀÎ 09393.

Ðèñ. 8: Èçìåíåíèå ïåðèìåòðîâ W1 äëÿ ðàç-
íûõ óðîâíåé íàïðÿæåííîñòè ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè äëÿ ÀÎ 10656.

Çàêëþ÷åíèå.
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿëîñü îïèñàíèå ýâîëþöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ àêòèâíûõ îáëàñòåé Ñîëí-

öà â òåðìèíàõ ôóíêöèîíàëîâ Ìèíêîâñêîãî è ãåîìåòðèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Ìîðôîëîãè÷åñêèå
ôóíêöèîíàëû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè èíâàðèàíòíîñòè, íåïðåðûâíîñòè è àääèòèâíîñòè è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîñòðàíñòâåííîé ñëîæíîñòè ìàãíèòî-
ãðàìì. Áûëè èñïîëüçîâàëè äâà èç íèõ: õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà χ ≡ W2 è ïåðèìåòð W1 äëÿ
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ôðàãìåíòîâ MDI, ñîäåðæàùèõ ÀÎ. Õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷èñëà
ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ ïîëÿ çà âû÷åòîì ÷èñëà ñåäåë, îöåíèâàåò ñëîæíîñòü ïîëÿ ïî óðîâíÿì.
Ïåðèìåòð ñâÿçàí ôîðìóëîé êî-ïëîùàäè ñ åäèíñòâåííîé êîíå÷íîé ìåðîé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ- åå
ïîëíîé âàðèàöèåé. Îíà âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì îò ìîäóëÿ ãðàäèåíòà, êîòîðûé èçâåñòåí êàê
îäèí èç ïðåäâåñòíèêîâ âñïûøåê. Áûë èññëåäîâàí ðÿä íàèáîëåå âñïûøå÷íî-ïðîäóêòèâíûõ àê-
òèâíûõ îáëàñòåé ïî êëàññàì M è X. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîñëåäèòü ýâîëþöèþ óïîìÿíóòûõ õàðàê-
òåðèñòèê áûëè èñïîëüçîâàíû ôðàãìåíòû ìàãíèòîãðàìì SOHO â äèñêðåòíîé ñåòêå âðåìåííîãî
àðãóìåíòà t = k4,4 = 96m. Äëÿ êàæäîãî ôðàãìåíòà, ñîäåðæàùåãî ÀÎ, áûëè ïîñòðîåíû ìíî-
æåñòâà âûáðîñîâ, îáðàçîâàííûõ ïèêñåëÿìè èçîáðàæåíèÿ, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ïîëÿ Bz ≥ u,
ãäå u çàäàííûé óðîâåíü íàïðÿæåííîñòè â Ãàóññàõ. Â èòîãå áûëè ïîëó÷åíû äâà òèïà çàâèñèìî-
ñòåé: χ(u) è W1(u), êîòîðûå óäîáíî ñðàâíèâàòü ñ òåîðåòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ñëó÷àéíûõ ïîëåé
è ñ àíàëîãè÷íûìè ãðàôèêàìè äëÿ ôîíà. Áûëî íàéäåíî, ÷òî ôîðìû êðèâûõ χ(u) äëÿ ÀÎ è
ôîíà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíîãî ìíîæèòåëÿ. Äëÿ îáîèõ ïîëåé õà-
ðàêòåðíà àññèìåòðèÿ õàðàêòåðèñòèêè χ(u). Òîïîëîãèÿ âûáðîñîâ ïîëÿ â ÀÎ óäîâëåòâîðèòåëüíî
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìîäåëüþ ëîãíîðìàëüíîãî ïîëÿ.

Âòîðîé òèï çàâèñèìîñòè � ýòî ýâîëþöèÿ õàðàêòåðèñòèê íà îäíîì è òîì æå óðîâíå íàïðÿ-
æåííîñòè äëÿ êàæäîé ÀÎ. Ýâîëþöèîííûå çàâèñèìîñòè ñîïîñòàâëÿëèñü ñ ñèíõðîííûì ïîòîêîì
âñïûøåê êëàññà M è Õ â ÀÎ. Èññëåäóåìûå àêòèâíûå îáëàñòè äåìîíñòðèðóþò ðàçíûå ñöåíàðèè
ðàçâèòèÿ ìîðôîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âî âðåìåíè. Íî â îòëè÷èè îò ôîíîâûõ ïîëåé, êîãäà
ãðàôèêè χ(u, t) è W1(u, t) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õàîòè÷åñêèå ôëóêòóàöèè îòíîñèòåëüíî êàêîãî-
òî óðîâíÿ èëè òðåíäà, äëÿ àêòèâíûõ îáëàñòåé íàáëþäàþòñÿ çíà÷èòåëüíûå, ñèíõðîíèçîâàííûå
íà ðàçíûõ óðîâíÿõ íàïðÿæåííîñòè ñêà÷êè è ïåðåïàäû â õàðàêòåðèñòèêàõ. Âñïûøêè, êàê ïðà-
âèëî, ïðåäâàðÿþòñÿ çíà÷èòåëüíûìè äåïðåññèÿìè â óðîâíå Ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè, ïðè÷åì
ýòè èçìåíåíèÿ ñèíõðîíèçóþòñÿ íà ìíîãèõ óðîâíÿõ íàïðÿæåííîñòè. Âñïûøêàì ñîïóòñòâóåò èëè
ïðåäâàðÿåò çíà÷èòåëüíûé ïîäúåì ïåðèìåòðà íà âûñîêèõ óðîâíÿõ íàïðÿæåííîñòè.

Îïèñàííûå äåñêðèïòîðû îáîáùàþò òðè èçâåñòíûõ êðèòåðèÿ âñïûøå÷íîé àêòèâíîñòè: çíà-
÷åíèÿ ãðàäèåíòà, äëèíó íåéòðàëüíîé ëèíèè è ÷èñëî ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ïå-
ðèìåòð è õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà îáëàäàþò ìîðôîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Õàðàêòåðèñòèêà
Ýéëåðà, êðîìå òîãî, ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Òàêèì îáðàçîì îïèñàííûå õà-
ðàêòåðèñòèêè ïîçâîëÿþò îòñëåæèâàòü ýâîëþöèþ òîïîëîãèè ÀÎ è äåìîíñòðèðóþò èíòåðåñíûå
ñâÿçè ñî âñïûøå÷íîé àêòèâíîñòüþ, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè äëÿ ïðàêòèêè ïðîãíî-
çà.
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Âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ïîëó÷åíû êðèòåðèè áåçñîïðÿæåííîñòè ïîëóëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ (ρ(t)|y′(t)|p−2y′(t))′ + v(t)|y(t)|p−2y(t) = 0, 1 < p < ∞, ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñèíãóëÿðíûìè íà êîíöàõ èíòåðâàëà.

1. Ââåäåíèå Ïóñòü I = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, 1 < p < ∞, 1
p + 1

p′ = 1. Íà èíòåðâàëå I
ðàññìîòðèì ïîëóëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

(ρ(t)|y′(t)|p−2y′(t))′ + v(t)|y(t)|p−2y(t) = 0, (1)

ãäå ρ, v è ρ1−p′ � íåîòðèöàòåëüíûå ëîêàëüíî ñóììèðóåìûå íà I ôóíêöèè, ïðè÷åì v 6= 0.
Ôóíêöèþ y : I → R íàçîâåì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1), åñëè îíà âìåñòå ñ ρ(t)|y′(t)|p−2y′(t)

ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ íà I è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) ïî÷òè âñþäó (ï.â.) íà I.
Ïóñòü I0 ⊆ I � çàìêíóòûé, îòêðûòûé èëè ïîëóîòêðûòûé èíòåðâàë.
Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèÿì èç [1, ñ.20], óðàâíåíèå (1) íàçîâåì áåçñîïðÿæåííûì íà I0, åñëè ëþáîå

íåòðèâèàëüíîå åãî ðåøåíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî íóëÿ íà I0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå
(1) íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì íà I0.

Ê ïîíÿòèÿì áåçñîïðÿæåííîñòè, ñîïðÿæåííîñòè áëèçêè ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ (ñì. [1, ñ.193]).
Ïóñòü c ∈ I. Òî÷êà β, c < β < b, íàçûâàåòñÿ ïåðâîé ïðàâîé ôîêóñíîé òî÷êîé òî÷êè c ïî

îòíîøåíèþ ê óðàâíåíèþ (1), åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå y óðàâíåíèÿ (1) òàêîå,
÷òî y′(c) = 0 = y(β) è y(t) 6= 0 íà [c, β). Ïîäîáíûì îáðàçîì, ñ óñëîâèåì y′(c) = 0 = y(α) è
y(t) 6= 0 íà (α, c], a < α < c, îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâàÿ ëåâàÿ ôîêóñíàÿ òî÷êà α òî÷êè c.

Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ïðàâî áåçôîêóñíûì (ëåâî áåçôîêóñíûì) íà [c, β) ((α, c]), åñëè íå
ñóùåñòâóåò ïðàâîé (ëåâîé) ôîêóñíîé òî÷êîé òî÷êè c ∈ I ïî îòíîøåíèþ ê óðàâíåíèþ (1) â (c, β)
((α, c)).

Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ (1), îñîáåííî âîïðîñû îñöèëëÿòîðíîñòè, íåîñöèëëÿòîð-
íîñòè, äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäûòîæåíû â êíèãå [1].

Keywords: Half-linear di�erential equation,conjugate points, disconjugate,variational method,Hardy inequalities
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34C10, 34C15
c Ñ. Å. Êóäàáàåâà, Ð. Îéíàðîâ, 2010.
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Îäíàêî ìàëî èññëåäîâàíû âîïðîñû ñîïðÿæåííîñòè, áåçñîïðÿæåííîñòè óðàâíåíèÿ (1) íà çà-
äàííîì èíòåðâàëå ñ âîçìîæíûì ñèíãóëÿðíûì êîíöîì, à òàêæå ñóùåñòâîâàíèÿ èëè íå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ôîêóñíîé òî÷êè äëÿ çàðàíåå çàäàííîé òî÷êè.

Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà èññëåäîâàíèÿ îñöèëëÿöèîííûõ ñâîéñòâ
óðàâíåíèÿ (1) è ñ ïðèìåíåíèåì ðåçóëüòàòîâ ïî âåñîâûì íåðàâåíñòâàì Õàðäè äàþòñÿ íîâûå êðè-
òåðèè ñîïðÿæåííîñòè, áåçñîïðÿæåííîñòè óðàâíåíèÿ (1) íà çàäàííîì èíòåðâàëå, ñóùåñòâîâàíèÿ
èëè íå ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ çàäàííîé òî÷êè ôîêóñíîé òî÷êè ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó óðàâíåíèþ.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1) ïðè p = 2 ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ:

(ρ(t)y′(t))′ + v(t)y(t) = 0. (2)

Õîòÿ âîïðîñàì áåçñîïðÿæåííîñòè óðàâíåíèÿ (2) ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû (ñì., íà-
ïðèìåð, [1, 2, 3]), íèæå èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè p = 2 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íîâûå ïðè-
çíàêè áåçñîïðÿæåííîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (2).

2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, Lp,ρ ≡ Lp,ρ(I) � ïðîñòðàíñòâî ï.â.
êîíå÷íûõ èçìåðèìûõ íà I ôóíêöèè f äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

||f ||p,ρ =




b∫

a

ρ(t)|f(t)|pdt




1
p

.

Åñëè ρ(t) ≡ 1, òî â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü Lp,ρ(I) ≡ Lp(I), ||f ||p,ρ ≡ ||f ||p.
Ïóñòü W 1

p,ρ ≡ W 1
p (ρ, I) ñîâîêóïíîñòü ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà I ôóíêöèé f äëÿ

êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà
||f ||W 1

p,ρ
= ||f ′||p,ρ + |f(t0)|, (3)

ãäå t0 ∈ I íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà.
Ïóñòü ÅCp(I) = {f ∈ W 1

p,ρ : suppf ⊂ I}, à ACp,l(I), ACp,r(I) ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé èç W 1
p,ρ,

îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â íåêîòîðîé (äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ñâîåé) îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî â
ëåâîì, ïðàâîì êîíöå èíòåðâàëà I.

Çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà ÅCp(I), ACp,l(I) è ACp,r(I) ïî íîðìå (3) îáîçíà÷èì ÷åðåç W̊ (ρ, I),
W 1

p,l(ρ, I) è W 1
p,r(ρ, I) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü I0 = (α, β),a < α < β < b. Òîãäà â ñèëó íàëîæåííûõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ ρ
W̊ 1

p (ρ, I0) = {f ∈ W 1
p (ρ, I0) : f(α) = f(β) = 0}, W 1

p,l(ρ, I0) = {f ∈ W 1
p (ρ, I0) : f(α) = 0},

W 1
p,r(ρ, I0) = {f ∈ W 1

p (ρ, I0) : f(β) = 0} è ôóíêöèîíàë ||f ′||p,ρ,I0 ñòàíîâèòñÿ íîðìîé ýêâèâàëåíò-
íîé íîðìå (3) â ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ . Ôóíêöèþ f ∈ W 1

p (ρ, I) áóäåì ñ÷èòàòü íåòðèâèàëüíîé
è ïèøåì f 6= 0, åñëè ||f ′||p,ρ, 6= 0 .

Èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà â êà÷åñòâåííîé òåîðèè ïîëóëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [1, ñ.286] èìååì:

Òåîðåìà A. Ïóñòü I0 = (α, β) ⊂ I. Óðàâíåíèå (1) ïðàâî (ëåâî) áåçôîêóñíî íà [α, β) ((α, β])
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

F (f, α, β) =

β∫

α

[
ρ(t)|f ′(t)|p − v(t)|f(t)|p] dt ≥ 0 (4)

äëÿ âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ôóíêöèé f ∈ W 1
p,l(ρ, I0) (f ∈ W 1

p,r(ρ, I0)).
Òåîðåìà B. Óðàâíåíèå (1) áåçñîïðÿæåííî íà I0 = (α, β) ⊆ I òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

F (f, α, β) > 0 äëÿ âñåõ íåòðèâèàëüíûõ f ∈ ÅCp(I0).
Ïóñòü I0 = (α, β) ⊆ I. Íà ìíîæåñòâàõ W̊ 1

p (ρ, I0), W 1
p,l(ρ, I0) è W 1

p,r(ρ, I0) ðàññìîòðèì âåñîâîå
íåðàâåíñòâî Õàðäè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå [2]:
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β∫

α

v(t)|f(t)|pdt ≤ C

β∫

α

ρ(t)|f ′(t)|pdt. (5)

Íåðàâåíñòâî (5) è åãî ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ â ïîñëåäíåå ïÿòèäåñÿòèëåòèå ñòàëè ïðåäìåòîì
èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ àâòîðîâ. Èñòîðèþ âîïðîñà è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ìîæíî íàéòè â
êíèãàõ [4,5,6].

Íàèëó÷øóþ ïîñòîÿííîþ C â (5) íà ìíîæåñòâàõ W̊ 1
p (ρ, I0), W 1

p,l(ρ, I0) è W 1
p,r(ρ, I0) ñîîòâåò-

ñòâåííî îáîçíà÷èì C = J0(I0), C = Jl(I0) è C = Jr(I0).
Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò, ïðèâåäåííûõ â êíèãå [6] è â [7], èìååò ìåñòî
Òåîðåìà Ñ. Ïóñòü 1 < p < ∞. Òîãäà

max{A1(α, β), A2(α, β)} ≤ Jl(α, β) ≤ min{γp,1A1(α, β), γp,2A2(α, β)}, (6)

max{A∗1(α, β), A∗2(α, β)} ≤ Jr(α, β) ≤ min{γp,1A
∗
1(α, β), γp,2A

∗
2(α, β)},

ãäå γp,1 = p
(

p
p−1

)p−1
, γp,2 =

(
p

p−1

)p
,

Ai(α, β) = sup
α<x<β

Ai(α, β, x), A∗i (α, β) = sup
α<x<β

A∗i (α, β, x), i = 1, 2;

A1(α, β, x) =




x∫

α

ρ1−p′ds




p−1 β∫

x

v(t)dt, A∗1(α, β, x) =




β∫

x

ρ1−p′ds




p−1
x∫

α

v(t)dt,

A2(α, β, x) =




x∫

α

ρ1−p′ds



−1 x∫

α

v(t)




t∫

α

ρ1−p′ds




p

dt,

A∗2(α, β, x) =




β∫

x

ρ1−p′ds



−1 β∫

x

v(t)




β∫

t

ρ1−p′ds




p

dt, α < x < β.

Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ρ ìîæåò âûðîæäàòüñÿ íà êîíöàõ èíòåðâàëà I, ïîýòîìó èìååò ìåñòî
Òåîðåìà D. Ïóñòü 1 < p < ∞. Òîãäà
(i) åñëè ρ1−p′ ∈ L1(I), òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W 1

p (ρ, I) ñóùåñòâóåò lim
t→a+

f(t) ≡ f(a),

lim
t→b−

f(t) ≡ f(b) è

W̊ 1
p (ρ, I) = {f ∈ W 1

p (ρ, I) : f(a) = f(b) = 0};
(ii) åñëè ρ1−p′ ∈ L1(a, c) è ρ1−p′ /∈ L1(c, b), c ∈ I, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W 1

p (ρ, I)
ñóùåñòâóåò f(a) è

W̊ 1
p (ρ, I) = W 1

p,l(ρ, I) = {f ∈ W 1
p (ρ, I) : f(a) = 0};

(iii) åñëè ρ1−p′ /∈ L1(a, c) è ρ1−p′ ∈ L1(c, b), c ∈ I, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W 1
p (ρ, I)

ñóùåñòâóåò f(b) è

W̊ 1
p (ρ, I) = W 1

p,r(ρ, I) = {f ∈ W 1
p (ρ, I) : f(b) = 0};

(iv) åñëè ρ1−p′ /∈ L1(a, c) è ρ1−p′ /∈ L1(c, b), c ∈ I, òî

W̊ 1
p (ρ, I) = W 1

p,l(ρ, I) = W 1
p,r(ρ, I) = W 1

p (ρ, I).
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Óòâåðæäåíèå òåîðåìû D âîçìîæíî èçâåñòíî, åãî ìîæíî âûâåñòè èç ëåììû 1.6 ðàáîòû [8],
íî ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (ii), à îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Ïóñòü ρ1−p′ ∈ L1(a, c) è ρ1−p′ /∈ L1(c, b), c ∈ I. Òîãäà äëÿ f ∈ W 1
p (ρ, I) èìååì:

c∫

a

|f ′(t)|dt ≤



c∫

a

ρ1−p′




1
p′




b∫

a

ρ|f ′(t)|pdt




1
p

< ∞.

Îòêóäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå f(a). Ïîëîæèì M = {f ∈ W 1
p (ρ, I) : f(a) = 0}.

Ïóñòü f ∈ W 1
p,l(ρ, I). Òîãäà ñóùåñòâóåò {fn} ⊂ ACp,l(I) òàêàÿ, ÷òî ||f − fn||W 1

p,ρ
→ 0 ïðè

n →∞. Òàê êàê

|f(t)− fn(t)| ≤
t0∫

t

|f ′(s)− f ′n(s)|ds + |f(t0)− fn(t0)|

ïðè a < t < t0 < b, òî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, èìååì:

|f(t)− fn(t)| ≤ max





1,




t0∫

a

ρ1−p′(s)ds




1
p′




||f − fn||W 1

p,ρ
.

Îòêóäà ñëåäóåò f(a) = 0, ñëåäîâàòåëüíî W 1
p,l(ρ, I) ⊂ M . Ïóñòü a < α < b. Òîãäà

f(α)




α∫

a

ρ1−p′



− 1

p′

≤



α∫

a

ρ|f ′|pdt




1
p

. (7)

Ïóñòü òî÷êà α∗ = α∗(a, α) ∈ (a, α) òàêîâà, ÷òî
α∫

α∗
ρ1−p′ =

α∗∫
a

ρ1−p′ .

Ïóñòü f ∈ M . Ââåäåì ôóíêöèþ

fα(t) =





0, a < t ≤ α∗,

f(α)
(

t∫
α∗

ρ1−p′
) (

α∫
α∗

ρ1−p′
)−1

, α∗ ≤ t ≤ α,

f(t), α ≤ t < b.

Î÷åâèäíî, fα ∈ ACp,l(I). Ñ ó÷åòîì (7) èìååì:

||f − fα||W 1
p

=




α∫

a

ρ|f ′ − f ′α|pdt




1
p

≤

≤



α∫

a

ρ|f ′|pdt




1
p

+ |f(α)|



α∫

α∗

ρ1−p′



− 1

p′

≤
(
1 + 2

1
p′

)



α∫

a

ρ|f ′|pdt




1
p

.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ||f −fα||W 1
p
→ 0 ïðè α → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ W 1

p,l(ρ, I) è W 1
p,l(ρ, I) =

{f ∈ W 1
p (ρ, I) : f(a) = 0}.
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Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî W̊ 1
p (ρ, I) = W 1

p,l(ρ, I). Â ñèëó W̊ 1
p (ρ, I) ⊂ W 1

p,l(ρ, I) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü

W̊ 1
p (ρ, I) ⊃ W 1

p,l(ρ, I). Ïóñòü f ∈ W 1
p,l(ρ, I) è a < α < β < b. Â ñèëó óñëîâèÿ

b∫
β

ρ1−p′ds = ∞ äëÿ

êàæäîãî β ∈ I íàéäåòñÿ òî÷êà β∗ = β∗(β, b) ∈ (β, b) òàêàÿ, ÷òî

|f(β)|




β∗∫

β

ρ1−p′




− 1
p′

≤




b∫

β

ρ(t)|f(t)|pdt




1
p

. (8)

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ fα,β ∈ ÅCp (I) :

fα,β(t) =





fα(t), a < t ≤ β,

f(β)

(
β∗∫
β

ρ1−p′
)−1

β∗∫
t

ρ1−p′ , β ≤ t ≤ β∗,

0, β∗ ≤ t < b.

Òîãäà íà îñíîâàíèÿ (7) è (8) èìååì:

||f − fα,β||W 1
p,ρ
≤

(
1 + 2

1
p′

)



α∫

a

ρ|f ′|pdt




1
p

+ 2




b∫

β

ρ|f ′|pdt




1
p

.

Îòêóäà ||f − fα,β||W 1
p,ρ

→ 0, ïðè α → a, β → b. Ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ W̊ 1
p (ρ, I). Òåîðåìà D

äîêàçàíà.
3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû Íà îñíîâàíèè òåîðåì A è C èìååì:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 < p < ∞, (α, β) ⊂ I. Òîãäà
(i) âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

max{A1(α, β), A2(α, β)} ≤ 1 (9)

íåîáõîäèìî, à âûïîëíåíèå îäíîãî èç óñëîâèé

A1(α, β) ≤ 1
p

(
p− 1

p

)p−1

, A2(α, β) ≤
(

p− 1
p

)p

(10)

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óðàâíåíèå (1) áûëî ëåâî áåçôîêóñíî íà (α, β];
(ii) âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

max{A∗1(α, β), A∗2(α, β)} ≤ 1

íåîáõîäèìî, à âûïîëíåíèå îäíîãî èç óñëîâèé

A∗1(α, β) ≤ 1
p

(
p− 1

p

)p−1

, A∗2(α, β) ≤
(

p− 1
p

)p

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óðàâíåíèå (1) áûëî ïðàâî áåçôîêóñíî íà [α, β).
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1. Äîêàæåì ÷àñòü (i), à ÷àñòü (ii) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû À óðàâíåíèå (1) ëåâî áåçôîêóñíî íà (α, β], åñëè è òîëüêî,
åñëè âûïîëíåíî (4) äëÿ âñåõ íåòðèâèàëüíûõ f ∈ W 1

p,l(ρ, (α, β)), ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
Jl(α, β) ≤ 1. Ïîýòîìó, åñëè óðàâíåíèå (1) ëåâî áåçôîêóñíî íà (α, β], òî Jl(α, β) ≤ 1. Îòêóäà, â
ñèëó ëåâîé ÷àñòè îöåíêè (6) èìååì (9).
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Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíî (10), òî èç ïðàâîé îöåíêè (6) èìååì Jl(α, β) ≤ 1, òî åñòü óðàâíåíèå
(1) ëåâî áåçôîêóñíî íà (α, β]. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû 1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

max{A1(α, β), A2(α, β)} > 1 (max{A∗1(α, β), A∗2(α, β)} > 1) ,

òî íà ïîëóèíòåðâàëå (α, β] ([α, β)) ïî îòíîøåíèþ ê óðàâíåíèþ (1) ñóùåñòâóåò ëåâàÿ (ïðàâàÿ)
ôîêóñíàÿ òî÷êà òî÷êè β (α).

Òåïåðü èññëåäóåì âîïðîñ áåçñîïðÿæåííîñòè óðàâíåíèÿ (1) íà èíòåðâàëå I.
Ïóñòü

b∫

a

ρ1−p′(s)ds < ∞. (11)

Òî÷êó ci ∈ I, i = 1, 2, íàçîâåì ñåðåäèííîé òî÷êîé äëÿ (Ai, A
∗
i ), åñëè Ai(a, ci) = A∗i (ci, b) ≡

Ti(a, b) < ∞, i = 1, 2.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 < p < ∞ è âûïîëíåíî (11). Åñëè óðàâíåíèå (1) áåçñîïðÿæåííî íà I,

òî ñóùåñòâóåò ñåðåäèííàÿ òî÷êà äëÿ (Ai, A
∗
i ) è Ti(a, b) ≤ 1, i = 1, 2. Îáðàòíî, åñëè ñóùåñòâó-

åò ñåðåäèííàÿ òî÷êà äëÿ (Ai, A
∗
i ) è Ti(a, b) < γ−1

p,i , i = 1, 2, òî óðàâíåíèå (1) áåçñîïðÿæåííî
íà I.

Òåîðåìà 2 ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, èìåþùåé ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü 1 < p < ∞ è âûïîëíåíî (11). Âåëè÷èíà J0(a, b) < ∞ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñåðåäèííàÿ òî÷êà äëÿ (Ai, A
∗
i ), i = 1, 2, è ïðè ýòîì èìååò ìåñòî

îöåíêà:
max{T1(a, b), T2(a, b)} ≤ J0(a, b) ≤ min{γp,1T1(a, b), γp,2T2(a, b)}. (12)

Ñíà÷àëà èç òåîðåìû 3 âûâåäåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2. Ïóñòü óðàâíåíèå (1) áåçñîïðÿæåííî íà I. Òîãäà ïî òåîðåìå

B F (f, a, b) > 0 èëè
b∫

a

v(t)|f(t)|pdt <

b∫

a

ρ(t)|f ′(t)|pdt

äëÿ 0 6= f ∈ ÅCp (I), ñëåäîâàòåëüíî,

b∫

a

v(t)|f(t)|pdt ≤
b∫

a

ρ(t)|f ′(t)|pdt

äëÿ 0 6= f ∈ W̊ 1
p (ρ, I) è J0(a, b) ≤ 1. Îòêóäà â ñèëó òåîðåìû 3 Ti(a, b) ≤ 1, i = 1, 2.

Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò ñåðåäèííàÿ òî÷êà äëÿ (Ai, A
∗
i ). Òîãäà ïî òåîðåìå 3 âûïîëíåíî

(12). Îòêóäà, åñëè Ti(a, b) < γ−1
p,i , i = 1, 2, òî J0(a, b) < 1, èç êîòîðîãî âûòåêàåò F (f, a, b) > 0

äëÿ 0 6= f ∈ W̊ 1
p (ρ, I) è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ 0 6= f ∈ ÅCp (I). Òîãäà ïî òåîðåìå B óðàâíåíèå (1)

áåçñîïðÿæåííî íà I. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû 2 è ñóùåñòâóåò ñåðåäèííàÿ òî÷êà äëÿ

(Ai0 , A
∗
i0

), 1 ≤ i0 ≤ 2. Åñëè Ti0(a, b) > γ−1
p,i0

, òîãäà óðàâíåíèå (1) ëåâî áåçôîêóñíî íà (a, ci0 ]; ïðàâî
áåçôîêóñíî íà [ci0 , b) è ëþáûå íåòðèâèàëüíûå åãî ðåøåíèÿ ñ óñëîâèåì y′(ci0) = 0, y(ci0) 6= 0 íå
îáðàùàåòñÿ â íóëü íà I.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû 2 è ñóùåñòâóåò ñåðåäèííàÿ òî÷êà äëÿ
(Ai0 , A

∗
i0

), 1 ≤ i0 ≤ 2. Åñëè Ti0(a, b) > 1, òîãäà óðàâíåíèå (1) ñîïðÿæåííî íà èíòåðâàëå I.
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Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 1. Ïóñòü 1 < p < ∞ è âûïîëíåíî (10). Òîãäà ñåðåäèííàÿ òî÷êà äëÿ (Ai, A

∗
i ), i = 1, 2,

ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
x→a

supAi(a, c, x) < ∞, lim
x→b

supA∗i (c, b, x) < ∞, c ∈ I. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñåðåäèííàÿ òî÷êà äëÿ (Ai, A
∗
i ), i = 1, 2.

Òàê êàê ôóíêöèè Ai(a, c), A∗i (c, b), i = 1, 2, íåïðåðûâíû ïî c è ïåðâàÿ íåóáûâàåò, à âòîðàÿ
íåâîçðàñòàåò ïî c, òî Ai(a, c) ≤ A∗i (ci, b), ïðè a < c < ci è Ai(a, ci) ≥ A∗i (c, b), ïðè ci < c < b.
Îòêóäà ñëåäóåò (13). Îáðàòíî èç óñëîâèÿ (13) ñëåäóåò, ÷òî

lim
c→a

Ai(a, c) < ∞, lim
c→b

A∗i (c, b) < ∞, i = 1, 2.

Ïîêàæåì, ÷òî
lim
c→b

Ai(a, c) > lim
c→b

A∗i (c, b), i = 1, 2. (14)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
lim
c→b

Ai(a, c) ≤ lim
c→b

A∗i (c, b) < ∞, (15)

òî èç A1(a, c) < ∞ èìeåì
b∫

c

v(t)dt < ∞, c ∈ I.

Òîãäà â ñèëó (11)
lim
c→b

A∗i (c, b) = 0, i = 1, 2. (16)

Ïðè i = 1 ýòî î÷åâèäíî, à ïðè i = 2 îíî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà:



b∫

c

ρ1−p′



−1 b∫

c

v(t)




b∫

c

ρ1−p′




p

dt ≤



b∫

c

ρ1−p′




p−1 b∫

c

v(t)dt.

Òàê êàê Ai(a, c) íåîòðèöàòåëüíàÿ, íåóáûâàþùàÿ è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïî c ∈ I, òî èç
(15) è (16) ñëåäóåò Ai(a, b) = 0, i = 1, 2. Òîãäà v(t) ≡ 0 íà I, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì
íàëîæåííûì íà v. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî (14). Òî÷íî òàêæå óñòàíàâëèâàåì

lim
c→a

A∗i (c, b) > lim
c→a

Ai(a, c), i = 1, 2. (17)

Èç (14) è (17) â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è ìîíîòîííîñòè Ai(a, c), A∗i (c, b) ïî c ∈ I, ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå òî÷eê ci ∈ I òàêèx, ÷òî Ai(a, ci) = A∗i (ci, b), i = 1, 2. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû 2 è èç ëåììû 1 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Åñëè íå âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç

óñëîâèé (13), òî óðàâíåíèå (1)ñîïðÿæåííî íà I .
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3. Ïóñòü J0(a, b) < ∞ è a < c− < c+ < b. Ïîëîæèì:

f0(t) =





(
c−∫
a

ρ1−p′
)−1

t∫
a

ρ1−p′ , a < t ≤ c−,

1, c− ≤ t ≤ c+,(
b∫

c+
ρ1−p′

)−1
b∫
t

ρ1−p′ , c+ ≤ t < b.

(18)
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Î÷åâèäíî, ÷òî f0 ∈ W̊ 1
p (ρ, I). Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ äàþò:

b∫

a

ρ(t)|f ′0(t)|pdt =




c−∫

a

ρ1−p′




1−p

+




b∫

c+

ρ1−p′




1−p

, (19)

b∫

a

v(t)|f0(t)|pdt =




c−∫

a

ρ1−p′




−p
c−∫

a

v(t)




t∫

a

ρ1−p′




p

dt+

+

c+∫

c−

v(t)dt +




b∫

c+

ρ1−p′



−p b∫

c+

v(t)




b∫

t

ρ1−p′




p

dt. (20)

Èç (19) è (20) èìååì:

J0(a, b) ≥

(
c−∫
a

ρ1−p′
)−p

c−∫
a

v(t)
(

t∫
a

ρ1−p′
)p

dt +

(
b∫

c+
ρ1−p′

)−p
b∫

c+
v(t)

(
b∫
t

ρ1−p′
)p

dt

(
c−∫
a

ρ1−p′

)1−p

+

(
b∫

c+
ρ1−p′

)1−p , (21)

J0(a, b) ≥

c∫
c−

v(t)dt +
c+∫
c

v(t)dt

(
c−∫
a

ρ1−p′

)1−p

+

(
b∫

c+
ρ1−p′

)1−p , c ∈ (c−, c+). (22)

Óìíîæàÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè (21) è (22) íà
(

c−∫
a

ρ1−p′
)p−1

è ïåðåõîäÿ â

ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ê ïðåäåëó ïðè c− → a, èìååì:

J0(a, b) ≥ lim
c−→a

sup




c−∫

a

ρ1−p′




−1
c−∫

a

v(t)




t∫

a

ρ1−p′




p

dt =

= lim
x→a

supA1(a, c, x), (23)

J0(a, b) ≥ lim
x→b

supA2(c, b, x). (24)

Òåïåðü, óìíîæàÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè (21) è (22) íà
(

b∫
c+

ρ1−p′
)p−1

è

ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè c+ → b, ïîëó÷èì:

J0(a, b) ≥ lim
x→b

supA∗i (c, b, x), i = 1, 2. (25)

Â ñèëó ëåììû 1 èç (23), (24), è (25) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñåðåäèííîé òî÷êè ci ∈ I äëÿ
(Ai, A

∗
i ), òî åñòü Ai(a, ci) = A∗i (ci, b) ≡ Ti(a, b), i = 1, 2.
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Òàê êàê Ai(a, ci, x), A∗i (ci, b, x) íåïðåðûâíû ïî x íà (a, ci], [ci, b) ñîîòâåòñòâåííî è Ai(a, ci) ≥
lim
x→a

supAi(a, ci, x), A∗i (ci, b) ≥ lim
x→b

supA∗i (ci, b, x), òî ñóùåñòâóþò òî÷êè c−i , c+
i : a < c−i ≤ ci,

ci ≤ c+
i < b òàêèå, ÷òî Ai(a, ci) = Ai(a, ci, c

−
i ), A∗i (ci, b) = A∗i (ci, b, c

+
i ), ïðè÷åì c−1 6= c1, c+

1 6= c1.
Ïóñòü â (21) c− = c−2 , c+ = c+

2 , à â (21) c = c1, c− = c−1 , c+ = c+
2 .

Òîãäà èç (21) èìååì:

J0(a, b) ≥
A2(a, c2, c

−
2 )


 b∫

c+2

ρ1−p′




p−1

+ A∗2(c2, b, c
+
2 )




c−2∫
a

ρ1−p′




p−1


 b∫

c+2

ρ1−p′




p−1

+




c−2∫
a

ρ1−p′




p−1 =

= A2(a, c2) = A∗2(c2, b) ≡ T2(a, b) (26)

Àíàëîãè÷íî èç (22) èìååì:

J0(a, b) ≥ A1(a, c1) = A∗1(c1, b) ≡ T1(a, b). (27)

Èç (26) è (27) ñëåäóåò ëåâàÿ îöåíêà(12).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñåðåäèííàÿ òî÷êà ci ∈ (c, b) äëÿ (Ai, A

∗
i ), i = 1, 2. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû

Ñ äëÿ f ∈ W̊ 1
p (ρ, I) ïîëó÷èì:

b∫

a

v(t)|f(t)|pdt =

ci∫

a

v(t)|f(t)|pdt +

b∫

ci

v(t)|f(t)|pdt

≤ γp,iAi(a, ci)

ci∫

a

ρ(t)|f ′(t)|pdt + γp,iA
∗
i (a, ci)

b∫

ci

ρ(t)|f ′(t)|pdt

≤ γp,iTi(a, b)

b∫

a

ρ(t)|f ′(t)|pdt.

Îòêóäà ñëåäóåò ïðàâàÿ îöåíêà(12). Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3 ðàñøèðÿåò ðàçíûå îöåíêè âåëè÷èíû J0(a, b) äàííûå â êíèãå [5]. Íàïðèìåð, â

òåîðåìå 8.8 [5] â ïðåäïîëîæåíèè A1(a, a) = A∗1(b, b) = 0 ïîëó÷åíî 1
2A ≤ J0(a, b) ≤ γp,1A, ãäå A =

inf
a<c<b

max{A1(a, c), A∗1(c, b)}. Â óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî A = T1(a, b).
Ïóñòü c ∈ I è

c∫

a

ρ1−p′(s)ds = ∞,

b∫

c

ρ1−p′(s)ds < ∞. (28)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü 1 < p < ∞ è âûïîëíåíî (28). Òîãäà óñëîâèå

max{A1(a, b), A2(a, b)} ≤ 1 (29)

íåîáõîäèìî, à âûïîëíåíèå îäíîãî èç óñëîâèé

A1(a, b) <
1
p

(
p− 1

p

)p−1

, A2(a, b) <

(
p− 1

p

)p

(30)
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äîñòàòî÷íî äëÿ áåçñîïðÿæåííîñòè óðàâíåíèÿ (1) íà I.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4. Ïóñòü óðàâíåíèå (1) áåçñîïðÿæåííî íà I. Òîãäà ïî òåîðåìå

Â J0(a, b) ≤ 1. Â ñèëó òåîðåìû D èç óñëîâèÿ (28) ñëåäóåò W̊ 1
p (ρ, I) = W 1

p,l(ρ, I). Ñëåäîâàòåëüíî,
J0(a, b) = Jl(a, b) ≤ 1. Òîãäà èç íèæíåé îöåíêè (6) èìååì (29).

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç óñëîâèé èç (30). Òîãäà èç âåðõíåé îöåíêè
(6) J0(a, b) = Jl(a, b) < 1. Îòêóäà F (f, a, b) > 0 äëÿ âñåõ 0 6= f ∈ W̊ 1

p (ρ, I) è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
âñåõ 0 6= f ∈ ÅCp (I), ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Â óðàâíåíèå (1) áåçñîïðÿæåííî íà I. Òåîðåìà
4 äîêàçàíà.

Åñëè
c∫

a

ρ1−p′(s)ds < ∞,

b∫

c

ρ1−p′(s)ds = ∞, (31)

òî ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 4 íà îñíîâàíèè òåîðåì B,C è D èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 5. Ïóñòü 1 < p < ∞ è âûïîëíåíî (31). Òîãäà óñëîâèå max{A∗1(a, b), A∗2(a, b)} ≤ 1

íåîáõîäèìî, à âûïîëíåíèå îäíîãî èç óñëîâèé A∗1(a, b) < γ−1
p,1 , A∗2(a, b) < γ−1

p,2 äîñòàòî÷íî äëÿ
áåçñîïðÿæåííîñòè óðàâíåíèÿ (1) íà I.

Ïóñòü
c∫

a

ρ1−p′(s)ds = ∞,

b∫

c

ρ1−p′(s)ds = ∞. (32)

Â ýòîì ñëó÷àå íà îñíîâàíèè òåîðåìû D W̊ 1
p (ρ, I) = W 1

p (ρ, I). Òàê êàê ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ
f(t) ≡ 1 ∈ W 1

p (ρ, I), òî J0(a, b) = ∞, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ôóíêöèÿ f̃ ∈
ÅCp (I) òàêàÿ, ÷òî F (f̃ , a, b) < 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a < α < α + h < β − h < β < b, h > 0,
è â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè (18) ïîëîæèì a = α, c− = α + h, c+ = β − h, b = β è îáîçíà÷èì å¼
÷åðåç f̃0.

Ïîëîæèì f̃α,β(t) = f̃0(t) ïðè α ≤ t ≤ β è f̃(t) = 0 ïðè t ∈ I \ (α, β). Òîãäà f̃α,β ∈ ÅCp (I).

Â ñèëó (32), (19) è (20) ïðè α → a è β → b
b∫
a

ρ(t)|f̃ ′α,β(t)|pdt → 0, à
b∫
a

v(t)|f̃α,β(t)|pdt îñòà-

âàÿñü ïîëîæèòåëüíûì ðàñòåò, ïîýòîìó F (f̃α,β, a, b) < 0, êîãäà α, β äîñòàòî÷íî áëèçêî ê a è b
ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü 1 < p < ∞ è âûïîëíåíî (32). Òîãäà óðàâíåíèå (1) íà èíòåðâàëå I èìååò
ñîïðÿæåííûå òî÷êè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) ñ ïàðàìåòðîì λ ∈ R:

(ρ(t)|y′(t)|p−2y′(t))′ + λv(t)|y(t)|p−2y(t) = 0. (33)

Ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé λ ∈ R ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (33) ÿâëÿåòñÿ áåçñîïðÿæåííûì íà I
íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ áåçñîïðÿæåííîñòè óðàâíåíèÿ (33). Â [1, ñ.219] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè óðàâíå-
íèå (33) áåçñîïðÿæåííî äëÿ âñåõ λ ∈ R, òî v(t) ≡ 0, à â ñëó÷àå v(t) 6= 0 ñóùåñòâóåò λ0 ∈ R òàêîå,
÷òî ïðè λ < λ0 óðàâíåíèå (33) áåçñîïðÿæåííî, à ïðè λ > λ0 óðàâíåíèå (33) èìååò ñîïðÿæåííûå
òî÷êè íà I.

Èç òåîðåìû 2 èìååì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü 1 < p < ∞ è âûïîëíåíî (11). Òîãäà ïðè

λ < [min{λp,1T1(a, b), λp,2T2(a, b)}]−1

óðàâíåíèå (33) áåçñîïðÿæåííî íà I, à ïðè

λ > [max{T1(a, b), T2(a, b)}]−1
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óðàâíåíèå (33) èìååò ñîïðÿæåííûå òî÷êè íà I.
Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò èç òåîðåì 4 è 5.
Èç òåîðåìû 6 èìååì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü 1 < p < ∞ è âûïîëíåíî (32). Òîãäà óðàâíåíèå (33) ïðè âñåõ λ > 0

ñîïðÿæåííî íà I.
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Ïîëó÷åí íîâûé êðèòåðèé ñòàáèëèçàöèè äóãè, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè çàâèñèìîñòü ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè ìåòàëëè÷åñêîé ôàçû äóãè îò çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ öåïè è ñâîéñòâ êîíòàêòíîãî ìàòåðè-
àëà.

Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âûêëþ÷àòåëåé, äîñòèãàåìîé çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè äóãè è ýðîçèè, î÷åíü âàæíûì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé
äóãè, ïðîòåêàþùèõ â ïðîöåññå ðàçìûêàíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ êîíòàêòîâ. Ìîäåëè Ìàéåðà è Êàñ-
ñèíè [1] è èõ îáîáùåíèå [2], êîòîðûå îñíîâàíû íà ìåòîäå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà, íå ìîãóò
áûòü ïðèìåíåíû äëÿ îïèñàíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ äóãè â åå íà÷àëüíîé ñòàäèè, ñðàçó ïîñëå
âîñïëàìåíåíèÿ. Óðàâíåíèå Ýëåíáààñà-Ãåëëåðà äàåò èíôîðìàöèþ î ðàäèàëüíîì ðàñïðîñòðàíå-
íèè òåìïåðàòóðû äóãè, îäíàêî ýòî ïðàâèëüíî òîëüêî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ äóã [3]. Äèíàìèêà äóãè
ìîæåò áûòü îïèñàíà òîëüêî íåñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè, ïðèíèìàþùèì âî
âíèìàíèå íåëèíåéíîñòü ïàðàìåòðîâ äóãè. Ýòî ïåðâàÿ öåëü ýòîé ñòàòüè. Âòîðàÿ öåëü ñîñòîèò â
ðàçðàáîòêå ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ äóãîâîé ýðîçèè â äèíàìèêå.

1 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ è ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè
ìåòàëëè÷åñêîé ôàçû äóãè

1.1 Óðàâíåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ. Òåìïåðàòóðà äóãè Θ(r, t) ðàçìûêàþùèõñÿ êîíòàêòîâ
ñðàçó ïîñëå çàæèãàíèÿ ìåíüøå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìîãî èîíèçàöèè ãàçà, îäíàêî îíà
äîñòàòî÷íà, ÷òîáû èîíèçèðîâàòü ìåòàëëè÷åñêèå ïàðû â êîíòàêòíîì ïðîìåæóòêå, òåìïåðàòóðà
êîòîðûõ ðàâíà Θim :

Θim < Θ < Θig.

Ýòà íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ, íàçûâàåìàÿ ìåòàëëè÷åñêîé ôàçîé äóãè, èìååò î÷åíü êîðîòêóþ ïðî-
äîëæèòåëüíîñòü è ñëó÷àåòñÿ â ìàëûõ êîíòàêòíûõ ïðîìåæóòêàõ. Ïîýòîìó äóãà èìååò ôîðìó
äèñêà, òîëùèíà êîòîðîãî ìíîãî ìåíüøå åãî ðàäèóñà, è àêñèàëüíîé êîìïîíåíòîé òåìïåðàòóðû

Keywords: Mathematical model, arc erosion, arc phases
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34A45
c À. Ò. Êóëàõìåòîâà, Ñ. Í. Õàðèí, Þ. Ð. Øïàäè, 2010.
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ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòîé. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå òåïëî-
ïðîâîäíîñòè äëÿ äóãè ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôîðìå

C
∂Θ
∂t

=
1
r

∂

∂r
(λr

∂Θ
∂r

) + σE2 −Wr, (1)

ãäå C � ïðîèçâåäåíèå óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè è ïëîòíîñòè ïëàçìû äóãè, λ è σ � óäåëüíûå
òåïëîïðîâîäíîñòü è ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ïëàçìû äóãè, E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ è Wr � ïîòåðè ìîùíîñòè âñëåäñòâèå äóãîâîãî èçëó÷åíèÿ è òåïëîâîãî ïîòîêà â
ýëåêòðîäû. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âäîëü ðàäèóñà

Θ(r, 0)− f(r), (2)

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ìåòàëëè÷åñêîãî ïàðà íà
ïðåääóãîâîé ñòàäèè [4�5]. Ìû ìîæåì àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèþ f(r) ïàðàáîëîé

f(r) = Θ0

(
1− r2

r2
A

)
,

èëè ôóíêöèåé Áåññåëÿ
f(r) = Θ0J0

(
µ1

r

rA

)
, (3)

ãäå µ1 = 2, 405 � ïåðâûé êîðåíü ôóíêöèè Áåññåëÿ, Θ0 � òåìïåðàòóðíûé ìàêñèìóì â öåíòðå
äèñêà äóãè. Òåìïåðàòóðà íà ãðàíèöå r = rA ìåæäó âîçäóõîì îêðóæàþùåé ñðåäû è ïëàçìû
äóãè äîëæíà áûòü ðàâíà ïîðîãîâîé òåìïåðàòóðå ìåòàëëè÷åñêîé èîíèçàöèè

Θ(rA, t) = Θim. (4)

Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî òåïëîâàÿ è ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòè ïëàçìû, λ è σ , ñóùåñòâåííî
çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû è ýòà çàâèñèìîñòü íå ìîæåò áûòü óñðåäíåíà. Íàïðîòèâ, ðàäèàöèåé äóãè
Wr â ìåòàëëè÷åñêîé ôàçå äóãè, òåìïåðàòóðà êîòîðîé îòíîñèòåëüíî ìàëà Θm < Θig ≈ 5000o ,
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ðèñóíîê 1).

Ðèñ. 1: Òåìïåðàòóðà èçìåíåíèÿ λ, σ,W 1 � λ,WM−1K−1;2 − C, 102Jm−3K−1;3 −
Wr, 1011Wm−3[6] .

1.2 Óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè σ . Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-
íîñòè (1) ìû èñïîëüçóåì ïîäñòàíîâêó Êèðõãîôà

S(Θ) =

Θ∫

Θmi

λ(Θ)dΘ. (5)
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Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê óðàâíåíèþ:

C

λ

∂S

∂t
=

1
r

∂

∂r
(r

∂S

∂r
) + σE2 −Wr. (6)

Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå (5) îòíîñèòåëüíî Θ , ïîëó÷èì:

Θ = Θmi + g(S). (7)

Òàê êàê ôóíêöèÿ σ = σ(Θ) èçâåñòíà (ðèñóíîê 1), ìîæåì, èñïîëüçóÿ (5), îïðåäåëèòü çàâè-
ñèìîñòü σ îò S, òî åñòü ñ÷èòàòü σ = σ(S). Ëèíåàðèçàöèÿ ýòîé ôóíêöèè äàåòñÿ âûðàæåíèåì
(ðèñóíîê 2):

σ = bS, b = tgϕ =
σg

Sgi
, (8)

ãäå σg ïðåäñòàâëÿåò ýëåêòðè÷åñêóþ ïðîâîäèìîñòü â ìîìåíò ïåðåõîäà ìåòàëëè÷åñêîé ôàçû
äóãè ê ãàçîâîé ôàçå, òî åñòü ïðè Θ = Θg , è

Sgi =

Θgi∫

Θmi

λ(Θ)dΘ. (9)

Ðèñ. 2: Ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ σs .

Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (7) è èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ:

r =
x

E
√

b
, τ =

C

λE2b
, (10)

ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî σ :

τ
∂σ

∂t
=

∂2σ

∂x2
+

1
x

∂σ

∂x
+ σ. (11)

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî τ ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé, òàê êàê êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðî-
âîäíîñòè a2 = C

λ ïðèáëèçèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé (ðèñóíîê 1). Óðàâíåíèå (11) îïðåäåëåíî
â îáëàñòè 0 < x < x0, ãäå x0 = rAE

√
b. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2)�(4) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó:

σ(x, 0) = F (x), (12)
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ïðè

F (x) = b

f(x/E
√

b)∫

Θmi

λ(Θ)dΘ, σ(x0, t) = 0. (13)

σ(x, 0) = bS(r, 0) = b

Θ(r,0)∫

Θmi

λ(Θ)dΘ = b

Θ0J0(µ1r/rA)+Θim∫

Θmi

λ(Θ)dΘ =

= b

Θ0J0(µ1x/x0)+Θim∫

Θmi

λ(Θ)dΘ ≈ Θ0bJ0(µ1x/x0) · λ0 = σ0J0(µ1x/x0).

Ðåøåíèå çàäà÷è (11)�(13) ìîæåò áûòü íàéäåíî â âèäå ðÿäà Ôóðüå-Áåññåëÿ:

σ(x, t) =
∞∑

n=1

Cnexp[−(k2 − 1)t/τ ]J0(knx), (14)

ãäå

Cn =
2

x2J2
1 (µn)

x0∫

0

F (x)J0(knx)xdx, kn = µn/x0,

à µn � ýòî êîðíè ôóíêöèè Áåññåëÿ:

J0(µn) = 0, n = 1, 2, 3 . . . .

Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ (3)
σ(x, 0) = σ0J0(µ1x/x0)

è äëÿ ðåøåíèÿ (14) ïîëó÷àåì ïðîñòîå âûðàæåíèå:

σ(x, t) = σ0exp

[
−

(
µ2

1

x2
0

− 1
)

t/τ

]
J0(µ1x/x0).

Ïðèìåíÿÿ ïîäñòàíîâêó (10), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäè-
ìîñòè äóãè â âèäå:

σ(r, t) = σ0exp

[
− (

µ2
1 − E2br2

A

) a2t

r2
A

]
J0(µ1r/rA). (15)

Òåìïåðàòóðà äóãè òåïåðü ìîæåò áûòü íàéäåíà èç âûðàæåíèé (5) è (8). Ââåäåì êðèòåðèé îáðà-
çîâàíèÿ äóãè:

ξ = E2br2
A − µ2

1. (16)

Ìû ìîãëè áû âûäåëèòü òðè ñëó÷àÿ (ðèñóíîê 3):
1) ξ > 0 . Âîçðàñòàíèå óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè äóãè, ìîùíîñòè è òåìïåðàòóðû â ðåçóëüòàòå
äæîóëåâà íàãðåâà.
2) ξ = 0 . Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè äóãè è ìîùíîñòè
3) ξ < 0 . Óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü äóãè, ìîùíîñòü è òåìïåðàòóðà óìåíüøàþòñÿ, äóãà äîëæíà
ïîãàñíóòü.

1.3 Âçàèìîäåéñòâèå äóãè ñ ïîâåðõíîñòüþ êîíòàêòà.
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Ðèñ. 3: Ýâîëþöèÿ óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè äóãè.

Íà ïåðâîé ñòàäèè îòêðûòèÿ êîíòàêòà ξ > 0 , íî çàòåì èçìåíÿåò ñâîé çíàê. ×òîáû íàéòè
êðèòè÷åñêóþ òî÷êó (ìîìåíò) ξ = 0 , íàì íåîáõîäèìî çíàòü äèíàìèêó ðàäèóñà äóãè rA ,
êîòîðûé ðàñøèðÿåòñÿ â ïðîöåññå îáðàçîâàíèÿ äóãè. Çàòåì èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

E =
I

πr2
Aσ

(17)

è âûðàæåíèå (16), ìîæåì íàéòè êðèòè÷åñêîå âðåìÿ t = tcr ïðè êîòîðîì ξ = 0 . Ñ ýòîé öå-
ëüþ ðàññìîòðèì îáëàñòü DA , çàíÿòóþ äóãîé, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòüþ
(ðèñóíîê 4). Ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ôàçå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòàêòíîãî ìàòåðèàëà è
ôîðìèðîâàíèþ òðåõ çîí:

1) Çîíà èñïàðåíèÿ ìàòåðèàëà

Db : 0 ≤ r ≤ rb, 0 ≤ z ≤ rb,

2) Çîíà ðàñïëàâëåííîãî ìàòåðèàëà

Dm :





σb(r, t) ≤ z ≤ σm(r, t), 0 ≤ r ≤ rb(t),

0 ≤ z ≤ σm(r, t), rb(t) ≤ r ≤ rm(t),

3) Òâåðäàÿ çîíà

Ds :





σm(r, t) ≤ z ≤ ∞, 0 ≤ r ≤ rm(t),

0 ≤ z ≤ ∞, rm(t) ≤ r ≤ ∞.

Òåìïåðàòóðà êîíòàêòà Tc(r, z, t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû:

Tc(r, z, t) = TJ(r, z, t) + Ts(r, z, t), (1.18)

ãäå Tc(r, z, t) è Ts(r, z, t) � òåìïåðàòóðà êîìïîíåíòîâ, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòâåòñòâåííî îáúåìíûì
äæîóëåâûì íàãðåâîì è òåïëîâûì ïîòîêîì èç äóãè â ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà. Âûðàæåíèå äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî êîìïîíåíòà ïðèâåäåíî âûøå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äæîóëåâ êîìïîíåíò
TJ(r, z, t) ñóùåñòâåí òîëüêî íà ïðåääóãîâîé ñòàäèè è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïîñëå çàæèãàíèÿ
äóãè. Âûðàæåíèå äëÿ âòîðîãî êîìïîíåíòà ìîæåò áûòü íàéäåíî ïîäîáíûì îáðàçîì â âèäå:

Ts(r, z, t) =

t∫

0

dt1

∞∫

0

[Pc(r1, t1)− Pb(r1, t1)− Pm(r1, t1)]G(r, r1, z, t− t1)r1dr1. (19)
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Ðèñ. 4: Ãåîìåòðèÿ äóãè è êîíòàêòîâ: äóãà DADbDmDs .

Çäåñü Pc(r, t) � ïëîòíîñòü ïîëíîãî òåïëîâîãî ïîòîêà, ïîñòóïàþùåãî ÷åðåç ïîâåðõíîñòü êîí-
òàêòà â ïðîöåññå çàæèãàíèÿ äóãè,Pb(r, t) è Pm(r, t) � ñîñòàâíûå ÷àñòè ïîëíîãî ïîòîêà, ðàñõî-
äóåìûå íà èñïàðåíèå è ïëàâëåíèå ìàòåðèàëà êîíòàêòà, êîòîðûå ìîæíî íàéòè èç âûðàæåíèé

Pb(r, t) = Lbγ
∂σb(r, t)

∂t
, Pm(r, t) = Lmγ

∂σm(r, t)
∂t

, (20)

ãäå Lb è Lm � óäåëüíàÿ òåïëîòà èñïàðåíèÿ è ïëàâëåíèÿ, γ � ïëîòíîñòü êîíòàêòíîãî ìàòå-
ðèàëà. Ñïðàâåäëèâî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èçîòåðìàëüíûå ïîâåðõíîñòè z = σb(r, t) z = σm(r, t)
ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñîèäàìè âðàùåíèÿ

r2

r2
b

+
z2

z2
b

= 1,
r2

r2
m

+
z2

z2
m

= 1,

äðóãèìè ñëîâàìè,

σb(r, t) = zb(t)
√

1− r2/r2
b (t), σm(r, t) = zm(t)

√
1− r2/r2

m(t). (21)

Ôóíêöèè rb(t), zb(t), rm(t) è zm(t) ìîãóò áûòü íàéäåíû èç óðàâíåíèé:

Tc(rb(t), 0, t) = Tb, TC(0, zb(t), t) = Tb,

TC(rm(t), 0, t) = Tm, TC(0, zm(t), t) = Tm, (22)

ãäå Tm � òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ êîíòàêòíîãî ìàòåðèàëà.
Åñëè òåïëîâûå ïîòîêè Pc(r, t) , Pb(r, t) è Pm(r, t) óäîâëåòâîðÿþò íîðìàëüíîìó ðàäèàëüíî-

ìó ðàñïðåäåëåíèþ Ãàóññà

Pc(r, t) = Pc(t)exp

(
− r2

r2
A

)
, Pb(r, t) = Pb(t)exp

(
− r2

r2
A

)
,

Pm(r, t) = Pm(t)exp

(
− r2

r2
A

)
, (23)
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òî èíòåãðàë îòíîñèòåëüíî r â ôîðìóëå (19) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí è âûðàæåíèå äëÿ êîíòàêòíîé
òåìïåðàòóðû ïîëó÷àåò î÷åíü ïðîñòóþ ôîðìó:

Ts(r, z, t) =
a

λ
√

π

t∫

0

[Pc(t1)− Pb(t1)− Pm(t1)] r2
A(t1)[

r2
A + 4a2(t− t1)

]√
t− t1

×

×exp

[
− z2

4a2(t− t1)
− r2

r2(t1) + 4a2(t− t1)

]
dt1. (24)

Òåïëîâîé ïîòîê Pc(t) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ïîëîæèòåëüíûå
êîìïîíåíòû, òàêèå êàê èçëó÷åíèå äóãè, áîìáàðäèðîâêó ýëåêòðîíàìè (èîíàìè) àíîäíîé (êàòîä-
íîé) êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, îáðàòíûõ ýëåêòðîíîâ èç ñòîëáà äóãè, è îòðèöàòåëüíûå êîìïî-
íåíòû, òàêèå êàê ïîòåðè ýíåðãèè ïðè èñïàðåíèè, èçëó÷åíèè, îõëàæäåíèÿ çà ñ÷åò ýëåêòðîííîé
ýìèññèè è òåïëîïðîâîäíîñòè âíóòðè êîíòàêòà. Âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ ýòèõ êîìïîíåíòîâ ìîæíî
íàéòè â [7]. Îäíàêî, ìîäåëü â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü óïðîùåíà ââèäó òîãî, ÷òî
èíôîðìàöèÿ î òîêå, íàïðÿæåíèè è ñìåùåíèè èìååòñÿ èç ýêñïåðèìåíòà. Ïîýòîìó áîëåå óäîá-
íî âû÷èñëèòü ìîùíîñòü WA , âûäåëÿåìóþ äóãîé, íåïîñðåäñòâåííî ïî èçìåðåíèÿì çíà÷åíèé
íàïðÿæåíèÿ íà äóãå UA , òîêà äóãè IA è çàòåì íàéòè òåïëîâîé ïîòîê, âõîäÿùèé â êîíòàêò
âûðàæåíèåì:

Pc(t) =
IA(t) · UA(t)

2πr2
A(t)

=
PA(t)

2πr2
A(t)

. (25)

Ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì óðàâíåíèåì, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñîâìåñòíî ñ äðóãèìè
âûøåïðèâåäåííûìè âû÷èñëèòü äèíàìèêó ïëàâëåíèÿ êîíòàêòîâ, ðàäèóñà äóãè rA(t) è ìîùíî-
ñòè äóãè PA(t). Íà ðèñóíêàõ 5 è 6 èçîáðàæåíà äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ìîùíîñòè è òåìïåðàòóðû
äëÿ AgCdO � êîíòàêòîâ, âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåííîé âûøå ìîäåëè ïðè óñëîâèÿõ:
ïîäàâàåìîå íàïðÿæåíèå U0 = 14B , òîê I0 = 20A , èíäóêòèâíîñòü L = 47.5Ìãí , ñêîðîñòü
ðàçìûêàíèÿ V = 0.2 ì/ñ [2].

Ðèñ. 5: Äèíàìèêà ìîùíîñòè äóãè.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êðèòè÷åñêîå âðåìÿ â ýòîì ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò tcr = 10 mc, îäíàêî ìàê-
ñèìóì òåìïåðàòóðû äóãè äîñòèãàåòñÿ íåìíîãî ïîçæå, ïðè t = 15 mc, ââèäó òåïëîâîé èíåðöèè.

2 Ïåðåõîä ìåòàëëè÷åñêîé ôàçû äóãè â ãàçîâóþ
2.1 Òåìïåðàòóðíîå ïîëå è ýððîçèÿ. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ìåòàëëè÷åñêîé ôàçû î÷åíü êîðîòêà,

ñëåäîâàòåëüíî òîëùèíà äóãè îñòàåòñÿ ìàëîé è ïðèâåäåííàÿ âûøå ìîäåëü ìîæåò áûòü ïðèìåíå-
íà äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäà ìåòàëëè÷åñêîé ôàçû äóãè â ãàçîâóþ, åñëè ìû çàìåíèì âñå ïàðàìåòðû
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Ðèñ. 6: Òåìïåðàòóðà äóãè. 1 � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [2], 2 � äàííûå âû÷èñëåíèé.

ìåòàëëè÷åñêîãî ïàðà ïàðàìåòðàìè ãàçîâîãî ïàðà. Äèíàìèêà ýòîãî ïåðåõîäà ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñóíêå 7. Íà íåì ìîæíî âèäåòü, ÷òî íà ïåðâîé ñòàäèè ðàçìûêàíèÿ êîíòàêòîâ, êîãäà øèðèíà
êîíòàêòíîé ùåëè íå ïðåâûøàåò 20ìêì , òåìïåðàòóðà àíîäà âîçðàñòàåò î÷åíü ðåçêî ïî ñðàâíå-
íèþ ñ òåìïåðàòóðîé êàòîäà.

Ðèñ. 7: Äèíàìèêà òåìïåðàòóðû àíîäà è êàòîäà â öåíòðå äóãè.

Ýòî ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî òåì ôàêòîì, ÷òî â êîðîòêîé äóãå, äëèíà êîòîðîé ñðàâíèìà ñ
äëèíîé èîíèçàöèîííîé çîíû, òåìïåðàòóðà ýëåêòðîíîâ Te ìíîãî áîëüøå òåìïåðàòóðû èîíîâ Ti

è, ñëåäîâàòåëüíî, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ, áîìáàðäèðóþùèõ àíîä, 3
2

kTe
e je , çíà÷è-

òåëüíî ïðåâûøàåò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïîñòóïàþùèõ â êàòîä èîíîâ, 3
2

kTi
e ji . Âìåñòå ñ òåì

âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì äèàïàçîíå êîíòàêòíîé ùåëè ýëåêòðîííûé êîìïîíåíò ïëîò-
íîñòè òîêà je ìíîãî áîëüøå èîííîãî êîìïîíåíòà Ji , ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ïðè÷èíîé
äëÿ ïåðåãðåâà àíîäà è ïåðåíîñà ìàòåðèàëà ñ àíîäà íà êàòîä. Îäíàêî èíòåíñèâíîå èñïàðåíèå ñ
àíîäà è âîçðàñòàíèå ðàäèóñà ïÿòíà äóãè íà àíîäå, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé óìåíüøåíèå ïëîòíîñòè
òîêà, âûçûâàåò îõëàæäåíèå àíîäà è óìåíüøåíèå åãî òåìïåðàòóðû, â òî âðåìÿ êàê òåìïåðà-
òóðà êàòîäà âîçðàñòàåò. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ àíîäíîé è êàòîäíîé òåìïåðàòóð íàáëþäàåòñÿ ïðè
tac = 0, 15ìñ è ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ íàïðàâëåíèÿ ïåðåíîñà ìàòåðèàëà íà ïðîòèâîïîëîæíîå
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è îáðàçîâàíèþ êîìïåíñàöèîííîé ñòàäèè äóãè, êîòîðàÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî ìîìåíòà t1 = 1, 8 ìñ
è ïåðåõîäèò çàòåì â ñòàäèþ êàòîäíîé äóãè (ðèñóíîê 8).

Âû÷èñëåíèå ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ñòàäèÿ êàòîäíîé äóãè íà÷èíàåòñÿ â ìåòàëëè÷åñêîé
ôàçå ïðè òåìïåðàòóðå îêîëî 4700 K , ÷òî ìåíüøå ÷åì ïîðîã èîíèçàöèè, îäíàêî ïåðåõîä (çà-
âåðøåíèå ïåðåõîäà) â ãàçîâóþ ôàçó ñëó÷àåòñÿ ïðè t1 = 2 ìñ . Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ýðîçèè,
ïðèâåäåííûé íà ðèñóíêå 8, ïðåäñòàâëÿåò äàííûå ôàêòà, ÷òî ãëàâíàÿ ïîðöèÿ ýðîçèè â èíäóê-
òèâíîé öåïè ñëó÷àåòñÿ â ãàçîâîé ôàçå. Âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ìåòàëëè÷åñêîé ôàçû ñëåãêà
áîëüøå ÷åì ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü ýôôåêòîì ïîâòîðÿåìîñòè, òî
åñòü îñàæäåíèåì èñïàðÿåìîãî ìàòåðèàëà, êîòîðîå èãíîðèðóåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Ðèñ. 8: Èçìåíåíèå ìàññû àíîäà è êàòîäà 1 � Mec -âû÷èñëåííîå, 2 � Mec -ýêñïåðèìåíò [2], 3 �
Mea -ýêñïåðèìåíò [2], 4 � Mea -âû÷èñëåííîå.

2.2 Âëèÿíèå èíäóêòèâíîñòè íà ïðîäîëæèòåëüíîñòü äóãè. Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ áûëè
âûïîëíåíû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíäóêòèâíîñòè â äèàïàçîíå îò 1 ìÃí äî 400 ìÃí. Áûëî
íàéäåíî, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü äóãè âîçðàñòàåò ïðîïîðöèîíàëüíî èíäóêòèâíîñòè è çàâèñèò
îò òîêà ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ èíäóêòèâíîñòè (ðèñóíîê 9). Îäíàêî äëÿ èíäóê-
òèâíîñòè áîëåå ÷åì 10 ìÃí ýòà çàâèñèìîñòü ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé. Ýòîò ðåçóëüòàò
ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, ïðèâåäåííûì â [2].

Âîçðàñòàíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè äóãè ñ ðîñòîì èíäóêòèâíîñòè ïðîèñõîäèò ïðè ó÷åòå óâå-
ëè÷åíèÿ ãàçîâîé ôàçû äóãè, ïîêà âàðèàöèè ìåòàëëè÷åñêîé ôàçû îòíîñèòåëüíî ìàëû. Ïîäîáíîå
çàêëþ÷åíèå ìîæíî âûñêàçàòü î âîçðàñòàíèè ýðîçèè. Îäíàêî äàëüíåéøåå âîçðàñòàíèå èíäóêòèâ-
íîñòè íà íåñêîëüêî ìèëëèãåíðè â äèàïàçîíå ìàëûõ òîêîâ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè äóãè è ýðîçèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåõîäîì ê òëåþùåìó ðàçðÿäó, êîòîðûé îáñóæäàåòñÿ
íèæå.

Âûâîäû
1. Äèíàìèêà òåìïåðàòóðû è ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè äóãè ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðè-

òåëüíî ðàññ÷èòàíà ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îñíîâàííîé íà íåëèíåéíîé çàäà÷å äëÿ
îñåñèììåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

2. Ïîëó÷åí íîâûé êðèòåðèé ñòàáèëèçàöèè äóãè, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè çàâèñèìîñòü ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè ìåòàëëè÷åñêîé ôàçû äóãè îò çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ öåïè è ñâîéñòâ êîíòàêò-
íîãî ìàòåðèàëà.

3. Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âíóòðè ýëåêòðîäîâ â ïðîöåññå
ãîðåíèÿ äóãè, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó äóãîâîé ýðîçèè â ìåòàëëè÷åñêîé è ãàçîâîé ôàçàõ
äóãè.

4. Ïðè÷èíîé âîçðàñòàíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè äóãè è ýðîçèè êîíòàêòîâ, ïðîèñõîäÿùåãî ñ
ðîñòîì èíäóêòèâíîñòè öåïè, ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèå ãàçîîáðàçíîé ôàçû äóãè îòíîñèòåëüíî åå
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Ðèñ. 9: 1− I0 = 0.6A, 2− I0 = 1A, 3− I0 = 20A .

ìåòàëëè÷åñêîé ôàçû.
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ÒÅÎÐÈßÕ
Á. Ø. Êóëïåøîâ

Èíñòèòóò ïðîáëåì èíôîðìàòèêè è óïðàâëåíèÿ ÌÎèÍ ÐÊ
050010 Àëìàòû Ïóøêèíà, 125 kbsh@ipic.kz

Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ áèíàðíîñòè êàæäîãî íåàëãåáðàè÷åñêîãî 1-òèïà â
ïðîèçâîëüíîé ℵ0-êàòåãîðè÷íîé ñëàáî î-ìèíèìàëüíîé òåîðèè.

1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ïóñòü L � ñ÷åòíûé ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà. Âñþäó â äàí-
íîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì L-ñòðóêòóðû è ïðåäïîëàãàåì, ÷òî L ñîäåðæèò ñèìâîë áèíàðíîãî
îòíîøåíèÿ <, êîòîðûé èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ëèíåéíûé ïîðÿäîê â ýòèõ ñòðóêòóðàõ. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ A,B ñòðóêòóðû M ìû ïèøåì A < B, åñëè a < b âñÿêèé ðàç êîãäà a ∈ A
è b ∈ B. Åñëè A ⊂ M è x ∈ M , òî ìû ïèøåì A < x, åñëè A < {x}. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A
ñòðóêòóðû M A+ := {b ∈ M |A < b} è A− := {b ∈ M |b < A}. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëíîãî òèïà
p ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç p(M) ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé òèïà p â M . Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç <lex

îòíîøåíèå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîðòåæà b̄ = 〈b1, b2, . . . , bn〉
äëèíû n ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç b̄i êîðòåæ 〈b1, b2, . . . , bi〉, ÷åðåç b̄j � êîðòåæ 〈bj , bj+1, . . . , bn〉 è
÷åðåç b̄j

i � êîðòåæ 〈bj , bj+1, . . . , bi〉 äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i, j ≤ n − 1. Åñëè B ⊆ M è E � îòíîøå-
íèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà B, ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç B/E ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé E�êëàññîâ,
ëåæàùèõ â B. Åñëè f � ôóíêöèÿ íà M , ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Dom(f) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè f . Ïîäìíîæåñòâî A ñòðóêòóðû M ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A è
c ∈ M âñÿêèé ðàç êîãäà a < c < b ìû èìååì c ∈ A.

Äàííàÿ ñòàòüÿ êàñàåòñÿ ïîíÿòèÿ ñëàáîé î-ìèíèìàëüíîñòè, ïåðâîíà÷àëüíî èññëåäîâàííîãî
Ä. Ìàêôåðñîíîì, Ä. Ìàðêåðîì è ×. Ñòåéíõîðíîì â [2]. Ñëàáî î-ìèíèìàëüíîé ñòðóêòóðîé
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðà M = 〈M, =, <, . . .〉, òàêàÿ ÷òî ëþáîå îïðåäå-
ëèìîå (ñ ïàðàìåòðàìè) ïîäìíîæåñòâî ñòðóêòóðû M ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà
âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â M . Âåùåñòâåííî-çàìêíóòûå ïîëÿ ñ ñîáñòâåííûì âûïóêëûì êîëüöîì
íîðìèðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàþò âàæíûé ïðèìåð ñëàáî î-ìèíèìàëüíûõ ñòðóêòóð.

Âñïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, ïåðâîíà÷àëüíî ââåäåííûå â [2].
Ïóñòü Y ⊂ Mn+1 � ∅-îïðåäåëèìî, π : Mn+1 → Mn � ïðîåêöèÿ, êîòîðàÿ îòáðàñûâàåò ïî-

ñëåäíþþ êîîðäèíàòó, è ïóñòü Z := π(Y ). Äëÿ êàæäîãî ā ∈ Z ïóñòü Yā := {y : (ā, y) ∈ Y }.
Keywords: Weakly o-minimal, ℵ0-categorical, convexity rank
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 03C10, 03C35, 03C64
c Á. Ø. Êóëïåøîâ, 2010.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ā ∈ Z ìíîæåñòâî Yā îãðàíè÷åíî ñâåðõó, íî íå èìååò ñóïðåìóìà
â M. Ïóñòü ∼ � ∅-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Mn, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ā ∼ b̄ äëÿ âñåõ ā, b̄ ∈ Mn \ Z, è ā ∼ b̄ ⇔ supYā = supYb̄, åñëè ā, b̄ ∈ Z.

Ïóñòü Z := Z/ ∼, è äëÿ êàæäîãî êîðòåæà ā ∈ Z ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç [ā] ∼-êëàññ êîðòåæà ā.
Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé ∅-îïðåäåëèìûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà M ∪ Z, îïðåäåëÿåìûé ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ïóñòü ā ∈ Z è c ∈ M . Òîãäà [ā] < c åñëè è òîëüêî åñëè w < c äëÿ âñåõ w ∈ Yā.
Åñëè ā 6∼ b̄, òîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé x ∈ M òàêîé, ÷òî [ā] < x < [b̄] èëè [b̄] < x < [ā], è
ïîýòîìó < èíäóöèðóåò ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà M ∪Z. Ìû íàçûâàåì òàêîå ìíîæåñòâî Z ñîðòîì
(â äàííîì ñëó÷àå, ∅-îïðåäåëèìûì ñîðòîì) â M , ãäå M � Äåäåêèíäîâî ïîïîëíåíèå ñòðóêòóðû
M , è îáîçðåâàåì Z êàê åñòåñòâåííî âëîæåííóþ â M . Àíàëîãè÷íî, ìû ìîæåì ïîëó÷àòü ñîðò â
M , ðàññìàòðèâàÿ èíôèìóìû âìåñòî ñóïðåìóìîâ.

Ïóñòü A,D ⊆ M , D áåñêîíå÷íî, Z ⊆ M � A-îïðåäåëèìûé ñîðò è f : D → Z � A-îïðåäåëèìàÿ
ôóíêöèÿ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî f � ëîêàëüíî âîçðàñòàþùàÿ (ëîêàëüíî óáûâàþùàÿ, ëîêàëüíî êîí-
ñòàíòà) íà D, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ D ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë J ⊆ D, ñîäåðæàùèé
{a}, òàê ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé (ñòðîãî óáûâàþùåé, êîíñòàíòîé) íà J ; ìû òàêæå
ãîâîðèì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ìîíîòîííîé íà D, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âîçðàñòàþ-
ùåé èëè ëîêàëüíî óáûâàþùåé íà D. Ïóñòü E � A-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà
D. Ìû ãîâîðèì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) íà D/E, åñëè äëÿ ëþáûõ
a, b ∈ D òàêèõ, ÷òî a < b è ¬E(a, b), ìû èìååì f(a) < f(b) (f(a) > f(b)).

Îïðåäåëåíèå 1. (Á.Ñ. Áàéæàíîâ, [3].) Ïóñòü M � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ ñòðóêòóðà, A ⊆
M , p ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèé.
(1) A-îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëà F (x, y) íàçûâàåòñÿ p-ñòàáèëüíîé, åñëè ñóùåñòâóþò α, γ1,
γ2 ∈ p(M) òàêèå, ÷òî F (M, α) \ {α} 6= ∅ è γ1 < F (M,α) < γ2.
(2) p-ñòàáèëüíàÿ ôîðìóëà F (x, y) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âïðàâî (âëåâî), åñëè ñóùåñòâóåò α ∈
p(M) òàêîé, ÷òî F (M, α) âûïóêëî, α � ëåâàÿ (ïðàâàÿ) êîíöåâàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà F (M,α)
è α ∈ F (M,α).

Ïðèìåð 1. [4] Ïóñòü Mn := 〈Qn; =, <, E2
1 , E2

2 , . . . , E2
n−1〉, ãäå Qn � ìíîæåñòâî n-êîðòå-

æåé x = (x0, . . . , xn−1) ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, óïîðÿäî÷åííîå ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïîñðåäñòâîì <,
è äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n − 1 Ei � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì
îáðàçîì: Ei(x, y) ⇔ äëÿ âñåõ j < n− i, xj = yj. Òîãäà äëÿ êàæäîãî i êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
ïî Ei ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà Qn. Áîëåå òîãî, Ei−1 óòîí÷àåò
Ei äëÿ êàæäîãî 2 ≤ i ≤ n− 1.

Â Ïðèìåðå 1 ôîðìóëà Ei(x, y) ÿâëÿåòñÿ p-ñòàáèëüíîé äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ n − 1, ãäå
p(x) := {x = x}; Fi(x, y) := Ei(x, y)∧y ≤ x è F ′

i (x, y) := Ei(x, y)∧y ≥ x ÿâëÿþòñÿ p-ñòàáèëüíûìè
âûïóêëîé âïðàâî è âûïóêëîé âëåâî ôîðìóëàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 2.Ïóñòü F (x, y) � p-ñòàáèëüíàÿ âûïóêëàÿ âïðàâî (âëåâî) ôîðìóëà. Ìû ãî-
âîðèì, ÷òî F (x, y) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü-ãåíåðèðóþùåé, åñëè äëÿ ëþáûõ α, β ∈ p(M)
òàêèõ, ÷òî M |= F (β, α), èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå:

M |= ∀x[x ≥ β → [F (x, α) ↔ F (x, β)]] (M |= ∀x[x ≤ β → [F (x, α) ↔ F (x, β)]]).

Î÷åâèäíî, ÷òî âûøåïðèâåäåííûå ôîðìóëû Fi(x, y) è F ′
i (x, y) ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü-ãå-

íåðèðóþùèìè.
Ëåììà 1. [5] Ïóñòü M � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ ñòðóêòóðà, A ⊆ M, p ∈ S1(A) � íåàë-

ãåáðàè÷åñêèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (x, y) � p-ñòàáèëüíàÿ âûïóêëàÿ âïðàâî (âëåâî) ôîðìóëà,
ÿâëÿþùàÿñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü-ãåíåðèðóþùåé. Òîãäà E(x, y) := F (x, y) ∨ F (y, x) � îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùåå p(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ êëàññîâ.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2010. Òîì 10. � 2 (36)



Î íåàëãåáðàè÷åñêèõ 1-òèïàõ â ñ÷åòíî-êàòåãîðè÷íûõ ñëàáî î-ìèíèìàëüíûõ òåîðèÿõ 79

Òåîðåìà 1. [5] Ïóñòü T � ℵ0-êàòåãîðè÷íàÿ ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M |= T, A ⊆
M, p ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèé. Òîãäà ëþáàÿ p-ñòàáèëüíàÿ âûïóêëàÿ âïðàâî (âëåâî) ôîðìóëà
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü-ãåíåðèðóþùåé.

Ïðåäëîæåíèå 1. ([1], Ïðåäëîæåíèå 2.7) Ïóñòü T � ℵ0-êàòåãîðè÷íàÿ ñëàáî î-ìèíèìàëü-
íàÿ òåîðèÿ, M |= T , A ⊆ M , A êîíå÷íî, p ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèé, f � A-îïðåäåëèìàÿ
ôóíêöèÿ â A-îïðåäåëèìûé ñîðò, òàê ÷òî p(M) ⊆ Dom(f) è f íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà
p(M). Òîãäà ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E(x, y), ðàçáèâàþùåå
p(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ êëàññîâ, òàê ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé íà
p(M)/E.

Îïðåäåëåíèå 3. (Á.Ñ. Áàéæàíîâ, [6]) Ïóñòü M � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ ñòðóêòóðà, A ⊆
M , p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå. Ìû ãîâîðèì, ÷òî p íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî îðòîãîíàëüíûì
òèïó q (p 6⊥w q), åñëè ñóùåñòâóþò A-îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëà H(x, y), α ∈ p(M) è β1, β2 ∈ q(M)
òàêèå, ÷òî β1 ∈ H(M, α) è β2 6∈ H(M, α).

Ëåììà 2. ([6], Ñëåäñòâèå 34 (iii)) Îòíîøåíèå íå ñëàáîé îðòîãîíàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îò-
íîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà S1(A).

Ìû ãîâîðèì, ÷òî êîðòåæ ā = 〈a1, a2, . . . , an〉 ∈ Mn ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùèì, åñëè a1 <
a2 < . . . < an. Ïóñòü A ⊆ M , A êîíå÷íî, p1, p2, . . . , ps ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå. Ìû ãîâî-
ðèì, ÷òî ñåìåéñòâî 1-òèïîâ {p1, . . . , ps} ÿâëÿåòñÿ ñëàáî îðòîãîíàëüíûì íàä A, åñëè êàæäûé
s-êîðòåæ 〈a1, . . . , as〉 ∈ p1(M) × . . .× ps(M) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó è òîìó æå òèïó íàä A. Ìû
ãîâîðèì, ÷òî ñåìåéñòâî 1-òèïîâ {p1, . . . , ps} ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì íàä A, åñëè äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (n1, . . . , ns) ∈ ωs, äëÿ ëþáûõ âîçðàñòàþùèõ êîðòåæåé ā1, ā

′
1 ∈ [p1(M)]n1 ,

. . ., ās, ā
′
s ∈ [ps(M)]ns òàêèõ, ÷òî tp(ā1/A) = tp(ā′1/A), . . ., tp(ās/A) = tp(ā′s/A), ìû èìååì

tp(〈ā1, . . . , ās〉/A) = tp(〈ā′1, . . . , ā′s〉/A). Åñëè A ⊆ M , p1, p2 ∈ S1(A) è p1 ⊥w p2, òî, î÷åâèä-
íî, ÷òî {p1, p2} ñëàáî îðòîãîíàëüíî íàä A. Â [1] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ℵ0-êàòåãîðè÷íûõ ñëàáî
î-ìèíèìàëüíûõ òåîðèÿõ êîíå÷íîãî ðàíãà âûïóêëîñòè ëþáîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî ñëàáî îðòîãî-
íàëüíûõ 1-òèïîâ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì.

Ïóñòü p ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèé. Ìû ãîâîðèì, ÷òî p ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì íàä A, åñëè
äëÿ ëþáîãî n < ω è äëÿ ëþáûõ b1 < b2 < . . . < bn, b′1 < b′2 < . . . < b′n ∈ p(M) òàêèõ,
÷òî tp(〈bi, bj〉/A) = tp(〈b′i, b′j〉/A) äëÿ âñåõ 1 ≤ i < j ≤ n, ìû èìååì tp(b̄/A) = tp(b̄′/A). Åñëè
íåàëãåáðàè÷åñêèé p ∈ S1(∅) ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì íàä ∅, òî ìû ãîâîðèì ïðîñòî, ÷òî p � áèíàðíûé.

Ïðèìåð 2. ([1], Ïðèìåð 3.8) Ïóñòü M = 〈Q ∪ W , <, E3, P 1〉 � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí-
íàÿ ñòðóêòóðà, ãäå Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë; W � ìíîæåñòâî âñåõ Q-ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé èç {0, 1} ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ êîîðäèíàò, èñêëþ÷àÿ íóëåâóþ Q-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óïîðÿäî÷åííîå ëåêñèêîãðàôè÷åñêè; P (M) = Q, ¬P (M) = W è P (M) <
¬P (M). Äëÿ ëþáîãî a ∈ P (M) E(a, y1, y2) � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ¬P (M), îïðåäå-
ëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ a ∈ P (M), b1, b2 ∈ ¬P (M) E(a, b1, b2) ⇔ b1(q) = b2(q)
äëÿ âñåõ q ≤ a, ò.å. q-òûå êîîðäèíàòû ýëåìåíòîâ b1 è b2 ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ q ≤ a.

Ìîæåò áûòü äîêàçàíî, ÷òî M � ℵ0-êàòåãîðè÷íàÿ ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ ñòðóêòóðà. Ïóñòü
p1 := {P (x)}, p2 := {¬P (x)}. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî p1 ⊥w p2. Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî {p1, p2} íå
ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì íàä ∅. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó: Θ(x, y, z) := ∃u[E(u, x, y) ∧
¬E(u, y, z)]. Òîãäà î÷åâèäíî ¬Θ(x, y, z) ≡ ∀u[E(u, x, y) → E(u, y, z)]. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå b1,
b2, b3, b4 ∈ W òàêèå, ÷òî

b1(q) = b2(q) äëÿ âñåõ q < 0 è b1(0) = 0, b2(0) = 1 (ñëåäîâàòåëüíî, b1 < b2);
b2(q) = b3(q) äëÿ âñåõ q < −1 è b2(−1) = 0, b3(−1) = 1 (ñëåäîâàòåëüíî, b2 < b3);
b2(q) = b4(q) äëÿ âñåõ q < 1 è b2(1) = 0, b4(1) = 1 (ñëåäîâàòåëüíî, b2 < b4).
Òîãäà, èìååì tp(〈b1, b3〉/∅) = tp(〈b1, b4〉/∅), tp(〈b2, b3〉/∅) = tp(〈b2, b4〉/∅), è M |= Θ(b1, b2,

b3) ∧ ¬Θ(b1, b2, b4), ò.å. p2 íå ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì.
Â Ðàçäåëå 2 ìû äîêàçûâàåì îðòîãîíàëüíîñòü âñåõ ñåìåéñòâ íåàëãåáðàè÷åñêèõ ïîïàðíî ñëà-

áî îðòîãîíàëüíûõ áèíàðíûõ 1-òèïîâ â ïðîèçâîëüíîé ℵ0-êàòåãîðè÷íîé ñëàáî î-ìèíèìàëüíîé
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òåîðèè (Òåîðåìà 2). Íàêîíåö, â Ðàçäåëå 3 ìû ïðåäñòàâëÿåì òåîðåìó, îïèñûâàþùóþ íåîáõî-
äèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ áèíàðíîñòè êàæäîãî íåàëãåáðàè÷åñêîãî 1-òèïà â ïðîèçâîëüíîé
ℵ0-êàòåãîðè÷íîé ñëàáî î-ìèíèìàëüíîé òåîðèè (Òåîðåìà 3).

2 Îðòîãîíàëüíîñòü.
Ëåììà 3. Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíàÿ ℵ0-êàòåãîðè÷íàÿ òåîðèÿ, M |= T , A ⊆ M , A êîíå÷íî,

m,n < ω, ā = 〈a1, . . . , am〉, ā′ = 〈a′1, . . . , a′m〉 ∈ Mm, b̄ = 〈b1, . . . , bn〉, b̄′ = 〈b′1, . . . , b′n〉 ∈ Mn

òàêèå, ÷òî tp(ā/A) = tp(ā′/A), tp(b̄/A) = tp(b̄′/A) è tp(〈a, b̄n−1〉/A) = tp(〈ā′, b̄′n−1〉/A). Òî-
ãäà tp(〈a, b̄〉/A) 6= tp(〈ā′, b̄′〉/A) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå b′′n ∈ M òàêîãî, ÷òî tp(〈b̄n−1, bn〉/A) =
tp(〈b̄n−1, b

′′
n〉/A) è tp(〈ā, b̄n−1, bn〉/A) 6= tp(〈ā, b̄n−1, b

′′
n〉/A).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3. Òàê êàê tp(〈a, b̄〉/A) 6= tp(〈ā′, b̄′〉/A), òî ñóùåñòâóåò A-îïðå-
äåëèìàÿ ôîðìóëà R(x̄, ȳ) òàêàÿ, ÷òî M |= R(ā, b̄) ∧ ¬R(ā′, b̄′). Ïóñòü A(x̄) � A-îïðåäåëèìàÿ
ôîðìóëà, èçîëèðóþùàÿ tp(ā/A), B(ȳ) � A-îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëà, èçîëèðóþùàÿ tp(b̄/A). Äîïó-
ñòèì ïðîòèâíîå: ïðåäïîëîæèì, ÷òî M |= θ(ā, b̄n−1), ãäå

θ(ā, b̄n−1) := A(ā) ∧ ∀y[B(b̄n−1, y) → R(ā, b̄n−1, y)].

Òîãäà, â ñèëó óñëîâèé ëåììû ìû ïîëó÷èì M |= θ(ā′, b̄′n−1), ïðîòèâîðå÷à íàøåìó äîïóùåíèþ.
Ëåììà 4. Ïóñòü T � ℵ0-êàòåãîðè÷íàÿ ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M |= T , A ⊆ M ,

A êîíå÷íî, p1, p2 ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå, p1 ⊥w p2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p2 áèíàðíûé íàä
A. Òîãäà, äëÿ ëþáûõ a1, a

′
1 ∈ p1(M), b1 < b2, b

′
1 < b′2 ∈ p2(M) òàêèõ, ÷òî tp(〈b1, b2〉/A) =

tp(〈b′1, b′2〉/A), èìååì tp(〈a1, b1, b2〉/A) = tp(〈a′1, b′1, b′2〉/A).
Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò a1, a′1 ∈

p1(M), b1 < b2, b′1 < b′2 ∈ p2(M) òàêèå, ÷òî tp(〈b1, b2〉/A) = tp(〈b′1, b′2〉/A), íî tp(〈a1, b1, b2〉/A) 6=
tp(〈a′1, b′1, b′2〉/A). Òîãäà, â ñèëó Ëåììû 3 ñóùåñòâóåò b′′2 ∈ p2(M) òàêîé, ÷òî tp(〈b1, b2〉/A) =
tp(〈b1, b

′′
2〉/A) è tp(〈a1, b1, b2〉/A) 6= tp(〈a1, b1, b

′′
2〉/A). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìàÿ

ôîðìóëà R(x, y, z) òàêàÿ, ÷òî M |= R(a1, b1, b2) ∧ ¬R(a1, b1, b
′′
2).

Ïóñòü p1
2 := tp(b1/A∪{a1}) è p1

1 := tp(a1/A∪{b1}). Â ñèëó ñëàáîé îðòîãîíàëüíîñòè p1 è p2 ìû
èìååì p1

2(M) = p2(M) è p1
1(M) = p1(M). Òîãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî R(a1, y, z) � p2-ñòàáèëüíàÿ

âûïóêëàÿ âïðàâî ôîðìóëà. Òîãäà â ñèëó Òåîðåìû 1 R(a1, y, z) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü-
ãåíåðèðóþùåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî Ëåììå 1 E(a1, y, z) := R(a1, y, z) ∨ R(a1, z, y) ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùèì p2(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî áåñêîíå÷íûõ âûïóê-
ëûõ êëàññîâ. Çàìåòèì, ÷òî Ea1 íå ÿâëÿåòñÿ A-îïðåäåëèìûì, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû
èìååì tp(〈b1, b2〉/A) 6= tp(〈b1, b

′′
2〉/A), ïðîòèâîðå÷à âûáîðó b′′2.

Òàê êàê tp(〈b1, b2〉/A) = tp(〈b1, b
′′
2〉/A), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò A-îïðåäåëè-

ìûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè E0(x, y) è E1(x, y), ðàçáèâàþùèå p2(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
âûïóêëûõ êëàññîâ, òàê ÷òî M |= ¬E0(b1, b2) ∧ ¬E0(b1, b

′′
2) ∧ E1(b1, b2) ∧ E1(b1, b

′′
2). Òîãäà ðàñ-

ñìàòðèâàÿ ôîðìóëû F0(x, y) := E0(x, y) ∧ x ≤ y è F1(x, y) := E1(x, y) ∧ x ≤ y, ìû èìååì
F0(b1,M) ⊂ R(a1, b1,M) ⊂ F1(b1,M) è, ñëåäîâàòåëüíî, E1(b1,M) ðàçáèâàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîå
÷èñëî Ea1-êëàññîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî E0-êëàññîâ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó: Θ(x, y, z) := ∃u[E(u, x, y) ∧ ¬E(u, y, z)].
Î÷åâèäíî ¬Θ(x, y, z) ≡ ∀u[E(u, x, y) → E(u, y, z)]. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå b2, b3 ∈ p2(M)

òàêèå, ÷òî

E(a, b1, b2) ∧ ¬E0(b1, b2) ∧ b1 < b2 ∧ ¬E(a, b2, b3) ∧ ¬E0(b2, b3) ∧ b2 < b3.

Î÷åâèäíî, èìååì Θ(b1, b2, b3). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

D :=
⋂

{a∈p1(M):E(a,b1,b2)}
E(a, b2,M) ∩ {b ∈ p2(M) : b2 < b ∧ ¬E0(b2, b)}
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Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé Ea-êëàññ íå èìååò êîíöåâûõ òî÷åê â M è ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî
êîíå÷íîãî ÷èñëà ⋂

{ai∈p1(M):E(ai,b1,b2),1≤i≤n}
E(ai, b2, M)

áåñêîíå÷íî è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò b4 ∈ p2(M) òàêîé, ÷òî b2 < b4, ¬E0(b2, b4) è ¬Θ(b1, b2,
b4), ïðîòèâîðå÷à áèíàðíîñòè p2 íàä A.

Ëåììà 5. Ïóñòü T � ℵ0-êàòåãîðè÷íàÿ ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M |= T , A ⊆ M ,
A êîíå÷íî, p1, p2 ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå è áèíàðíûå íàä A 1-òèïû, p1 ⊥w p2. Òîãäà äëÿ
ëþáûõ m,n < ω è âîçðàñòàþùèõ ā = 〈a1, a2, . . . , am〉, ā′ = 〈a′1, a′2, . . . , a′m〉 ∈ [p1(M)]m, b̄ =
〈b1, b2, . . . , bn〉, b̄′ = 〈b′1, b′2, . . . , b′n〉 ∈ [p2(M)]n òàêèõ, ÷òî tp(ā/A) = tp(ā′/A), tp(b̄/A) = tp(b̄′/A),
ìû èìååì tp(〈ā, b̄〉/A) = tp(〈ā′, b̄′〉/A).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 5. Ìû äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k ≥ 3, ãäå k = m + n, ðàññìàòðè-
âàÿ ñëó÷àè (k − 2, 2), (k − 3, 3), . . ., (1, k − 1) ïîñëåäîâàòåëüíî.
Øàã k = 3 ñëåäóåò èç Ëåììû 4. Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà óñòàíîâëåíà äëÿ âñåõ k < m + n
è äîêàæåì åå äëÿ k = m + n.
Øàã k = m + n. Ñëó÷àé (m, n), ãäå n = 2. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò ā = 〈a1, a2, . . . , am〉, ā′ = 〈a′1, a′2, . . . , a′m〉 ∈ [p1(M)]m, b1 < b2, b′1 < b′2 ∈ p2(M) òàêèå,
÷òî tp(ā/A) = tp(ā′/A), tp(〈b1, b2〉/A) = tp(〈b′1, b′2〉/A), íî tp(〈ā, b1, b2〉/A) 6= tp(〈ā′, b′1, b′2〉/A).
Òîãäà, â ñèëó Ëåììû 3 ñóùåñòâóåò b′′2 ∈ p2(M) òàêîé, ÷òî tp(〈b1, b2〉/A) = tp(〈b1, b

′′
2〉/A) è

tp(〈ā, b1, b2〉/A) 6= tp(〈ā, b1, b
′′
2〉/A). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëà R(x̄,

y, z) òàêàÿ, ÷òî R(ā, b1, b2) ∧ ¬R(ā, b1, b
′′
2).

Ïóñòü p1
2 := tp(b1/A ∪ {ā}). Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (ñëó÷àé (m, 1)) p1

2(M) =
p2(M). Òîãäà, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî R(ā, y, z) � p2-ñòàáèëüíàÿ âûïóêëàÿ âïðàâî ôîðìóëà è, ñëå-
äîâàòåëüíî, â ñèëó Ëåììû 1 è Òåîðåìû 1 E(ā, y, z) := R(ā, y, z)∨R(ā, z, y) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùèì p2(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ êëàññîâ.
Òîãäà, ðàññìàòðèâàÿ ñëåäóþùóþ ôîðìóëó Θ(x, y, z) := ∃ū[E(ū, x, y)∧¬E(ū, y, z)] ïî àíàëîãèè ñ
Ëåììîé 4, ìîæåì íàéòè ýëåìåíòû b0

1, b0
2, b0

3, b0
4 ∈ p2(M) òàêèå, ÷òî tp(〈b0

1, b
0
3〉/A) = tp(〈b0

1, b
0
4〉/A),

tp(〈b0
2, b

0
3〉/A) = tp(〈b0

2, b
0
4〉/A) è Θ(b0

1, b
0
2, b

0
3) ∧ ¬Θ(b0

1, b
0
2, b

0
4), ïðîòèâîðå÷à áèíàðíîñòè p2 íàä A.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî øàã k = m + n óñòàíîâëåí äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ
(m1, n1) >lex (m − s, n + s), ãäå s ≥ 1. Ñëó÷àé (m − s, n + s). Î÷åâèäíî, n + s > 2. Äîïóñòèì
ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóþò êîðòåæè ā = 〈a1, a2, . . . , am−s〉, ā′ = 〈a′1, a′2, . . . , a′m−s〉 ∈ [p1(M)]m−s,
b̄ = 〈b1, b2, . . . , bn+s〉, b̄′ = 〈b′1, b′2, . . . , b′n+s〉 ∈ [p2(M)]n+s òàêèå, ÷òî tp(ā/A) = tp(ā′/A), tp(b̄/A) =
tp(b̄′/A), íî tp(〈ā, b̄〉/A) 6= tp(〈ā′, b̄′〉/A). Òîãäà â ñèëó Ëåììû 3 ñóùåñòâóåò b′′n+s ∈ p2(M) òà-
êîé, ÷òî tp(〈b̄n+s−1, bn+s〉/A) = tp(〈bn+s−1, b

′′
n+s〉/A) è tp(〈ā, b̄n+s−1, bn+s〉/A) 6= tp(〈ā, b̄n+s−1,

b′′n+s〉/A). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëà R(x̄, ȳ) òàêàÿ, ÷òî M |= R(ā,
b̄n+s−1, bn+s) ∧ ¬R(ā, b̄n+s−1, b′′n+s).

Ïóñòü p1
1 := tp(a1/ā2, b̄n+s−1), pn+s

2 := tp(bn+s/ā2, b̄n+s−1). Î÷åâèäíî, p1
1 6⊥w pn+s

2 . Íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî R(ā, b̄n+s−1,M)− = pn+s

2 (M)−, R(ā, b̄n+s−1,M) ⊂ pn+s
2 (M) è

bn+s < b′′n+s.
Ïóñòü fā2,b̄n+s−1

(x) := supR(x, ā2, b̄n+s−1,M). Ôóíêöèÿ fā2,b̄n+s−1
íå ìîæåò áûòü êîíñòàí-

òîé íà p1
1(M), òàê êàê èíà÷å ìû èìååì tp(〈ā2, b̄n+s−1, bn+s〉/A) 6= tp(〈ā2, b̄n+s−1, b′′n+s〉 /A),

ïðîòèâîðå÷à èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ (ñëó÷àé (m − s − 1, n + s)). Ñëåäîâàòåëüíî, ñó-
ùåñòâóåò A ∪ {ā2, b̄n+s−1}�îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E′

ā2,b̄n+s−1
, ðàçáèâàþùåå

p1
1(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ êëàññîâ òàê, ÷òî fā2,b̄n+s−1

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîí-
íîé íà p1

1(M)/E′
ā2,b̄n+s−1

. Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (ñëó÷àé (m − s, n + s − 1))
p1
1(M) = s1(M), ãäå s1 := tp(a1/ā2). Òàêæå â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (ñëó÷àé

(m−s+1, n+s−1)) E′
ā2,b̄n+s−1

A∪{ā2}�îïðåäåëèìî è â ñèëó áèíàðíîñòè p1 íàä A îíî ÿâëÿåòñÿ
A�îïðåäåëèìûì. Ïîýòîìó äàëåå ìû îáîçíà÷àåì E′

ā2,b̄n+s−1
ïðîñòî ÷åðåç E′.
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Ïóñòü gā,b̄2n+s−1
(y) := supR(ā, y, b̄2

n+s−1,M), p1
2 := tp(b1/ā, b̄2

n+s−1). Ôóíêöèÿ gā,b̄2n+s−1
íå ìî-

æåò áûòü êîíñòàíòîé íà p1
2(M), òàê êàê èíà÷å ìû èìååì tp(〈ā, b̄2

n+s−1, bn+s〉/A) 6= tp(〈ā, b̄2
n+s−1,

b′′n+s〉/A), ïðîòèâîðå÷à èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ (ñëó÷àé (m − s, n + s − 1)). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò A ∪ {ā, b̄2

n+s−1}�îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E′′
ā,b̄2n+s−1

, ðàç-
áèâàþùåå p1

2(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ êëàññîâ, òàê ÷òî gā,b̄2n+s−1
ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî

ìîíîòîííîé íà p1
2(M)/E′

ā,b̄2n+s−1
. Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (ñëó÷àé (m − s, n +

s − 1)) p1
2(M) = s2(M), ãäå s2 := tp(b1/b̄2

n+s−1). Äîêàæåì, ÷òî E′′
ā,b̄2n+s−1

A-îïðåäåëèìî. Åñëè
ýòî íå òàê, òî ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó: Θ(x, y, z, b̄2

n+s−1) := ∃ū[E′′(ū, b̄2
n+s−1, x, y) ∧

¬E′′(ū, b̄2
n+s−1, y, z)]. Ïî àíàëîãèè ñ Ëåììîé 4 ìû ìîæåì íàéòè ýëåìåíòû b0

1, b
0
2, b

0
3, b

0
4 ∈ p2(M)

òàêèå, ÷òî tp(〈b0
1, b

0
3〉/A) = tp(〈b0

1, b
0
4〉/A), tp(〈b0

2, b0
3〉/A) = tp(〈b0

2, b0
4〉/A) è Θ(b0

1, b
0
2, b

0
3, b̄

2
n+s−1) ∧

¬Θ(b0
1, b

0
2, b

0
4, b̄

2
n+s−1), ïðîòèâîðå÷à áèíàðíîñòè p2 íàä A. Ïîýòîìó, äàëåå ìû îáîçíà÷àåì îòíî-

øåíèå E′′
ā,b̄2n+s−1

ïðîñòî ÷åðåç E′′.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, äîïóñòèì, ÷òî fā2,b̄n+s−1

è gā,b̄2n+s−1
îáå ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùè-

ìè íà s1(M)/E′ è s2(M)/E′′ ñîîòâåòñòâåííî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé b′1 ∈ s2(M) òàêîé, ÷òî b′1 <
b1 è ¬E′′(b′1, b1). Òîãäà ìû èìååì gā,b̄2n+s−1

(b′1) < gā,b̄2n+s−1
(b1), ò.å. fā2,b′1,b̄2n+s−1

(a1) < fā2,b̄n+s−1
(a1).

Ïóñòü U1(x) � {ā2}-îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëà, èçîëèðóþùàÿ s1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

Φ1(x) := U1(x) ∧ ∃x0[E′(x, x0) ∧ ∀z(R(a1, ā
2, b1, b̄

2
n+s−1, z) → R(x0, ā

2, b′1, b̄
2
n+s−1, z))],

Φn(x) := U1(x) ∧ ∃x0[E′(x, x0) ∧ ∀x1∀z(¬Φn−1(x1) ∧ U1(x1) ∧R(x1, ā
2, b1, b̄

2
n+s−1, z) →

→ R(x0, ā
2, b′1, b̄

2
n+s−1, z))], n ≥ 2.

Òîãäà ïîëó÷àåì Φ1(M) ⊃ Φ2(M) ⊃ . . . ⊃ Φn(M) ⊃ . . ., ïðîòèâîðå÷à ℵ0-êàòåãîðè÷íîñòè òåîðèè
T .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü T � ℵ0�êàòåãîðè÷íàÿ ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M |= T , p1, p2,
. . ., pm ∈ S1(∅) � íåàëãåáðàè÷åñêèå ïîïàðíî ñëàáî îðòîãîíàëüíûå áèíàðíûå 1-òèïû. Òîãäà
{p1, p2, . . . , pm} îðòîãîíàëüíî íàä ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2. Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî m ≥ 2. Øàã m = 2 ñëåäóåò
èç Ëåììû 5. Â ñèëó Øàãà 2 ìû èìååì ñëåäóþùåå: äëÿ âñåõ n1 < ω è ā ∈ [p1(M)]n1 p2 èìååò
åäèíñòâåííîå ðàñøèðåíèå p′2 íàä {ā}, ò.å. p2(M) = p′2(M), è p′2 ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì íàä {ā}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà óñòàíîâëåíà äëÿ âñåõ k < m è äîêàæåì åå äëÿ m.
Øàã m. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå n1, n2, . . . , nm−2 < ω è ā1 ∈ [p1(M)]n1 , ā2 ∈ [p2(M)]n2 , . . .,

ām−2 ∈ [pm−2(M)]nm−2 . Ïóñòü A := {ā1, ā2, . . . , ām−3}. Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
pm−1 è pm èìåþò åäèíñòâåííûå ðàñøèðåíèÿ p′m−1 è p′m íàä A∪{ām−2}, ò.å. pm−1(M) = p′m−1(M),
pm(M) = p′m(M) (ïîýòîìó äàëåå äëÿ óäîáñòâà ìû îáîçíà÷àåì ýòè ðàñøèðåíèÿ ÷åðåç pm−1 è
pm ñîîòâåòñòâåííî). Òàêæå pm−1 è pm ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûìè íàä A ∪ {ām−2}. Äîêàæåì, ÷òî
pm−1 ⊥w pm êàê òèïû íàä A ∪ {ām−2} èíäóêöèåé ïî äëèíå ām−2. Ïðåäïîëîæèì ÷òî ìû óæå
äîêàçàëè ñëàáóþ îðòîãîíàëüíîñòü pm−1 è pm äëÿ âñåõ n′ < nm−2 è äîêàæåì ýòî äëÿ nm−2.
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: pm−1 6⊥w pm. Òîãäà, ñóùåñòâóþò A�îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëà R(x̄, y, z), b ∈
pm−1(M), c, c′′ ∈ pm(M) òàêèå, ÷òî R(ām−2, b, c) ∧ ¬R(ām−2, b, c

′′). Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî R(ām−2, b, M)− = pm(M)−, R(ām−2, b, M) ⊂ pm(M) è c < c′′.

Ïóñòü fā2
m−2,b(x) := supR(x, ā2

m−2, b, M), gām−2(y) := supR(ām−2, y,M), p1
m−2 := tp(a1/A ∪

{ā2
m−2, b}), è s1

m−2 := tp(a1/A∪{ā2
m−2}). Ôóíêöèÿ fā2

m−2,b íå ìîæåò áûòü êîíñòàíòîé íà p1
m−2(M),

òàê êàê èíà÷å ìû èìååì tp(〈ā2
m−2, b, c〉/A) 6= tp(〈ā2

m−2, b, c′′〉/A), ïðîòèâîðå÷à èíäóêöèîííî-
ìó ïðåäïîëîæåíèþ (äëèíà ā2

m−2 ðàâíà nm−2 − 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò A ∪ {ā2
m−2, b}�

îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E′
ā2

m−2,b
, ðàçáèâàþùåå p1

m−2(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
âûïóêëûõ êëàññîâ, òàê ÷òî fā2

m−2,b ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé íà p1
m−2(M)/E′

ā2
m−2,b

. Â ñèëó

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2010. Òîì 10. � 2 (36)



Î íåàëãåáðàè÷åñêèõ 1-òèïàõ â ñ÷åòíî-êàòåãîðè÷íûõ ñëàáî î-ìèíèìàëüíûõ òåîðèÿõ 83

èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (øàã m− 1) p1
m−2(M) = s1

m−2(M) è E′
ā2

m−2,b
A-îïðåäåëèìî (ïî-

ýòîìó äàëåå ìû îáîçíà÷àåì E′
ā2

m−2,b
ïðîñòî ÷åðåç E′). Ôóíêöèÿ gām−2 òàêæå íå ìîæåò áûòü

êîíñòàíòîé íà pm−1(M), òàê êàê èíà÷å ìû èìååì tp(〈ām−2, c〉/A) 6= tp(〈ām−2, c
′′〉/A), ïðîòè-

âîðå÷à èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ (øàã m − 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò A ∪ {ām−2}-
îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E′′̄

am−2
, ðàçáèâàþùåå pm−1(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

âûïóêëûõ êëàññîâ, òàê ÷òî gām−2 ñòðîãî ìîíîòîííà íà pm−1(M)/E′′̄
am−2

. Â ñèëó èíäóêöèîííî-
ãî ïðåäïîëîæåíèÿ (øàã m − 1) ìû òàêæå èìååì, ÷òî E′′̄

am−2
A-îïðåäåëèìî (ïîýòîìó äàëåå ìû

îáîçíà÷àåì E′′̄
am−2

ïðîñòî ÷åðåç E′′).
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî fā2

m−2,b è gām−2 îáå ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùèìè
íà s1

m−2(M)/E′ è pm−1(M)/E′′ ñîîòâåòñòâåííî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé a′1 ∈ s1
m−2(M) òàêîé,

÷òî a′1 < a1 è ¬E′(a′1, a1). Òîãäà ìû èìååì fā2
m−2,b(a

′
1) < fā2

m−2,b(a1), ò.å. ga′1,ā2
m−2

(b) < gām−2(b).
Ïóñòü p′m−1 := tp(b/A ∪ {a′1, ā2

m−2}), p′m := tp(c/A ∪ {a′1, ā2
m−2}), sm−1 := tp(b/A) è sm :=

tp(c/A). Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (øàã m− 1) pm−1(M) = sm−1(M) = p′m−1(M) è
pm(M) = sm(M) = p′m(M).

Ïóñòü Um−1(x) � A-îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëà, èçîëèðóþùàÿ sm−1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ôîð-
ìóëû:

Φ1(y) := Um−1(y) ∧ ∃y0[E′(y, y0) ∧ ∀z(R(a1, ā
2
m−2, b, z) → R(a′1, ā

2
m−2, y0, z))],

Φn(y) := Um−1(y) ∧ ∃y0[E′(y, y0) ∧ ∀y1∀z(¬Φn−1(y1) ∧ Um−1(y1) ∧R(a1, ā
2
m−2, y1, z) →

→ R(a′1, ā
2
m−2, y0, z))], n ≥ 2

Òîãäà ïîëó÷àåì Φ1(M) ⊃ Φ2(M) ⊃ . . . ⊃ Φn(M) ⊃ . . ., ïðîòèâîðå÷à ℵ0-êàòåãîðè÷íîñòè òåîðèè
T . Òàêèì îáðàçîì, pm−1 ⊥w pm êàê òèïû íàä A ∪ {ām−2}. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ Ëåììó 5 ê pm−1 è
pm, ìû çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî Øàãà m.

3 Îñíîâíàÿ òåîðåìà.
Ëåììà 6. Ïóñòü T � ℵ0-êàòåãîðè÷íàÿ ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M |= T , p1, p2 ∈ S1(∅)

� íåàëãåáðàè÷åñêèå áèíàðíûå òèïû, p1 6⊥w p2. Òîãäà äëÿ ëþáûõ n1, n2 < ω è âîçðàñòàþùèõ
ā = 〈a1, a2, . . . , an1〉, ā′ = 〈a′1, a′2, . . . , a′n1

〉 ∈ [p1(M)]n1, b̄ = 〈b1, b2, . . . , bn2〉, b̄′ = 〈b′1, b′2, . . . , b′n2
〉 ∈

[p2(M)]n2 òàêèõ, ÷òî tp(ā/∅) = tp(ā′/∅), tp(b̄/∅) = tp(b̄′/∅) and tp(〈ai, bj〉/∅) = tp(〈a′i, b′j〉/∅) äëÿ
âñåõ i, j : 1 ≤ i ≤ n1, 1 ≤ j ≤ n2, ìû èìååì tp(〈ā, b̄〉/∅) = tp(〈ā′, b̄′〉/∅).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 6. Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî (n1, n2). Øàã (1, 1) ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà óñòàíîâëåíà äëÿ âñåõ (k1, k2) ñ óñëîâèåì (k1, k2) <lex

(n1, n2) è äîêàæåì åå äëÿ (n1, n2). Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ïðåäïîëîæèì, ÷òî tp(〈ā, b̄〉/∅) 6= tp(〈ā′,
b̄′〉/∅). Òîãäà, ïî Ëåììå 3 ñóùåñòâóåò b′′n2

∈ p2(M) òàêîé, ÷òî

tp(〈b̄n2−1, bn2〉/∅) = tp(〈b̄n2−1, b
′′
n2
〉/∅), tp(〈ai, bn2〉/∅) = tp(〈ai, b

′′
n2
〉/∅)

äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n1 è tp(〈ā, b̄n2−1, bn2〉/∅) 6= tp(〈ā, b̄n2−1, b
′′
n2
〉/∅). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

∅-îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëà R(x̄, ȳ) òàêàÿ, ÷òî R(ā, b̄n2−1, bn2) ∧ ¬R(ā, b̄n2−1, b
′′
n2

).
Ïóñòü p1

1 := tp(a1/ā2, b̄n2−1), p2
2 := tp(bn2/ā2, b̄n2−1). Î÷åâèäíî, p1

1 6⊥w p2
2. Íå óìàëÿÿ îáùíî-

ñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî R(ā, b̄n2−1,M)− = p2
2(M)−, R(ā, b̄n2−1,M) ⊂ p2

2(M) è bn2 < b′′n2
.

Ïóñòü fā2,b̄n2−1
(x) := supR(x, ā2, b̄n2−1,M). Ôóíêöèÿ fā2,b̄n2−1

íå ìîæåò áûòü êîíñòàíòîé
íà p1

1(M), òàê êàê èíà÷å ìû èìååì tp(〈ā2, b̄n2−1, bn2〉/A) 6= tp(〈ā2, b̄n2−1, b
′′
n2
〉/A), ïðîòèâîðå÷à

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ (øàã (n1 − 1, n2)). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò A ∪ {ā2, b̄n2−1}-
îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E′

ā2,b̄n2−1
, ðàçáèâàþùåå p1

1(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
âûïóêëûõ êëàññîâ, òàê ÷òî fā2,b̄n2−1

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé íà p1
1(M)/E′

ā2,b̄n2−1
. Äîêà-

æåì, ÷òî E′
ā2,b̄n2−1

∅-îïðåäåëèìî. Åñëè ýòî íå òàê, òîãäà ðàññìàòðèâàÿ ôîðìóëó Θ(x, y, z, ā2) :=
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∃ū[E′(ā2, ū, x, y)∧¬E′(ā2, ū, y, z)], ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ áèíàðíîñòüþ p1. Ïîýòîìó äàëåå
ìû îáîçíà÷àåì E′

ā2,b̄n2−1
ïðîñòî ÷åðåç E′.

Ïóñòü gā,b̄2n2−1
(y) := supR(ā, y, b̄2

n2−1,M), p1
2 := tp(b1/ā, b̄2

n2−1). Ôóíêöèÿ gā,b̄2n2−1
íå ìîæåò

áûòü êîíñòàíòîé íà p1
2(M), òàê êàê èíà÷å ìû èìååì tp(〈ā, b̄2

n2−1, bn2〉/A) 6= tp(〈ā, b̄2
n2−1, b′′n2

〉/A),
ïðîòèâîðå÷à èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ (øàã (n1, n2 − 1)). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
{ā, b̄2

n2−1}-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E′′
ā,b̄2n2−1

, ðàçáèâàþùåå p1
2(M) íà áåñêîíå÷-

íîå ÷èñëî âûïóêëûõ êëàññîâ, òàê ÷òî gā,b̄2n2−1
ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé íà p1

2(M)/E′
ā,b̄2n2−1

.
Äîêàæåì, ÷òî E′′

ā,b̄2n2−1
A-îïðåäåëèìî. Åñëè ýòî íå òàê, òîãäà ðàññìàòðèâàÿ ôîðìóëó Θ(x, y, z,

b̄2
n2−1) := ∃ū[E′′(ū, b̄2

n2−1, x, y) ∧ ¬E′′(ū, b̄2
n2−1, y, z)], ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ áèíàðíîñòüþ

p2. Ïîýòîìó äàëåå ìû îáîçíà÷àåì E′′
ā,b̄2n2−1

ïðîñòî ÷åðåç E′′.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, äîïóñòèì, ÷òî fā2,b̄n2−1

è gā,b̄2n2−1
îáå ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùèìè

íà s1(M)/E′ è s2(M)/E′′ ñîîòâåòñòâåííî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé b′1 ∈ s2(M) òàêîé, ÷òî b′1 < b1

è ¬E′′(b′1, b1). Òîãäà ìû èìååì gā,b̄2n+s−1
(b′1) < gā,b̄2n+s−1

(b1), ò.å. fā2,b′1,b̄2n+s−1
(a1) < fā2,b̄n+s−1

(a1).
Ïóñòü U1(x) � {ā2}-îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëà, èçîëèðóþùàÿ s1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

Φ1(x) := U1(x) ∧ ∃x0[E′(x, x0) ∧ ∀z(R(a1, ā
2, b1, b̄

2
n+s−1, z) → R(x0, ā

2, b′1, b̄
2
n+s−1, z))]

Φn(x) := U1(x) ∧ ∃x0[E′(x, x0) ∧ ∀x1∀z(¬Φn−1(x1) ∧ U1(x1) ∧R(x1, ā
2, b1, b̄

2
n+s−1, z) →

→ R(x0, ā
2, b′1, b̄

2
n+s−1, z))], n ≥ 2

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì Φ1(M) ⊃ Φ2(M) ⊃ . . . ⊃ Φn(M) ⊃ . . ., ïðîòèâîðå÷à ℵ0-êàòåãîðè÷íîñòè
òåîðèè T .

Îïðåäåëåíèå 4. [7] Ïóñòü T � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M � äîñòàòî÷íî íàñûùåí-
íàÿ ìîäåëü òåîðèè T, è ïóñòü φ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ M -îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëà ñ îäíîé ñâîáîäíîé
ïåðåìåííîé.
Ðàíã âûïóêëîñòè ôîðìóëû φ(x) (RC(φ(x))) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) RC(φ(x)) ≥ 1, åñëè φ(M) áåñêîíå÷íî.
2) RC(φ(x)) ≥ α + 1, åñëè ñóùåñòâóåò ïàðàìåòðè÷åñêè îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè E(x, y) òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóþò bi, i ∈ ω, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó:

• Äëÿ ëþáûõ i, j ∈ ω, âñÿêèé ðàç êîãäà i 6= j ìû èìååì M |= ¬E(bi, bj);

• Äëÿ êàæäîãî i ∈ ω RC(E(x, bi)) ≥ α è E(M, bi) � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
φ(M);

3) RC(φ(x)) ≥ δ, åñëè RC(φ(x)) ≥ α äëÿ âñåõ α ≤ δ (δ ïðåäåëüíûé).
Åñëè RC(φ(x)) = α äëÿ íåêîòîðîãî α, òî ìû ãîâîðèì ÷òî RC(φ(x)) îïðåäåëÿåòñÿ. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå (ò.å. åñëè RC(φ(x)) ≥ α äëÿ âñåõ α), ìû ïîëàãàåì RC(φ(x)) = ∞.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü T � ℵ0-êàòåãîðè÷íàÿ ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) T èìååò êîíå÷íûé ðàíã âûïóêëîñòè;
(2) Êàæäûé íåàëãåáðàè÷åñêèé òèï p ∈ S1(∅) ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3. (1) ⇔ (2) ñëåäóåò èç Òåîðåìû 5.1 [1]. (2) ⇒ (1) Â ñèëó

ℵ0�êàòåãîðè÷íîñòè T ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî 1-òèïîâ íàä ∅, è ïóñòü {p1, p2, . . . , ps}
� ïîëíûé ñïèñîê íåàëãåáðàè÷åñêèõ 1-òèïîâ íàä ∅. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî (s; n1, n2, . . . , ns),
ãäå s ≥ 2, ÷òî äëÿ âñåõ n1, . . . , ns < ω è ëþáûõ âîçðàñòàþùèõ ā1 = 〈a1

1, . . . , a
1
n1
〉, ā′1 =

〈(a1
1)
′, . . . , (a1

n1
)′〉 ∈ [p1(M)]n1 , . . ., ās = 〈as

1, . . . , a
s
ns
〉, ā′s = 〈(as

1)
′, . . . , (as

ns
)′〉 ∈ [ps(M)]ns òàêèõ,
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÷òî tp(ā1/∅) = tp(ā′1/∅), . . ., tp(ās/∅) = tp(ā′s/∅) è tp(〈ai1
j , ai2

k 〉/∅) = tp(〈(ai1
j )′, (ai2

k )′〉/∅) äëÿ âñåõ
i1, i2, j, k : 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ s, 1 ≤ j ≤ ni1 ,1 ≤ k ≤ ni2 , ìû èìååì:

tp(〈ā1, ā2, . . . , ās〉/∅) = tp(〈ā′1, ā′2, . . . , ā′s〉/∅) (∗)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (2;n1, n2). Åñëè p1 ⊥w p2, òî ïî Òåîðåìå 2 {p1, p2} îðòîãîíàëüíî íàä ∅, ò.å.
(∗) âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè p1 6⊥w p2, òî (∗) èìååò ìåñòî â ñèëó Ëåììû 6.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà óñòàíîâëåíà äëÿ âñåõ (s; k1, k2, . . . , ks) <lex (s;n1, n2, . . . , ns)
è äîêàæåì åå äëÿ (s; n1, n2, . . . , ns). Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ïðåäïîëîæèì, ÷òî tp(〈ā1, ā2, . . .,
ās〉/∅) 6= tp(〈ā′1, ā′2, . . ., ā′s〉/∅). Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ tp(〈ā1, ā2, . . ., ās−1, āns−1〉/∅)
= tp(〈ā′1, ā′2, . . . , ā′s−1, ā

′
ns−1〉/∅). Òîãäà ïî Ëåììå 3 ñóùåñòâóåò (as

ns
)′′ ∈ ps(M) òàêîé, ÷òî

tp(〈āns−1, a
s
ns
〉/∅) = tp(〈āns−1, (as

ns
)′′〉/∅), tp(〈ai

j , a
s
ns
〉/∅) = tp(〈ai

j , (a
s
ns

)′′〉/∅)

äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ s− 1, 1 ≤ j ≤ ni è

tp(〈ā1, ā2, . . . , ās−1, āns−1, a
s
ns
〉/∅) = tp(〈ā1, ā2, . . . , ās−1, āns−1, (as

ns
)′′〉/∅).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ∅-îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëà R(x̄1, x̄2, . . . , x̄s) òàêàÿ, ÷òî

M |= R(ā1, ā2, . . . , ās−1, āns−1, a
s
ns

) ∧ ¬R(ā1, ā2, . . . , ās−1, āns−1, (as
ns

)′′).

Òîãäà ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèè fas
1
(x) := supR(ā1, . . . , ās−2, x, ā2

ns−1
, as

1, ā
2
ns−1,M) è gas−1

1
(y) : =

supR(ā1, . . . , ās−2, a
s−1
1 , ā2

ns−1
, y, ā2

ns−1,M) ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì Ëåììû 6, ìû ïîëó÷èì
ïðîòèâîðå÷èå ñ ℵ0�êàòåãîðè÷íîñòüþ òåîðèè T .

Öèòèðîâàííàÿ ëèòåðàòóðà

1. Kulpeshov B.Sh. //Annals of Pure and Applied Logic. 2007. V. 145. P. 354�367.
2. Macpherson H.D., Marker D., Steinhorn C. //Transactions of The American Mathematical

Society. 2000. V. 352. P. 5435�5483.
3. Baizhanov B.S. //Algebra and Model Theory II (A.G. Pinus and K.N. Ponomaryov, editors).

Novosibirsk State Technical University. 1999. P. 3�28.
4. Herwig B., Macpherson H.D., Martin G., Nurtazin A., Truss J.K. //Annals of Pure and

Applied Logic. 2000. V. 101. P. 65�93.
5. Baizhanov B.S., Kulpeshov B.Sh. //Mathematical Logic in Asia. Proceedings of the 9th Asian

Logic Conference, World Scienti�c, 2006. P. 31�40.
6. Baizhanov B.S. //The Journal of Symbolic Logic. 2001. V. 66. P. 1382�1414.
7. Kulpeshov B.Sh. //The Journal of Symbolic Logic. 1998. V. 63. P. 1511�1528.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 22.01.2010ã.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2010. Òîì 10. � 2 (36)



Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. Àëìàòû. 2010. Òîì 10. � 2 (36) . C. 86�89

ÓÄÊ 517.938

ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ ÑÈÑÒÅÌ ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÏÅÐÂÎÃÎ

ÏÎÐßÄÊÀ
Ì. Ê. Êóñïåêîâà, À. Á. Òóíãàòàðîâ, Á. Óàèñîâ

Åâðàçèéñêèé Íàöèîíàëüíûé Óíèâåðñèòåò èì. Ë.Í. Ãóìèëåâà
010008 Àñòàíà Ìóíàéòïàñîâà, 5 tun_mat@list.ru

Â ñòàòüå ïðèâåäåí ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ îäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà, êîòîðîãî íåò â èçâåñòíîì ñïðàâî÷íèêå Ý.Êàìêå. Ýòîò ìåòîä ðåøåíèÿ ïðåæäå íå ðàññìîòðåí
â ëèòåðàòóðå.

1. Â èçâåñòíîé êíèãå íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Ý.Êàìêå [1] ðàññìîòðåíà ñèñòåìà:

u′ = f(t)u− g(t)v, v′ = g(t)u + f(t)v. (1)

Ýòà ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óìíîæàÿ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) íà i è
ïðèáàâëÿÿ ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ, èìååì:

dW

dt
− b(t)W = 0, (2)

ãäå

b(t) = f(t) + ig(t),W (t) = u(t) + iv(t), i =
√−1.

Ëåãêî ìîæío íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2):

W (t) = c(cosG(t) + i sinG(t))expF (t), (3)

ãäå G(t) =
∫

g(t)dt, F (t) =
∫

f(t)dt, c � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî.
Åñëè âûäåëèì äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3), òî ïîëó÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû
(1):

u = (c1 cosG(t)− c2 sinG(t))expF (t), (4)
v = (c1 sinG(t) + c2 cosG(t))expF (t),

ãäå c1 è c2 � ïðîèçâîëüíûå äåécòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ôîðìóëà (4) ïðèâåäåíà â [1].
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Ðåøàÿ ñèñòåìó
u′ = f(t)u + g(t)v, v′ = −g(t)u + f(t)v

òàêèì æå îáðàçîì, íàõîäèì åå ðåøåíèÿ:

u = (c1 cosG(t) + c2 sinG(t))expF (t),

v = (−c1 sinG(t) + c2 cosG(t))expF (t).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó:

u′ = f(t)u + g(t)v + h(t), v′ = g(t)u− f(t)v + q(t). (5)

Ñèñòåìà (5) äàæå ïðè h(t) = q(t) = 0 íå ðàññìîòðåíà â êíèãå [1], òàê êàê ïðèâåäåííûì çäåñü
ñïîñîáîì äàííóþ ñèñòåìó ðåøèòü íåëüçÿ. Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ðåøåíèå ñèñòåìû (5)
â ÿâíîì âèäå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ åå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è ïðè ýòîì
óñëîâèè ïîñòðîåíû òàêèå ðåøåíèÿ.
Ïóñòü êîýôôèöèåíòû f(t), g(t), h(t) è q(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè â ðàññìàòðè-
âàåìîé îáëàñòè. Óìíîæèâ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5) íà i è ïðèáàâèâ ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ,
ïîëó÷èì:

W ′ − b(t)W = k(t), (6)
ãäå b(t) = f(t) + ig(t), W (t) = u(t) + iv(t), k(t) = h(t) + iq(t). Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (6), èìååì:

W (t) = (BW )(t) + K0(t) + c, (7)

ãäå (BW )(t) =
∫ t
0 b(τ)W (τ)dτ, K0(t) =

∫ t
0 k(τ)dτ, c � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Åñëè

ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì (BW)(t) íà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (7), òî ïîëó÷èì:

(BW )(t) = (B2W )(t) + K1(t) + cI1(t), (8)

ãäå (B2W )(t) = (B(BW )(t))(t), I1(t) =
∫ t
0 b(τ)dτ, K1(t) =

∫ t
0 b(τ)K0(τ)dτ, c � ñîïðÿæåííîå

÷èñëà . Èç (7) è (8) ñëåäóåò:

W (t) = (B2W )(t) + K0(t) + K1(t) + cI1(t) + c. (9)

Åùå ðàç ïîäåéñòâîâàâ îïåðàòîðîì (BW )(t) îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (9) è ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå îïåðàòîðà (BW )(t) â (7), èìååì:

W (t) = (B3W )(t) + K0(t) + K1(t) + K2(t) + cI1(t) + c(1 + I2(t)),

ãäå
(B3W )(t) = (B(B2W )(t))(t), I2(t) =

∫ t

0
b(τ)I1(τ)dτ, K2(t) =

∫ t

0
b(τ)K1τ(t)dτ.

Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ n ðàç, ïîëó÷èì:

W (t) = (BnW )(t) +
n∑

j=0

Kj(t) + c
n∑

j=1

I2j−1(t) + c(1 +
n∑

j=1

I2j(t)), (10)

ãäå
(BnW )(t) = (B(Bn−1W )(t))(t), Ij(t) =

∫ t

0
b(τ)Ij−1(τ)dτ,

Kj(t) =
∫ t

0
b(τ)Kj−1(τ)dτ, (j = 1,∞), (B1W )(t) = (BW )(t).

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2010. Òîì 10. � 2 (36)



88 Ì. Ê. Êóñïåêîâà, À. Á. Òóíãàòàðîâ, Á. Óàèñîâ

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ëåãêî ïðîâåðÿåìûå îöåíêè:

|(BnW )(t)| ≤ (|b|0t)n

n!
|W |0, |In(t)| ≤ (|b|0t)n

n!
, (11)

|Kn(t)| ≤ (|b|0t)n

n!
|k|0, (n = 1,∞),

ãäå |f |0 = max |f(t)|. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ â ïðåäñòàâëåíèè (10) è ó÷èòûâàÿ ïðè
ýòîì îöåíêè (11), èìååì:

W (t) = cP1(t) + cP2(t) + P3(t), (12)
ãäå

P1(t) =
∞∑

j=1

I2j−1(t), P2(t) = 1 +
∞∑

j=1

I2j(t), P3(t) =
∞∑

j=1

Kj(t).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (11), òàêæå ïîëó÷èì

|P1(t)| ≤ sh (|b|0t), |P2(t)| ≤ ch (|b|0t), |P3(t)| ≤ exp (|k|0t). (13)

Èç âèäîâ ôóíêöèè P1(t) è P2(t) ñëåäóåò:

P1
′(t) = b(t)P2(t), P2

′(t) = b(t)P1(t).

Èç ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà P1(0) = 0, P2(0) = 1, ïîëó÷èì èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèÿ:

P1(t) =
∫ t

0
b(τ)P2(τ)dτ, P2(t) = 1 +

∫ t

0
b(τ)P1(τ)dτ. (14)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì n ðàç èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ (14), èìååì:

P2(t)− 1 = P1(t)
n∑

k=1

I2k−1(t)− P2(t)
n∑

k=1

I2k(t) +
∫ t

0
b(τ)I2n(τ) P1(τ)dτ.

Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ è ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì îöåíêè (11), (13), ïîëó÷èì
òîæäåñòâî:

|P2(t)|2 − |P1(t)|2 = 1. (15)
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (12). Âûäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíûå
è ìíèìûå ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû, ïîëó÷èì ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5):

u = c1(ReP1(t) + ReP2(t)) + ReP3(t) + c2(ImP1(t)− ImP2(t)), (16)

v = c1(ImP1(t) + ImP2(t)) + ImP3(t)− c2(ReP1(t)−ReP2(t)),

ãäå c1 è c2 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
2. Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5). Ïóñòü f(t+2π) = f(t), g(t+2π) = g(t), h(t+
2π) = h(t), q(t + 2π) = q(t) è ôóíêöèè P1(t), P2(t), P3(t) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [0, 2π]. Òàê
êàê íå âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà Pj(0) = Pj(2π) (j = 1, 3) , òî â îáùåì ñëó÷àå çàäàííàÿ ïî
ôîðìóëå (12) ôóíêöèÿ W (t) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì 2π. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ôóíêöèþ W (t) , çàäàííóþ ïî ôîðìóëå (12), ïîä÷èíèì óñëîâèþ:

W (0) = W (2π). (17)

Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè W (t) â òî÷êàõ 0 è 2π ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî (17) è ïîëó÷èì:

∆1c + ∆2c = ∆3, (18)
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ãäå ∆1 = P1(2π), ∆2 = 1− P2(2π), ∆3 = P3(2π).
Óðàâíåíèå (18) èìååò íå íóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ReP2(2π) 6= 1. (19)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (18) ïðè óñëîâèè (19), èìååì:

c = c1 + ic2,

ãäå
c1 =

−ReP3(2π)(ReP1(2π)−ReP2(2π))− ImP3(2π)(ImP1(2π)− ImP2(2π))
ReP2(2π)− 1

, (20)

c2 =
ImP3(2π)(ReP1(2π)−ReP2(2π))−ReP3(2π)(ImP1(2π)− ImP2(2π))

ReP2(2π)− 1
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà
Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (19) ñèñòåìà (5) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì (12), (20).
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Êàçàõñêèé Íàöèîíàëüíûé Óíèâåðñèòåò èìåíè àëü-Ôàðàáè
050012 Àëìàòû Ìàñàí÷è, 39/47 SapakovaS@mail.ru

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â ïîëîñå äëÿ ìíîãîìåðíîãî àíàëîãà ñèñòåìû Êîøè-
Ðèìàíà. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå W 1

2 (D).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â ïÿòèìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
R5 ïåðåìåííûõ x1, x2, x3, x4, x5:

PU ≡ LU + A(x)U = F (x), (1)

ãäå U = (u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8), ui, i = 1, 8, äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, A(x) � çàäàííàÿ
êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âîñüìîãî ïîðÿäêà, à F (x) � çàäàííàÿ âîñüìèìåðíàÿ F = (f1, f2, f3, f4, f5,
f6, f7, f8) âåêòîð-ôóíêöèÿ, à

LU =
5∑

i=1

EiUxi ,

çäåñü Ei, i = 1, 5, áëî÷íûå ìàòðèöû

E1 =




I O O O
O I O O
O O I O
O O O I


, E2 =




O O I O
O O O I
−I O O O
O −I O O


, E3 =




O O K O
O O O K
K O O O
O K O O


,

E4 =




O O O N
O O −N O
O N O O
−N O O O


 , E5 =




O O O J
O O −J O
O J O O
−J O O O


 ,

çàïèñàííûå ÷åðåç êâàäðàòíûå ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà

I =
(

1 0
0 1

)
, J =

(
0 1
1 0

)
,K =

(
0 1
−1 0

)
, N =

(
1 0
0 −1

)
, O =

(
0 0
0 0

)
,

Keywords: Cauchy-Riemann's system, Riemann-Hilbert's problem, analytical functions, boundary problem.
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34B40
c Ñ. Ç. Ñàïàêîâà, Æ. À. Òîêèáåòîâ, 2010.
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îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè

NJ = K = −JN, NK = J = −KN, KJ = N = −JK, J2 = N2 = I, K2 = −I.

Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

ElEm = −EmEl, E2
l = −E, l, m = 2, 5. (2)

Ñèñòåìà (1)

∂u1

∂x1
+

∂u5

∂x2
+

∂u6

∂x3
+

∂u7

∂x4
+

∂u8

∂x5
+ a11u1 + a12u2 + · · ·+ a18u8 = f1,

∂u2

∂x1
+

∂u6

∂x2
− ∂u5

∂x3
− ∂u8

∂x4
+

∂u7

∂x5
+ a21u1 + a22u2 + · · ·+ a28u8 = f2,

∂u3

∂x1
+

∂u7

∂x2
+

∂u8

∂x3
− ∂u5

∂x4
− ∂u6

∂x5
+ a31u1 + a32u2 + · · ·+ a38u8 = f3,

∂u4

∂x1
+

∂u8

∂x2
− ∂u7

∂x3
+

∂u6

∂x4
− ∂u5

∂x5
+ a41u1 + a42u2 + · · ·+ a48u8 = f4,

∂u5

∂x1
− ∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x3
+

∂u3

∂x4
+

∂u4

∂x5
+ a51u1 + a52u2 + · · ·+ a58u8 = f5,

∂u6

∂x1
− ∂u2

∂x2
− ∂u1

∂x3
− ∂u4

∂x4
+

∂u3

∂x5
+ a61u1 + a62u2 + · · ·+ a68u8 = f6,

∂u7

∂x1
− ∂u3

∂x2
+

∂u4

∂x3
− ∂u1

∂x4
− ∂u2

∂x5
+ a71u1 + a72u2 + · · ·+ a78u8 = f7,

∂u8

∂x1
− ∂u4

∂x2
− ∂u3

∂x3
+

∂u2

∂x4
− ∂u1

∂x5
+ a81u1 + a82u2 + · · ·+ a88u8 = f8

(3)

ýëëèïòè÷íà, òàê êàê ôîðìà

D(ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξ8 ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ1 0 0 0 ξ2 ξ3 ξ4 ξ5

0 ξ1 0 0 −ξ3 ξ2 ξ5 −ξ4

0 0 ξ1 0 −ξ4 −ξ5 ξ2 ξ3

0 0 0 ξ1 −ξ5 ξ4 −ξ3 ξ2

−ξ2 ξ3 ξ4 ξ5 ξ1 0 0 0
−ξ3 −ξ2 ξ5 −ξ4 0 ξ1 0 0
−ξ4 −ξ5 −ξ2 ξ3 0 0 ξ1 0
−ξ5 ξ4 −ξ3 −ξ2 0 0 0 ξ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (ξ2
1 + ξ2

2 + ξ2
3 + · · ·+ ξ2

8)
4

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà.
Ìû åùå èñïîëüçóåì êâàòåðíèîííóþ çàïèñü äëÿ ñèñòåìû (3). Ïóñòü u = u1 + iu2 + ju3 +ku4,

v = u5 + iu6 + ju7 + ku8 - êâàòåðíèîíû ñ çàêîíàìè óìíîæåíèÿ äëÿ åäèíèö i2 = j2 = k2 = −1,
ij = −ji = k. Òîãäà ñèñòåìó (3) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå [1]:




∂

∂x1

∂

∂ξ
∂

∂ξ
− ∂

∂x1




(
u
v

)
+ A

(
u
v

)
= F,

ãäå ξ = x2 + ix3 +jx4 +kx5,
∂

∂ξ
=

∂

∂x2
+ i

∂

∂x3
+j

∂

∂x4
+k

∂

∂x5
,

∂

∂ξ
=

∂

∂x2
− i

∂

∂x3
−j

∂

∂x4
−k

∂

∂x5
.
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Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ äëÿ êâàòåðíèîíîâ íåêîììóòàòèâíàÿ, ìû ïîëó÷àåì äâà ðàç-
ëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðà (ñèñòåìû) ïðè óìíîæåíèè u íà ∂ξ ñïðàâà è ñëåâà, ïðè-
÷åì óìíîæåíèÿ ñëåâà ∂ξ ïîíèìàåì êàê:

∂ξu =
(

∂

∂x2
+ i

∂

∂x3
+ j

∂

∂x4
+ k

∂

∂x5

)
(u1 + i u2 + j u3 + k u4),

à äëÿ óìíîæåíèÿ u íà ∂ξ ñïðàâà íóæíî ôîðìàëüíî ïåðåìíîæèòü èõ êàê êâàòåðíèîíû, à çà-
òåì ñ÷èòàòü ui

∂

∂xi
=

∂ui

∂xi
[2]. Â äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà ìû íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èÿ â

îáîçíà÷åíèÿõ âåêòîð-ôóíêöèè è êâàòåðíèîí-ôóíêöèè.
Â îáëàñòè D = {x = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5 : 0 < x1 < h, (x2, x3, x4, x5) ∈ R4}, ãðàíèöó

êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç G, ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó, ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå [3].
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû (1) U(x) ∈ C∞(D) ∩W 2

2 (D), êîì-
ïîíåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò íà ãðàíèöå Ã óñëîâèÿì:

u1|x1=0 = u2|x1=0 = u3|x1=0 = u4|x1=0 = u5|x1=h = u6|x1=h = u7|x1=h = u8|x1=h = 0. (4)

Êëàññ âåêòîð-ôóíêöèé U(x) ∈ C∞(D)∩W 2
2 (D), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (4), îáîçíà÷èì

÷åðåç Cp, çàìûêàíèå Cp â íîðìå ïðîñòðàíñòâà W 1
2 (D) � ÷åðåç Sp.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîé âåêòîð ôóíêöèè U(x) ∈ Sp ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

‖LU‖0 ≥ ‖Ux1‖0, ‖LU‖0 ≥ C‖U‖0, (5)

ãäå C = C(h) � const.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ U(x) ∈ Cp è ðàññìîòðèì èíòå-

ãðàë:

(LU, Ux1)0 =
5∑

i=1

(EiUxi , Ux1)0. (6)

Êàæäîå ñëàãàåìîå ðàññìîòðèì îòäåëüíî:

(E1Uxi , Ux1)0 = (Uxi , Ux1)0 = ‖Ux1‖2
0. (7)

Âîçüìåì âòîðîå ñëàãàåìîå â (6) è ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî ÷àñòÿì:

(E1Ux2 , Ux1)0 = −
∫

Γ

(u1
∂u5

∂x1
+ u2

∂u6

∂x2
+ u3

∂u7

∂x2
+ u4

∂u8

∂x2
)n2dΓ +

+
∫

Γ

(u1
∂u5

∂x2
+ u2

∂u6

∂x2
+ u3

∂u7

∂x2
+ u4

∂u8

∂x2
)n1dΓ,

(8)

ãäå n = (n1, 0, 0, 0, 0, 0) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ. Òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì
ïîëó÷àåì

(E3Ux3 , Ux1)0 =
∫

Γ

(u1
∂u6

∂x3
− u2

∂u5

∂x3
+ u3

∂u8

∂x3
− u4

∂u7

∂x3
)n1dΓ, (9)

(E4Ux4 , Ux1)0 =
∫

Γ

(u1
∂u7

∂x4
− u2

∂u8

∂x4
− u3

∂u5

∂x4
+ u4

∂u6

∂x4
)n1dΓ, (10)

(E5Ux5 , Ux1)0 =
∫

Γ

(u1
∂u8

∂x5
+ u2

∂u7

∂x5
− u3

∂u6

∂x5
− u4

∂u5

∂x5
)n1dΓ, (11)
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Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (4) ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (8)�(11) ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíî-
âàíèè (7)�(11) èç (6) èìååì:

(LU, Ux1)0 = ‖Ux1‖2
0. (12)

Îòñþäà ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ïîëó÷àåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (5):

‖LU‖0 ≥ ‖Ux1‖0. (13)

Òàê êàê âåêòîð-ôóíêöèÿ U(x) ∈ Sp(D), òî èìååì:

un(x1, x
′) =

x1∫

0

unt(t, x
′)dt, n = 1, 2, 3, 4,

∫

D

u2
n(x1, x

′)dD =
∫

D

(

x1∫

0

unt(t, x
′)dt)2dD ≤

≤
h∫

0

x1dx1

∞∫

−∞
dx′

h∫

0

u2
nt

(t, x′)dt =
h2

2

∫

D

u2
nx1

(x)dx1dx′

è àíàëîãè÷íî

uk(x1, x′) =

h∫

x1

ukt(t, x′)dt, n = 5, 6, 7, 8,

∫

D

u2
k(x1, x′)dx1dx′ ≤ h2

2

∫

D

u2
kx1

(x)dx1dx′.

Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî:

‖U‖2
0 ≤

h2

2
‖Ux1‖2, (14)

à ñ ïîìîùüþ (14) è (13) ïîëó÷èì âòîðóþ îöåíêó â (5):

‖LU‖0 ≥ C‖U‖0.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè U(x) ∈ Cp ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

C1‖U‖1 ≤ ‖LU‖0 ≤ C2‖U‖1, C1, C2 = const > 0. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè U(x) ∈ Cp ðàññìîòðèì èíòåãðàë:

(LU, LU)0 =
5∑

i=1

(EiUxi , EiUxi)0+
5∑

i, j=1

(EiUxi , EjUxj )0. (16)

Ïî ñâîéñòâó (2) ìàòðèö Ei, i = 1, 5, ëåãêî ïîëó÷èì, ÷òî

(E1Ux1 , E1Ux1)0 = (Ux1 , Ux1)0 = ‖Ux1‖2
0, (17)

(EiUxi , EiUxi)0 = (Uxi , Uxi)0 = ‖Uxi‖2
0, i = 2, 5, (18)
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Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

(EiUxi , EiUxi)0 = 0, i = 2, 5. (19)

Òàê, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå (8):

(E1Ux1 , E2Ux2) =
∫

Γ

(u1
∂u5

∂x2
+ u2

∂u6

∂x2
+ u3

∂u7

∂x2
+ u4

∂u8

∂x2
)n1dΓ, (20)

à â ñèëó òîãî, ÷òî ïî óñëîâèÿì (4) èìååò ìåñòî:

u1|x1=0 = u2|x1=0 = u3|x1=0 = u4|x1=0 = 0,

à òàêæå ïî òåì æå óñëîâèÿì (4), êàñàòåëüíûå ïðîèçâîäíûå îò u5, u6, u7, u8 íà x1 = h òàêæå
ðàâíû íóëþ, ò.å.

∂u5

∂x2
|x1=h =

∂u6

∂x2
|x1=h =

∂u7

∂x2
|x1=h =

∂u8

∂x2
|x1=h = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ïî ãðàíèöå â ïðàâîé ÷àñòè (20) ðàâåí íóëþ. Àíàëîãè÷íî íà îñíî-
âàíèè óñëîâèé (4) è ôîðìóë (9)�(11) îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â (19) òàêæå ðàâíû íóëþ.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñóììû èíòåãðàëîâ
5∑

i, j=1
(EiUxi , EjUxj )0, i 6= j, òàêæå ðàâíû íóëþ. Äåé-

ñòâèòåëüíî, êàæäûé èíòåãðàë (EiUxi , EjUxj )0 = 0, ïðè i 6= j.
Íàïðèìåð,

(E3Ux3 , E4Ux4)0 =
∫

Γ

[u6
∂u7

∂x4
+ u5

∂u8

∂x4
+ u2

∂u3

∂x4
+ u1

∂u4

∂x4
] cos(nx1 , nx3)dΓ−

−
∫

Γ

[u5
∂u8

∂x3
+ u6

∂u7

∂x3
+ u1

∂u4

∂x3
+ u2

∂u3

∂x3
] cos(nx1 , nx4)dΓ = 0.

(21)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâ (17)�(21) èíòåãðàë (16) ðàâåí

‖LU‖2
0 =

5∑

i=1

‖Uxi‖2
0.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (14), ïîëó÷àåì:

‖LU‖2
0 =

1
h2

(
h2

2
‖Ux1‖2

0 +
h2

2
‖Ux1‖2

0) +
5∑

i=2

‖Uxi‖2
0 ≥

1
2

5∑

i=1

‖Uxi‖2
0 +

1
h2
‖U‖2

0.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå C1, C2 > 0 òàêèå, ÷òî

C1‖U‖1 ≤ ‖LU‖0 ≤ C2‖U‖1, C1, C2 = const > 0.

Çäåñü òàêæå êàê â ðàáîòå [2] ìîæíî ïîëîæèòü C1 = min(
1√
2
,

1
k
), C2 = 1. Ïðèáëèæàÿ âåêòîð-

ôóíêöèè U(x) ∈ Sp âåêòîð-ôóíêöèÿìè Un(x) ∈ Cp â íîðìå ‖ · ‖1, ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì â
ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïîëó÷àåì îöåíêó (15) äëÿ ëþáîé ôóíêöèèU(x) ∈ Sp.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè ìàòðèöà A(x) ∈ C(D) è ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ <√
2

h
òàêîå, ÷òî ‖AU‖0 ≤ δ‖U‖0, òî äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè U(x) ∈ Sp âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî:
C3‖U‖1 ≤ ‖PU‖0 ≤ C4‖U‖1, C1, C4 = const > 0. (22)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè U(x) ∈ Sp èíòåãðàë (PU, LU)0 ïðåîáðàçóåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|(PU, LU)0| = |(LU + AU, LU)0| =
∣∣∣‖LU‖2

0 + (AU, LU)
′
0

∣∣∣ ≤ ‖LU‖2
0 + ‖AU‖0‖LU‖0 ≤

≤ ‖LU‖2
0 + δ‖LU‖0‖U‖0 ≤ C‖LU‖2

0, C > 0,

è, ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|(PU, LU)0| ≥ ‖LU‖2
0 − δ‖LU‖0‖U‖0 ≥ ‖LU‖2

0(1− δ
h√
2
) = K‖LU‖2

0, K > 0.

Èç ýòèõ ïîñëåäíèõ äâóõ îöåíîê è èç (15) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (22).
Íà îñíîâàíèè ýòèõ òðåõ óòâåðæäåíèé ïîëó÷èì òåîðåìó, äîêàçàííóþ â [3].
Òåîðåìà. Åñëè ìàòðèöà À(õ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 3, òî äëÿ ëþáîé

âåêòîð-ôóíêöèè F (x) ∈ L2(D) çàäà÷à (1), (4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå U(x) ∈ W 1
2 (D).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåì òàêîå æå, êàê â ðàáîòå [3]. Ïóñòü P ∗ V ≡ L ∗ V + A(x)V �

ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, ãäå L ∗ V = −E1V x1 +
5∑

i=2
EiVxi ,Cp∗, Sp∗ � êëàññû âåêòîð-

ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîïðÿæåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ââåäåì íåãàòèâíîå ïðîñòðàí-
ñòâî S−1 ñ íîðìîé ‖G‖S−1

= sup
(G, U)0
‖U‖1

. Òîãäà ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèé 1�3, ðàññìàòðèâàÿ
âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó LU = V, U ∈ Cp, ∀ V ∈ Cp∗, ïîëó÷àåì îöåíêó:

‖P ∗ V ‖S−1
≥ δ‖V ‖0, δ = const > 0.

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé LU = V â ÿâíîì âèäå.
Äàëåå,

(P ∗ V, U)0 = (PU, V )0 = (PU,L U)0 ≥ δ1‖U‖1,

îòêóäà ñëåäóåò íóæíàÿ îöåíêà.
Çàòåì, ïî îáû÷íîé ñõåìå

|(F, V )0| ≤ ‖F‖0‖V ‖0 ≤ c‖F‖0‖P ∗ V ‖S−1
,

îòêóäà ∃U ∈ Sp : (F, V )0 = (U, P ∗ V )0, ∀V (x, y) ∈ Cp∗.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå W 1

2 (D). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷à-
ñòÿì â òîæäåñòâå (F, V )0 = (U, P ∗ V )0, ∀V (x, y) ∈ Cp∗ ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ïî÷òè âñþäó â D, ò.ê. òîæäåñòâî âûïîëíåíî íà ïëîòíîì â W 1

2 (D) ìíîæåñòâå. Â ñèëó
îöåíêè (22) ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííîå.
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Ìåæäóíàðîäíûé ãóìàíèòàðíî-òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
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Â ðàáîòå èçó÷åíû îáîáùåííûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è, ãëàâíàÿ ÷àñòü êðàåâûõ óñëîâèé êîòîðûõ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêóþ è àíòèïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó. Äîêàçàíà áàçèñíîñòü Ðèññà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Îñíîâíîé öåëüþ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñõîäèìîñòè
ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè èç òîãî èëè èíîãî êëàññà. Ýòîò âîïðîñ ïîë-
íîñòüþ ðåøàåòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé, ñâÿçàííàÿ ñ äàííûì îïåðàòîðîì,
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â òîì êëàññå.

Â.À. Èëüèíûì [1] áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ýôôåêòèâíî ðåøàòü âîïðîñ áàçèñ-
íîñòè êîðíåâûõ ôóíêöèé íåñàìîñîïðÿæåííûõ îáûêíîâåííûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ. Ê ñîæàëåíèþ, äî ñèõ ïîð íåò ìåòîäîâ, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû ïðèìåíèòü ê ðå-
øåíèþ âîïðîñîâ áàçèñíîñòè îáîáùåííûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, íà âàæíîñòü êîòîðûõ îñîáîå
âíèìàíèå îáðàùàåò Ò. Êàòî [2]. Æåëàÿ ïåðåíåñòè òåîðèþ áàçèñíîñòè Â.À. Èëüèíà íà îáîáùåí-
íûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è, åñòåñòâåííî ðåøàòü ýòîò âîïðîñ â ñëó÷àå îáîáùåííûõ ñïåêòðàëüíûõ
çàäà÷ äëÿ ìîäåëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Â ðàáîòàõ Ì.À. Ñàäûáåêîâà è À.Ì. Ñàðñåíáè [3, 4, 5] áûëè ðàññìîòðåíû îáîáùåííûå ñïåê-
òðàëüíûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà äâóêðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå:

−u′′(x) = λu(−x), −1 ≤ x ≤ 1, (1)

{
α1u

′(−1) + β1u
′(1) + α11u(−1) + β11u(1) = 0,

α2u
′(−1) + β2u

′(1) + α21u(−1) + β21u(1) = 0.
(2)

Èìè áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîñòè êðàåâûõ óñëîâèé (2). Òàê, êðàåâûå óñëîâèÿ (2) áóäóò
ðåãóëÿðíûìè â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1)α1β1 − α2β2 6= 0;
2)α1β1 − α2β2 = 0, |α1|+ |β1| > 0, α1 6= β1, α21 6= β21 èα1 6= −β1, α21 6= −β21;

Keywords: Investigate generalized spectral problems, riesz basis
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34B16, 34B40
c À. À. Òåíãàåâà, 2010.
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3)α1 = β1 = α2 = β2 = 0, α11β21 − α21β11 6= 0.
Ðåãóëÿðíûå êðàåâûå óñëîâèÿ îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñîîòâåò-

ñòâóþùåé îáîáùåííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1), (2) îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà.
Â ñëó÷àå íåðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé, ò.å. êîãäà íàðóøåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé

α2
1 6= β2

1 , α2
21 6= β2

21 âîïðîñ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.
Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íàðóøàþòñÿ îáà óñëîâèÿ. Òîãäà êðàåâûå óñëîâèÿ (2) çàïè-

øóòñÿ â âèäå:
{

u′(−1)− u′(1) + α11u)(−1) = 0,
u(−1)− u(1) = 0,

èëè
{

u′(−1)− u′(1) + β11u)(−1) = 0,
u(−1)− u(1) = 0.

(3)

Â äðóãîì ñëó÷àå êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:
{

u′(−1) + u′(1) + α11u)(−1) = 0,
u(−1) + u(1) = 0,

èëè
{

u′(−1) + u′(1) + β11u)(−1) = 0,
u(−1) + u(1) = 0.

(4)

Çàäà÷à (3) åñòü âîçìóùåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ, à çàäà÷à (4) � âîçìóùåíèå
àíòèïåðèîäè÷åñêîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáîáùåííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (1) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè è àíòèïåðèî-
äè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòå-
ìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îáðàçóåò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó. Ñïðàâåäëèâû ñëåäó-
þùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îáîáùåííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1), (3) îá-
ðàçóåò áàçèñ Ðèññà ïðîñòðàíñòâà L2(−1, 1).

Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îáîáùåííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1), (4) îá-
ðàçóåò áàçèñ Ðèññà ïðîñòðàíñòâà L2(−1, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïîëüçóÿñü îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1)

u(x) = a(eρx − e−ρx) + b(eiρx − e−iρx)

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3), âû÷èñëèì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îáîáùåí-
íîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1), (3). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáåðåì ïåðâîå èç êðàåâûõ óñëîâèé (3).
Òîãäà ëåãêî íàõîäèì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

λ1
k = −(kπ)2, a 6= 0; λ2

k = (kπ + O(
1
k
))2, b 6= 0.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä:

uk1 = sin kπx, uk1 = cos (kπ + O(
1
k
))x.

Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ëåãêî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ñèñòåìà {sin kπx, cos kπx}
îáðàçóåò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ïî÷òè íîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó, à ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà, ñîñòî-
ÿùàÿ èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1), (3) , êâàäðàòè÷íî áëèçêà ê íåé. Ïîýòîìó â ñèëó
õîðîøî èçâåñòíûõ òåîðåì Í.Ê.Áàðè [6], ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îáîáùåííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà-
÷è (1), (3) îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà â L2(−1, 1). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè îáîáùåííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1), (4) èìåþò âèä:

uk1 = sin (k +
1
2
)πx, uk1 = cos ((k +

1
2
)π + O(

1
k
))x.

Àâòîð âûðàæàþò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîô. Ì.À.Ñàäûáåêîâó è À.Ì.Ñàðñåíáè çà
îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äèíàìèêè íàìàãíè÷åííîãî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ñïóò-
íèêà â ãåîìàãíèòíîì ïîëå, ìîäåëèðóåìîì ïðÿìûì äèïîëåì. Ïî çàäàííûì ïåðâûì èíòåãðàëàì ïî-
ñòðîåíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà è îïðåäåëåíî âëèÿíèå ãðàâèòàöèîííûõ
ìîìåíòîâ.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäà÷ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ çåìëè (ÈÑÇ) ÷àñòî
òðåáóåòñÿ âîññòàíîâëåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïî èçâåñòíûì ñâîéñòâàì äâèæåíèÿ.
Çàäà÷è òàêîãî âèäà ñ ðàçëè÷íûìè èõ âèäîèçìåíåíèÿìè íàçâàíû îáðàòíûìè çàäà÷àìè äèíàìè-
êè.

Â ìåõàíèêå ïîä îáðàòíûìè çàäà÷àìè ïîíèìàþò îïðåäåëåíèå ñèë ïî çàäàííûì ñâîéñòâàì
äâèæåíèÿ [1], êëàññè÷åñêèìè ïðèìåðàìè òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûå çàäà÷è Íüþòîíà-
Áåðòðàíà [2], Ñóñëîâà-Æóêîâñêîãî [1, 3]. Ê îáðàòíûì çàäà÷àì äèíàìèêè îòíîñÿòñÿ çàäà÷è îá
îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû òàê, ÷òîáû äâèæåíèå ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè îêàçàëèñü îä-
íèì èç âîçìîæíûõ äâèæåíèé ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, êàê, íàïðèìåð, çàäà÷à
Ìåùåðñêîãî [4] è çàäà÷à ×àïëûãèíà-Ãîðÿ÷åâà [5, 6]. Ê îáðàòíûì çàäà÷àì ïðèìûêàþò çàäà-
÷è àíàëèòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, êîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ñèñòåìû äîñòðàèâàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äâèæåíèå ñèñòåìû ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè ÿâ-
ëÿëîñü óñòîé÷èâûì [7, 8]. Ïðîäîëæåíèåì êëàññà îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è
àíàëèòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ, ãäå îáðàòíûå çàäà-
÷è äèíàìèêè ñòàâÿòñÿ â ñî÷åòàíèè ñ çàäà÷åé óñòîé÷èâîñòè ñàìèõ çàäàííûõ ñâîéñòâ äâèæåíèÿ
(ïðîãðàììû äâèæåíèÿ) [7�9].

Ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè [7�9] ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Íàëè÷èå äèíàìè÷åñêîé àíàëîãèè ìåæäó äâèæåíèÿìè ñèñòåì ðàçëè÷íîé ïðèðîäû ïîçâîëÿåò
ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëüòàòû ðåøåíèé îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè ñ ìåõàíè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì

Keywords: Inverse problem, magnetized dynamically symmetric satellite, magnetic �eld of the Earth, �rst integrals,
central axes of inertia, di�erential equations of movement, gravitational �eld

2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34K29, 70F17
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íà ïðîöåññû èíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû. Ýòè çàäà÷è èìåþò øèðîêèå ïðèêëàäíûå âîçìîæíîñòè
[8�9] .

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äèíàìèêè ýêâàòîðèàëüíîãî äèíàìè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîãî ñïóòíèêà, íà áîðòó êîòîðîãî óñòàíîâëåíû ñèëüíûå ìàãíèòû. Òîãäà äâèæåíèå
ñïóòíèêà îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì âçàèìîäåéñòâèåì åãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñ ìàãíèòíûì ïî-
ëåì Çåìëè, è äåéñòâèåì äðóãèõ ñèë â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îäíàêî â ðÿäå
çàäà÷ î äâèæåíèè ñïóòíèêà â ãåîìàãíèòíîì ïîëå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ó÷èòûâàòü âëèÿíèå
ãðàâèòàöèîííûõ ñèë. Íàïðèìåð, ïðè ìàãíèòíîé ñòàáèëèçàöèè ñïóòíèêîâ ãðàâèòàöèîííûé ìî-
ìåíò âûçûâàåò íåæåëàòåëüíûå íóòàöèîííûå êîëåáàíèÿ îñè ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ñïóòíèêà.
Ïîýòîìó â òàêîé ïîñòàíîâêå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äèíàìèêè ñïóòíèêà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëü-
íîé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé ñïóòíèê, íà áîðòó êîòîðîãî óñòàíîâ-
ëåíû ñèëüíûå ìàãíèòû, äâèæåòñÿ ïî ýêâàòîðèàëüíîé êðóãîâîé îðáèòå â ãåîìàãíèòíîì ïîëå,
ìîäåëèðóåìîì ïðÿìûì äèïîëåì. Òîãäà âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ãåîìàãíèòíîãî ïîëÿ −→H íåèçìå-
íåí ïî íàïðàâëåíèþ è âåëè÷èíå âî âñåõ òî÷êàõ îðáèòû è îðòîãîíàëåí ê åå ïëîñêîñòè. Ìàã-
íèòíûé ìîìåíò ñïóòíèêà âîçíèêàåò èç-çà íàëè÷èÿ íà íåì ôóíêöèîíèðóþùèõ ýëåêòðè÷åñêèõ
ñèñòåì è ïîñòîÿííûõ ñèëüíûõ ìàãíèòîâ. Äèññèïàòèâíûå ýôôåêòû, âîçíèêàþùèå â îñíîâíîì çà
ñ÷åò òîêîâ Ôóêî â äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, íå ó÷èòûâàþòñÿ, è ìàãíèòíûé ìîìåíò ñïóòíèêà−→
I ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì.

Ïóñòü îñü ñèììåòðèè îáîëî÷êè ñïóòíèêà ñîâïàäàåò ñ ãëàâíîé öåíòðàëüíîé îñüþ ñèììåòðèè,
òîãäà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàãíèòíûé ìîìåíò ñïóòíèêà íàïðàâëåí âäîëü
îñè ñèììåòðèè ñïóòíèêà.

Íà ñïóòíèê áóäåò äåéñòâîâàòü ìîìåíò, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé:
−→
M =

−→
I +

−→
H. (1)

Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñïóòíèêà ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ãðà-
âèòàöèîííîãî ìîìåíòà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà çàïèøåì â ïðîåêöèÿõ íà îñè ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,
êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè öåíòðàëüíûìè îñÿìè èíåðöèè ñïóòíèêà. Îðèåíòàöèÿ ñïóòíèêà
îòíîñèòåëüíî îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ ñïóòíèêà îïðåäåëÿþò-
ñÿ óãëàìè Ýéëåðà θ, ϕ, ψ, à ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäà îò ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê
îðáèòàëüíîé îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

α1 = cosψ cosϕ− sinψ sinϕ cos θ, α2 = sinψ cosϕ + cosψ sinϕ cos θ, α3 = sin ϕ cos θ,

β1 = − cosψ sinϕ− sinψ cosϕ cos θ, β2 = − sinψ cosϕ + cos ψ cosϕ cos θ, β3 = cosϕ sin θ, (2)

γ1 = sin ψ sin θ, γ2 = − cosψ sin θ, γ3 = cos θ.

Ïðîåêöèè Mx, My, Mz ãðàâèòàöèîííîãî ìîìåíòà íà îñè ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èìå-
þò âèä [10]:

Mx =
3γ M

R3
(C −B)γ2γ3,

My =
3γ M

R3
(A− C)γ1γ3, (3)

Mz =
3γ M

R3
(B −A)γ1γ2,

ãäå γ � óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, M � ìàññà Çåìëè, R èìååò âèä:

R =
p
′

1 + e cos ν
.
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Çäåñü p
′
, e � ïàðàìåòð è ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû, ν � èñòèííàÿ àíîìàëèÿ. Âåëè÷èíà ν óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ [10]:
dν

dt
=

√
k

p ′3/2
(1 + e cos ν)2.

Òàê êàê ìàññà òåëà m ìíîãî ìåíüøå ìàññû ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
k = γM.

Âûðàçèì ïðîåêöèè àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ñïóòíèêà íà ãëàâíûå öåíòðàëüíûå îñè
÷åðåç óãëû Ýéëåðà, èõ ïðîèçâîäíûå è óãëîâóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ïî îðáèòå.
Ïðîåêöèè óãëîâîé ñêîðîñòè îïðåäåëèì èç êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà:

p = ψ̇ sin θ sinϕ + θ̇ cosϕ,

q = ψ̇ sin θ cosϕ− θ̇ sinϕ, (4)

r = ψ̇ cos θ + ϕ̇.

Òîãäà äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â îáùåì âèäå èìåþò âèä:




Adp
dt + (C −B)qr = Mx,

B dq
dt + (A− C)pr = My,

C dr
dt + (B −A)pq = Mz.

(5)

Çäåñü A,B, C � ãëàâíûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èíåðöèè ñïóòíèêà (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ìîìåíòû èíåðöèè ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè âåëè÷èíàìè), Mx, My, Mz � ìîìåíòû âíåøíèõ äåé-
ñòâóþùèõ ñèë. Ñèñòåìà ñåìè óðàâíåíèé (6), (4) è (5) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (2), (3) è (1) ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ÈÑÇ îòíîñèòåëü-
íî öåíòðà ìàññ. ×òîáû îïðåäåëèòü äâèæåíèå ñïóòíèêà íåîáõîäèìî ðàçðåøèòü ñèñòåìû (6) è
(5) ñîâìåñòíî. Âìåñòî ñèñòåìû (5) ìîæíî âçÿòü ñèñòåìó óðàâíåíèé Ïóàññîíà:

dβ1

dt
≡ β̇1 = rβ2 − qβ3,

β̇2 = pβ3 − rβ1, (6)

β̇3 = qβ1 − pβ2.

γ̇1 = rγ2 − qγ3,

γ̇2 = pγ3 − rγ1, (7)

γ̇3 = qγ1 − pγ2.

Òîãäà èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:




Adp
dt + (C −A)qr = Mx,

Adq
dt + (A− C)pr = My,

C dr
dt = Mz,

β̇i = Bi(β1, β2, β3), i = 1, 2, 3.

Ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïîñòðîèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñïóòíè-
êà (äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà) ïî èçâåñòíûì ïåðâûì èíòåãðàëàì. Òàê êàê ïðè ýòîì
ñîîòâåòñòâóþùèå êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èëè óðàâíå-
íèÿ Ïóàññîíà) ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè, òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ýòîì ñëó-
÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó çàìûêàíèÿ ñèñòåìû êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà ïî çàäàííîìó èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ.
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Òàêèì îáðàçîì, íàäî îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà Mx, My, Mz, ïðè êîòîðûõ
ñèñòåìà (8) èìååò ïåðâûå èíòåãðàëû:

f1 = A(p2 + q2) + Cr2 − 6γM

R3
(A− C)γ2

3 − 2I0Hβ3,

f2 = A(pβ1 + qβ2) + Crβ3,

f3 = C(r − r0), r0 = const, (9)

f4 = β2
1 + β2

2 + β2
3 = 1,

f5 = γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = 1.

Èçâåñòíî, ÷òî â òåîðèè óïðàâëåíèÿ çàðàíåå óêàçàííûå çàäàííûå ñâîéñòâà ïðîöåññà íàçû-
âàþò ïðîãðàììîé äâèæåíèÿ, êàæäîå èç ñâîéñòâ � ýëåìåíòîì ïðîãðàììû, à ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðîöåññ � ïðîãðàììíûì äâèæåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à àíàëèòè÷åñêîãî
ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ, ïðè ýòîì ïðîãðàììíîå äâèæåíèå äîëæíî áûòü
è óñòîé÷èâûì, ïðåæäå âñåãî, îòíîñèòåëüíî ñàìèõ ñâîéñòâ äâèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè íà÷àëüíûõ
îòêëîíåíèé îò çàäàííûõ çíà÷åíèé. Òîãäà çàäà÷à àíàëèòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì ïðîãðàìì-
íîãî äâèæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàòíîé çàäà÷å äèíàìèêè, ïîñòàâëåííîé ñ äîïîë-
íèòåëüíûìè òðåáîâàíèÿìè óñòîé÷èâîñòè çàäàííûõ ñâîéñòâ (ïðîãðàììû äâèæåíèÿ) â ñìûñëå
Ëÿïóíîâà (ïðè íàëè÷èè ëèøü íà÷àëüíûõ îòêëîíåíèé).

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äèíàìèêè ñïóòíèêà â íàøåì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïî çàäàííûì ïåðâûì èíòåãðàëàì è ê îïðåäåëåíèþ â
äàëüíåéøåì èç íèõ èñêîìûõ ñèë è ìîìåíòîâ, à òàêæå äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ
îñóùåñòâëåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñ ïðåäâàðèòåëüíî çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñîñòàâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî çà-
äàííûå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè. Ýòè óñëîâèÿ ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî ïðàâûõ ÷àñòåé ñòðîÿùèõñÿ óðàâíåíèé, ðåøèâ êîòîðûå ïîëó÷àåì èñêîìóþ
ñèñòåìó äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ýòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷, íàïðèìåð, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà èëè ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ ïðè çàäàííûõ ïåðâûõ èí-
òåãðàëàõ è çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèå ìàññ.

×òîáû ñîñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîãî ñèëîâîãî ïîëÿ, ïðîäèô-
ôåðåíöèðóåì âûðàæåíèå (9)

ḟ1 = k11f1 + k12f2 + k13f3,

ḟ2 = k21f1 + k22f2 + k23f3,

ḟ3 = k31f1 + k32f2 + k33f3, (10)

ḟ4 = k44f4,

è, ðåøàÿ ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8) è óðàâíåíèÿ ïðîãðàììíûõ ñâÿçåé (9) è (10), ïîëó÷èì
ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ñëåäóþùåãî âèäà:





pMx + qMy + rMz = h1,
β1Mx + β2My + β3Mz = h2,
Mz = h3,
β1B1 + β2B2 + β3B3 = k44f4,

(11)

ãäå

h1 =
3∑

i=1

k1ifi +
6γM

R3
(A− C)γ3γ̇3 + I0Hβ̇3,
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h2 =
3∑

i=1

k2ifi, (12)

h3 =
3∑

i=1

k3ifi.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà äâèæåíèÿ, èç (12) ïîëó÷èì:

kij ≡ 0, i, j = 1, 2, 3.

Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (11) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Mx =
1

qβ1 − pβ2
(qh2 − β2h1 − (qβ3 − rβ2)h3),

My =
1

qβ1 − pβ2
(β1h1 − ph2 − (rβ1 − pβ3)h3), (13)

Mz = h3.

È, äàëåå ñ ó÷åòîì (6), (7) è (9) ïîëó÷àåì:

Mx = −6γ M

R3
(A− C)γ3β2

γ̇3

β̇3

− I0Hβ2,

My =
6γ M

R3
(A− C)γ3β1

γ̇3

β̇3

+ I0Hβ1, (14)

Mz = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïî çàäàííûì èíòåãðàëàì îïðåäåëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñïóòíèêà
è ñèëîâîå ïîëå, â êîòîðîì äâèæåíèå ñïóòíèêà îáëàäàåò óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Ïî ÷åòûðåì
èçâåñòíûì ïåðâûì èíòåãðàëàì îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿ ïðèëîæåííûõ ê ñïóòíèêó ñèë.
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Poisson equation with an additional condition. The studied ill-posed problem is reduced to an
optimal control problem. The optimality conditions are stated with help of the solution of the
adjoint boundary value problem. It is found a criterium of the strongly solvability of the incorrect
boundary value problem.
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calculation of probability of losses of loading are obtained. The recurrent parity of calculation of
probabilities of losses and representation of formula by Erlang in an integral form are established.
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Evolution of solar active regions are described by methods of random �eld geometry. Euler
characteristics and perimeter are estimated on a set of excursions over �eld level of Michelson Doppler
Imager (MDI) magnitograms with active regions (AR). Obtained results demonstrate that topology
of AR and background near AR are qualitatively similar. Nevertheless dynamics of morphological
functionals of AR di�ers from background one. As a rule, series of �ares are preceded by heavy
changes of morphological characteristics.
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(MDI) ³çiíäiëåði ³øií Ýéëåð ñûïàòòàìàëàðû æºíå áåðiëãåí äåãåéäåí àñàòûí °ðiñ ëà©òûðóëà-
ðûíû æèûíû áîéûíøà ïåðèìåòði áà¡àëàíàäû. Àëûí¡àí íºòèæåëåð ÁÀ °ðiñiíi òîïîëîãèÿñû-
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endpoints of the interval are obtained by the variational method.
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The new criterion of arc stability and instability is introduced, which enables one to �nd arc
duration dependently on given circuit parameters and properties of contact material.
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In the work it is considered a boundary value problem in a strip for multidimensional analogue
of the Cauchy-Riemann system. Unique solvability of the problem in the space W 1

2 (D) is proved.
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In the work generalized spectral problems the main part of boundary-value conditions of which
are periodic problem and antiperiodic one are investigated. Riesz basisness for corresponding
eigenfunctions is proved.
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The inverse problem of dynamics of the magnetized dynamically symmetric satellite in the
geomagnetic �eld, which modelled by a direct dipole is considered. The di�erential equations
of movement of the satellite are constructed by the given of �rst integrals and in�uence of the
gravitational moments is de�ned.
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ÏÐÀÂÈËÀ ÎÔÎÐÌËÅÍÈß ÑÒÀÒÅÉ
Ñòàòüè, íàïðàâëÿåìûå â "Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë", äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþ-

ùèì òðåáîâàíèÿì:

1. Ñòàòüÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïîëíîì îáúåìå èëè â âèäå êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ íà
ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì ÿçûêàõ.

2. Ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ è ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì äëÿ ïå÷àòè. Â ëåâîì
âåðõíåì óãëó íåîáõîäèìî óêàçàòü èíäåêñÓÄÊ, äàëåå íàçâàíèå ñòàòüè è ôàìèëèè àâòîðîâ
ïî àëôàâèòó. Íåîáõîäèìî óêàçàòü îðãàíèçàöèþ, îò êîòîðîé íàïðàâëåíà ñòàòüÿ, àäðåñ è
e-mail (ïðè íàëè÷èè).

3. Ê ñòàòüå ïðèëàãàþòñÿ â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ íà êàçàõñêîì, ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ
(äëÿ ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå òîëüêî íà àíãëèéñêîì): íàçâàíèå ñòàòüè; ôàìèëèè è èíè-
öèàëû àâòîðîâ; êëþ÷åâûå ñëîâà; àâòîðåôåðàò ñ óêàçàíèåì èíäåêñà 2000 Mathematics
Subject Classi�cation.

4. Êðîìå òâåðäûõ êîïèé íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü â ðåäàêöèþ äèñêåòó ñ ïîäãîòîâëåííûì â
LATEXtex-ôàéëîì ñòàòüè èëè ïåðåñëàòü åãî ýëåêòðîííîé ïî÷òîé e-mail: journal@math.kz
(ñì. îáðàçåö îôîðìëåíèÿ ñòàòüè â http://www.math.kz/ â ðàçäåëå "Ìàòåìàòè÷åñêèé
æóðíàë").

5. Îáúåì ñòàòåé (ñòàíäàðòíûé ôîðìàò â LATEX) íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 æóðíàëüíûõ ñòðà-
íèö (íå áîëåå 20 ìàøèíîïèñíûõ ñòð. ÷åðåç 2 èíòåðâàëà), êðàòêèå ñîîáùåíèÿ � 3 æóð-
íàëüíûå ñòðàíèöû (íå áîëåå 6 ìàøèíîïèñíûõ ñòð. ÷åðåç 2 èíòåðâàëà). Îáúåì ðåôåðàòà
� íå áîëåå 1/4 ñòð. (0,5 ìàøèíîïèñíîé ñòð.).

6. Íóìåðîâàííûå ôîðìóëû ñëåäóåò ïèñàòü â îòäåëüíîé ñòðîêå.

7. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòàâëÿåòñÿ ïî ïîðÿäêó ññûëîê â òåêñòå. Ïðè ññûëêå íà ìîíîãðàôèþ
íåîáõîäèìî óêàçàòü ñòðàíèöó (íàïðèìåð, [1, ñ.45]). Ññûëêè íà íåîïóáëèêîâàííûå ðàáîòû
íå äîïóñêàþòñÿ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå.

Öèòèðîâàííàÿ ëèòåðàòóðà

(a) Ìûíáàåâ Ê.Ò., Îòåëáàåâ Ì.Î. Âåñîâûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è ñïåêòð
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ì., 1988. (äëÿ ìîíîãðàôèé)

(b) Æåíñûêáàåâ À.À. // Óñïåõè ìàòåì.íàóê. 1981. Ò. 36, âûï. (èëè �) 4. Ñ. 107 � 159.
(c) Kato J.// Proceedings of World Congress of Nonlinear Analysis. Nampa. 1992. P. 57 �

61.

8. Ñòàòüÿ äîëæíà áûòü ïîäïèñàíà âñåìè àâòîðàìè.

9. Ñëåäóåò òàêæå îòäåëüíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèå ñâåäåíèÿ: Ô.È.Î. (ïîëíîñòüþ), ìåñòî
ðàáîòû, äîëæíîñòü, àäðåñà è òåëåôîíû (ñëóæ. è äîì.), à òàêæå e-mail (ïðè íàëè÷èè).

Ðåäàêöèÿ îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî íà îòêëîíåíèå ñòàòüè, åñëè åå ñîäåðæàíèå è îôîðìëåíèå
íå îòâå÷àþò òðåáîâàíèÿì æóðíàëà.
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