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ÎÁ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ-ÂÅÐÕÍÅÌ ÖÅÍÒÐÀËÜÍÎÌ
ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ

ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

Ò.Ì. Àëäèáåêîâ

ÀÃÓ èì. Àáàÿ
480021 ã.Àëìàòû óë. Òîëå áè, 86
Èíñòèòóò Ìàòåìàòèêè ÌÎèÍ ÐÊ

480100 Àëìàòû óë. Ïóøêèíà, 125

Óñòàíîâëåíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îáîáùåííî-âåðõíåãî öåíòðàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ëèíåéíîé äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ñ íåîãðàíè÷åííîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ.

Öåíòðàëüíûå ïîêàçàòåëè [1, c. 99-122], à òàêæå èõ ìîäèôèêàöèè [2] èãðàþò âåäóùóþ ðîëü
â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåì. Äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåì ñ íåîãðàíè÷åííîé
ëèíåéíîé ÷àñòüþ àíàëîãè÷íóþ ðîëü èãðàþò îáîáùåííî-öåíòðàëüíûå ïîêàçàòåëè.

Â ðàáîòå óñòàíîâëåíî íîâîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îáîùåííî-âåðõíåãî öåíòðàëüíîãî ïîêàçàòå-
ëÿ. Èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå [3].

Òå î ð åì à 1. Åñëè ôóíêöèÿ F (t, x) íåïðåðûâíà â îáëàñòè G = J × D, D ⊂ Rn, J =
[0, +∞), F (t, 0) = 0 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |F (t, x)| ≤ KΨ(t)|x|, ãäå Ψ(t) � íåïðåðûâíàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ â J ôóíêöèÿ, K � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òî âñå íåíóëåâûå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ x′ = F (t, x) èìåþò êîíå÷íûå îáîáùåííûå ïîêàçàòåëè îòíîñèòåëüíî q(t) =
t∫

t0

Ψ(τ)dτ .

Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû

dx

dt
= A(t)x (1)

ñ íåïðåðûâíîé è íåîãðàíè÷åííîé ìàòðèöåé A(t) â J , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ |A(t)| ≤ KΨ(t).
Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ [4]. Q � êëàññ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ è íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ íà J ôóíêöèé.

Keywords: Lyapunov exponent, system of di�erential equations, generalized central exponent
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34D08
c Ò.Ì. Àëäèáåêîâ, 2004.
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Îïð å ä å ë å í è å 1. Ôóíêöèè rq(t) è Rq(t) íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îáîáùåííî-
íèæíèìè è îáîáùåííî-âåðõíèìè îòíîñèòåëüíî q(t) ∈ Q äëÿ ñèñòåìû (1), åñëè îíè îãðàíè÷å-
íû, èçìåðèìû è îñóùåñòâëÿþò îöåíêè

dr,εe

tR
s
[rq(τ)−ε]dq(τ)

≤ |x(t)|
|x(s)| ≤ DR,εe

tR
s
[Rq(τ)+ε]dq(τ)

äëÿ âñåõ t ≥ s ≥ 0 è âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû x(t), ãäå DR,ε, dr,ε � êîíñòàíòû,
çàâèñÿùèå îò âûáîðà Rq(t), rq(t) è ε > 0.

Ìíîæåñòâî {Rq(t)} îáîáùåííî-âåðõíèõ ôóíêöèé ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ âåðõíèì êëàññîì
ñèñòåìû (1) îòíîñèòåëüíî q ∈ Q è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì B(A, q).

Ìíîæåñòâî {rq(t)} îáîáùåííî-íèæíèõ ôóíêöèé ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ íèæíèì êëàññîì
ñèñòåìû (1) îòíîñèòåëüíî q ∈ Q è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì H(A, q).

Ïóñòü

Ω(R, q) = lim
t→+∞

1
q(t)

t∫

0

Rq(τ)dq(τ), ω(r, q) = lim
t→+∞

1
q(t)

t∫

0

rq(τ)dq(τ).

Îïð å ä å ë å í è å 2. ×èñëî Ω(q) = inf
R∈B(A,q)

Ω(R, q) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî-âåðõíèì öåíò-
ðàëüíûì ïîêàçàòåëåì ñèñòåìû (1) îòíîñèòåëüíî q ∈ Q. ×èñëî ω(q) = sup

r∈H(A,q)
ω(r, q) íàçûâà-

åòñÿ îáîáùåííî-íèæíèì öåíòðàëüíûì ïîêàçàòåëåì ñèñòåìû (1) îòíîñèòåëüíî q ∈ Q.
Çàìåòèì, ÷òî ω(q) ≤ Ω(q).
Äëÿ ìàòðèöû Êîøè X(t, s) ñèñòåìû (1) ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ t, s ∈ J ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå X(t, s) = max
|x(t)|
|x(s)| [1, c. 100], ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì íåíóëåâûì ðåøåíèÿì

x(t) ñèñòåìû (1). Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå

Ëåììà 1. Rq ∈ B(A, q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ìàòðèöû Êîøè X(t, s) ñèñòåìû
(1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|X(t, s)| ≤ DR,εe

tR
s
[Rq(τ)+ε]dq(τ)

ïðè âñåõ t ≥ s ≥ 0. DR,ε � êîíñòàíòà çàâèñÿùàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îò âûáîðà Rq è ε > 0.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíóþ ñèñòåìó
ẏ = P (t)y (2)

c íåïðåðûâíûìè è íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè pik(t), i = 1, n, k = 1, n, pik(t) = 0
ïðè i > k, t ∈ J . Êðîìå òîãî, äèàãîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû pi(t) ≡ pii(t), i = 1, n, t ∈ J �
âåùåñòâåííûå.

Ïóñòü
u̇ = Pd(t)u (3)

� äèàãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ñ êîýôôèöèåíòàìè pi(t) ≡ pii(t), i = 1, n, t ∈ J .

Ëåììà 2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî B(P, q) = B(Pd, q), ò.å. âåðõíèå êëàññû ñèñòåìû (2)
è (3) îòíîñèòåëüíî q ∈ Q ñîâïàäàþò.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2004. Òîì 4. � 3 (13)



Îá îáîáùåííî-âåðõíåì öåíòðàëüíîì ïîêàçàòåëå ëèíåéíîé ñèñòåìû ... 7

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìàòðèöà Êîøè Y (t, s) ñèñòåìû (2) èìååò ñëåäóþùèå
êîýôôèöèåíòû [1, c. 80]

yik(t, s) =
t∫
s

k∑
α=i+1

piα(t1)xαk(t1)e

tR
t1

pi(τ)dτ

dt1 ïðè i < k,

yik(t, s) = e

tR
s

pk(τ)dτ
ïðè i = k,

yik(t, s) = 0 ïðè i > k.





(4)

Ïóñòü Rq ∈ B(P, q). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 1 èìååì íåðàâåíñòâî

|Y (t, s)| ≤ DR,εe

tR
s
[Rq(τ)+ε]dq(τ)

ïðè t ≥ s ≥ 0. (5)

Ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Êîøè Y (t, s) ñèñòåìû (2), â
÷àñòíîñòè, äëÿ yii(t, s), i = 1, n.

Òàê êàê

diag[e

tR
t0

pi(τ)dτ

] = diag[yii(t, t0)] = diag[uii(t, t0)],

ãäå uii(t, t0) � äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Êîøè U(t, t0) ñèñòåìû (3), îáðàçóåò áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ñèñòåìû (3), òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ( âåçäå èñïîëüçóþòñÿ óíèâåð-
ñàëüíûå êîíñòàíòû [1, c.8])

|U(t, s)| ≤ DR,εe

tR
s
[Rq(τ)+ε]dq(τ)

ïðè t ≥ s ≥ 0, (6)

DR,ε > 0, ε > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 1 ôóíêöèÿ Rq ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííî-âåðõíåé ôóíêöèåé è äëÿ
ñèñòåìû (3). Ïîýòîìó èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

B(P, q) ⊆ B(Pd, q). (7)

Îáðàòíî, ïóñòü Rq ∈ B(Pd, q), ò.å. âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (6). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè i = k è
â ñèëó äèôôåðåíöèàëüíîãî òîæäåñòâà dq(t) = Ψ(t)dt äëÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
Y (t, s) èìååì íåðàâåíñòâî

|yii(t, s)| ≡ e

tR
s

pi(τ)

Ψ(τ)
dq(τ)

≤ DR,εe

tR
s
[Rq(τ)+ε]dq(τ)

, i = 1, n.

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ α = k, k − 1, ..., i + 1 èìåþò ìåñòî îöåíêè

|yαk(t, s)| ≤ DR,εe

tR
s
[Rq(τ)+ε]dq(τ)

.

Òîãäà èç (4) ñëåäóåò, ÷òî

|yik(t, s)| ≤
t∫

s

k∑

α=i+1

|piα(t1)| · |yαk(t1)|e
tR

t1

pi(τ)dτ

dt1 ≤

≤ DR,ε

t∫

s

k∑

α=i+1

|piα(t1)|
Ψ(t1)

e

t1R
s

[Rq(τ)+ε]dq(τ)
· e

tR
t1

[Rq(τ)+ε]dq(τ)

dq(t1) ≤ DR,εe

tR
s
[Rq(τ)+ε]dq(τ)

t∫

s

dq(t1). (8)
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Äëÿ ε > 0 âîçüìåì DR,ε òàê, ÷òîáû

t∫

s

dq(t1) ≤ DR,εe

tR
s

εdq(t1)
. (9)

Èç (7) è (8) ñëåäóåò, ÷òî

|yik(t, s)| ≤ DR,εe

tR
s
[Rq(τ)+ε]dq(τ)

, i = 1, n, k = 1, n.

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà âåðíà äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Êîøè Y (t, s) ñèñòåìû (2), ñëåäîâà-
òåëüíî, èìååì îöåíêó (5), ò.å. Rq ∈ B(P, q). Ïîýòîìó

B(Pd, q) ⊆ B(P, q). (10)

Èç (7) è (10) ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ β ∈ N , T > 0 ïðè q(t) = tβ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Ω(R, q) = lim
m→∞

1
mβT β

mT∫

0

Rq(τ)dτβ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü |Rq(τ)| ≤ D, τ ∈ J . Òîãäà äëÿ mT ≤ t ≤ (m+1)T èìååì

∣∣∣∣
1
tβ

t∫

0

Rq(τ)dτβ − 1
mβT β

mT∫

0

Rq(τ)dτβ

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
1
tβ

t∫

0

Rq(τ)dτβ − 1
mβT β

t∫

0

Rq(τ)dτβ

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

1
mβT β

t∫

0

Rq(τ)dτβ − 1
mβT β

mT∫

0

Rq(τ)dτβ

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
mβT β − tβ

tβmβT β

∣∣∣∣
∣∣∣∣

t∫

0

Rq(τ)dτβ

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

1
mβT β

t∫

mT

Rq(τ)dτβ

∣∣∣∣ ≤
|mβT β − tβ|

mβT β
·D +

|tβ −mβT β|
mβT β

·D =

=
2D

mβT β
|tβ −mβT β| ≤ 2D

mβT β
|(m + 1)βT β −mβT β| = 2D

mβ
(mβ−1β + ... + 1) → 0

ïðè m →∞. Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. Ëåììà 3 äîêàçàíà.
Ðàçîáüåì ïîëóîñü J = [0, +∞) íà ðàâíûå îòðåçêè Tj = [(j − 1)T, jT ], j ∈ N ïðîèçâîëüíîé

äëèíû T > 0. Ïóñòü pii(t), i = 1, n, t ∈ J � äèàãîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (2).
Ôóíêöèÿ P T (t), t ∈ J îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: P T (t) âíóòðè êàæäîãî îòðåçêà Tj

ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç òåõ ôóíêöèé
{pii(t)

Ψ(t)

}
, i ∈ {1, ..., n}, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàë

∫
Tj

pii(τ)
Ψ(τ) dq(τ)

ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ò.å.
∫

Tj

P T (τ)dτ = max
i

∫

Tj

pii(τ)
Ψ(τ)

dq(τ).

Íà êîíöàõ îòðåçêà ïîëîæèì P T = 0.
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Ëåììà 4. Ôóíêöèÿ P T ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííî-âåðõíåé ôóíêöèåé äëÿ ñèñòåìû (2), ò.å.
P T ∈ B(P, q).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê [s, t] ⊂ J . Åñëè [s, t] =
r⋃

j=1
Tj ,

ò.å. îòðåçîê [s, t] ñîñòîèò èç öåëîãî ÷èñëà îòðåçêîâ Tj , òî

t∫

s

pii(τ)dτ =
r∑

j=1

∫

Tj

pii(τ)
Ψ(τ)

dq(τ) ≤
r∑

j=1

∫

Tj

P T (τ)dq(τ) =

t∫

s

P T (τ)dq(τ).

Åñëè îòðåçîê [s, t] ñîñòîèò èç íåöåëîãî ÷èñëà îòðåçêîâ, òî, äîáàâëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà

t∫

s

pii(τ)dτ ≤
t∫

s

P T (τ)dq(τ)

ïî äâà èíòåãðàëà íà îòðåçêàõ äëèíû, íå áîëåå T , è ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü âñåõ ôóíêöèé
pii(τ)
Ψ(τ)

, i = 1, n, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

t∫

s

pii(τ)dτ ≤ Dp +

t∫

s

P T (τ)dq(τ) + D[q(t)− q(s)]

èëè
t∫

s

pii(τ)dτ ≤ Dp +

t∫

s

[P T (τ) + D]dq(τ),

ãäå Dp > 0, D > 0. Ñëåäîâàòåëüíî èìååì

|U(t, s)| ≤ D′
pe

tR
s
[P T (τ)+D]dq(τ)

ïðè t ≥ s ≥ 0,

ãäå D′
p = exp Dp, U(t, s) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû (3). Òàêèì îáðàçîì, P T ∈ B(Pd, q). Îòñþäà

â ñèëó ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî P T ∈ B(P, q). Ëåììà 4 äîêàçàíà.
Íàïîìíèì, ÷òî îáîáùåííî-âåðõíèé öåíòðàëüíûé ïîêàçàòåëü Ω(q) ñèñòåìû (1) îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå Ω(q) = inf
Rq∈B(A,q)

lim
t→+∞

1
q(t)

t∫
0

Rq(τ)dq(τ). Ïîëîæèì

Ω∗(q) = lim
T→+∞

lim
m→+∞

1
mβT β

m−1∑

j=0

ln |X((j + 1)T, jT )|,

ãäå X(t, s) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû (1), β ∈ N , q ∈ Q. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òå î ð åì à 2. Ïðè q(t) = tβ, β ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ω(q) = Ω∗(q).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåîáðàçîâàíèå Ïåððîíà, ïðèâîäÿùåå ñèñòåìó (1) ê òðå-
óãîëüíîé ñèñòåìå (2), ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì [1, c. 261]. Ïîýòîìó îíî íå ìåíÿåò îáîáùåííûõ,
îáîáùåííî-öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ òðå-
óãîëüíîé ñèñòåìû (2).
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Â ñèëó ëåììû 4 P T ∈ B(P, q). Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ Ω(q) ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→+∞

1
tβ

t∫

0

P T (τ)dτβ ≥ Ω(q).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 3 èìååì

lim
m→+∞

1
mβT β

mT∫

0

P T (τ)dτβ ≥ Ω(q). (11)

Â ñèëó ëåììû 2 P T ∈ B(Pd, q). Òîãäà äëÿ ìàòðèöû Êîøè U(t, s) äèàãîíàëüíîé ñèñòåìû (3)
èìååì

|U((j + 1)T, jT )| = max
|u((j + 1)T )|
|u(jT )| = e

max
i

(j+1)TR
jT

pii(τ)dτ

.

Îòñþäà, ëîãàðèôìèðóÿ è ñóììèðóÿ ïî j = 0, m− 1, ïîëó÷èì

m−1∑

j=0

ln |U((j + 1)T, jT )| =
m−1∑

j=0

max
i

(j+1)T∫

jT

pii(τ)dτ =
m−1∑

j=0

max
i

(j+1)T∫

jT

pii(τ)
Ψ(τ)

dq(τ) =

=
m−1∑

j=0

(j+1)T∫

jT

P T (τ)dq(τ) =

mT∫

0

P T (τ)dτβ

èëè
1

mβT β

m−1∑

j=0

ln |U((j + 1)T, jT )| = 1
mβT β

mT∫

0

P T (τ)dτβ.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (11) âûòåêàåò, ÷òî

lim
m→+∞

1
mβT β

m−1∑

j=0

ln |U((j + 1)T, jT )| ≥ Ω(q).

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2 è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè T → +∞, èìååì

Ω∗(q) ≥ Ω(q). (12)

Ïóñòü ε > 0. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå Ω(q), âîçüìåì Rε
q ∈ B(P, q) òàêîå, ÷òî

Rε
q < Ω(q) + ε. (13)

Â ñèëó ëåììû 2 Rε
q ∈ B(Pd, q) è â ñèëó ëåììû 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|U((j + 1)T, jT )| ≤ DR,εe

(j+1)TR
jT

[Rε
q(τ)+ε]dq(τ)

. (14)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

1
mβT β

m−1∑

j=0

ln |U((j + 1)T, jT )| ≤ ln DR,ε

mβ−1T β
+

1
mβT β

mT∫

0

[Rε
q(τ) + ε]dq(τ).
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Ñëåäîâàòåëüíî, óñòðåìëÿÿ m → +∞ è èñïîëüçóÿ (13), èìååì

1
mβT β

m−1∑

j=0

ln |U((j + 1)T, jT )| ≤ Ω(q) + 2ε.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè T → +∞ è èñïîëüçóÿ ëåììó 2, ïîëó÷èì

Ω∗(q) ≤ Ω(q) + 2ε.

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 èìååì

Ω∗(q) ≤ Ω(q). (15)

Èç (12) è (15) âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÄËß
ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÓÑÐÅÄÍÅÍÈÅÌ

Ì. Ì. Àìàíãàëèåâà

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ
480100 ã.Àëìàòû óë.Ïóøêèíà, 125 dzhenali@math.kz

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè äâóõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ñ óñðåäíåíèåì.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Q1 = {x, y, t|0 < x < 1, 0 < y < 2π, 0 < t < T}, Q = {x, t|0 < x < 1, 0 <
t < T}, T < +∞.

Ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à 1.

Lu ≡ vtt(y, t)−∆u(x, y, t) = f(x, y, t), {x, y, t} ∈ Q1, (1)
u(0, y, t) = u(1, y, t) = 0, (2)
u(x, 0, t) = u(x, 2π, t), uy(x, 0, t) = uy(x, 2π, t), (3)
v(y, 0) = ϕ0(y), vt(y, 0) = ϕ1(y), (4)

ãäå ∆u = uxx + uyy, v(y, t) =

1∫

0

u(ξ, y, t)dξ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

f ∈ L2(Q; W 1
2 (0, 2π)), ϕj ∈ L2(0, 2π), j = 0, 1. (5)

Çàìå÷àíèå 1. Íà âàæíîñòü èçó÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ óñðåäíåíèåì óêà-
çûâàëîñü, íàïðèìåð, â [1, c.90].

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ u(x, y, t) ñèëüíûì ðåøåíèåì ãðàíè÷íîé çàäà÷è
(1)�(5), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{un(x, y, t)}∞n=1 ⊂ C̃2(Q1)

òàêàÿ, ÷òî
10. un(x, y, t) → u(x, y, t) â L2(Q1),

Keywords: loaded equation, hyperbolic equation, boundary value problem
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34K06, 35D05, 35L20
c Ì. Ì. Àìàíãàëèåâà, 2004.
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20. Lun(x, y, t) → f(x, y, t) â L2(Q;W 1
2 (0, 2π)),

ãäå C̃2(Q1) = {u |u ∈ ∈ C2(Q1), u ∈ C(Q; C1[0, 2π]) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2)�(4)}.
Óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïðè ëþáûõ f, ϕ0, ϕ1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (5), çàäà÷à (1)�(4) èìååò

åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå.
Ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) èùåì â âèäå

u(x, y, t) =
∑

s∈S

us(x, t)eisy, (6)

ãäå S = {s|s = 0;±1;±2; ...}.
Äëÿ Ôóðüå-êîýôôèöèåíòîâ us(x, t) ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ãðàíè÷íûõ çàäà÷

Lsus ≡ v′′s (t)− usxx(x, t) + s2us(x, t) = fs(x, t), {x, t} ∈ Q, (7)
us(0, t) = us(1, t) = 0, (8)
vs(0) = ϕ0s, v′s(0) = ϕ1s, s ∈ S , (9)

ãäå
f(x, y, t) =

∑

s∈S

fs(x, t)eisy, ϕ0(y) =
∑

s∈S

ϕ0se
isy, ϕ1(y) =

∑

s∈S

ϕ1se
isy;

vs(t) =

1∫

0

us(ξ, t)dξ.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
Ëåììà 1. Êàæäàÿ èç çàäà÷ (7)�(9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî

ñïðàâåäëèâû îöåíêè
‖us(x, t)‖L2(Q) ≤ K1‖s · fs(x, t)‖L2(Q) ∀s ∈ S , (10)

ãäå ïîñòîÿííàÿ K1 íå çàâèñèò îò s.

Ëåììà 2. Ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) óäîâëåòâîðÿåò àïðèîðíîé îöåíêå

‖u(x, y, t)‖L2(Q1) ≤ K‖f(x, y, t)‖L2(Q;W 1
2 (0,2π)). (11)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 ìû íàõîäèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ êàæäîé èç
çàäà÷ (7)�(9):

us(x, t) = −β(x)v′′s (t) +

1∫

0

Gs(x, ξ)fx(ξ, t)dξ, s ∈ S , (12)

ãäå

Gs(x, ξ) =





sh{sξ} · sh{s(1− x)}
s · sh s

, 0 ≤ ξ ≤ x ≤ 1,

sh{sx} · sh{s(1− ξ)}
s · sh s

, 0 ≤ x ≤ ξ ≤ 1,

s ∈ S , s 6= 0;

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2004. Òîì 4. � 3 (13)



14 Ì. Ì. Àìàíãàëèåâà

G0(x, ξ) =





ξ · (1− x), 0 ≤ ξ ≤ x ≤ 1,

x · (1− ξ), 0 ≤ x ≤ ξ ≤ 1;

βs(x) =
2 sh

s(1− x)
2

· sh sx

2
s2 · ch s

2

, s ∈ S , s 6= 0;

β0(x) =
x(1− x)

2
.

Äàëåå, èíòåãðèðóÿ ñîîòíîøåíèå (12) ïî x îò 0 äî 1 è ó÷èòûâàÿ (7)�(9), ïîëó÷àåì çàäà÷ó
Êîøè {

v′′s (t) + γ2
s · vs(t) = γ2

s · gs(t), t ∈ (0, T ),

vs(0) = ϕ0s, v′s(0) = ϕ1s,
∀s ∈ S , (13)

ãäå
γ−2

s =
1
s2

[
1− 2 sh{s/2}

s · ch{s/2}
]

, s 6= 0; γ−2
0 = 6;

gs(t) =

1∫

0

1∫

0

Gs(x, ξ)fs(ξ, t)dξdx.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî γ2
s > 0 ∀s ∈ S . Ðåøåíèå çàäà÷è (13) èìååò ïðåäñòàâëåíèå

vs(t) = ϕ0s · cos γst + ϕ1s · sin γst

γs
+

t∫

0

γs · gs(τ) sin γs(t− τ)dτ. (14)

Íà îñíîâå (12) è (14) ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ãðàíè÷íûõ çàäà÷ (7)�(9) è òðåáó-
åìûå îöåíêè (10) èç ëåììû 1. ×òî êàñàåòñÿ îöåíêè (11) èç ëåììû 2, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
îöåíîê (10) è ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ, èìåþùèõ ìåñòî äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà L2(Q1) è èõ
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.

Äîêàçàííûå îöåíêè èç ëåìì 1 è 2 ïîêàçûâàþò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå 2. Îäíîìåðíûé âàðèàíò èññëåäóåìîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [2, 3].

Ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à 2.

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
+ β

∂u

∂t
+ α

∂

∂t

1∫

0

u(ξ, t)dξ = f, {x, t} ∈ Q, (15)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (16)
∂ju(x, 0)

∂tj
=

∂ju(x, 2π)
∂tj

, j = 0, 1, (17)

ãäå α, β − çàäàííûå ïîñòîÿííûå, f ∈ L2(Q)− çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. (18)
Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ôóðüå, áóäåì èìåòü




−u′′s(x) + λ2us(x) + isα

1∫

0

us(ξ)dξ = fs(x),

us(0) = us(1) = 0, s ∈ S ,

(19)
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ãäå λ2 = −s2 + isβ.
Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ Ãðèíà

Gs(x, ξ) =





shλξ · shλ(1− x)
λ shλ

, 0 ≤ ξ ≤ x,

shλx · shλ(1− ξ)
λ shλ

, x ≤ ξ ≤ 1,

s ∈ S , (20)

äëÿ s 6= 0 ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (19)

us(x) =

1∫

0

Gs(x, ξ)fs(ξ)dξ − is · α ·∆−1
s

1∫

0

γs(ξ)fs(ξ)dξ · γs(x), (21)

ãäå
∆s = 1 +

isα

λ2

(
1− 2 th(λ/2)

λ

)
6= 0 ∀s ∈ S \ {0}, (22)

γs(x) =
1
λ2

[
1− ch[λ(1− 2x/2]

ch(λ/2)

]
.

Äëÿ ñëó÷àÿ s = 0 ôîðìóëà ðåøåíèÿ âûïèñûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî.
Íà îñíîâå (21)�(22) è ðåøåíèÿ u0(x) ìû óñòàíàâëèâàåì ñëåäóþùèå ðàâíîìåðíûå ïî s îöåí-

êè:
‖us(x)‖L2(0,1) ≤ C · ‖fs(x)‖L2(0,1). (23)

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ëåììó 1 [4, c.118], ìû óñòàíàâëèâàåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2. Ïðè ëþáûõ f, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (18), çàäà÷à (15)�(17) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (22).
Çàìå÷àíèå 3. Â óðàâíåíèè (15) íàãðóçêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå óñðåäíåíèÿ

íà èíòåðâàëå (x1, x2) ⊂ (0, 1). Òàêèå ìîäåëè âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ êîëåáàíèé
òîêîïðîâîäÿùèõ ñòåðæíåé ïîä âîçäåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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ÑÂÅÐÕÇÂÓÊÎÂÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ Ñ ÂÄÓÂÀÅÌÎÉ ÑÒÐÓÅÉ

À. Î. Áåêåòàåâà

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè
480100 ã.Àëìàòû óë. Ïóøêèíà, 125 ked@math.kz

Â ðàáîòå ÷èñëåííî ìîäåëèðóåòñÿ ñâåðõçâóêîâîå òå÷åíèå ïðè íàëè÷èè ïåðïåíäèêóëÿðíîãî âäóâà
ñòðóè ÷åðåç ùåëü íà ñòåíêå. Èñõîäíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîëíûå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà, ðåøåíèå êîòî-
ðûõ ïðîèçâîäèòñÿ íåÿâíîé ôàêòîðèçîâàííîé ñõåìîé Áèìà-Óîðìèíãà. Äëÿ çàìûêàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè Áîëäóèíà-Ëîìàêñà. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â îáîáùåííûõ êîîð-
äèíàòàõ â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ òàêèõ, êàê íåðàñ÷åò-
íîñòü è ÷èñëî Ìàõà ñòðóè íà äëèíó îòðûâíîé çîíû. Îïðåäåëåíî âëèÿíèå ÷èñëà Ìàõà íà óâåëè÷åíèå
ïîäúåìíîé ñèëû, âîçíèêàþùåé ïðè âçàèìîäåéñòâèè ïîòîêà ñ âäóâàåìîé ñòðóåé. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà
ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ ñâåðõçâóêîâûõ òå÷åíèé íàä îá-
òåêàåìîé ïîâåðõíîñòüþ ïðè íàëè÷èè íà ïîâåðõíîñòè óñòóïîâ è ñòðóé. Îäíîé èç àêòóàëüíûõ
ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå óïðàâëÿåìûõ óñèëèé íà ïîâåðõíîñòÿõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ, îá-
òåêàåìûõ ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ïðè èíæåêöèè ãàçîâûõ ñòðóé ñ ïîâåðõíîñòè, ñ öåëüþ óâå-
ëè÷åíèÿ ïîäúåìíîé ñèëû èëè ñîçäàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñèë òîðìîæåíèÿ. Âîïðîñó îáòåêàíèÿ
ïðåïÿòñòâèé è ñòðóé ïîñâÿùåíû â îñíîâíîì ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ. Ñóùåñòâóþò
ðÿä òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, â êîòîðûõ ÷èñëåííî ìîäåëèðóåòñÿ ïîïåðå÷íûé âäóâ âîäîðî-
äà â êàíàëå âîçäóøíî-ðåàêòèâíûõ äâèãàòåëåé. Îäíàêî, â ýòèõ ðàáîòàõ â îñíîâíîì ïðîèçâî-
äÿòñÿ òåñòîâûå ðàñ÷åòû è ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ âàæíûõ
ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïàðàìåòðîâ, êàê ÷èñëà Ìàõà, íåðàñ÷åòíîñòü íà ñõåìó òå÷åíèÿ. Â
äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè ñâåðõçâóêîâîãî ñâîáîäíîãî ïîòîêà ñ
ïîïåðå÷íîé ñòðóåé, âäóâàåìîé ÷åðåç ùåëü íà ñòåíêå. Ñõåìà òå÷åíèÿ ïîêàçàíà íà ôèãóðå 1.

Ï î ñ ò à í î â ê à ç à ä à ÷ è. Èñõîäíîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ïîëíûõ äâóìåðíûõ óðàâ-
íåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ ñæèìàåìîãî òóðáóëåíòíîãî ãàçà, çàïèñàííûõ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò, â êîíñåðâàòèâíîé ôîðìå

∂U
∂t

+
∂E(U)

∂x
+

∂F(U)
∂z

=
∂V1(U,Ux)

∂x
+

∂V2(U,Uy)
∂x

+
∂W1(U,Ux)

∂z
+

∂W2(U,Uy)
∂z

, (1)

Keywords: supersonic �ow, Mach number, pressure, jet, boundary layer, shock wave
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 76F40
c À. Î. Áåêåòàåâà, 2004.
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U =




ρ
ρu
ρw
Et


 ; E =




ρu
ρu2 + p
ρuw
(Et + p)u


 ; F =




ρw
ρuw
ρw2 + p
(Et + P )w


 ;

V1 = 1
Re




0
4
3µt

∂u
∂x

µt
∂w
∂x

µtw
∂w
∂x + 4

3µtu
∂u
∂x + µt

(γ−1)M2∞Pr
∂T
∂x


 ; V2 = 1

Re




0
−2

3µt
∂w
∂z

µt
∂u
∂z

µtw
∂u
∂z − 2

3µtu
∂w
∂z


 ;

W1 = 1
Re




0
µt

∂w
∂x

−2
3µt

∂u
∂x

µtu
∂w
∂x − 2

3µtw
∂u
∂x


 ; W2 = 1

Re




0
µt

∂u
∂z

4
3µt

∂w
∂z

µtu
∂u
∂z + 4

3µtw
∂w
∂z + µt

(γ−1)M2∞Pr
∂T
∂z


 ;

p = (γ − 1)
[
Et − 1

2(ρu2 + ρw2)
]
; cν = 1

γ(γ−1)M2∞
; T =

(
1

ρcν

)[
Et − 1

2(ρu2 + ρw2)
]
;

Et = P
(γ−1) + 1

2(ρu2 + ρw2).

Çäåñü t � âðåìÿ, u,w � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîòîêà â ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì íàïðàâ-
ëåíèÿõ, ρ � ïëîòíîñòü, p � äàâëåíèå, T � òåìïåðàòóðà, cν � òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì
îáúåìå, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, M0 è M∞ � ÷èñëà Ìàõà ñòðóè è ïîòîêà, µt � êîýôôèöèåíò
òóðáóëåíòíîñòè, k � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, Re � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, Pr � ÷èñëî
Ïðàíäëÿ; çäåñü èíäåêñ ∞ îòíîñèòñÿ ê çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ ïîòîêà, èíäåêñ 0 � ê çíà÷åíèÿì
ïàðàìåòðîâ ñòðóè.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) çàïèñàíà â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùèõ ïàðà-
ìåòðîâ ïðèíÿòû ïàðàìåòðû íà âõîäå (ρ∞, u∞, T∞), äàâëåíèå è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îòíåñåíû ê
çíà÷åíèþ ρ∞u2∞ , õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì äëèíû ÿâëÿåòñÿ øèðèíà ùåëè.

Ñèñòåìà (1) çàìêíóòà ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè Áîëäóèíà-Ëîìàê-
ñà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé [1] êîýôôèöèåíò òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

âáëèçè ñòåíêè µt = ρl2|ζ|, ãäå ζ = ∂u
∂z − ∂w

∂x � çàâèõðåííîñòü, l = χzb1− e−z+/Ac � äëèíà
ïóòè ïåðåìåùåíèÿ, χ = 0, 41 � ïîñòîÿííàÿ Êàðìàíà, A = 26, z+ = zuτ/ν � óíèâåðñàëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ, uτ � äèíàìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü;

âäàëè îò ñòåíêè ïðèíÿòî µt = 0, 0168ρV0L0, ãäå V0 = min[Fmax; 0, 25q2
dif/Fmax]; qdif =

umax − umin, L0 = 1, 6zmaxIk; Fmax = max(|ζ|l/χ), Ik = [1 + 5, 5(0, 3y/zmax)6]−1 � îãðàíè-
÷èâàþùèé ìíîæèòåëü Êëåáàíîâà, zmax ñîîòâåòñòâóåò Fmax.

Ã ð à í è ÷ í û å ó ñ ë î â è ÿ. Íà âõîäå çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû ïîòîêà
u = 1, w = 0, ρ = 1, T = 1, x = 0, 0 ≤ z ≤ H;
íà ñòåíêå óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ è òåïëîèçîëÿöèè
u = 0, w = 0, ∂ρ

∂z = 0, ∂T
∂z = 0, z = 0, 0 < x ≤ L;

íà ùåëè çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû ñòðóè
u = 0 w =

√
TM0/M∞, ρ = P0γM2∞/T , P0 = nP∞, z = 0, Lb ≤ x ≤ lN ;

çäåñü n = P0/P∞ � ñòåïåíü íåðàñ÷åòíîñòè, ãäå P0 � äàâëåíèå â ñòðóå, P∞ � äàâëåíèå
ïîòîêà;

âî âõîäíîì ñå÷åíèè âáëèçè ñòåíêè çàäàåòñÿ ïîãðàíè÷íûé ñëîé, ïðîôèëü ïðîäîëüíîé ñêî-
ðîñòè àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñòåïåííûì çàêîíîì [2];
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íà âåðõíåé è âûõîäíîé ãðàíèöå çàäàþòñÿ óñëîâèÿ íåîòðàæåíèÿ, ò.å. êðàåâûå óñëîâèÿ òàê
íàçûâàåìîãî îòñóòñòâèÿ ãðàíèöû èëè "ñâîáîäíîãî ïîëåòà" [3].

Ì å ò î ä ð å ø å í è ÿ. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî ó÷åòà òå÷åíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå âáëèçè
ñòåíêè è íà óðîâíå ùåëè, ò.å. â îáëàñòÿõ áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ, ââîäèòñÿ ñãóùåíèå ñåòêè â
ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèÿõ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ξ = ξ(x) η = η(z).

Ïðè ýòîì ñèñòåìà (1) â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ çàïèøåòñÿ òàê

∂Ũ
∂t

+
∂Ẽ
∂ξ

+
∂F̃
∂η

=
∂Ṽ1

∂ξ
+

∂Ṽ2

∂ξ
+

∂W̃1

∂η
+

∂W̃2

∂η
, (2)

ãäå Ũ = U/J ; Ẽ = ξxE/J ; F̃ = ηzF/J ; Ṽ1 = ξxV1/J ; Ṽ2 = ξxV2/J ;

W̃1 = ηzW1/J ; W̃2 = ηzW2/J ; ξχ = zη/|J−1|; ηz = xξ/|J−1|; |J−1| = xξzη;
J � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ.

×èñëåííîå ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû (2) îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì ìåòîäîì Áè-
ìà-Óîðìèíãà

Ũn+1 + ∆t

(
∂Ẽn+1

∂ξ
+

∂F̃n+1

∂η
− ∂Ṽn+1

1

∂ξ
− ∂Ṽn+1

2

∂ξ
− ∂W̃1

n+1

∂η
− ∂W̃2

n+1

∂η

)
= Ũn + O(∆t2), (3)

ãäå Ẽn+1 = Ẽ(Ũn+1); F̃n+1 = F̃(Ũn+1) è ò.ä.
Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà Ũn+1 ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ â

ðÿä Òåéëîðà âåêòîðîâ ïîòîêîâ .

Ẽn+1 ≈ ÃnŨn+1, F̃n+1 ≈ B̃nŨn+1, (4)

ãäå Ã = ∂eE
∂ eU ; B̃ = ∂eF

∂ eU � ìàòðèöû ßêîáè; âûðàæåíèÿ äëÿ íèõ äàíû â ðàáîòå [4].
×ëåíû, ñîäåðæàùèå âòîðûå ïðîèçâîäíûå, ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ñîìíîæèòåëåé

Ṽn+1
1 = Ṽn+1

11 + Ṽn
12, W̃n+1

2 = W̃n+1
21 + W̃n

22, (5)

ãäå âåêòîðû Ṽ11 è W̃21 èìåþò ñëåäóþùèé âèä

Ṽ11 =
µtξx

ReJ




0
4
3

∂
∂ξ

(
uρ
ρ

)

∂
∂ξ

(
wρ
ρ

)

γ
Pr

∂
∂ξ

(
Et
ρ

)




, W̃21 =
µtηz

ReJ




0
∂
∂η

(
uρ
ρ

)

4
3

∂
∂η

(
wρ
ρ

)

γ
Pr

∂
∂η

(
Et
ρ

)




,

à âåêòîðû Ṽ12 è W̃22 ñîäåðæàò îñòàâøèåñÿ äèññèïàòèâíûå ôóíêöèè âèäà

Ṽ12 =
ξ2
x

ReJ




0
0
0(

µt − γµt

Pr

)(
w ∂w

∂ξ

)
+

+
(

4
3µt − γµt

Pr

)
u∂u

∂ξ




, W̃22 =
η2

z

ReJ




0
0
0(

µt − γµt

Pr

)(
u∂u

∂η

)
+

+
(

4
3µt − γµt

Pr

)
w ∂w

∂η




.
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Äëÿ ó÷åòà âåêòîðîâ ïîòîêîâ ñî ñìåøàííûìè ïðîèçâîäíûìè èñïîëüçóåì àïïðîêñèìàöèþ ïî
ÿâíîé ñõåìå ïðè ðàâíîìåðíîì øàãå ïî âðåìåíè

Ṽn+1
2 = 2Ṽn

2 − Ṽn−1
2 + O(∆t2) W̃n+1

1 = 2W̃n
1 − W̃n−1

1 + O(∆t2). (6)

Ïîñëå ââåäåíèÿ àïïðîêñèìàöèè (4)�(6), ñèñòåìà (3) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

[
I + ∆t

{
∂Ãn

∂ξ
− ∂B̃n

∂η
− ∂

∂ξ

µtξ
2
x

ReJ

∂

∂ξ

(
1

Ũ1

)
− ∂

∂η

µtη
2
z

ReJ

∂

∂η

(
1

Ũ1

)}]
Ũn+1 =

= Ũ + ∆t

[
2
(

∂Ṽn
2

∂ξ
+

∂W̃n
1

∂η

)
−

(
∂Ṽn−1

2

∂ξ
+

∂W̃n
1

∂η

)
+

∂Ṽn
12

∂ξ
+

∂W̃n
22

∂η

]
+O(∆t2). (7)

Ïðèìåíÿÿ ôàêòîðèçàöèþ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (7), ïîëó÷àåì äâà îäíîìåðíûõ îïåðàòîðà,
ðåøåíèå êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ìàòðè÷íîé ïðîãîíêîé

1 øàã [
I + ∆t

{
∂Ãn

∂ξ
− ∂

∂ξ

µtξ
2
x

ReJ

∂

∂ξ

(
1

Ũ1

)}]
Ũ∗ = RHS,

2 øàã [
I + ∆t

{
∂B̃n

∂η
− ∂

∂η

µtη
2
x

ReJ

∂

∂η

(
1

Ũ1

)} ]
Ũn+1 = Ũ∗, (8)

ãäå RHS � ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (7).
Äëÿ ïîäàâëåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ âîçìóùåíèé â ðåøåíèå (8) ââîäèòñÿ ñãëàæèâàíèå âòîðîãî

ïîðÿäêà ñ ε-êîýôôèöèåíòîì ïðè ñãëàæèâàþùèõ ÷ëåíàõ.
Ïðè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ â êîíâåêòèâíûõ è äèôôóçèîííûõ ÷ëåíàõ èñïîëüçîâàíû

öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.
À í à ë è ç ð å ç ó ë ü ò à ò î â. Ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò èìåëè ñëåäóþùèé

âèä [5]

ξ = D + 1
τ arsh[(x/xc − 1)sh(τD], ãäå D = 1

2τ ln[(1 + (eτ − 1)xc/L),

η = H

[
(β + 1)− (β − 1)

(
β+1
β−1

)1− z
a

]/[(
β+1
β−1

)1− z
a

+1

]
,

ãäå β , τ > 1 � ïàðàìåòðû ñãóùåíèÿ, a � âûñîòà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ,
xc � òî÷êà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ñãóùåíèå.

Íà ðèñóíêàõ 2�4 ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà çàäà÷è ñ ïàðàìåò-
ðàìè M∞ = 4, n = 4÷ 10 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñëà Ìàõà ñòðóè.

Ïåðåä ñòðóåé âñëåäñòâèå òîðìîæåíèÿ íàáåãàþùåãî ïîòîêà ïîâûøàåòñÿ äàâëåíèå è ïðîèñõî-
äèò îáðàçîâàíèå ãîëîâíîãî ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ. Âçàèìîäåéñòâèå ãîëîâíîãî ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ ñ
ïîãðàíè÷íûì ñëîåì è íàëè÷èå âñòðå÷íîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ âûçûâàþò îòðûâ ïîãðàíè÷íîãî
ñëîÿ ïåðåä ñòðóåé. Çàâèñèìîñòü äëèíû îòðûâíîé çîíû îò íåðàñ÷åòíîñòè ïîêàçàíà íà ôèãóðå
2 äëÿ âäóâà çâóêîâîé ñòðóè ïðè M∞ = 3, Pr = 0.9, Re = 107 (êðèâàÿ 1 � ÷èñëåííûé ðàñ÷åò
äëèíû îòðûâíîé çîíû ls äëÿ M0 = 1 , êðèâàÿ 2 � äëÿ M0 = 1.5, � ∆ ∆� � ýêñïåðèìåíòàëüíûå
èññëåäîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå â ðàáîòå [6]). Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî â êà÷åñòâåí-
íîì îòíîøåíèè ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû çàâèñèìîñòè äëèíû îòðûâíîé çîíû ls îò íåðàñ÷åòíîñòè

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2004. Òîì 4. � 3 (13)



20 À. Î. Áåêåòàåâà

ñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåíòó. Â êîëè÷åñòâåííîì æå îòíîøåíèè çíà÷åíèå äëèíû îòðûâíîé çî-
íû â ïëîñêîì ñëó÷àå áîëüøå, ÷åì â ïðîñòðàíñòâåííîì, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì áîêîâîãî
ðàñòåêàíèÿ.

Ó÷àñòîê âûñîêèõ äàâëåíèé ïåðåä ñòðóåé äîñòàòî÷íî õîðîøî âèäåí èç ðàñïðåäåëåíèÿ äàâ-
ëåíèÿ íà ñòåíêå, ïðèâåäåííîãî íà ôèãóðå 3 äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ÷èñëà Ìàõà ñòðóè ïðè n = 10
(êðèâàÿ 1 � M0 = 1 , êðèâàÿ 2 � M0 = 2). Òàìæå íàáëþäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìàêñèìóì
äàâëåíèé íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ùåëüþ, êîòîðûé íåêîòîðûå àâòîðû ñâÿçûâàþò ñ îøèáêîé âû-
÷èñëåíèÿ. Îäíàêî, îí ìîæåò áûòü ðåçóëüòàòîì íàëè÷èÿ â îòðûâíîé îáëàñòè âòîðîãî âèõðÿ,
ðàñïîëîæåííîãî áëèæå ê ñòðóå. Íà ãðàôèêå îòðàæåíî óâåëè÷åíèå äàâëåíèÿ íà ñòåíêå ñ ðîñòîì
÷èñëà Ìàõà ñòðóè (ñðàâíåíèå êðèâûõ 1 è 2).

Ïîäúåìíàÿ ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ íà ñòåíêå ïî ôîðìóëå
F =

∫
ls

(P − P∞)dls. Íà ôèãóðå 4 ïðåäñòàâëåíà êðèâàÿ èçìåíåíèÿ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ â çàâè-

ñèìîñòè îò ÷èñëà Ìàõà ñòðóè. Òàê, ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà Ìàõà ñòðóè ñ M0 = 1 äî M0 = 2 äëÿ
ñëó÷àÿ ñ íåðàñ÷åòíîñòüþ n = 10 ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ â 1.58 ðàç, â òî âðåìÿ êàê
äëÿ íåðàñ÷åòíîñòè n = 4 ïîäúåìíàÿ ñèëà èçìåíÿåòñÿ ëèøü â 1.32 ðàçà.
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Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ
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Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ äâå çàäà÷è: ïåðâàÿ � ýòî óñòàíîâëåíèå ðàçìåðíîñòè ÿäðà îïåðà-
òîðà çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîìåðíîãî ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-
íîñòè ñ íàãðóçêîé ïðè ôèêñèðîâàííîé âðåìåííîé ïåðåìåííîé; âòîðàÿ � ýòî âîïðîñû ñèëüíîé
îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ âûøåíàçâàííîãî óðàâíåíèÿ.

Íàãðóæåííûì óðàâíåíèÿì ïîñâÿùåíû ìíîãèå ðàáîòû, îòìåòèì ëèøü [1, 2]. Îñîáåííîñòüþ
ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå íàãðóæåííîãî ñëàãàåìîãî ñ ïðîèçâîäíîé îò
èñêîìîãî ðåøåíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì â ãëàâíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ. Òàêèå íàãðóçêè íàçûâàþòñÿ "ñóùåñòâåííûìè" [3]. Îòìåòèì, ÷òî â [3] ðàññìàòðèâàëèñü
ãðàíè÷íûå çàäà÷è òîëüêî â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ.

I. Ç à ä à ÷ à 1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îäíîðîäíàÿ çàäà÷à Êîøè

Lu = 0 ⇔




ut(x, t)− uxx(x, t) + α
∂ku(x, t)

∂tk
= 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = 0, x ∈ R,

(1)

ãäå α ∈ C, t ∈ R+ = (0, +∞) � çàäàííûå âåëè÷èíû, k = 0, 1, 2, ...
Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x, èç (1) äëÿ Ôóðüå-îáðàçà U(s, t) ïîëó÷àåì

U ′(s, t) + s2U(s, t) + αU (k)(s, t) = 0, U(s, 0) = 0, (2)

ãäå s � (âåùåñòâåííàÿ) ïåðåìåííàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Èç (2) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà÷à Êîøè (1) èìåëà òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∀s ∈ R áûëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

0 6= ∆k(s) =





1 + α
1− e−s2t

s2
, åñëè k = 0,

1 + (−1)k+1αs2(k−1)e−s2t, åñëè k = 1, 2, 3, ...

(3)

Keywords: Loaded equation, parabolic equation, Cauchy Problem
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34K06, 35D05, 35K05
c Ì. Ò. Äæåíàëèåâ, Ì. È. Ðàìàçàíîâ, 2004.
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Îáñóäèì óñëîâèÿ (3).

1. Ïóñòü k = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (3) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

ϕ0(s) ≡ 1− e−s2t

s2
6= − 1

α
. (4)

Ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ0(s), s ∈ R ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû ϕ0max =
= t, ϕ0 inf = 0, ò.å. èìååì, ÷òî ∀s ∈ R 0 < ϕ0(s) ≤ t = lim

s→0
ϕ0(s).

Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â òàáëè-
öå.

Òàáëèöà 1.

dim{Ker L} óñëîâèå (4)
1. Im α 6= 0 0 íå íàðóøàåòñÿ
2. Im α = 0

a) α > −t
−1 0 íå íàðóøàåòñÿ

b) α = −t
−1 1 íàðóøàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå s = 0

c) α < −t
−1 2 íàðóøàåòñÿ â 2-õ òî÷êàõ s = ±s1

Èç Òàáëèöû 1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè α ∈ C òàêîå, ÷òî {Imα 6= 0} ∪ {Imα = 0, α > −t
−1}, òî

çàäà÷à (1) íå èìååò íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Åñëè {Imα = 0, α = −t
−1}, òî çàäà÷à (1) èìååò

ðîâíî îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå; åñëè æå {Imα = 0, α < −t
−1}, òî çàäà÷à (1) èìååò äâà

íåòðèâèàëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ.

2. Ïóñòü k = 1. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (3) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ϕ1(s) ≡ e−s2t 6= − 1
α

. (5)

Ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ1(s), s ∈ R ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû ϕ1max =
= ϕ1(0) = 1, ϕ1 inf = 0, ò.å. èìååì, ÷òî ∀s ∈ R lim

s→∞ϕ1(s) = 0 < ϕ1(s) ≤ 1.

Ïîëó÷åííîå ñâåäåì â òàáëèöó.

Òàáëèöà 2.

dim{Ker L} óñëîâèå (5)
1. Im α 6= 0 0 íå íàðóøàåòñÿ
2. Im α = 0

a) α > −1 0 íå íàðóøàåòñÿ
b) α = −1 1 íàðóøàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå s = 0
c) α < −1 2 íàðóøàåòñÿ â 2-õ òî÷êàõ s = ±s1

Ðåçóëüòàòû Òàáëèöû 2 îçíà÷àþò, ÷òî åñëè α ∈ C òàêîå, ÷òî {Imα 6= 0}∪{Imα = 0, α > −1},
òî çàäà÷à (1) íå èìååò íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Åñëè {Imα = 0, α = −1}, òî çàäà÷à (1) èìååò
ðîâíî îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå; åñëè æå {Imα = 0, α < −1}, òî çàäà÷à (1) èìååò äâà
íåòðèâèàëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ.
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3. Ïóñòü k = 2m, m = 1, 2, ... Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (3) ïðèíèìàåò âèä

ϕ2m(s) ≡ s2(2m−1)e−s2t 6= 1
α

. (6)

Ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ2m(s), s ∈ R ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
ϕ2m max =

[
(2m− 1)/(te)

]2m−1
, ϕ2m inf = 0, ò.å. èìååì, ÷òî ∀s ∈ R lim

s→∞ϕ2m(s) = 0 < ϕ2m(s) ≤
[
(2m− 1)/(te)

]2m−1
.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Òàáëèöà 3.

dim{Ker L} óñëîâèå (6)
1. Im α 6= 0 0 íå íàðóøàåòñÿ
2. Im α = 0

a) α <
[
(2m− 1)/(te)

]2m−1 0 íå íàðóøàåòñÿ
b) α =

[
(2m− 1)/(te)

]2m−1 2 íàðóøàåòñÿ â 2-õ òî÷êàõ s = ±s0

c) α >
[
(2m− 1)/(te)

]2m−1 4 íàðóøàåòñÿ â 4-õ òî÷êàõ s = ±s1, s = ±s2

Èòàê, äàííûå Òàáëèöû 3 ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè α ∈ C òàêîå, ÷òî {Imα 6= 0}∪{Imα = 0, α <[
(2m− 1)/(te)

]2m−1}, òî çàäà÷à (1) íå èìååò íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Åñëè {Imα = 0, α =[
(2m− 1)/(te)

]2m−1}, òî çàäà÷à (1) èìååò äâà íåòðèâèàëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ;
åñëè æå {Imα = 0, α >

[
(2m− 1)/(te)

]2m−1}, òî çàäà÷à (1) èìååò ÷åòûðå íåòðèâèàëüíûõ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ.

4. Ïóñòü k = 2m + 1, m = 1, 2, ... Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (3) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ϕ2m+1(s) ≡ s4me−s2t 6= − 1
α

. (7)

Ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ2m+1(s), s ∈ R, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
ϕ2m+1max =

[
2m/(te)

]2m
, ϕ2m+1 inf = 0, ò.å. èìååì, ÷òî ∀s ∈ R lim

s→∞ϕ2m+1(s) = 0 < ϕ2m+1(s) ≤
[
2m/(te)

]2m
.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Òàáëèöà 4.

dim{Ker L} óñëîâèå (7)
1. Im α 6= 0 0 íå íàðóøàåòñÿ
2. Im α = 0

a) α > − [
2m/(te)

]2m 0 íå íàðóøàåòñÿ
b) α = − [

2m/(te)
]2m 2 íàðóøàåòñÿ â 2-õ òî÷êàõ s = ±s0

c) α < − [
2m/(te)

]2m 4 íàðóøàåòñÿ â 4-õ òî÷êàõ s = ±s1, s = ±s2

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû Òàáëèöû 4 îçíà÷àþò, ÷òî åñëè α ∈ C òàêîå, ÷òî {Imα 6= 0} ∪
{Imα = 0, α > − [

2m/(te)
]2m}, òî çàäà÷à (1) íå èìååò íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Åñëè {Imα =

0, α = − [
2m/(te)

]2m}, òî çàäà÷à (1) èìååò äâà íåòðèâèàëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ;
åñëè æå {Imα = 0, α < − [

2m/(te)
]2m}, òî çàäà÷à (1) èìååò ÷åòûðå íåòðèâèàëüíûõ ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ.
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5. Î í å ò ð è â è à ë ü í û õ ð å ø å í è ÿ õ ç à ä à ÷ è (1). Åñëè {α, t} çàäàíû
ñîãëàñíî òàáëèö 1�4, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

u(s=0)(x, t) = α · t,

u(s=±sj)(x, t) =
α

s2
j

(
1− e−s2

j t
)

e±isjx, j = 0, 1, 2,

∂ku(x, t)
∂tk

= eisx,

(8)

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà s = {0, ±s0, ±s1, ±s2} ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîðíÿìè óðàâ-
íåíèé

1 + α
1− e−s2t

s2
= 0, åñëè k = 0,

1 + (−1)k+1αs2(k−1)e−s2t = 0, åñëè k = 1, 2, 3, ...

Çàìåòèì, ÷òî íè îäíà èç ôóíêöèé (8) íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(R×R+). Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå L2(R × R+) ÿäðî îïåðàòîðà L (1) íóëüìåðíî. Îäíàêî, êàæäàÿ èç
ôóíêöèé (8) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ñ âåñîì

L2, e−εt ≡ {v| v(x, t) · e−εt ∈ L2(R× R+) ∀ ε > 0}, (9)

ò.å. ÿäðî îïåðàòîðà L (1) â ïðîñòðàíñòâå L2, e−εt íå âñåãäà ïóñòî è èìååò ñîîòâåòñòâóþùóþ
ðàçìåðíîñòü ñîãëàñíî äàííûì òàáëèö 1�4.

II. Ç à ä à ÷ à 2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à Êîøè

Lu = {f, φ} ⇔




ut(x, t)− uxx(x, t) + α
∂ku(x, t)

∂tk
= f(x, t), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R,

(10)

ãäå α ∈ R, t ∈ R+ � çàäàííûå âåëè÷èíû, k = 0, 1, 2, ...,

f ∈ W k
2, 0(R+;L2(R)), φ ∈ L2(R). (11)

Çäåñü 0 â îáîçíà÷åíèè ïðîñòðàíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî ∂mf(x, 0)
∂tm

= 0, m = 0, 1, ..., k − 1.

Äàäèì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ u(x, t) ∈ L2, e−εt áóäåì íàçûâàòü ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè
(10), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{un(x, t), n = 1, 2, ...} ⊂ {v| v ∈ L2, e−εt , v(x, 0) = φ(x)}

òàêàÿ, ÷òî
lim

n→∞un(x, t) → u(x, t) â ïðîñòðàíñòâå L2, e−εt

è
lim

n→∞
∂k[Lun](x, t)

∂tk
→ ∂kf(x, t)

∂tk
â ïðîñòðàíñòâå L2(R× R+).
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Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x, èç (10) áóäåì èìåòü
{

U ′(s, t) + s2U(s, t) + αU (k)(s, t) = F (s, t),

U(s, 0) = Φ(s),
(12)

ãäå F (s, t), Φ(s) � îáðàçû Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé f(x, t), φ(x) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé (3) Ïðåäëîæåíèÿ 1, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (12), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå
åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (12)

U(s, t) = −∆−1
k α

1− e−s2t

s2


(−1)ks2kΦ(s)e−s2t + (−1)ks2k

t∫

0

F (s, τ)e−s2(t−τ)dτ+

+
k−1∑

m=1

(−1)m−1s2(m−1)F (m−1)(s, t)


 + Φ(s)e−s2t +

t∫

0

F (s, τ)e−s2(t−τ)dτ, (13)

ãäå ∆k(s) îïðåäåëåíî â (3). Èç (13) âèäèì, ÷òî U(t, s) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ðàâíîìåðíîé
ïî s àïðèîðíîé îöåíêå

‖U(s, t)e−εt‖L2(R+) ≤ C

[
|Φ(s)|+

k∑

m=0

‖F (m)(s, t)‖L2(R+)

]
, (14)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò s, ε > 0. Èç îöåíêè (14), èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ,
ïîëó÷èì

‖u(x, t)e−εt‖L2(R×R+) ≤ C
[
‖φ(x)‖L2(R) + ‖f(x, t)‖L2(R×R+) + ‖f (k)(x, t)‖L2(R×R+)

]
. (15)

Íà îñíîâå îöåíêè (15) óñòàíàâëèâàåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2. Çàäà÷à Êîøè (10) ïðè ëþáûõ {f, φ}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
(11), îäíîçíà÷íî ñèëüíî ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâå L2, e−εt (9) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3).

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Òàêèì îáðàçîì, êëàññîì ñèëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (10) ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâî ñ âåñîì L2, e−εt (9).
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ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄÈÀÃÐÀÌÌÛ "ÍÀÃÐÓÇÊÀ-ÄÅÔÎÐÌÀÖÈß"

À. Á. Æàêûïáåêîâ, Ò. Á. Äóéøåíàëèåâ

Êûðãûçñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ñòðîèòåëüñòâà, òðàíñïîðòà è àðõèòåêòóðû
Êûðãûçñêèé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì.È. Ðàççàêîâà

720044 Êûðãûçñêàÿ Ðåñïóáëèêà ã.Áèøêåê duishenaliev@mail.ru

Â äàííîé ðàáîòå äèàãðàììà "íàãðóçêà-äåôîðìàöèÿ" ðàññìîòðåíà áåç ãèïîòåçû îá îäíîîñíîì íà-
ïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè ïðè ðàñòÿæåíèè (ñæàòèè) öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ. Âûâåäåíî óðàâíåíèå
äèàãðàììû, êîòîðîå äàåò òîëêîâàíèå, îòëè÷íîå îò îáùåïðèíÿòîãî. Ïðè ýòîì ìåíÿåòñÿ ïðîöåäó-
ðà îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò ìàòåðèàëîâ Ëàìå, ÷òî ôàêòè÷åñêè ðàñøèðÿåò îáëàñòü äåéñòâèÿ çàêîíà
Ãóêà íà âñþ îáëàñòü äåôîðìèðîâàíèÿ îáðàçöîâ. Ïðèâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå ðàñ÷åòîâ ñ îïûòíûìè
äàííûìè, ïîëó÷åííûìè ðàçíûìè àâòîðàìè, êîòîðûå ïîêàçûâàþò õîðîøóþ òî÷íîñòü ïðåäëàãàåìûõ
óðàâíåíèé.

Â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà äèàãðàììå "íàãðóçêà�äåôîðìàöèÿ" îòâåäåíà
îñíîâîïîëàãàþùàÿ ðîëü. Äèàãðàììà ïðèíÿòà çäåñü êàê îïðåäåëÿåìûé îïûòîì ôèçè÷åñêèé çà-
êîí ìåæäó íàïðÿæåíèåì è äåôîðìàöèåé, ëåæàùèé â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé ðàçëè÷íûõ äåôîðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåë. Êàê èçâåñòíî, òàíãåíñ óãëà íàêëîíà íà÷àëüíîãî
ëèíåéíîãî ó÷àñòêà äèàãðàììû ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà ìàòåðèàëà. Âìåñòå ñ
îïðåäåëÿåìûì òàêæå èç îïûòîâ íà "îäíîîñòíîå" ñæàòèå öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ êîýôôè-
öèåíòîì Ïóàññîíà îíè ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü êîíñòàíòû Ëàìå â îáîáùåííîì çàêîíå Ãóêà, ëè-
íåéíî ñâÿçûâàþùåì êîýôôèöèåíòû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé èçîòðîïíûõ óïðóãèõ òåë. Ïðè
ýòîì ñóùåñòâåííûì ôàêòîì ïðè òîëêîâàíèè ýòîé äèàãðàììû ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà î ðàâíîìåðíîì
ðàñïðåäåëåíèè íàãðóçêè íà òîðöàõ ïðè ñæàòèè è ðàñòÿæåíèè îáðàçöîâ.

1. Î á î á ù å í í û é ç à ê î í Ã ó ê à. Îïèðàÿñü íà ñîâðåìåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ î
ìîëåêóëÿðíîì ñòðîåíèè òåë, Ö.Áîðí, Õóàíü Êóíü [1] â 1958 ã. âûâåëè ñîîòíîøåíèÿ

σij = cijkl · εkl, (1)
ãäå σi,j , εkl � êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâåííî, íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè, cijkl � êîíñòàíòû. Ýòîò
çàêîí äëÿ èçîòðîïíûõ òåë èìååò âèä:

τij = λδijεkk + 2µεij , εij = − ν

E
δijσkk +

1 + ν

E
σij . (2)

Keywords: Deformation, force, stress, generalized Hooke's law, load-deformation diagram, Young's modulus, Poisson's
ration, Lame's constant
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 74B20
c À. Á. Æàêûïáåêîâ, Ò. Á. Äóéøåíàëèåâ, 2004.
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Íàïèøåì çàêîí (2) â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

εr(r, z, t) =
1
E

(σr − ν(σϕ + σz)),

εϕ(r, z, t) =
1
E

(σφ − ν(σz + σr)),

εz(r, z, t) =
1
E

(σz − ν(σr + σϕ)). (2a)

Íåïîñðåäñòâåííàÿ îïûòíàÿ ïðîâåðêà çàêîíà (2) íåâîçìîæíà, èáî εij , σij íå èçìåðÿåìû íè
â îäíîé òî÷êå âíóòðè òåëà, à íà ïîâåðõíîñòè òåëà èçìåðÿþòñÿ íå âñå êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè
εij . Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ σij íà ïîâåðõíîñòè òåëà íå èçìåðÿþòñÿ.

2. Ê ð à å â à ÿ ç à ä à ÷ à ä ë ÿ ï ð î â å ð ê è î á î á ù å í í î ã î ç à ê î -
í à Ã ó ê à. Ñîñòîÿòåëüíîñòü çàêîíà (2à) îáû÷íî ïðîâåðÿþò íà âåëè÷èíàõ, èçìåðÿåìûõ
â îïûòàõ íà îñåâîå ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ. Èìè ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíà
îñåâîé íàãðóçêè, à òàêæå âåëè÷èíû êîëüöåâîé è îñåâîé äåôîðìàöèé íà êîíòóðå öåíòðàëüíîãî
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáðàçöà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Íàïèøåì èõ â âèäå âåêòîðîâ,
êîòîðûå äàëåå áóäåì íàçûâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûìè

p =
P (t1)
πR2

,
P (t2)
πR2

, ...,
P (tn)
πR2

, (3)

σr = σr (R, z, t1) , σr (R, z, t2) , ..., σr (R, z, tn) ,

εϕ = εϕ (R, 0, t1) , εϕ (R, 0, t2) , ..., εϕ (R, 0, tn) ,

εz = εz (R, 0, t)1 , εz (R, 0, t2) , ..., εz (R, 0, tn) ,

ãäå σr(R,z,t)=0 ïðè îñåâîì ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè, à â òðåõîñíîì ñæàòèè ðàâíî âåëè÷èíå ãèäðî-
ñòàòè÷åñêîãî áîêîâîãî äàâëåíèÿ. Âûðåæåì ñðåäíþþ ÷àñòü îáðàçöà (ðàäèóñà R è âûñîòîé 2h).
Íà÷àëî öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîìåñòèì â ñåðåäèíå öåíòðàëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå-
÷åíèÿ. Ýòè èñïûòàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîöåññ ñ èçìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè âåëè÷èíàìè
íàãðóçêè, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé. Ñîñòàâèì êðàåâóþ çàäà÷ó â íàïðÿæåíèÿõ:
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

∂σr

∂r
+

∂σrz

∂z
+

σr − σϕ

r
= ρ

∂2u

∂t2
,

∂σzr

∂r
+

∂σz

∂z
+

σzr

r
= ρ

∂2w

∂t2
; (4)

óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé â íàïðÿæåíèÿõ

∇2σr − 2
r2

(σr − σϕ) +
1

1 + ν

∂2σ

∂r2
+

ρ

E

ν

1− ν

∂2σ

∂t2
= 0, (5)

∇2σϕ +
2
r2

(σr − σϕ) +
1

1 + ν

∂σ

r∂r
+

ρ

E

ν

1− ν

∂2σ

∂t2
= 0,

∇2σz +
1

1 + ν

∂2σ

∂z2
+

ρ

E

ν

1− ν

∂2σ

∂t2
= 0, ∇2σrz − 1

r2
σrz +

1
1 + ν

∂2σ

∂r∂z
= 0,
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ãäå
∇2 = ∆2 − ρ

E
2ν

∂2

∂r2
, ∆2 =

∂2

∂r2
+

∂

r∂r
+

∂2

∂z2
, σ = σr + σϕ + σz,

u, w � ðàäèàëüíîå è îñåâîå ïåðåìåùåíèÿ.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè è îñíîâàíèÿõ öèëèíäðà:

σr (R, z, t) = 0, σrz (R, z, t) = 0, σz (r,±h, t) = pz (r, t) , σzr (r,±h, t) = pr (r, t) . (6)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èìåþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ:

u (r, z, 0) = 0, w(r, z, 0) = 0,
∂u (r, z, 0)

∂t
= 0,

∂w (r, z, 0)
∂t

= 0. (7)

Îòìåòèì çäåñü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî. Ïóñòü P(t) � âñÿ îñåâàÿ íàãðóçêà. Òîãäà ïðè ëþáîì
ðàñïðåäåëåíèè âíåøíèõ îñåâûõ óñèëèé pz(r, t) íà îñíîâàíèÿõ öèëèíäðà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P (t) =

R∫

0

2π∫

0

pz(r, t)rdrdϕ. (6a)

Äîïóñòèì, ýòà êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøåíà, ò.å. íàéäåíû ôóíêöèè

σr (r, z, t) , σrz (r, z, t) , σϕ (r, z, t) , σz (r, z, t) , u (r, z, t) , w (r, z, t) , (8)

óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì (4)�(7). Ðåøåíèå (8) ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè îïðåäåëèòü âåëè-
÷èíó íàãðóçêè è âåëè÷èíû äåôîðìàöèé â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè:

P (t) =

R∫

0

2π∫

0

σz (r, 0, t) rdrdϕ, εr (r, z, t) =
1
E

σr (r, z, t)− ν (σϕ (r, z, t) + σz (r, z, t)) , (9)

εϕ (r, z, t) =
1
E

σφ (r, z, t)− ν (σz (r, z, t) + σr (r, z, t)) ,

εz (r, z, t) =
1
E

σz (r, z, t)− ν (σr (r, z, t) + σϕ (r, z, t)) .

Ïîäñòàâëÿÿ â íèæåñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

P (t) =

R∫

0

2π∫

0

σz (r, 0, t) rdrdz, εϕ (R, 0, t) =
1
E

σφ (R, 0, t)− ν (σz (R, 0, t) + σr (R, 0, t)) , (10)

εz (R, 0, t) =
1
E

σz (R, 0, t)− ν (σr (R, 0, t) + σϕ (R, 0, t))

òå ìîìåíòû âðåìåíè, ïðè êîòîðûõ ïðîâåäåíû çàìåðû ýëåìåíòîâ âåêòîðîâ (3), âû÷èñëèì àíàëè-
òè÷åñêèå àíàëîãè ýòèõ âåêòîðîâ. Íàçîâåì èõ òåîðåòè÷åñêèìè âåêòîðàìè. Ñðàâíåíèå âåëè÷èí
ýëåìåíòîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ âåêòîðîâ äàëî áû òî èëè èíîå ñóæäåíèå î ñîñòî-
ÿòåëüíîñòè çàêîíà (2a). Íî ýòîãî íåëüçÿ îñóùåñòâèòü èç-çà îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4)�(7).
Â íåé ôóíêöèè âíåøíèõ óñèëèé pr(r, t), pz(r, t) íåèçâåñòíû.

3. Ó ï ð î ù å í è å ê ð à å â î é ç à ä à ÷ è Ã ó ê à-Ñ å í-Â å í à í à. Îáû÷íî,
â êðàåâîé çàäà÷å (4)�(7) óáèðàåòñÿ âðåìÿ, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6), îïèðàÿñü íà ñóæåííûé è
îáùèé ïðèíöèïû Ñåí-Âåíàíà, ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

pr (r) = 0, pz (r) =
P

πR2
. (11)
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Ïîñëå ýòèõ óïðîùåíèé çàäà÷à (4)�(7) ïðåâðàùàåòñÿ â ñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó ñ óðàâíåíèÿìè ðàâ-
íîâåñèÿ

∂σr

∂r
+

∂σrz

∂z
+

σr − σϕ

r
= 0,

∂σzr

∂r
+

∂σz

∂z
+

σrz

r
= 0, (12)

ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé

∇2σr − 2
r2

(σr − σϕ) +
1

1 + ν

∂2σ

∂r2
= 0, (13)

∇2σϕ +
2
r2

(σr − σϕ) +
1

1 + ν

∂σ

r∂r
= 0,

∇2σz +
1

1 + ν

∂2σ

∂z2
= 0, ∇2σrz − 1

r2
σrz +

1
1 + ν

∂2σ

∂r∂z
= 0,

ãäå
∇2 = ∆2 − ρ

E
2ν

∂2

∂r2
, ∆2 =

∂2

∂r2
+

∂

r∂r
+

∂2

∂z2
, σ = σr + σϕ + σz,

è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

σr (R, z) = 0, σrz (R, z) = 0, σzr (r,±h) = 0, σz (r,±h) = pz (r) =
P

πR2
. (14)

Ðåøåíèå çàäà÷è (12)�(14) òðóäà íå ïðåäñòàâëÿåò. Îíî î÷åâèäíî:

σr (r, z) = 0, σrz (r, z) = 0, σϕ (r, z) = 0, σz (r, z) =
P

πR2
. (15)

Èç ýòîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò îáû÷íûé êðèòåðèé

εr (r, z) = − ν

E

P

πR2
, εϕ (r, z) = − ν

E

P

πR2
, εz (r, z) =

1
E

P

πR2
. (16)

Íà îñíîâå ýòîãî êðèòåðèÿ:

1. îïðåäåëåíèå êîíñòàíò ïðîâîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì

E =
P

πR2 · εz
, ν = −εϕ

εz
; (17)

2. îòêëîíåíèå îïûòíûõ òî÷åê îò ïðÿìûõ ëèíèé (16) ïðèíèìàåòñÿ êàê îòêëîíåíèå îò îáîá-
ùåííîãî çàêîíà Ãóêà;

3. äèàãðàììà íàãðóçêà-äåôîðìàöèÿ ïðèíèìàåòñÿ êàê îïðåäåëåííûé îïûòàìè ôèçè÷åñêèé
çàêîí ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òåëà.

Çà÷àñòóþ îáîáùåííûé çàêîí Ãóêà îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñîîòíîøåíèÿìè (16). Ýòî íåâåðíî, ïî-
ñêîëüêó ýòî íå ýêâèâàëåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ïðè ëþáîì äðóãîì âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ óñèëèé
pz(r) â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (14) âûðàæåíèÿ (15) íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (12)�
(14). Â ñâÿçè ñ ýòèì ñîîòíîøåíèÿ (15) íàçîâåì ñîîòíîøåíèÿìè Ãóêà-Ñåí Âåíàíà. Îòêëîíåíèå
îïûòíûõ òî÷åê íà äèàãðàììå "íàãðóçêà-äåôîðìàöèÿ" îò ñîîòíîøåíèé (16) áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü êàê îòêëîíåíèå îò ñîîòíîøåíèé Ãóêà-Ñåí Âåíàíà, à íå êàê îòêëîíåíèå îò îáîáùåííîãî
çàêîíà Ãóêà. Ïîêàæåì äàëåå, ÷òî ýòà äèàãðàììà èìååò ïðîñòîå îïèñàíèå.

4. Í î â û é ê ð è ò å ð è é ä ë ÿ ï ð î â å ð ê è ñ î ñ ò î ÿ ò å ë ü í î ñ ò è
î á î á ù å í í î ã î ç à ê î í à Ã ó ê à. Îñåâîå ðàñòÿæåíèå (ñæàòèå) îáðàçöîâ ÿâëÿåòñÿ
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ïðîöåññîì ñ èçìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè âåëè÷èíàìè íàãðóçêè, íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé.
Ïðîèíòåãðèðóåì âòîðîå èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (4) ïî âåðõíåé ïîëîâèíå îáðàçöà

R∫

0

2π∫

0

h∫

0

(
∂σzr

∂r
+

∂σz

∂z
+

σzr

r
)rdrdϕ dz =

R∫

0

2π∫

0

h∫

0

ρ
∂2w

∂t2
rdrdϕdz. (18)

Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå â âèäå
2π∫

0

h∫

0

dϕdz

R∫

0

∂ (rσzr)
∂r

dr +

R∫

0

2π∫

0

rdrdϕ

h∫

0

∂σz

∂z
dz =

R∫

0

2π∫

0

h∫

0

ρ
∂2w

∂t2
rdrdϕdz.

Çäåñü ïåðâûé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ â ñèëó ïîñëåäíåãî èç óñëîâèé (6). Ó÷èòûâàÿ âî âòîðîì
èíòåãðàëå ïðåäñòàâëåíèå (6à), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

P (t) = 2π

R∫

0

σz(r, 0, t)dr+

R∫

0

2π∫

0

h∫

0

ρ
∂2w

∂t2
rdrdϕdz.

Ïî îáîáùåííîìó çàêîíó Ãóêà

σz (r, 0, t) = λ

(
∂u(r, 0, t)

∂r
+

u (r, 0, t)
r

)
+ (λ + 2µ)

∂w (r, 0, t)
∂z

.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ïðåäûäóùåå, èìååì

P (t) = πR2


λ (λ + 2µ)

R2

R∫

0

∂w (r, 0, t)
∂z

rdr + 2λ
u (R, 0, t)

R


 +

R∫

0

2π∫

0

h∫

0

ρ
∂2w

∂t2
rdrdϕdz.

Èç-çà ñèììåòðèè íàãðóçêè w(r, 0, t)=0, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è ïðè çíà÷åíèÿõ z, áëèçêèõ
ê íóëþ, çàâèñèìîñòü ýòîé ôóíêöèè îò r äîëæíà áûòü î÷åíü ñëàáîé, ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü
ïðèáëèæåíèå

∂w (r, 0, t)
∂z

=
∂w (R, 0, t)

∂z
= εz (R, 0, t) .

Tåïåðü ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

εz (R, 0, t) =
1

λ + 2µ

(
P (t)
πR2

− 2λεϕ (R, 0, t)
)
− 1

(λ + 2µ) πR2

R∫

0

2π∫

0

h∫

0

ρ
∂2w

∂t2
rdrdϕdz.

Âåëè÷èíà ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â íåñêîëüêî òûñÿ÷ ðàç ìåíüøå âåëè÷èí äåôîðìàöèé, åñëè
äàæå âñå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåìà èìåþò óñêîðåíèå 1m/sec2 [2]. Â âèäó
ýòîãî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå áåç óùåìëåíèÿ åãî òî÷íîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

εz (R, 0, t) =
1

λ + 2µ

(
P (t)
πR2

− 2λεϕ (R, 0, t)
)

. (19)

Óðàâíåíèå (19) íàçîâåì êðèòåðèåì Æàêûïáåêà äëÿ ïðîâåðêè ñîñòîÿòåëüíîñòè îáîáùåííîãî
çàêîíà Ãóêà. Ýòîò êðèòåðèé äàåò íîâîå òîëêîâàíèå äèàãðàììå íàãðóçêà-äåôîðìàöèÿ (ðèñ.1).

5. È ç ó ÷ å í è å î ï û ò í û õ ä à í í û õ í à î ñ í î â å ê ð è ò å ð è ÿ
Æ à ê û ï á å ê à. Î ï ð å ä å ë å í è å ê î í ñ ò à í ò. Êîíñòàíòû îïðåäåëèì ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îòêëîíåíèå îïûòíûõ äàííûõ îò óðàâíåíèÿ (19) ïðåäñòàâèì â âèäå

δi = 2λεϕi + (λ + 2µ) εz1 − pi.
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Ðèñ. 1: Íîâîå òîëêîâàíèå äèàãðàììû íàãðóçêà-äåôîðìàöèÿ (óãëîâîé êîýôôèöèåíò íàêëîííûõ
ïðÿìûõ ëèíèé ðàâåí λ + 2µ).

Ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ðàâíà

δiδi = (2λεϕi + (λ + 2µ) εz1 − pi) · (2λεϕi + (λ + 2µ) εz1 − pi) .

Êîíñòàíòû äîëæíû èìåòü òàêèå âåëè÷èíû, ïðè êîòîðûõ ñóììà êâàäðàòîâ áóäåò ìèíèìàëüíîé

∂ (δiδi)
∂ (2λ)

= (2λεϕi + (λ + 2µ) εz1 − pi) · εϕi = 0,

∂ (δiδi)
∂ (λ + 2µ)

= (2λεϕi + (λ + 2µ) εz1 − pi) · εzi = 0.

Çàïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ â âèäå

εϕiεϕi2λ + εz1εϕi (λ + 2µ) = piεϕi ,

εϕiεz12λ + εz1εz1(λ + 2µ) = piεz1 .

Çäåñü äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâóõ êîíñòàíò èìåþòñÿ äâà óðàâíåíèÿ, êîòîðûå â ìàòðè÷íîé ôîðìå
èìåþò âèä (

εϕiεzi εziεϕi

εϕiεzi εziεzi

)
·
(

2λ
λ + 2µ

)
=

(
piεϕi

piεzi

)
.

Óìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî óðàâíåíèÿ íà îáðàòíóþ ìàòðèöó îïðåäåëÿåò èñêîìûå êîí-
ñòàíòû. Çäåñü â ñèñòåìå MathCad òàêîå îïðåäåëåíèå ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèìè îïåðàòîðàìè

ε = stack (εϕ, εz) , c =
(
ε · εT

)−1 · ε · pT , λ =
c0

2
, µ =

c1 − λ

2
, E =

µ (3λ + 2µ)
λ + µ

, ν =
λ

2 (λ + µ)
.

(20)
Î ï ð å ä å ë å í è å ð à ä è à ë ü í î é ä å ô î ð ì à ö è è è í à ï ð ÿ -

æ å í è é í à ê î í ò ó ð å ö å í ò ð à ë ü í î ã î ï î ï å ð å ÷ í î ã î ñ å ÷ å -
í è ÿ ö è ë è í ä ð à. Tî, ÷òî èçëàãàåòñÿ â ýòîì ðàçäåëå, èìååò òîëüêî ïðåäïîëîæèòåëüíûé
õàðàêòåð. Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü
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ðàäèàëüíóþ äåôîðìàöèþ â âèäå

εr (R, 0, t) =
1

λ + 2µ
(σr (R, 0, t)− λ (εϕ (R, 0, t) + εz (R, 0, t))) , (21)

à òàêæå ðàñ÷åòíûå âåëè÷èíû îñåâîé äåôîðìàöèè (äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ îïûòíûìè åå âåëè÷èíàìè)

εzc(R, 0, t) =
1

λ + 2µ

(
P (t)
πR2

− 2λεϕ (R, 0, t)
)

. (22)

Äàëåå âû÷èñëÿþòñÿ êîëüöåâîå è îñåâîå íàïðÿæåíèÿ â òî÷êàõ êîíòóðà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ

σϕ (R, 0, t) = λεr (R, 0, t) + (λ + 2µ) εϕ (R, 0, t) + λεz (R, 0, t) ,
σz (R, 0, t) = λεr (R, 0, t) + λεϕ (R, 0, t) + (λ + 2µ) εz (R, 0, t) .

(23)

Îáðàòèìñÿ ê îïûòíûì äàííûì, ïîëó÷åííûìÆóêîâûì À.Ì. ïðè èñïûòàíèÿõ ñòàëè 30 è àëþìè-
íèÿ [3], êîòîðûå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ó÷åáíîé è ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå. Îïûòíûå äàííûå
óêàçàíû â ñòîëáöàõ 1, 3, 4, 6 òàáëèö 1, 2 (óñèëèÿ â kgs/mm2 ).

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì êîíñòàíòû îïåðàòîðàìè (20). Â ñòîëáöàõ 2, 5, 7, 8 ýòèõ òàáëèö ïðè-
âåäåíû îïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿìè (21), (22), (23) ðàñ÷åòíûå âåëè÷èíû εr(R, 0, t), εzc(R, 0, t),
σϕ(R, 0, t), σz(R, 0, t). Îòìåòèì, ÷òî êîíñòàíòû èìåþò îäíè è òå æå âåëè÷èíû íà âñåõ óðîâíÿõ
äåôîðìèðîâàíèÿ.

Tàáëèöà 1. Ñòàëü 30: λ = 4, 309 · 105, µ = 1, 38 · 103, E = 4, 096 · 103, ν = 0, 484

pj · 10−3 εrj · 103 εϕj · 103 εzj · 103 εzcj · 103 σrj · 10−3 σϕj · 10−3 σzj · 10−3

1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 10 -0,31 -0,13 0,47 0,47 0 0,49 2,16
3 15 -0,46 -0,20 0,7 0,7 0 0,72 3,22
4 20 -0,62 -0,27 0,94 0,94 0 0,97 4,32
5 25 -0,87 -0,38 1,31 1,26 0 1,36 6,02
6 30 -0,93 -0,42 1,41 1,44 0 1,40 6,45
7 32 -1,06 -0,46 1,6 1,57 0 1,66 7,36
8 33 -2,81 -2,6 5,6 5,62 0 0,60 23,23
9 35 -3,68 -3,6 7,52 7,54 0 0,23 30,91
10 38,4 -4,96 -5,12 10,4 10,46 0 -0,43 42,38
11 41,6 -7,12 -7,52 15,1 15,04 0 -1,09 61,32

Ïðè ñðàâíåíèè îïûòíàÿ εz(R, 0, t) è ðàñ÷åòíàÿ εz(R, 0, t) âåëè÷èíû îñåâîé äåôîðìàöèè
î÷åíü ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Tàêîå æå ñîâïàäåíèå îáíàðóæèâàåòñÿ è äëÿ äðóãèõ
ìàòåðèàëîâ. Â ýòîì ìîæåò óáåäèòüñÿ êàæäûé, íàïèñàâ ñâîè èëè èçâåñòíûå åìó îïûòíûå äàí-
íûå â âèäå âåêòîðîâ (3) è îïðåäåëÿÿ êîíñòàíòû îïåðàòîðàìè (20).
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Ðèñ. 2: Äèàãðàììû: íàãðóçêà-äåôîðìàöèÿ, äåôîðìàöèÿ, íàïðÿæåíèå-äåôîðìàöèÿ (ñòàëü 30).

Tàáëèöà 2. Àëþìèíèé: λ = 1, 232 · 104, µ = 487, 256, E = 1, 443 · 103, ν = 0, 481

pj · 10−3 εrj · 103 εϕj · 103 εzj · 103 εzcj · 103 σrj · 10−3 σϕj · 10−3 σzj · 10−3

1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 3 -0,269 -0,13 0,42 0,467 0 1,135 0,671
3 4,5 -0,403 -0,195 0,63 0,7 0 0,203 1,007
4 6 -0,537 -0,26 0,84 0,933 0 0,27 1,342
5 7,5 -0,964 -0,46 1,5 1,417 0 0,491 2,401
6 8 -1,019 -0,5 1,6 1,528 0 0,506 2,553
7 9 -1,909 -1,7 3,76 3,82 0 0,204 5,525
8 10,5 -4,819 -5,2 10,4 10,427 0 -0,3710 14,831
9 12 -9,082 -10,4 20,2 20,178 0 -1,285 28,536

Íà ðèñóíêàõ 2, 3 ïîêàçàíû äèàãðàììû "íàãðóçêà-äåôîðìàöèÿ"
(
εz(R, 0, t), P

πR2

)
è "íàïðÿ-

æåíèå-äåôîðìàöèÿ" εz(R, 0, t), σz(R, 0, t). Êàê âèäèì, ýòè äèàãðàììû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðó-
ãà.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Èç òàáëèö 1, 2 ñëåäóåò, ÷òî íàïðÿæåí-
íîå ñîñòîÿíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îäíîîñíî (σz(R, 0, t) 6= 0) çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé òî÷êè äèà-
ãðàììû "íàãðóçêà-äåôîðìàöèÿ". Ýòà òî÷êà ðàñïîëîæåíà íà ïåðåñå÷åíèè äèàãðàìì "íàãðóçêà-
äåôîðìàöèÿ" è "íàïðÿæåíèå-äåôîðìàöèÿ". Çäåñü

σϕ (R, 0, t) = 0, σz (R, 0, t) =
P (t)
πR2

, εr (R, 0, t) = εϕ (R, 0, t) .

Ñîîòíîøåíèÿ Ãóêà-Ñåí Âåíàíà èìåþò ñèëó òîëüêî â ýòîé òî÷êå äèàãðàììû. Çäåñü âû÷èñëåíèÿ
ïî óðàâíåíèÿì (17) äàþò òå âåëè÷èíû êîíñòàíò, êîòîðûå îïðåäåëåíû ðàíåå ìåòîäîì íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ îïåðàòîðàìè (20).
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Ðèñ. 3: Äèàãðàììû: "íàãðóçêà-íàïðÿæåíèå-äåôîðìàöèÿ" (àëþìèíèé).

Â òàáëèöå 3 äàíû âåëè÷èíû εϕ (R, 0, t) , εz (R, 0, t) , σz (R, 0, t) , P (t)
πR2 , ñîîòâåòñòâóþùèå

òî÷êå îäíîîñíîñòè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Tàáëèöà 3.

1 2 3 4 5 6 7 8
Îáîçíà÷åíèå εϕ (R, 0, tn) εz (R, 0, tn) P (t)

πR2 E ν E ν

Ñòàëü 30 -0,0043 0,009076 37,13 4091 0,485 4096 0,484
Àëþìèíèé -0,0032 0,006716 9,668 1439 0,481 1443 0,481

Êîììåíòàðèè ê òàáëèöå 3. Â ñòîëáöàõ 2,3,4 ïðèâåäåíû êîîðäèíàòû òî÷êè îäíîîñòíîñòè.
Â ñòîëáöàõ 5 è 6 äàíû çíà÷åíèÿ E è ν, îïðåäåëåííûå ïî ïîêàçàòåëÿì òî÷êè îäíîîñíîñòè. Â
ñòîëáöàõ 7 è 8 äàíû çíà÷åíèÿ E è ν, îïðåäåëåííûå èç Êðèòåðèÿ Æàêûïáåêà.

6. Î õ à ð à ê ò å ð å ð à ñ ï ð å ä å ë å í è ÿ ä å ô î ð ì à ö è é è í à ï ð ÿ -
æ å í è é â î â í ó ò ð å í í è õ ò î ÷ ê à õ ö è ë è í ä ð à. Îòìåòèì, ÷òî íà
öåíòðàëüíîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ñ î÷åíü ìàëîé ïîãðåøíîñòüþ âåëè÷èíó îñåâîé äåôîðìàöèè
ìîæíî ïðèíÿòü ïîñòîÿííîé è ðàâíîé ∂w(r,0,t)

∂z = εz (R, 0, t). Ïîÿñíèì ýòî. Ôóíêöèÿ w(r,z,t) èç-çà
ñèììåòðèè íàãðóçîê ïðè z = 0 íå çàâèñèò îò r, ò.å. w(r,0,t)=0 (öåíòðàëüíîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå
îñòàåòñÿ ïëîñêèì). Tóò ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî è ïðè çíà÷åíèÿõ, áëèçêèõ ê íóëþ, ôóíêöèÿ w(r,z,t)
î÷åíü ìàëî çàâèñèò îò r, ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü óêàçàííîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå. Tàêèì îáðàçîì,
äëÿ öåíòðàëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îñåâîå íàïðÿæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

σz (r, 0, t) = λ

(
∂u (r, 0, t)

∂r
+

u (r, 0, t)
r

)
+ (λ + 2µ) εz (R, 0, t) . (24)

Èç òàáëèö 1 è 2 âèäíî, ÷òî âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå (21) âåëè÷èíû ðàäèàëüíîé äåôîðìàöèè íå
ðàâíû âåëè÷èíàì êîëüöåâîé äåôîðìàöèè. Tàêîå æå íåðàâåíñòâî îáíàðóæèâàåòñÿ è â îïûòàõ
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Ðèñ. 4: Èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ.

Ðèñ. 5: Õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ.

íà îñåâîå ñæàòèå. Èìåÿ â âèäó òàêèå îïûòû, ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ î õàðàêòå-
ðå ðàñïðåäåëåíèÿ îñåâûõ íàïðÿæåíèé íà ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè. Â íà÷àëüíîé ÷àñòè äèàãðàììû
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî εr (R, 0, t) > εϕ (R, 0, t). Ïðåèìóùåñòâåííîå ðàçâèòèå ðàäèàëüíûõ äå-
ôîðìàöèé â ýòîé ñòàäèè � ýòî òî, ÷òî è äîëæíî ïðîèñõîäèòü. Äåôîðìèðîâàíèå çà áîêîâóþ
ãðàíü íå èìååò òàêîãî ïðåïÿòñòâèÿ, êàêîå âñòðå÷àåò äåôîðìèðîâàíèå â êîëüöåâîì íàïðàâëåíèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ è âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ, ò.å. ∂u(r,0,t)

∂r > u(r,0,t)
r .

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà r è ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî r, ïðèõîäèì ê íåðà-
âåíñòâó ∂2u(r,0,t)

∂r2 > 0 (çíàê íåðàâåíñòâà çäåñü ñîõðàíåí, ÷òî ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðåäïîëîæåíèåì).
Íåðàâåíñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ýòîé ñòàäèè äåôîðìèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ u (r, 0, t) � âîãíóòàÿ
êâåðõó êðèâàÿ (ðèñ. 4à). Äëÿ òàêîé êðèâîé ñóììà â êðóãëîé ñêîáêå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(24) âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì r, ÷òî âåäåò ê óìåíüøåíèþ âåëè÷èíû îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ. Â ýòîé ñòà-
äèè ðàñïðåäåëåíèå σz (r, 0, t) èìååò õàðàêòåð, óêàçàííûé íà ðèñ. 5à. Äàëåå íàñòóïàåò ìîìåíò,
êîãäà εr (R, 0, t) = εϕ (R, 0, t). Åñëè òàêîå æå ðàâåíñòâî èìååòñÿ è âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ, òî
∂u(r,0,t)

∂r = u(r,0,t)
r . Ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî, åñëè ôóíêöèÿ u (r, 0, t) ïðÿìîëèíåéíà (ðèñ. 4b). Çäåñü

ñóììà â êðóãëîé ñêîáêå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (24) ïîñòîÿííà, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòîÿííî è
σz (r, 0, t) (ðèñ. 5b).

Çà òî÷êîé îäíîîñíîñòè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ εr(R, 0, t) < εϕ(R, 0, t). Â ýòîé ñòàäèè,
âèäèìî, óñèëèâàåòñÿ âûäàâëèâàþùåå äåéñòâèå âíóòðåííèõ ÷àñòåé òåëà, êîòîðûå ñòðåìÿò-
ñÿ ê ðàñøèðåíèþ. Åñëè òàêîå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî è âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ, òî
∂u(r,0,t)

∂r < u(r,0,t)
r . Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà r è ïðîäèôôåðåíöèðî-

âàâ ïî r, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó ∂2u(r,0,t)
∂r2 < 0. Íåðàâåíñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî â

ýòîé ñòàäèè äåôîðìèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ u(r, 0, t) � âîãíóòàÿ êíèçó êðèâàÿ (ðèñ. 4ñ). Äëÿ òàêîé
êðèâîé ñóììà â êðóãëîé ñêîáêå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (24) óáûâàåò ñ ðîñòîì r, ÷òî âåäåò
ê âîçðàñòàíèþ âåëè÷èíû îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ. Â ýòîé ñòàäèè ðàñïðåäåëåíèå σz(r, 0, t) èìååò
õàðàêòåð, óêàçàííûé íà ðèñ. 5ñ.

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî âûâîäû, ñäåëàííûå â ýòîì ðàçäåëå, ÿâëÿþòñÿ ïðåäïîëîæèòåëüíûìè.
7. Ä ð ó ã è å â î ç ì î æ í î ñ ò è í î â î ã î ê ð è ò å ð è ÿ.
Èñïîëüçóÿ çàìåðåííûå (3) è îïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿìè (21), (23) âåëè÷èíû äåôîðìàöèé
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è íàïðÿæåíèé, ìîæíî âû÷èñëèòü êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ τ(R, 0, t) è äåôîðìàöèè ñäâèãà
γ(R, 0, t) íà îêòàýäðè÷åñêîé ïëîùàäêå. Íàíåñÿ èõ íà ïëîñêîñòü τ(R, 0, t), γ(R, 0, t), âèäèì, ÷òî
îíè ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïðÿìîé ëèíèè ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì 2µ, ÷òî è ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ
îáîáùåííûì çàêîíîì Ãóêà.

Óðàâíåíèå (19) óíèâåðñàëüíî. Îíî ñîõðàíÿåò ñâîé âèä è ïðè íàëè÷èè áîêîâîãî ãèäðîñòà-
òè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè, ïðîâåäåííûå ìåæäó âûðàæåíèÿìè (18) è (19),
íèñêîëüêî íå èçìåíÿòñÿ è ïðè íàëè÷èè òàêîãî äàâëåíèÿ. Â âèäó ýòîãî óðàâíåíèå äîëæíî îïè-
ñûâàòü ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé ìàòåðèàëîâ íà òðåõîñíîå ñæàòèå. Ðàçóìååòñÿ, òóò âåëè÷èíû
áîêîâîãî äàâëåíèÿ äîëæíû áûòü âíåñåíû â âûðàæåíèÿ (3) è (21).

Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû ðàñ÷åòû, ñäåëàííûå íà îñíîâå íîâîãî êðèòåðèÿ (îïûòû Ñòàâðîãèíà
À.Í. [4]). Çäåñü íàïðÿæåíèÿ èñ÷èñëÿþòñÿ â kgs/cm2. Â ñòîëáöàõ 4 è 5 ðàçìåùåíû îïûòíûå è
âû÷èñëåííûå óðàâíåíèåì (19) âåëè÷èíû îñåâîé äåôîðìàöèè. Êàê âèäèì, îíè áëèçêè.

Tàáëèöà 4. Àëåâðîëèò: λ = 2, 615 · 105, µ = 9, 0581̇04, E = 2, 484 · 105, ν = 0, 371.

pj · 10−3 εrj · 103 εϕj · 103 εzj · 103 εzcj · 103 σrj · 10−3 σϕj · 10−3

1 0 0 0 0 0 0 0
2 -0,5 0,591 0,36 -1,36 -1,555 0 -0,042
3 -1,0 1,362 0,545 -2,850 -2,903 0 -0,148
4 -1,5 2,003 1,140 -4,530 -4,735 0 -0,156
5 -1,809 2,103 2,800 -6,360 -7,395 0 0,126
6 -1,0 0,943 0,230 -2,270 -2,531 -0,116 -0,245
7 -2,0 2,019 0,455 -4,760 -5,055 -0,232 -0,515
8 -3,0 3,249 1,270 -8,1 -8,277 -0,348 -0,707
9 -3,784 3,995 3,150 -11,590 -12,270 -0,439 -0,592
10 -2,0 1,612 -0,364 -4,1 -4,088 -0,454 -0,812
11 -4,0 3,183 -0,220 -8,640 -8,776 -0,908 -1,525
12 -5,0 4,018 0,000 -11,140 -11,294 -1,135 -1,863
13 -6,0 4,985 0,454 -14,100 -14,090 -1,362 -2,183
14 -7,0 5,562 0,910 -16,4 -16,887 -1,589 -2,432
15 -8,0 6,638 1,820 -20,0 -20,222 -1,816 -2,689
16 -9,0 7,898 3,360 -24,540 -24,300 -2,043 -2,865
17 -10,0 9,158 5,820 -30,0 -29,466 -2,270 -2,875
18 -10,340 9,468 6,9 -31,9 -31,510 -2,347 -2,812

Íà ðèñ. 6 íà îêòàýäðè÷åñêóþ ïëîñêîñòü íàíåñåíû îïûòíûå è ðàññ÷èòàííûå ïî îáîáùåííîìó
çàêîíó Ãóêà âåëè÷èíû îêòàýäðè÷åñêîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè òðåõîñíîì
ñæàòèè àëåâðîëèòà.

Âåëè÷èíû âòîðîãî âåêòîðà (3) ìîæíî ñëåäÿùåé ñèñòåìîé ïîäáèðàòü òàê, ÷òîáû âåêòîð
εϕ èìåë íóëåâûå ýëåìåíòû. Óðàâíåíèå (19) çäåñü èìååò âèä εz(R, 0, t) = 1

λ+2µ
P (t)
πR2 . Äèàãðàì-

ìà "íàãðóçêà�äåôîðìàöèÿ" ïðÿìîëèíåéíà, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ îïûòíûìè äàííûìè. Åñëè æå
ôèêñèðóåòñÿ íå íóëåâàÿ, à êàêàÿ-òî äðóãàÿ âåëè÷èíà εϕ(R, 0, tn) = c (ñëåäÿùàÿ ñèñòåìà íå
äîïóñêàåò äàëüíåéøåå áîêîâîå ðàñøèðåíèå îáðàçöà), óðàâíåíèå (19) ïðè t > tn èìååò âèä
εz (R, 0, t) = 1

λ+2µ

(
P (t)
πR2 − 2λc

)
. Ïðåäóñìàòðèâàåìîå ýòèì óðàâíåíèåì âûïðÿìëåíèå äàëüíåé-

øåé ÷àñòè äèàãðàììû "íàãðóçêà-äåôîðìàöèÿ" ïîäòâåðæäàåòñÿ îïûòàìè.
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Ðèñ. 6: Ðàñïîëîæåíèÿ îïûòíûõ (êðóæî÷êè) è òåîðåòè÷åñêèõ (êðåñòèêè) âåëè÷èí íà îêòàýäðè-
÷åñêîé ïëîùàäêå.

Ðèñ. 7: Äèàãðàììû: "íàãðóçêà-äåôîðìàöèÿ" è "íàïðÿæåíèå-äåôîðìàöèÿ" ñòàëè 3.
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Êðèòåðèé Æàêûïáåêà õîðîøî îïèñûâàåò è ðåçóëüòàòû îïûòîâ ñ âåòâÿìè ðàçãðóçîê. Â òàáë.
5 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå óðàâíåíèÿ (19) ñ ðåçóëüòàòàìè èñïûòàíèÿ ñòàëè 3. Ðàçìåðíîñòü íà-
ïðÿæåíèé � kgs/mm2. Îòìåòèì, è çäåñü âûâåäåííîå óðàâíåíèå äèàãðàììû ñ óäèâèòåëüíîé
òî÷íîñòüþ ïðîñëåæèâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå (ðèñ. 7).

Tàáëèöà 5. Ñòàëü 3: λ = 3, 576 · 105, µ = 1, 654 · 104, E = 4, 888 · 105, ν = 0, 478.

pj · 10−3 εrj · 103 εϕj · 103 εzj · 103 εzcj · 103 σrj · 10−3 σϕj · 10−3 σzj · 10−3

1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 -4,820 0,124 0,031 -0,166 -0,180 0 -0,306 -0,958
3 -11,910 0,303 0,065 -0,396 -0,424 0 -0,787 -2,312
4 -15,9 0,421 0,095 -0,555 -0,581 0 -1,078 -3,228
5 -23,910 0,633 0,154 -0,846 -0,894 0 -1,586 -4,893
6 -31,790 0,872 0,230 -1,183 -1,235 0 -2,124 -6,798
7 -32,610 2,984 2,940 -6,200 -6,217 0 -0,145 -30,375
8 -36,0 3,616 3,670 -7,620 -7,640 0 0,180 -37,160
9 -27,760 3,387 3,650 -7,350 -7,393 0 0,871 -35,510
10 -18,500 3,167 3,640 -7,100 7,137 0 1,564 -33,957
11 -9,250 2,902 3,530 -6,7 -6,699 0 2,078 -31,756
12 0,000 2,563 3,410 -6,210 -6,243 0 2,802 -29,015
13 -9,250 2,773 3,410 -6,440 -6,479 0 2,105 -30,472
14 -18,5 2,957 3,480 -6,710 -6,844 0 1,731 -31,971
15 -27,760 3,286 3,540 -7,130 -7,191 0 0,840 -34,450
16 -37,01 3,817 3,930 -8,100 -8,142 0 0,374 -39,414
17 -38,41 4,311 4,390 -9,100 -9,020 0 0,261 -44,356
18 -41,6 5,611 5,970 -12,100 -11,994 0 1,187 -58,577
19 -45,62 7,304 8,120 -16,100 -16,033 0 2,698 -77,407

Êàê âèäíî èç äâåíàäöàòîé ñòðîêè òàáëèöû ïðè ñíÿòèè íàãðóçêè â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå
îñòàþòñÿ äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ. Ïðè ðàçãðóçêå P (t) = 0 , è óðàâíåíèå (19) ïðåâðàùàåòñÿ
â ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó îñåâîé è êîëüöåâîé äåôîðìàöèÿìè:

εz (R, 0, t) = − 2λ

λ + 2µ
εϕ (R, 0, t) . (25)

Êàê èçâåñòíî, ïðè ñíÿòèè íàãðóçêè ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ íå ïðåêðàùàåòñÿ. Åñòü òàêèå ïî-
íÿòèÿ è ÿâëåíèÿ, êàê óïðóãèå îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè è óïðóãîå ïîñëåäåéñòâèå. Âîçìîæíî,
ýòè ÿâëåíèÿ îáóñëîâëåíû ïðîöåññîì âûðàâíèâàíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íà ïîïåðå÷íîì
ñå÷åíèè öèëèíäðà. Åñëè ïðè ýòîì êîëüöåâàÿ äåôîðìàöèÿ óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ, îáðàçåö âîñ-
ñòàíàâëèâàåò íà÷àëüíóþ ôîðìó. Åñëè æå îíà óìåíüøàåòñÿ òîëüêî äî êàêîãî-òî çíà÷åíèÿ, òî
âûðàæåíèå (25) äàåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó îñòàòî÷íûìè äåôîðìàöèÿìè. Êàê îòìå÷àåò Æóêîâ
À.Ì. [3], îñòàòî÷íàÿ îñåâàÿ äåôîðìàöèÿ ïî÷òè â äâà ðàçà áîëüøå êîëüöåâîé äåôîðìàöèè, ÷òî
ñîãëàñóåòñÿ ñ óðàâíåíèåì (25).

8. Ç à ê ë þ ÷ å í è å. Íåëèíåéíîñòü äèàãðàìì "íàãðóçêà�äåôîðìàöèÿ" äîëæíà îáñóæ-
äàòüñÿ êàê îòêëîíåíèå îò ñîîòíîøåíèé Ãóêà-Ñåí Âåíàíà (16), à íå îò îáîáùåííîãî çàêîíà Ãóêà
(2à). Îáîáùåííûé çàêîí Ãóêà, îñâîáîæäåííûé îò áðåìåíè ïðèíöèïà Ñåí Âåíàíà, êàê ïîêàçàíî
âûøå, ïðåêðàñíî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå òåëà íà âñåì ïðîòÿæåíèè äèàãðàìì.
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Èññëåäîâàíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ îòêëîíÿþùèìèñÿ àðãóìåí-
òàìè. Ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê çàäà÷å Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì.

Â pàáîòå Õ.Âèëàíäòà [1] óêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñïpàâåäëèâîñòü
äëÿ pàññìàòpèâàåìîãî ñàìîñîïpÿæåííîãî, âîîáùå ãîâîpÿ, íåîãpàíè÷åííîãî îïåpàòîpà A òåî-
pèè Ãèëüáåpòà-Øìèäòà (ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, pàçëîæåíèå ïî Ôópüå äëÿ Af,
ôîpìóëà Øìèäòà äëÿ påøåíèÿ ópàâíåíèÿ f − λAf = g , ýêñòpåìàëüíûå ñâîéñòâà). Èíòåpåñ ê
óñòàíîâëåíèþ òàêîãî pîäà óñëîâèé, êàê óêàçûâàåò Âèëàíäò [1], âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
ñóùåñòâóþò çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ, ê êîòîpûì òåîpèÿ Ãèëüáåpòà-Øìèäòà, pàçâèòàÿ
äëÿ âïîëíå íåïpåpûâíûõ ýpìèòîâûõ îïåpàòîpîâ, íå ïpèëàãàåòñÿ (íàïpèìåp, ñàìîñîïpÿæåííûå
ãpàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåpåíöèàëüíûõ ópàâíåíèé My = λNy ). Ðåçóëü-
òàò Âèëàíäòà [1] ìîæíî ïpèìåíèòü ê ïîñëåäíåé çàäà÷å ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà M � îïåpàòîp
òîæäåñòâåííîãî ïpåîápàçîâàíèÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â pàáîòå [2] pàññìîòpåí áîëåå øèpîêèé êëàññ îïåpàòîpîâ è óêàçàíû ëåãêî ïpî-
âåpÿåìûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå äëÿ òàêèõ îïåpàòîpîâ ñïpàâåäëèâîñòü òåîpèè Ãèëüáåpòà-
Øìèäòà. Èç òåîpåìû ýòîé pàáîòû ñëåäóåò ïîëíûé àíàëèç çàäà÷è äëÿ äèôôåpåíöèàëüíîãî
ópàâíåíèÿ My = λNy è, êpîìå òîãî, pÿä íîâûõ påçóëüòàòîâ, êîòîpûå íåëüçÿ ïîëó÷èòü èç
òåîpåìû Âèëàíäòà [1].

Ðåçóëüòàò Õ.Âèëàíäòà [1] óñòàíîâëåí ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîpèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé,
à påçóëüòàòû Ä.Ô.Õàpàçîâà ïîëó÷åíû âàpèàöèîííûì ìåòîäîì, îáû÷íûì äëÿ ãèëüáåpòîâûõ
ïpîñòpàíñòâ.

Ïóñòü X � ëèíåéíîå êîìïëåêñíîå ïpîñòpàíñòâî, â êîòîpîì çàäàíî ñêàëÿpíîå ïpîèçâåäåíèå
(f, g) , îïpåäåëÿþùåå ïîëóîïpåäåëåííóþ ìåòpèêó

(αf + βg, h) = α(f, h) + β(g, h), (g, f) = (f, g), (f, f) ≥ 0,

Keywords: spectral theory, Sturm-Liouville problem , de�ecting argument
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ãäå f, g, h ∈ X , α, β � ïpîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, X � âîîáùå ãîâîpÿ, íåïîëíîå
ïpîñòpàíñòâî.

Ðàññìîòpèì ëèíåéíûé îïåpàòîp A (àääèòèâíûé è îäíîpîäíûé, âîîáùå ãîâîpÿ, íåîãpàíè-
÷åííûé) â X , ñèììåòpèçóåìûé ëèíåéíûì (âîîáùå ãîâîpÿ, íåîãpàíè÷åííûì) ïîëîæèòåëüíûì
îïåpàòîpîì H :

(Hx, x) ≥ 0, (HAx, y) = (x,HAy), x, y ∈ X.

Òå î ð åì à 1. (Ä.Ô.Õàðàçîâ). Åñëè: 1) ñïåêòp îïåpàòîpà A íå ñîäåðæèò íèêàêèõ òî-
÷åê, êðîìå, âîçìîæíî, ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè, íå èìåþùåãî
ïðåäåëüíûõ òî÷åê íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè; 2) HA 6= 0 ; 3) äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ýëåìåíòà
x óðàâíåíèÿ

x− λAx = 0 (1)

(Hx, x) 6= 0 , òî äëÿ îïåðàòîðà A ñïðàâåäëèâà òåîðèÿ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà:
1) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå;
2) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû, à ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû xi è xk , ñîîòâåòñòâó-
þùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (Hxk, xi) = 0 ;
3) ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé |λ1| ≤ |λ2| ≤ . . . |λn| ≤ . . . , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò
ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû x1, x2, . . . , xn, . . . , íîðìèðîâàííûå óñëîâèÿìè (Hxi, xk) = δik , îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàðíûìè ñâîéñòâàìè: íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ x ∈ X , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèÿì (Hx, x) = 1 , (Hxk, x) = 0 ( k = 1, 2, . . . , n− 1 ), àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ôóíêöèî-
íàëà (HAx, x) äîñòèãàåò íà ýëåìåíòå x = xn ìàêñèìóìà, ðàâíîãî 1

|λn| ( n = 1, 2, . . . );

4) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ X ðÿä
∞∑

k=1

(f,Hxk)
λk

Hxk ñõîäèòñÿ ñëàáî ê HAf ; ýòîò ðÿä ñõî-
äèòñÿ ïî íîðìå ê HAf â X , åñëè H � îãðàíè÷åííûé â X îïåðàòîð;
5) åñëè λ íå åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî äëÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ x óðàâíåíèÿ
x− λAx = y ïðè ëþáîì y ∈ X ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Øìèäòà

Hx = λ
∞∑

k=1

(y,Hxk)
λk − λ

Hxk + Hy,

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ ñëàáî â X ; ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïî íîðìå â X , åñëè H � îãðàíè÷åííûé â
X îïåðàòîð.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü îïåðàòîðà H ýòîé òåîðåìû âûçâàíà ïîòðåáíîñòüþ âàðèà-
öèîííîãî ìåòîäà, à íå ñóòüþ ïðîáëåìû. Ñïðàøèâàåòñÿ, ÷òî áóäåò, åñëè îïåðàòîð H îêàæåòñÿ
çíàêîïåðåìåííûì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû äàåì îòâåò íà ýòîò âîïðîñ â ìåíåå îáùåì, íî áîëåå êîíêðåòíîì
ñëó÷àå.

Ïóñòü H = L2(0, π) � ãèëüáåpòîâî ïpîñòpàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ
íà îòpåçêå [0, π] . S � àâòîìîpôèçì ýòîãî ïpîñòpàíñòâà, îïpåäåëåííûé ôîpìóëîé

Su(x) = u(π − x), (2)

ãäå u(x) � ýëåìåíò ïpîñòpàíñòâà L2(0, π) . Òîãäà îïåpàòîpû P = I−S
2 , Q = I+S

2 ÿâëÿþòñÿ
ïpîåêòîpàìè è èìååò ìåñòî pàçëîæåíèå

H = PH ⊕QH (3)

âñåãî ïpîñòpàíñòâà H íà îpòîãîíàëüíóþ ñóììó äâóõ ïîäïpîñòpàíñòâ. Îïåpàòîp S èìååò pàç-
íûå çíàêè â ýòèõ ïîäïpîñòpàíñòâàõ

(SPf, Pf) =
(

S − S2

2
f, Pf

)
=

(
S − I

2
f, Pf

)
= (−Pf, Pf) = −‖Pf‖2;
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(SQf, Qf) =
(

S + S2

2
f, Pf

)
=

(
S + I

2
f, Pf

)
= (Pf, Pf) = ‖Pf‖2.

Â êà÷åñòâå âòîpîãî îïåpàòîpà âîçüìåì îïåpàòîp äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

A =
d

dx
, D(K) = {y(x) ∈ W 1

2 , αy(0) + βy(π) = 0}, (4)

ãäå α , β � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïpè÷åì |α|+ |β| 6= 0 .
Êàêèìè ñïåêòpàëüíûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò îïåpàòîp SA ? Êàêîâî âëèÿíèå îïåpàòîpà S

íà ñïåêòpàëüíûå ñâîéñòâà èñõîäíîãî îïåpàòîpà?
Ðàññìîòpèì ñïåêòpàëüíóþ çàäà÷ó

Sy′ = λy(x), (5)

αy(0) + βy(π) = 0, (6)

ãäå |α|+ |β| 6= 0 .
Ïpèíèìàÿ âî âíèìàíèå pàâåíñòâî S2 = I è äåéñòâóÿ îïåpàòîpîì S íà pàâåíñòâî (5),

ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îáîáùåííóþ ñïåêòpàëüíóþ çàäà÷ó

y′ = λy(π − x), (7)

αy(0) + βy(π) = 0. (8)

Ïpîäèôôåpåíöèpîâàâ pàâåíñòâî (7), èìååì

y′′ = −λy′(π − x) = −λ2y(x). (9)

Ïîëàãàÿ x = π , çàòåì x = 0 , èç pàâåíñòâà (7) ïîëó÷èì y′(π) = λy(0) , y′(0) = λy(π) . Èç ýòèõ
pàâåíñòâ ïîëó÷èì âòîpîå ãpàíè÷íîå óñëîâèå

αy′(π) + βy′(0) = 0. (10)

Òàêèì îápàçîì, ñïåêòpàëüíàÿ çàäà÷à (7)�(8) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å

−y′′ = λ2y(x), (11)
{

αy(0) + βy(π) = 0,
αy′(π) + βy′(0) = 0,

(12)

y′ = λy(π − x). (13)

Çàäà÷à (11)�(13) îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Øòópìà-Ëèóâèëëÿ íàëè÷èåì äîïîëíè-
òåëüíîãî óñëîâèÿ (13).

1. Î ï p å ä å ë å í è ÿ, î á î ç í à ÷ å í è ÿ è â ñ ï î ì î ã à ò å ë ü í û å
ï p å ä ë î æ å í è ÿ.

Ïóñòü L � îïåpàòîp Øòópìà-Ëèóâèëëÿ, îïpåäåëåííûé äèôôåpåíöèàëüíûì âûpàæåíèåì

Lu = −y′′ + q(x)y, x ∈ [0, π] (14)

è êpàåâûìè óñëîâèÿìè
{

a11y(0) + a12y
′(0) + a13y(π) + a14y

′(π) = 0,
a21y(0) + a22y

′(0) + a23y(π) + a24y
′(π) = 0,

(15)

ãäå q(x) íåïpåpûâíà íà îòpåçêå [0, π] , à ôóíêöèÿ y(x) äâàæäû íåïpåpûâíî äèôôåpåíöèpóåìà
íà îòpåçêå [0, π] .
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Îïð å ä å ë å í è å 1. Ãpàíè÷íûå óñëîâèÿ (15) íàçûâàþòñÿ påãóëÿpíûìè ïî Áèpêãîôó ïpè
âûïîëíåíèè îäíîãî èç òpåõ óñëîâèé

1) a12a24 − a14a22 6= 0;

2) a12a24 − a14a22 = 0, |a12|+ |a14| > 0, a14a21 + a12a23 6= 0;

3) a12 = a14 = a22 = a24 = 0, a11a23 − a13a21 6= 0.

Òå î ð åì à 2. (Áèpêãîô) [3]. Ïóñòü L � îpåpàòîp (14)�(15), ïîpîæäåííûé påãóëÿpíûìè
êpàåâûìè óñëîâèÿìè, à ∆ � çíàìåíàòåëü åãî påçîëüâåíòû. Ïóñòü âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ñóòü ïpîñòûå íóëè ôóíêöèè ∆ . Òîãäà âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f(x) èç îáëàñòè îïpåäåëåíèÿ
îïåpàòîpà L pàçëàãàåòñÿ â pàâíîìåpíî ñõîäÿùèéñÿ pÿä ïî åãî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì

f(x) =
+∞∑

n=1

anyn(x), an =

π∫

0

f(ξ)zn(ξ)dξ,

ãäå yn(x) , zn(x) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåpàòîpîâ L , L∗ , îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèÿì λn , λn, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîpåìà 2 îñòàâëÿåò îòêpûòûì âîïpîñ î âîçìîæíîñòè pàçëîæåíèÿ â pÿä ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì îïåpàòîpà L ôóíêöèé, íå ïpèíàäëåæàùèõ îáëàñòè îïpåäåëåíèÿ ýòîãî îïåpàòîpà.
Â ñëó÷àå ñàìîñîïpÿæåííîãî îïåpàòîpà L êàæäàÿ ôóíêöèÿ f(x) ∈ L2(0, π) pàçëàãàåòñÿ â
ñõîäÿùèéñÿ â ñpåäíåì êâàäpàòè÷íîì pÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì, ïpè÷åì â ñâÿçè ñ îpòîãî-
íàëüíîñòüþ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñïpàâåäëèâî pàâåíñòâî Ïàpñåâàëÿ. Äëÿ íåñàìîñîïpÿæåííûõ
îïåpàòîpîâ Ã.Ì.Êåñåëüìàíîì [4] è Â.Ï.Ìèõàéëîâûì [5] áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé påçóëüòàò.

Òå î ð åì à 3. Åñëè îïåpàòîp L ïîpîæäàåòñÿ påãóëÿpíûìè êpàåâûìè óñëîâèÿìè, ïpè÷åì
â ñëó÷àå ÷åòíîãî n âûïîëíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå θ2

0 − 4θ1θ−1 6= 0 , òî ñîáñòâåííûå
è ïpèñîåäèíåííûå ôóíêöèè îïåpàòîpà L îápàçóþò áàçèñ Ðèññà â L2(0, π) .

Â pàññìàòpèâàåìîì íàìè ñëó÷àå n = 2 è
1) θ0 = 0, θ1 = −1, θ−1 = 1 ïðè a12a24 − a14a22 6= 0;
2) θ0 = 2i(a12a21 + a14a23), θ1 = θ−1 = i(a14a21 + a12a23) ïðè a12a24 − a14a22 = 0, |a12| +
|a14| > 0, a14a21 + a12a23 6= 0;
3) θ0 = 0, θ1 = −1, θ−1 = 1 ïðè a12 = a14 = a22 = a24 = 0, a11a23 − a13a21 6= 0.

Îïð å ä å ë å í è å 2. Ãpàíè÷íûå óñëîâèÿ (15) íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè ïî Ìàð-
÷åíêî, åñëè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: ∆42 = ∆14 + ∆32 = ∆13 = 0, ãäå
∆ij = a1ia2j − a2ia1j =

∣∣∣∣
a1i a1j

a1i a1j

∣∣∣∣ ìèíîðû, ñîñòàâëåííûå èç êîýôôèöèåíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé.

Ñòðóêòóðà ñïåêòpà îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ áûëà äåòàëüíî èññëåäîâàíà â ðàáîòå [6].
Èç ðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû ñëåäóþò òåîðåìû 4 è 5.

Òå î ð åì à 4. Ñïåêòð îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ïóñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) |∆42|+ |∆14 + ∆32|+ |∆13|+ (|∆14|+ |∆32|)

∣∣∣∣
π∫
0

D(t) sinλtdt

∣∣∣∣ = 0 ,

2) ∆12 + ∆34 6= 0 ,
ãäå D(t) = K ′

x(π, t,∞) + K ′
t(π, t, 0) , K(x, t) � ÿäðî îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ [ñì. 7].
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Òå î ð åì à 5. Ñïåêòðîì îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñ-
êîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
|∆42|+ |∆14 + ∆32|+ |∆13|+ |∆12 + ∆34|+ (|∆14|+ |∆32|)

∣∣∣∣
π∫
0

D(t) sinλtdt

∣∣∣∣ = 0 .

2. Î ñ í î â í û å ð å ç ó ë ü ò à ò û.

Ò å î ð åì à 6. Ñïåêòp îáîáùåííîé ñïåêòpàëüíîé çàäà÷è

y′ = λy(π − x), x ∈ (0, π), (16)

αy(0) + βy(π) = 0, (17)

ãäå α , β � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïóñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

α2 + β2 = 0 è α · β 6= 0. (18)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàäà÷à (1)�(2) ýêâèâàëåíòíà íåêëàññè÷åñêîé çàäà÷å Øòópìà-
Ëèóâèëëÿ

−y′′ = λ2y(x), (19)
{

αy(0) + βy(π) = 0,
βy′(0) + αy′(π) = 0,

(20)

y′ = λy(π − x). (21)

Ãpàíè÷íàÿ ìàòpèöà ýòîé çàäà÷è èìååò âèä
(

α, 0, β, 0
0, β, 0, α

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ∆12 = αβ ,

∆13 = 0 , ∆14 = α2 , ∆32 = β2 , ∆34 = βα , ∆42 = 0 . Ïpèìåíèì òåîpåìó 3. Â íàøåé ñèòó-
àöèè q(x) ≡ 0 , ïîýòîìó D(t) ≡ 0 è

|∆42|+ |∆14 + ∆32|+ |∆13| = α2 + β2, ∆12 + ∆34 = αβ + βα = 2αβ.

Óòâåpæäåíèå òåîpåìû ñëåäóåò èç ýòèõ pàâåíñòâ è òåîpåìû 3.

Òå î ð åì à 7. Ñïåêòpîì îáîáùåííîé ñïåêòpàëüíîé çàäà÷è (1)�(2) ÿâëÿåòñÿ âñÿ êîì-
ïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|α|+ |β| = 0. (22)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó òåîpåìû 4 èìååì, ÷òî óòâåpæäåíèå ýòîé òåîpåìû âåpíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α2 + β2 = 0 , 2αβ = 0 èëè (α + β)2 = 0) è (α − β)2 = 0 , òî åñòü
α = −β , α = β . Î÷åâèäíî, ïîñëåäíåå pàâåíñòâî èìååò ìåñòî ëèøü ïpè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
(22).

Òå î ð åì à 8. Åñëè èìååò ìåñòî íåpàâåíñòâî

(|α|+ |β|) · (α4 − β4) 6= 0, (23)

òî îáîáùåííàÿ ñïåêòpàëüíàÿ çàäà÷à (16)�(17) èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé

λn =
1
πi

ln
∣∣∣∣

2αβ

α2 + β2
− i

α2 − β2

α2 + β2

∣∣∣∣ +
ϕ

π
+ 2n, n = 0,±1,±2, . . . , (24)

ϕ = arg
[
− 2αβ

α2 + β2
+ i

α2 − β2

α2 + β2

]
, (25)
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è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

yn(x) = α sinλnx− β sinλn(π − x). (26)

Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f(x) èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (19)�(20) ðàçëà-
ãàåòñÿ â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì (26)

f(x) =
+∞∑

n=1

anyn(x), (27)

an =

π∫

0

f(ξ)zn(ξ)dξ, (28)

ãäå yn(x) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (4)�(5), zn(x) � ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè ñîïðÿæåííîãî ê îïåðàòîðó (19)�(20) îïåðàòîðà L∗ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ −y′′ = λ2y èìååò âèä y(x) =
A cosλx + B sinλx. Ïîýòîìó y′(x) = −λA sinλx + Bλ cosλx; y(0) = A; y(π) = A cosλπ +
B sinλπ; y′(π) = Bλ; y′(π) = −λA sinλπ + Bλ cosλπ.

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì
{

αA + β[A cosλπ + B sinλπ] = 0,
βBλ + α[−λA sinλπ + Bλ cosλπ] = 0,

{
(α + β cosλπ)A + β sinλπB = 0,

−αλ sinλπA + (βλ + αλ cosλπ)B = 0.

Ýòà ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, åñëè

∆(λ) =
∣∣∣∣

α + β cosλπ β sinλπ
−αλ sinλπ λ(β + α cosλπ)

∣∣∣∣ = λ(α + β cosλπ)(β + α cosλπ) + βαλ sin2 λπ =

= λ(αβ + α2 cosλπ + β2 cosλπ + βα cos2 λπ + βα sin2 λπ) = λ[2αβ + (α2 + β2) cos λπ] = 0. (29)

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îáîáùåííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è
(16)�(17), à èõ êâàäðàòû � ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (19)�(20).
Èç óðàâíåíèÿ (29) íàõîäèì λ0 = 0 , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó óñëîâèÿ (8), èëè

cosλπ = − 2αβ

α2 + β2
, λnπ = ± arccos

(
− 2αβ

α2 + β2

)
+ 2πn,

λn = ± 1
π

arccos
(
− 2αβ

α2 + β2

)
+ 2n, n = 0,±1,±2, . . . (30)

Ïîëàãàÿ An = −β sinλnπ , Bn = α + β cosλnπ , íàõîäèì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

yn(x) = −β sinλnπ cosλnx + (α + β cosλnπ) sinλnx = α sinλnx− β sinλn(π − x). (31)

Ìû äî ñèõ ïîð åùå íå âîñïîëüçîâàëèñü äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì (21). Ïîëàãàÿ x = 0 â (21),
ïîëó÷èì y′(0) = λy(π) . Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ, èìååì

y′n(x) = λnα cosλnx + λnβ cosλn(π − x), (32)

y′n(0) = λnα + λnβ cosλnπ = λn(α + β cosλnπ),
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yn(π) = α sinλnπ, λn(α + β cosλnπ) = αλn sinλnπ.

Îòñþäà ïpè α 6= 0 èìååì

sinλnπ =
α + β cosλnπ

α
= 1 +

β

α
cosλnπ = 1 +

β

α

(
− 2αβ

α2 + β2

)
= 1− 2β2

α2 + β2
=

α2 − β2

α2 + β2
.

Îñòàëîñü ïpîâåpèòü óñëîâèå (21) ïpè ëþáîì x ∈ [0, π] . Èç (31), çàìåíèâ x íà π− x , ïîëó÷èì

yn(π − x) = α sinλn(π − x)− β sinλnx = α(sinλnπ cosλnx− cosλnπ sinλnx)− β sinλnx =

= α sinλnπ cosλnx− (α cosλnπ + β) sinλnx = α
α2 − β2

α2 + β2
cosλnx−

(
β − α

2αβ

α2 + β2

)
sinλnx =

= α
α2 − β2

α2 + β2
cosλnx− β

(
1− 2α2

α2 + β2

)
sinλnx = α

α2 − β2

α2 + β2
cosλnx− β

β2 − α2

α2 + β2
sinλnx =

=
α2 − β2

α2 + β2
(α cosλnx + β sinλnx). (33)

Ïpåîápàçóåì ïpàâóþ ÷àñòü pàâåíñòâà (32)

y′n(x) = λn[α cosλnx + β cosλn(π − x)] =

= λn[α cosλnx + β cosλnπ cosλnx + β sinλnπ sinλnx] =

= λn

[(
α− 2αβ2

α2 + β2

)
cosλnx + β

α2 − β2

α2 + β2
sinλnx

]
=

= λn

[(
α− 2αβ2

α2 + β2

)
cosλnx + β

α2 − β2

α2 + β2
sinλnx

]
=

= λn

[
α

(
1− 2β2

α2 + β2

)
cosλnx + β

α2 − β2

α2 + β2
sinλnx

]
=

= λn

(
α

α2 − β2

α2 + β2
cosλnx + β

α2 − β2

α2 + β2
sinλnx

)
=

α2 − β2

α2 + β2
λn (α cosλnx + β sinλnx) . (34)

Ñïpàâåäëèâîñòü (21) âûòåêàåò èç pàâåíñòâ (33), (34). Èç ñèñòåìû ópàâíåíèé{
cosλnπ = − 2αβ

α2+β2 ,

sinλnπ = α2−β2

α2+β2

ïîëó÷èì äpóãîå ïpåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (24).
Åñëè α = 0 , òî ïîëàãàÿ x = π â pàâåíñòâå (21), ïîëó÷èì y′(π) = λy(0) . Ïîäñòàâèâ ñþäà

ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷èì y′n(π) = λn − β = −β sinλnπ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû ópàâíåíèé
{

sinλnπ = −1,
cosλnπ = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå λn = 2n− 1
2 , n = 0,±1,±2, . . . è yn(x) = −β sin

(
2n− 1

2

)
(π−x) , n = 0,±2, . . .

Òåïåpü îïpåäåëèì êpàòíîñòè ñïåêòpà îïåpàòîpà (19)�(20). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ
ïpîèçâîäíîé õàpàêòåpèñòè÷åñêîãî îïpåäåëèòåëÿ ∆(λ) â òî÷êàõ ñïåêòpà îïåpàòîpà (19)�(20)

d

dλ
∆(λ)

∣∣∣∣
λ=λn

= 2αβ + (α2 + β2) cosλπ − α2(α2 + β2) sinλπ = −λ2
n(α2 + β2) sinλnπ =

= −λ2
n(α2 + β2)

α2 − β2

α2 + β2
= −λ2

n(α2 − β2) 6= 0. (35)

Åñëè λn = 0 , òî èç ópàâíåíèÿ (16) èìååì, ÷òî yn = Const 6= 0 . Èç ãpàíè÷íîãî óñëîâèÿ (17)
ïîëó÷èì α+β = 0 , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó óñëîâèÿ (23). Óòâåpæäåíèå òåîpåìû (3) ñëåäóåò èç
pàâåíñòâ (30), (31), (35) è òåîpåìû Áèpêãîôà.
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Òå î ð åì à 9. Åñëè èìååò ìåñòî íåpàâåíñòâî (|α| + |β|)(α4 − β4) 6= 0, òî ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè îáîáùåííîé ñïåêòpàëüíîé çàäà÷è (16)�(17) îápàçóþò áàçèñ Ðèññà, ïpè÷åì äëÿ óãëîâ
ìåæäó ñîáñòâåííûìè âåêòîpàìè èìååò ìåñòî ôîpìóëà

(yn, ym) =
λnλm

λn − λm

(αβ − αβ). (36)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ïpîâåpèòü óñëîâèÿ òåîpåìû Ã.Ì.Êåñåëüìàíà-
Â.Ï.Ìèõàéëîâà äëÿ íàøåãî îïåpàòîpà Øòópìà-Ëèóâèëëÿ (19)�(20).

à) Ðåãóëÿpíîñòü ïî Áèpêãîôó: ïîñëå ïåpåñòàíîâêè ñòpîê ìàòpèöà ãpàíè÷íûõ óñëî-
âèé îïåpàòîpà Øòópìà-Ëèóâèëëÿ (19)�(20) èìååò âèä

(
0, β, 0, α
α, 0, β, 0

)
. Ñëåäîâàòåëüíî,

a12a24 − a14a22 = 0 , |a12| + |a14| = |β| + |α| > 0 , a14a21 + a12a23 = α · α + β · β = α2 + β2 6= 0 ,
ïîýòîìó îïåpàòîp (19)�(20) påãóëÿpåí ïî Áèpêãîôó.

á) Òàê êàê n = 2 � ÷åòíîå ÷èñëî, òî íàäî ïpîâåpèòü âûïîëíåíèå âòîpîãî äîïîëíèòåëüíîãî
óñëîâèÿ θ2

0 − 4θ1 · θ−1 6= 0, èìåííî

θ0 = 2i(a12a21 + a14a23) = 2i(β · α + α · β) = 4α · β · i,

θ−1 = i(a14a21 + a12a23) = i(α · α + β · β) = i(α2 + β2),

θ2
0 − 4θ1 · θ−1 = −16α2β2 − 4[i(α2 + β2)]2 = −16α2β2 + 4(α2 + β2)2 =

= 4[(α2 − 2αβ + β2)(α2 + 2αβ + β2)] = 4(α− β)2(α + β)2 = 4(α2 − β2) 6= 0.

Ôîpìóëà (36) óñòàíàâëèâàåòñÿ ïpÿìûì âû÷èñëåíèåì. Òåîpåìà 9 äîêàçàíà.
Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè (|α|+|β|)(α2+β2) 6= 0 è αβ−αβ = 0 òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (1)�(2)

îápàçóþò îpòîãîíàëüíûé áàçèñ. Â ÷àñòíîñòè, ïpè α2−β2 = 0 ìû èìååì äåëî ñ îpòîãîíàëüíûì
áàçèñîì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÷àñòü påçóëüòàòîâ òåîpåìû 4 áûëà ïîëó÷åíà äpóãèì ìåòîäîì â
pàáîòå [8].
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ÏÐÈÇÍÀÊÈ ÎÄÍÎÇÍÀ×ÍÎÉ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ
ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÏÐÈ

ÍÅÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÌ ÐÀÇÁÈÅÍÈÈ ÈÍÒÅÐÂÀËÀ
Å. Â. Êîêîòîâà

Àêòþáèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ê.Æóáàíîâà
463000 ã.Àêòîáå ïð. À.Ìîëäàãóëîâîé, 34 ruteshova@yandex.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ. Íà îñíîâå ìåòîäà ïàðàìåòðèçàöèè ñ íåðàâíîìåðíûì øàãîì ðàçáèåíèÿ óñòàíîâëåíû
êîýôôèöèåíòíûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè.

Â äàííîé ðàáîòå íà îòðåçêå [0, T ] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

dx

dt
= A(t)x + f(t), x ∈ Rn, (1)

Bx(0) + Cx(T ) = d, (2)

ãäå A(t), f(t) íåïðåðûâíû íà [0, T ], B è C − (n× n) ìàòðèöû, d ∈ Rn, ‖x‖ = max
i
|xi|,

‖A(t)‖ = max
i

∑
j
|aij(t)| ≤ α(t), i = 1, n, α(t) íåïðåðûâíà íà [0, T ].

×åðåç C([0, T ], Rn) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [0, T ] ôóíêöèé
x : [0, T ] → Rn ñ íîðìîé

‖x‖1 = max
t∈[0,T ]

‖x(t)‖.

Ëèíåéíàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(1), (2) èññëåäîâàíà ìíîãèìè àâòîðàìè. Â [1] èìååòñÿ îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ êðàåâûì çàäà-
÷àì. Â ðàáîòå [2] äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íà îñíîâå ìåòîäà ïàðàìåòðèçàöèè (ì.ï.) ïîëó÷å-
íû êîýôôèöèåíòíûå ïðèçíàêè îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à (1), (2)
èññëåäóåòñÿ ì.ï. ñ íåðàâíîìåðíûì øàãîì ðàçáèåíèÿ. Íåðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå [0, T ] öåëåñîîá-
ðàçíî èñïîëüçîâàòü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû A(t) ïðèíèìàþò áîëüøèå çíà÷åíèÿ
â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêà. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàçáèåíèÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âåäåò
ê ðîñòó ÷èñëà N, òàê êàê øàã h > 0 ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü äîñòàòî÷íî ìàëûì.

Keywords: di�erential equation, two-point boundary-value problem, parameterization's method, non-uniform partition,
unique solvability.
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34B40
c Å. Â. Êîêîòîâà, 2004.
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Âîçüìåì ÷èñëà δ0 > 0, µ ∈ [12 , 1) è äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà θ > 0, âûáèðàÿ òî÷êè tr èç ñîîòíî-

øåíèé µθ ≤
tr∫

tr−1

α̃(t)dt ≤ θ, ñ α̃(t) = max(α(t), δ0), ïðîèçâåäåì ðàçáèåíèå [0, T ) =
N⋃

r=1
[tr−1, tr).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç hr = tr − tr−1, r = 1, N, à ÷åðåç xr(t) � ñóæåíèå ôóíêöèè x(t) íà
r-é èíòåðâàë [tr−1, tr). Ïðè ýòîì çàäà÷à (1), (2) ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé ìíîãîòî÷å÷íîé êðà-
åâîé çàäà÷å

dxr

dt
= A(t)xr + f(t), t ∈ [tr−1, tr), r = 1, N, (3)

Bx1(0) + C lim
t→T−0

xN (t) = d, (4)

lim
t→ts−0

xs(t) = xs+1(ts), s = 1, N − 1, (5)

ãäå (5) � óñëîâèÿ ñøèâàíèÿ ðåøåíèÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ. Åñëè x(t) � ðåøåíèå
çàäà÷è (1), (2), òî ñèñòåìà åãî ñóæåíèé åñòü ðåøåíèå ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è
(3)-(5), è íàîáîðîò, åñëè ñèñòåìà âåêòîð-ôóíêöèé (x̃r(t)), r = 1, N � ðåøåíèå çàäà÷è (3)�(5),
òî ôóíêöèÿ x̃(t) îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè x̃(t) = x̃r(t), t ∈ [tr−1, tr), r = 1, N, áóäåò ðåøåíèåì
çàäà÷è (1), (2).

×åðåç λr îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ôóíêöèè xr(t) â òî÷êå t = tr−1 è íà êàæäîì èíòåðâàëå ïðî-
èçâåäåì çàìåíó ur(t) = xr(t)− λr. Ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðîì

dur

dt
= A(t)ur + A(t)λr + f(t), ur(tr−1) = 0, t ∈ [tr−1, tr), r = 1, N, (6)

Bλ1 + CλN + C lim
t→T−0

uN (t) = d, (7)

λs + lim
t→ts−0

us(t) = λs+1, s = 1, N − 1. (8)

Eñëè ñèñòåìà ôóíêöèé xr(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (3)�(5), òî ñèñòåìà ïàð (λr = xr(tr−1),
ur(t) = xr(t) − xr(tr−1)) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (6)�(8) è íàîáîðîò åñëè (λr, ur(t)) � ðåøåíèå
(6)�(8), òî (λr + ur(t)), r = 1, N, � ðåøåíèå çàäà÷è (3)�(5).

Ïîÿâëåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ur(tr−1) = 0, r = 1, N, ïîçâîëÿåò ïðè ôèêñèðîâàííûõ λr ∈
RnN îïðåäåëèòü ur(t) èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ur(t) =

t∫

tr−1

A(τ)[λr + ur(τ)]dτ +

t∫

tr−1

f(τ)dτ, t ∈ [tr−1, tr), r = 1, N. (9)

Âìåñòî ur(t) ïîäñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðàâóþ ÷àñòü (9) è, ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ ν ðàç,
ïîëó÷èì

ur(t) =
[ t∫

tr−1

A(τ1)dτ1 +

t∫

tr−1

A(τ1)

τ1∫

tr−1

A(τ2)dτ2dτ1 + . . .+

+

t∫

tr−1

A(τ1)

τ1∫

tr−1

A(τ2) . . .

τν−1∫

tr−1

A(τν)dτν . . . dτ2dτ1

]
· λr+

+
[ t∫

tr−1

f(τ1)dτ1 +

t∫

tr−1

A(τ1)

τ1∫

tr−1

f(τ2)dτ2dτ1 + . . .+
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+

t∫

tr−1

A(τ1)

τ1∫

tr−1

A(τ2) . . .

τν−2∫

tr−1

A(τν−1)

τν−1∫

tr−1

f(τν)dτνdτν−1 . . . dτ2dτ1

]
+

+

t∫

tr−1

A(τ1)

τ1∫

tr−1

A(τ2) . . .

τν−1∫

tr−1

A(τν)ur(τν)dτν . . . dτ2dτ1, t ∈ [tr−1, tr), r = 1, N. (10)

Íàõîäÿ lim
t→tr−0

ur(t), r = 1, N, ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëàì âûðàæåíèÿ â (7), (8)
è óìíîæàÿ îáå ÷àñòè (7) íà hN > 0, ïîëó÷èì ñèñòåìó nN óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
λri, r = 1, N, i = 1, n

Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) · λ = −Fν(θ)−Gν(u, θ), (11)

ãäå λ = (λ11, . . . , λ1n, . . . , λr1, . . . , λrn, . . . , λN1, . . . , λNn)′ ∈ RnN ,

Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) =

=




BhN 0 0 . . . 0 hNC[I + DνN (hN (θ))]
I + Dν1(h1(θ)) −I 0 . . . 0 0

0 I + Dν2(h2(θ)) −I . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . I + DνN−1(hN−1(θ)) −I




,

Dνr(hr(θ)) =

tr∫

tr−1

A(τ1)dτ1 +

tr∫

tr−1

A(τ1)

τ1∫

tr−1

A(τ2)dτ2dτ1 + . . .+

+

tr∫

tr−1

A(τ1)

τ1∫

tr−1

A(τ2) . . .

τν−1∫

tr−1

A(τν)dτν . . . dτ2dτ1,

Qν(T ) = T

{
B + C[I + Dν(T )]

}
,

Fν(θ) = (−hN (θ)d + hNCFνN (hN (θ)), Fν1(h1(θ)), Fν2(h2(θ)), . . . , FνN−1(hN−1(θ)))′,

Fνr(hr(θ)) =

tr∫

tr−1

f(τ1)dτ1 +

tr∫

tr−1

A(τ1)

τ1∫

tr−1

f(τ2)dτ2dτ1 + . . .+

+

tr∫

tr−1

A(τ1)

τ1∫

tr−1

A(τ2) . . .

τν−2∫

tr−1

A(τν−1)

τν−1∫

tr−1

f(τν)dτνdτν−1 . . . dτ2dτ1,

Gν(u, θ) = (hNCGνN (uN , hN (θ)), Gν1(u1, h1(θ)), Gν2(u2, h2(θ)), . . . , GνN−1(uN−1, hN−1(θ)))′,

Gνr(ur, hr(θ)) =

tr∫

tr−1

A(τ1)

τ1∫

tr−1

A(τ2) . . .

τν−1∫

tr−1

A(τν)ur(τν)dτν . . . dτ2dτ1, r = 1, N.

Èòàê, äëÿ íàõîæäåíèÿ nN ïàð (λri, uri(t)) èìååì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (9), (11).
Ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(8) íàéäåì ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.
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0-øàã. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïî ïàðàìåòðó λ(0) îïðåäåëÿåì èç óðàâíåíèÿ

Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) · λ = −Fν(θ).

Ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè (6) íà [tr−1, tr) ïðè λr = λ
(0)
r íàõîäèì u

(0)
r (t), r = 1, N.

1-øàã. Íàéäåííûå u
(0)
r (t) ïîäñòàâëÿåì â ïðàâóþ ÷àñòü (11) è èç óðàâíåíèÿ

Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) · λ = −Fν(θ)−Gν(u(0), θ)

îïðåäåëÿåì λ(1). Ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè (6) íà [tr−1, tr) ïðè λr = λ
(1)
r , íàõîäèì u

(1)
r (t), r = 1, N è

òàê äàëåå.
Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, íà k-øàãå ïîëó÷èì ñèñòåìó ïàð (λ(k)

r , u
(k)
r (t)), r = 1, N. Äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2) è ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà, à òàêæå îöåíêó
ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì (ïîëó÷åííûì ÷åðåç k-øàãîâ-èòåðàöèé) ðåøåíèÿìè
óñòàíàâëèâàåò

Òå î ð åì à 1. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ θ > 0, ν ∈ N ìàòðèöà Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) :
RnN −→ RnN îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

‖[Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))]−1‖ ≤ γν(θ), (12)

qν(θ) = γν(θ)max(1, hN (θ)‖C‖) ·
[
eθ − 1− θ − . . .− θν

ν!

]
< 1. (13)

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗(t) è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
îöåíêà

‖x∗(t)− x(k)(t)‖ ≤ γν(θ)max(1, hN (θ)‖C‖) · θν

ν!
· eθ [qν(θ)]k

1− qν(θ)
·M(θ), (14)

ãäå

M(θ) = γν(θ) ·
(

eθ − 1
)
·max

{
1 + hN (θ)‖C‖ ·

ν−1∑

j=0

θj

j!
,

ν−1∑

j=0

θj

j!

}
max

{
‖d‖, ‖f(t)‖1

}
·max

r
hr+

+eθ · ‖f(t)‖1 ·max
r

hr, (15)

x(k)(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà [0, T ], äëÿ êîòîðîé ôóíêöèÿ
λ

(k)
r + u

(k)
r (t) ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì íà [tr−1, tr), r = 1, N.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 èç [2].
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (12), (13) è îáðàòèìîñòü

ìàòðèöû Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) : RnN −→ RnN íå òîëüêî äîñòàòî÷íû, íî è íåîáõîäèìû
äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Òå î ð åì à 2. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáîãî θ > 0 ñóùåñòâóåò ν = ν(θ) ∈ N, ïðè êîòîðîì ìàòðèöà Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) :
RnN −→ RnN îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (12), (13).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) îäíîçíà÷íî ðàç-
ðåøèìà. Òîãäà ìàòðèöà Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) = lim

ν→∞Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) îáðàòèìà.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü ÷òî detQ∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) = 0, òî ñóùåñòâóåò λ̃ =
(λ̃1, λ̃2, . . . , λ̃N )′ ∈ RnN òàêîå, ÷òî Q∗λ̃ = 0, ‖λ̃‖ 6= 0. Òàê êàê λ̃ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23)
èç [3] ïðè F ∗(A, 0, 0, θ) = 0, ÿâëÿþùåãîñÿ òî÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé êðàåâîé çàäà÷è (1),(2) ïðè
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f = 0, d = 0, òî λ̃r ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ tr ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
îäíîðîäíîé çàäà÷è r = 1, N . Òîãäà ïî λ̃r íàéäåì ũr(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (6) íà èíòåðâàëå
[tr−1, tr), r = 1, N è, îïðåäåëèâ ôóíêöèþ x̃(t) ðàâåíñòâàìè x̃(t) = λ̃r + ũr(t), t ∈ [(tr−1, tr),
r = 1, N, x̃(T ) = λ̃N + lim

t→T−0
ũN (t), ïîëó÷èì íåíóëåâîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

dx

dt
= A(t)x, x ∈ Rn, (16)

Bx(0) + Cx(T ) = 0. (17)

Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòüþ çàäà÷è (1), (2), òàê êàê çàäà÷à (16),
(17) èìååò òàêæå è íóëåâîå ðåøåíèå.
Ïîýòîìó ìàòðèöà Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) : RnN −→ RnN îáðàòèìà è

‖[Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))]−1‖ ≤ γ(θ).

Òàê êàê
‖Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))−Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))‖ ≤

≤ max(1, hN (θ)‖C‖) ·
(

eθ −
ν∑

j=0

θj

j!

)

è ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ν → ∞, òî ïî òåîðåìå î ìàëûõ âîç-
ìóùåíèÿõ îãðàíè÷åííî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ [5, ñ.142] íàéäåòñÿ ν, ïðè êîòîðîì ìàòðèöà
Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) áóäåò îáðàòèìîé è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

‖[Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))]−1‖ ≤ γν(θ),

qν(θ) = γν(θ) ·max(1, hN (θ)‖C‖)
[
eθ − 1− θ − . . .− θν

ν!

]
< 1.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 3. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáîãî ν ∈ N ñóùåñòâóåò θ = θ(ν) > 0, ïðè êîòîðîì ìàòðèöà Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))
îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (12), (13).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü çàäà÷à (1), (2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
Òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ìàòðèöà Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) îáðàòèìà ïðè ëþáûõ θ > 0
è ‖[Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))]−1‖ ≤ γ(θ).

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (14), (15) èç [3, c. 85] èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè

‖λ∗‖ ≤ ‖λ∗ − λ(0)‖+ ‖λ(0)‖ ≤ γν(θ)
1− qν(θ)

·max(1, hN (θ)‖C‖) · θν

ν!
M(θ)+

+γν(θ) ·max
{

1 + hN‖C‖ ·
ν−1∑

j=0

θj

j!
,
ν−1∑

j=0

θj

j!

}
·max

{
‖d‖, ‖f‖1

}
·max

r
hr,

‖u∗[t]‖2 ≤ ‖u∗[t]− u(0)[t]‖2 + ‖u(0)[t]‖2 ≤

≤
(

γν(θ)
1− qν(θ)

· (eθ − 1)max(1, hN (θ)‖C‖) · θν

ν!
+ 1

)
M(θ), (18)

ãäå ‖u[t]‖2 = max
r

sup
t∈[tr−1,tr)

‖ur(t)‖.
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Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî

‖x∗‖1 ≤ ‖λ∗‖+ ‖u∗[t]‖2 ≤ K ·max{‖d‖, ‖f‖1}, (19)

ãäå K îïðåäåëÿåòñÿ ïî θ > 0, ν ∈ N è íå çàâèñèò îò d, f(t).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò θ0, ïðè êîòîðîì äëÿ âñåõ θ ∈ (0, θ0] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖[H−1Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))]−1‖ ≤ γ̂, (20)

ãäå H = diag(hN (θ)I, h1(θ)I, . . . , hN−1(θ)I), I � (n × n)-ìåðíàÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à γ̂ �
êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò θ. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

H−1 ·Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))λ = c, λ, c ∈ RnN . (21)

Ïóñòü ε > 0, à θ0(ε) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

eθ − 1 ≤ ε/2
2(1 + ε/4)(1 + ε/2)

.

Òåïåðü äëÿ âñåõ c = (c1, c2, . . . , cN ) ∈ RnN , èñïîëüçóÿ ëåììó èç [4], ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíê-
öèþ fc(t) ∈ C([0, T ], Rn), îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè

Fr(A, fc) ≡ 1
hr

tr∫

tr−1

fc(t)dt +
1
hr

tr∫

tr−1

A(t)

t∫

tr−1

fc(τ)dτdt+

+
1
hr

tr∫

tr−1

A(t)

t∫

tr−1

A(τ)

τ∫

tr−1

fc(τ1)dτ1dτdt + . . . = cr+1, r = 1, N − 1,

FN (A, fc) = 0, ‖fc‖1 ≤ (1 + ε/2)‖c‖
(ïî cr+1 ïîñòðîèì ôóíêöèè fcr+1(t), îïðåäåëåííûå íà [tr−1, tr], r = 1, N − 1, ñêëåèì èõ íà
[0, T − tN−1] è íà [T − tN−1, T ] ïðîäîëæèì íóëåì).

Äàëåå ðàññìîòðèì óðàâíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ òî÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé êðàåâîé çàäà÷è (1),
(2) [3, c.92]

H−1 ·Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))λ = −F ∗(A, f, d, θ), (22)

ãäå F ∗(A, f, d, θ) = H−1 lim
ν→∞Fν(θ).

Èç îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè (1), (2) è íåðàâåíñòâà (19) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (20) ïðè
âñåõ d ∈ Rn, f(t) ∈ C([0, T ], Rn) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå λ ∈ RnN è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖λ‖ = ‖[H−1Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))]−1 · F ∗(A, f, d, θ)‖ =

= max
r
‖x(tr−1)‖ ≤ ‖x‖1 ≤ K ·max(‖d‖, ‖f‖1). (23)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî F ∗(A, fc, c1, θ) = −c è max(‖c1‖, ‖fc‖1) ≤ (1 + ε/2)‖c‖, ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíå-
íèå (21) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè âñåõ c ∈ RnN è

‖λ‖ = ‖[H−1Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))]−1‖ · ‖c‖ ≤ K(1 + ε/2)‖c‖,

ò.å.
‖[H−1Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))]−1‖ ≤ K(1 + ε/2) (24)

è îöåíêà (20) ñïðàâåäëèâà ñ êîíñòàíòîé γ̂ = (1 + ε/2)K.
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Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

‖H−1Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))−H−1Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))‖ ≤

≤ ‖H−1‖ · ‖Q∗(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))−Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))‖ ≤

≤ δ1

µθ
·max(1, hN (θ)‖C‖) ·

[
eθ − 1− θ − . . .− θν

ν!

]
,

ãäå δ1 = max
t∈[0,T ]

α̃(t), è âûáèðàÿ θ ∈ (0, θ0(ε)], óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó

K(1 + ε/2)
δ1

µθ
max(1, hN (θ)‖C‖)

[
eθ − 1− θ − . . .− θν

ν!

]
<

ε

2(1 + ε)
,

ïî òåîðåìå î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ îãðàíè÷åííî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ èìååì

‖[H−1Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))]−1‖ ≤ K(1 + ε).

Ïîýòîìó ìàòðèöà Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

‖[Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))]−1‖ ≤ δ1

µθ
(1 + ε)K,

qν(θ) =
δ1

µθ
(1 + ε)K ·max(1, hN‖C‖)

[
eθ − 1− θ − . . .− θν

ν!

]
<

ε

2 + ε
< 1.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 4. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) êîððåêòíî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà äëÿ ëþáîãî ν ∈ N ñóùåñòâóåò θ0(ν) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ θ ∈ (0, θ0(ν)] ìàòðèöà
H−1Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ)) îáðàòèìà è âûïîëíåíà îöåíêà

‖[H−1Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))]−1‖ ≤ γ, (25)

ãäå γ � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò hi(θ), i = 1, N .
Åñëè ïðè ýòîì èçâåñòíà êîíñòàíòà êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè K, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

íàéäåòñÿ θ(ε, ν) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ θ ∈ (0, θ(ε, ν)] îöåíêà (25) âûïîëíÿåòñÿ ñ êîíñòàíòîé
γ = (1 + ε)K è, íàîáîðîò, åñëè èìååò ìåñòî (25), òî K = γ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü êðàåâàÿ çàäà÷à (1),(2) êîððåêòíî
ðàçðåøèìà ñ êîíñòàíòîé Ê. Òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî â òåîðåìå 3, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
θ0(ε) òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ θ ∈ (0, θ0(ε)] ìàòðèöà H−1Qν(h1(θ), . . . , hN (θ)) áóäåò îáðàòèìîé è
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

||[H−1Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))]−1|| ≤ K(1 + ε),

òî åñòü îöåíêà (25) âûïîëíÿåòñÿ ñ êîíñòàíòîé γ = (1 + ε)K, êîãäà θ(ε, ν) = θ0(ε).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (25). Èç îáðàòèìîñòè ìàòðèöû H−1Qν(h1(θ),

h2(θ), . . . , hN (θ)) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå λ(0) è

‖λ(0)‖ ≤ γ · ‖H−1Fν(θ)‖ ≤ γ ·max
(

1 + hN (θ)‖C‖
ν−1∑

j=0

θj

j!
,
ν−1∑

j=0

θj

j!

)
max

(‖f‖1, ‖d‖
)
. (26)
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Çàäà÷à Êîøè (6) ïðè λr = λ
(0)
r , r = 1, N èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u

(0)
r (t), îöåíèâàÿ êîòîðîå

ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïîëó÷èì

‖u(0)
r (t)‖ ≤ (

e

tR
tr−1

α(τ)dτ

− 1
)‖λ(0)

r ‖+ sup
t∈[tr−1,tr)

‖f(t)‖hre

tR
tr−1

α(τ)dτ

, r = 1, N.

Äàëåå îïðåäåëèì λ(1) èç óðàâíåíèÿ

H−1Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))λ = −H−1Fν(θ)−H−1Gν(u(0), θ)

è îöåíèì ‖λ(1) − λ(0)‖
‖λ(1) − λ(0)‖ ≤ γ · ‖H−1Gν(u(0), θ)‖ ≤

≤ γ · δ1

µθ
max

{
hN (θ)‖C‖

tN∫

tN−1

α(τ1)

τ1∫

tN−1

α(τ2) . . .

τν−1∫

tN−1

α(τν)u
(0)
N (τν)dτν . . . dτ2dτ1,

max
s=1,N−1

ts∫

tN−1

α(τ1)

τ1∫

tN−1

α(τ2) . . .

τν−1∫

tN−1

α(τν)u
(0)
N (τν)dτν . . . dτ2dτ1

} ≤

≤ γ
δ1

µθ
max(1, hN (θ)‖C‖)θ

ν

ν!
max
r=1,N

sup
t∈[tr−1,tr)

||u(0)
r (t)||. (27)

Ïðîäîëæàÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì ïàð
(
λ

(k)
r , u

(k)
r (t)

)
, r =

1, N, k = 1, 2, . . . .

Ñíîâà âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïðè êàæäîì r, r = 1, N îöå-
íèì ðàçíîñòü ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè ÷åðåç ðàçíîñòü ïàðàìåòðîâ

‖u(k)
r (t)− u(k−1)

r (t)‖ ≤ (
e

tR
tr−1

α(τ)dτ

− 1
)‖λ(k)

r − λ(k−1)
r ‖. (28)

Òàê êàê λ(k+1), λ(k) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

H−1Qν(h1(θ), h2(θ), . . . , hN (θ))λ = −H−1Fν(θ)−H−1Gν(u, θ)

ïðè u = u(k), u = u(k−1), òî

‖λ(k+1) − λ(k)‖ ≤ γ · ‖H−1Gν(u(k), θ)−H−1Gν(u(k−1), θ)‖ ≤

≤ γδ1

µθ
max(1, hN (θ)‖C‖) ·

(
eθ −

nu∑

j=0

θj

j!

)
‖λ(k) − λ(k−1)‖ =

= q̃ν(θ)‖λ(k) − λ(k−1)‖, k = 1, 2, . . . , (29)

ãäå q̃ν(θ) =
γδ1

µθ
max(1, hN (θ)‖C‖)

(
eθ − 1− θ − . . .− θν

ν!

)
.

Âûáèðàÿ θ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû q̃ν(θ) < 1, â ñèëó íåðàâåíñòâ (28), (29) ïîëó÷èì, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λ(k)

r , u
(k)
r (t)) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (6)�(8) (λ∗r, u∗r(t)), r = 1, N , åäèí-

ñòâåííîñòü êîòîðîãî ìîæíî äîêàçàòü ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.
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Àíàëîãè÷íî [3] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (1),(2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗(t), äëÿ
êîòîðîãî áóäåò ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

‖x∗‖1 ≤ ‖u∗[t]− u(0)[t]‖2 + ‖u(0)[t]‖2 + ‖λ∗ − λ(0)‖+ ‖λ(0)‖.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè θ → 0 â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ îöåíêè
(26), (27) è

‖λ∗ − λ(0)‖ ≤ 1
1− q̃ν(θ)

‖λ(1) − λ(0)‖,

‖u∗[t]− u(0)[t]‖2 ≤ (eθ − 1)‖λ∗ − λ(0)‖,
óñòàíîâèì, ÷òî

‖x∗‖1 ≤ γ max{‖f‖1, ‖d‖},
ò.å. K = γ. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
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Äëÿ îäíîãî âàðèàíòà ìåòîäà ïàðàìåòðèçàöèè â òåðìèíàõ äàííûõ ëèíåéíîé äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé
çàäà÷è óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè.

Íà îòðåçêå [0, T ] ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

dx

dt
= A(t)x + f(t), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, (1)

Bx(0) + Cx(T ) = d, d ∈ Rn, ‖x‖ = max
i=1,n

|xi|, (2)

ãäå ìàòðèöà A(t), âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíû íà [0, T ], ‖A(t)‖ ≡ max
i=1,n

n∑
j=1

|aij(t)| ≤ α,

α− const.
Èññëåäîâàíèþ äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ïîñâÿùåíû ðàáîòû ìíîãèõ àâòîðîâ [1�5]. Â ðàáîòå [6] äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1),(2)

èññëåäîâàíà ìåòîäîì ïàðàìåòðèçàöèè, ãäå ïîñëå ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà [0, T ) =
N⋃

r=1
[(r − 1)h, rh)

äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû ââîäèëèñü, êàê çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè íà ëåâûõ êîíöàõ èíòåð-
âàëîâ [(r−1)h, rh). Ïðåäëîæåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè çàäà÷è
(1),(2) ê ýêâèâàëåíòíîé ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷å ñ ïàðàìåòðîì. Â òåðìèíàõ îáðàòèìî-
ñòè ìàòðèöû Qν(h), ñîñòàâëÿåìîé ïî èñõîäíûì äàííûì, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè. Â ðàáîòå [7] ïðèìåíÿåòñÿ âàðèàíò ìåòîäà ïàðàìåòðèçàöèè,
ãäå äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè èñêîìîãî ðåøåíèÿ â ñåðåäèíàõ èíòåð-
âàëîâ äëèíû 2h > 0. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà è îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ýòè óñëîâèÿ
ÿâëÿþòñÿ òàêæå è íåîáõîäèìûìè äëÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1),(2).

Âîçüìåì h > 0 : 2Nh = T è ïðîèçâåäåì ðàçáèåíèå [0, T ) =
N⋃

r=1
[2(r − 1)h, 2rh). Ñóæåíèå

ôóíêöèè x(t) íà r-é èíòåðâàë [2(r − 1)h, 2rh) îáîçíà÷èì ÷åðåç xr(t), r = 1, N , ò.å. xr(t) �
Keywords: parametrization method, two-point boundary-value problem, ordinary di�erential equation
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34B05
c Ê. Æ. Íàçàðîâà, 2004.
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âåêòîð-ôóíêöèÿ ðàçìåðíîñòè n, îïðåäåëåííàÿ è ñîâïàäàþùàÿ ñ x(t) íà [2(r− 1)h, 2rh). Çàäà÷à
(1),(2) ñâåäåòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷å

dxr

dt
= A(t)xr + f(t), t ∈ [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N, (3)

Bx1(0) + C lim
t→T−0

xN (t) = d, (4)

lim
t→2sh−0

xs(t) = xs+1(2sh), s = 1, N − 1, (5)

ãäå (5) � óñëîâèÿ ñøèâàíèÿ ðåøåíèÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà [0, T ). Åñëè
x(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1),(2), òî x[t] = (x1(t), x2(t), . . . , xN (t))

′ � ñèñòåìà ñóæåíèé ôóíê-
öèè x(t) � ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3)�(5). Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ ôóíêöèÿ xr(t) ñèñòåìû
ñóæåíèé x(t) óäîâëåòâîðÿåò íà [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (3)
â ñèëó (1). Óñëîâèÿ ñøèâàíèÿ (5) èìåþò ìåñòî ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè x(t) íà [0, T ],
à ñîîòíîøåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (2). Íàîáîðîò, ïóñòü x̃[t] = (x̃1(t), x̃2(t), . . . , x̃N (t))

′ �
ðåøåíèå çàäà÷è (3)�(5). Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè x̃r(t) íà [0, T ] îïðåäåëèì ôóíêöèþ x̃(t) ðàâåí-
ñòâàìè x̃(t) = x̃r(t), t ∈ [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N, x̃(T ) = lim

t→T−0
x̃N (t). Ââèäó (3)�(5) ôóíêöèÿ

x̃(t) íåïðåðûâíà íà [0, T ] è óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ (2):

Bx̃(0) + Cx̃(T ) = Bx̃1(0) + C lim
t→T−0

x̃N (t) = d.

Â ñèëó (3) x̃(t) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ è óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ (1) íà [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N

dx̃

dt
≡ A(t)x̃(t) + f(t), t ∈ [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N.

Â òî÷êàõ t = 2(r − 1)h, r = 1, N ôóíêöèÿ x̃(t) èìååò ïðàâîñòîðîííþþ ïðîèçâîäíóþ. Èç (3) è
íåïðåðûâíîñòè A(t), f(t), x̃(t) íà [0, T ] ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ x̃(t) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèç-
âîäíóþ â òî÷êàõ t = 2(r − 1)h, r = 2, N è óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (1)
ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]. ×åðåç λr îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ôóíêöèè xr(t), r = 1, N â òî÷êå t = (2r−1)h
è íà êàæäîì èíòåðâàëå [2(r − 1)h, 2rh) ïðîèçâåäåì çàìåíó ur(t) = xr(t) − λr. Òîãäà çàäà÷à
(3)�(5) ñâåäåòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷å ñ ïàðàìåòðîì

dur

dt
= A(t)[ur + λr] + f(t), ur[(2r − 1)h] = 0, t ∈ [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N, (6)

B[u1(0) + λ1] + C lim
t→T−0

uN (t) + CλN = d, (7)

λs + lim
t→2sh−0

us(t) = λs+1 + us+1(2sh), s = 1, N − 1. (8)

Åñëè ïàðà (λ, u[t]), ãäå λ = (λ1, λ2, ..., λN )
′ ∈ RnN , u[t] = (u1(t), u2(t), ..., uN (t))

′ � ðåøåíèå
çàäà÷è (6)�(8), òî ñèñòåìà ôóíêöèé x[t] = (λ1 +u1(t), λ2 +u2(t), ..., λN +uN (t))

′ áóäåò ðåøåíèåì
çàäà÷è (3)�(5). È, íàîáîðîò, åñëè x̃[t] = (x̃1(t), ..., x̃N (t))

′ � ðåøåíèå çàäà÷è (3)�(5), òî ïàðà
(λ̃, ũ[t]), ãäå λ̃ = (x̃1(h), ..., x̃N ((2N − 1)h))

′
, ũ[t] = (x̃1(t) − x̃1(h), x̃2(t) − x̃2(3h), ..., x̃N (t) −

x̃N ((2N − 1)h))
′
, áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (6)�(8). Îäíàêî çàäà÷à (6)�(8) îò çàäà÷è (3)�(5) îòëè-

÷àåòñÿ òåì, ÷òî çäåñü ïîÿâèëèñü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â òî÷êàõ t = (2r − 1)h, r = 1, N, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ur(t), t ∈ [2(r−1)h, 2rh), r = 1, N èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåð-
ðà âòîðîãî ðîäà

ur(t) =

t∫

(2r−1)h

A(τ)[ur(τ) + λr]dτ +

t∫

(2r−1)h

f(τ)dτ. (9)
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Íà îñíîâå (9) ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ur(t) â âèäå

ur(t) = Dν,r(t)λr + Fν,r(t) + Gν,r(u, t), t ∈ [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N, (10)

ãäå

Dν,r(t) =
ν−1∑

j=0

t∫

(2r−1)h

A(τ1)...

τj∫

(2r−1)h

A(τj+1)dτj+1...dτ1,

Fν,r(t) =

t∫

(2r−1)h

f(τ1)dτ1+
ν−1∑

j=1

t∫

(2r−1)h

A(τ1)...

τj−1∫

(2r−1)h

A(τj)

τj∫

(2r−1)h

f(τj+1)dτj+1...dτ1, τ0 = t,

Gν,r(u, t) =

t∫

(2r−1)h

A(τ1)...

τν−1∫

(2r−1)h

A(τν)u(τν)dτν ...dτ1.

Èñïîëüçóÿ (10), íàõîäèì

lim
t→2rh−0

ur(t) = Dν,r(2rh)λr + Fν,r(2rh) + Gν,r(u, 2rh), r = 1, 2, . . . , N, (11)

us+1(2sh) = Dν,s+1(2sh)λs+1 + Fν,s+1(2sh) + Gν,s+1(u, 2sh), s = 0, 1, 2, . . . , N − 1. (12)

Ïîäñòàâëÿÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (7) è óñëîâèÿ ñêëåèâàíèÿ (8) âìåñòî lim
t→2rh−0

ur(t), r = 1, N è
us+1(2sh) èì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâûå ÷àñòè (11),(12), ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ λ1, λ2, ..., λN :

B[I + Dν,1(0)]λ1 + C[I + Dν,N (2Nh)]λN =

= d−BFν,1(0)− CFν,N (2Nh)−BGν,1(u, 0)− CGν,N (u, 2Nh), (13)

[I + Dν,s(2sh)]λs + [−I −Dν,s+1(2sh)]λs+1 =

= −Fν,s(2sh) + Fν,s+1(2sh)−Gν,s(u, 2sh) + Gν,s+1(u, 2sh), s = 1, N − 1. (14)

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè (13) íà 2h > 0, ïåðåïèøåì ïîëó÷åííóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ
îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ λ = (λ1, λ2, ..., λN )

′ ∈ RnN â âèäå

Qν(2h)λ = −Fν(2h)−Gν(u, 2h), λ ∈ RnN , (15)

ãäå

Qν(2h) =

=

����������
B[I + Dν1(0)]2h 0 0 0 . . . 0 C[I + DνN (2Nh)]2h

I + Dν1(2h) −I −Dν2(2h) 0 0 . . . 0 0
0 I + Dν2(4h) −I −Dν2(4h) 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 . . . I + DνN−1(2(N − 1)h) −I −DνN (2(N − 1)h)

���������� ,
Fν(2h) = (−2hd + 2hBFν,1(0) + 2hCFν,N (2Nh), Fν,1(2h)− Fν,2(2h), . . . , Fν,N−1(2(N − 1)h)−

−Fν,N (2(N − 1)h))
′ ∈ RnN ,
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Gν(u, 2h) =
(2hBGν,1(u, 0) + 2hCGν,N (u, 2Nh), Gν,1(u, 2h)−Gν,2(u, 2h), . . . Gν,N−1(u, 2(N − 1)h)−

−Gν,N (u, 2(N − 1)h))
′ ∈ RnN .

Åñëè èçâåñòíû ïàðàìåòðû λ = (λ1, λ2, ..., λN )
′ , òî ñèñòåìó ôóíêöèé u[t] = (u1(t), u2(t), ..., uN (t))

′

îïðåäåëèì èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (9). È, íàîáîðîò, åñëè èçâåñòíà ñèñòåìà ôóíêöèé u[t], òî
èç óðàâíåíèÿ (15) îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ ∈ RnN . Îäíàêî íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ
êàê λ, òàê è u[t], ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðû (λ, u[t]) � ðåøåíèå çàäà÷ (6)�(8) � ïðèìåíÿåì
ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Ø à ã 0. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ h > 0 : 2Nh = T, ν(ν = 1, 2, ...) ìàò-
ðèöà Qν(2h) : RnN → RnN îáðàòèìà, íàõîäèì íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ïî ïàðàìåòðó λ(0) =
(λ(0)

1 , λ
(0)
2 , ..., λ

(0)
N )

′ ∈ RnN èç óðàâíåíèÿ Qν(2h)λ = −Fν(2h), ò.å. λ(0) = −[Qν(2h)]−1Fν(2h).
Íà èíòåðâàëàõ [2(r − 1)h, 2rh), ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè (6) ïðè λr = λ

(0)
r , íàõîäèì ôóíêöèè

u
(0)
r (t) r = 1, N.

Ø à ã 1. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå u(0)[t] = (u(0)
1 (t), u(0)

2 (t), ..., u(0)
N (t))

′ â ïðàâóþ ÷àñòü (15),
îïðåäåëÿåì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ïî ïàðàìåòðó λ(1) = (λ(1)

1 , ..., λ
(1)
N )

′ ∈ RnN èç óðàâíåíèÿ
Qν(2h)λ = −Fν(2h) − Gν(u(0), 2h). Â ñèëó îáðàòèìîñòè ìàòðèöû Qν(2h) ïîëó÷èì λ(1) =
−[Qν(2h)]−1× ×[Fν(2h) + Gν(u(0), 2h)]. Ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè (6) ïðè λr = λ

(1)
r , íà èíòåðâàëàõ

[2(r − 1)h, 2rh) íàõîäèì ôóíêöèè u
(1)
r (t), r = 1, N. È ò.ä.

×åðåç C([0, T ], Rn) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x : [0, T ] → Rn ñ íîðìîé
‖x‖1 = max

t∈[0,T ]
|x(t)|.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îñóùåñòâèìîñòè è ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ, à òàê-
æå îöåíêà ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì óñòàíîâëåíû â ñòàòüå [7]. Èç
ýòèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò

Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ h > 0 : 2Nh = T è ν (ν = 1, 2, . . .) ìàòðèöà
Qν(2h) : RnN → RnN îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
à) ‖[Qν(2h)]−1‖ ≤ γν(h),

á) qν(h) = γν(h) · 2 max(1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖))[eαh − 1− αh− ...− (αh)ν

ν!
] < 1.

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1),(2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗(t) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

max ‖x∗‖1 ≤ Mν(h)max(‖d‖, ‖f‖1), (16)

ãäå

Mν(h) =



γν(h)(eαh − 1)× 2max


1 + 2hmax(‖B‖, ‖C‖)

ν−1∑

j=0

(αh)j

j!
,
ν−1∑

j=0

(αh)j

j!


 + eαh



 h×

× γν(h)
1− qν(h)

×2max(1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖)(αh)ν

ν!
(eαh +1)+

+γν(h)× 2max


1 + 2hmax(‖B‖, ‖C‖)

ν−1∑

j=0

(αh)j

j!
;
ν−1∑

j=0

(αh)j

j!


h.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïàðû (λ∗, u∗[t]) � ðåøåíèÿ
ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì (6)�(8) ïîêàçàíî â ñòàòüå [7]. Èç ýêâèâàëåíòíîñòè
çàäà÷ (1),(2) è (6)�(8) ñëåäóåò, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (1),(2) òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
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x∗(t), ïîëó÷åííîå ñêëåèâàíèåì ñèñòåì ôóíêöèé (λ∗r + u∗r(t)) íà [0, T ]. Èç íåðàâåíñòâ ‖λ∗‖ ≤
‖λ∗ − λ(0)‖+ ‖λ(0)‖, ‖u∗‖2 ≤ ‖u∗ − u(0)‖2 + ‖u(0)‖2 è îöåíîê (12),(13) (ïðè k = 0), (14),(15)
èç [7], ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü (16). Òåîðåìà äîêàçàíà.

×òîáû äîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû 1 äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
(1), (2), ìû ïîñòðîèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ λ, ðåøåíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî
çíà÷åíèÿìè òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ (1), (2) â òî÷êàõ t = (2r− 1)h, r = 1, N. Èç íåïðåðûâíîñòè
ìàòðèöû A(t), âåêòîð-ôóíêöèé f(t), x(t) íà [0, T ] ñëåäóåò, ÷òî ‖A(t)‖ ≤ α, ‖f(t)‖ ≤ β, ‖x(t)‖ ≤
β1. Òàê êàê λr = x[(2r− 1)h], òî ‖λ‖ ≤ β1. Âåêòîð-ôóíêöèþ ur(t) îöåíèì ïî ëåììå Ãðîíóîëëà-
Áåëëìàíà: ‖ur(t)‖ ≤ [eαh − 1]β1 + hβeαh ≤ β2. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü ðàâíîìåðíóþ íà [2(r −
1)h, 2rh) ñõîäèìîñòü Dν,r(t), Fν,r(t) ïðè ν →∞ ê ôóíêöèÿì

D∗,r(t) =
∞∑

j=0

t∫

(2r−1)h

A(τ1)...

τj∫

(2r−1)h

A(τj+1)dτj+1...dτ1, t ∈ [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N, (17)

F∗,r(t) =

t∫

(2r−1)h

f(τ1)dτ1 +
∞∑

j=1

t∫

(2r−1)h

A(τ1)...

τj−1∫

(2r−1)h

A(τj)

τj∫

(2r−1)h

f(τj+1)dτj+1...dτ1,

t ∈ [(2r − 1)h, 2rh), r = 1, N. (18)

Ôóíêöèÿ Gν,r(u, 2h) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ñèëó îöåíêè

‖Gν,r(u, 2h)‖ ≤ max(1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖))[ max
r=1,N

‖G−
ν,r‖+ max

r=1,N
‖G+

ν,r‖] ≤

≤ 2max{1, 2h max(‖B‖, ‖C‖)}(αh)ν

ν!
β2. (19)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ν →∞ â (10),(15) è ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè (15) íà 2h > 0, ïîëó÷èì

ur(t) = D∗,r(t)λr + F∗,r(t), t ∈ [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N, (20)

1
2h

Q∗(2h)λ = −F∗(A,B, C, f, d, h), (21)

ãäå Q∗(2h) = lim
ν→∞Qν(2h), F∗(A,B, C, f, d, h) = 1

2h lim
ν→∞Fν(2h),

F∗(A,B, C, f, d, h) = (−d+BF∗,1(0)+CF∗,N (2Nh), . . . ,
1
2h

[F∗,N−1(2(N−1)h)−F∗,N (2(N−1)h)]).

Ïóñòü λ̃ = (λ̃1, λ̃2, ..., λ̃N )
′ ∈ RnN � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

B[I + D∗,1(0)]λ̃1 + C[I + D∗,N (2Nh)]λ̃N = d−BF∗,1(0)− CF∗,N (2Nh), (22)

1
2h

[I + D∗,s(2sh)]λ̃s +
1
2h

[−I −D∗,s+1(2sh)]λ̃s+1 =

= − 1
2h

F∗,s(2sh) +
1
2h

F∗,s+1(2sh), s = 1, N − 1, (23)
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è ũ[t] = (ũ1(t), ũ2(t), ..., ũN (t))
′ � ñèñòåìà ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè (6) íà [2(r − 1)h, 2rh) ïðè

λr = λ̃r, r = 1, N. Òàê êàê ũr(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (6) íà [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N ïðè
λr = λ̃r, òî èç ðàâåíñòâà (20) è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (6) ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λr ñëåäóåò, ÷òî

ũr(t) = D∗,r(t)λ̃r + F∗,r(t), t ∈ [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N. (24)

Ïðîèçâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå â ñèñòåìå óðàâíåíèé (22),(23) è ïåðåïèøåì ñèñòåìó ñ ó÷åòîì ðà-
âåíñòâà (24)

Bλ̃1 + Bũ1(0) + Cλ̃N + C lim
t→T−0

ũN (t) = d,

λ̃s + lim
t→2sh−0

ũs(t) = λ̃s+1 + ũs+1(2sh), s = 1, N − 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïàðà (λ̃, ũ[t]) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ (7) è óñëîâèþ ñêëåèâàíèÿ
(8). Òàê êàê λ̃ = (λ̃1, λ̃2, ..., λ̃N )

′ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21), à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ũr(t) �
ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè (6) íà [2(r − 1)h, 2rh) ïðè λr = λ̃r, r = 1, N, òî, ñêëåèâàÿ ñèñòåìó
ôóíêöèè (λ̃r + ũr(t)) íà [0, T ], ïîëó÷àåì x̃(t) � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1),(2).

Òåïåðü ïóñòü x∗(t) � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1),(2). Òîãäà ïàðà (λ∗, u∗[t]) ñ ýëåìåíòàìè
λ∗r = x∗[(2r − 1)h], u∗r(t) = x∗ − x∗[(2r − 1)h], t ∈ [(2r − 1)h, 2rh] áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (6)�(8)
è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

du∗r
dt

= A(t)(u∗r + λ∗r) + f(t), u∗r [(2r − 1)h] = 0, t ∈ [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N, (25)

êðàåâîìó óñëîâèþ
B[u∗1(0) + λ∗1] + C lim

t→T−0
u∗N (t) + Cλ∗N = d (26)

è óñëîâèþ ñêëåèâàíèÿ

λ∗s + lim
t→2sh−0

u∗s(t) = λ∗s+1 + u∗s+1(2sh), s = 1, N − 1. (27)

Èç (25) ïîëó÷àåì

u∗r(t) =

t∫

(2r−1)h

A(τ)[u∗r(τ) + λ∗r]dτ +

t∫

(2r−1)h

f(τ)dτ, t ∈ [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N. (28)

Âìåñòî u∗r(τ) ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (28) è ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðî-
öåññ ν (ν = 1, 2, . . .) ðàç, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè u∗r(t) âèäà

u∗r(t) = Dν,r(t)λ∗r + Fν,r(t) + Gν,r(u∗, t), t ∈ [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N. (29)

Îïðåäåëèâ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u∗r(t), u∗s+1(2sh) ïðè t → 2rh−0, ïîäñòàâèì èõ â ãðàíè÷íîå óñëî-
âèå (26) è óñëîâèÿ ñêëåèâàíèÿ (27). Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
λ∗r, r = 1, N çàïèøåì â âèäå

Qν(2h)λ∗ = −Fν(2h)−Gν(u∗, 2h), λ∗ ∈ RnN . (30)

Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (λ∗, u∗[t]) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (29),(30) ïðè ëþáîì ν (ν = 1, 2, . . .).
Òàê êàê

‖Gν,r(u∗, 2h)‖ ≤ 2max{1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖)}(αh)ν

ν!
β2, (31)
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Dν,r(t), Fν,r(t) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà [2(r−1)h, 2rh) ê D∗,r(t), F∗,r(t) èç (17), (18), òî ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó ïðè ν → ∞ íà [2(r − 1)h, 2rh) â ðàâåíñòâàõ (29), (30) è ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè (30) íà
2h > 0, ïîëó÷èì

u∗r(t) = D∗,r(t)λ∗r + F∗,r(t), t ∈ [2(r − 1)h, 2rh), r = 1, N, (32)

1
2h

Q∗(2h)λ∗ = −F∗(A,B, C, f, d, h), (33)

ãäå Q∗(2h) = lim
ν→∞Qν(2h), F∗(A,B,C, f, d, h) =

1
2h

lim
ν→∞Fν(2h).

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),(2) ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâà-
íèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (21) è ïðè ýòîì âåêòîð λ∗ ∈ RnN , ñîñòàâëåííûé èç çíà÷åíèé òî÷íîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),(2) â òî÷êàõ t = (2r − 1)h, r = 1, N, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (21).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè ïðè ôèêñèðîâàííîì h > 0 : 2Nh = T .

Ò å î ð å ì à 2. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1),(2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáîãî h > 0 : 2Nh = T ñóùåñòâóåò ν = ν(h), ïðè êîòîðîì ìàòðèöà Qν(2h) : RnN → RnN

îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (à),(á) òåîðåìû 1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Äîêàæåì íåîáõî-

äèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû. Ïóñòü êðàåâàÿ çàäà÷à (1),(2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Âîçüìåì øàã
h > 0 : 2Nh = T. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Q∗(2h) : RnN → RnN è äîêàæåì åå îáðàòèìîñòü.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî óðàâíåíèå Q∗(2h)λ = 0 èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.
Äîïóñòèì îáðàòíîå: íàéäåòñÿ λ̃ = (λ̃1, λ̃2, . . . , λ̃N )

′ ∈ RnN òàêîé, ÷òî ‖λ̃‖ 6= 0, Q∗(2h)λ̃ = 0.
Òàê êàê F∗(A,B, C, 0, 0, h) = 0, òî 1

2hQ∗(2h)λ̃ = −F∗(A, B,C, 0, 0, h). Òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî
âûøå, ñèñòåìà ïàð (λ̃, ũ[t]), ãäå ũ[t] � ñèñòåìà ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè (6) íà [2(r − 1)h, 2rh) ïðè
λr = λ̃r, r = 1, N, ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è ñ
ïàðàìåòðîì è ôóíêöèÿ x̃(t), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè x̃(t) = λ̃r+ũr(t), t ∈ [2(r−1)h, 2rh), r =
1, N, x̃(T ) = lim

t→T−0
ũN (t) + λ̃N , ‖x̃(t)‖ 6= 0, t ∈ [0, T ], áóäåò íåíóëåâûì ðåøåíèåì äâóõòî÷å÷íîé

êðàåâîé çàäà÷è
dx

dt
= A(t)x, t ∈ [0, T ],

Bx(0) + Cx(T ) = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2). Ïîýòîìó Q∗(2h) îáðàòèìà è
‖[Q∗(2h)]−1‖ ≤ γ∗(h). Òàê êàê

‖Q∗(2h)−Qν(2h)‖ ≤ 2max(1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖))
[
eαh − 1− αh− . . .− (αh)ν

ν!

]

è ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ν →∞, òî ïî òåîðåìå î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ
îãðàíè÷åííî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ [7,c.142] íàéäåòñÿ ν = ν(h) òàêîå, ÷òî

γ∗(h)× 2max{1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖)}
[
eαh − 1− αh− . . .− (αh)ν

ν!

]
<

1
2
,

ìàòðèöà Qν(2h) îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

‖[Qν(2h)]−1‖ ≤ γ∗(h)
1− γ∗(h)‖Q∗(2h)−Qν(2h)‖ <

γ∗(h)
1− 1

2

= 2γ∗(h) = γν(h)

è
qν(h) = γν(h)× 2max(1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖))

[
eαh − 1− αh− ...− (αh)ν

ν!

]
< 1.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Î ï ð å ä å ë å í è å. Çàäà÷à (1),(2) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ðàçðåøèìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ

f(t), d îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗(t) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

max ‖x∗‖1 ≤ K max(‖d‖, ‖f‖1), (34)

ãäå K � const, íåçàâèñÿùàÿ îò d, f(t). ×èñëî K íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé êîððåêòíîé ðàçðå-
øèìîñòè çàäà÷è (1),(2).

Èç îöåíêè (16) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1 çàäà÷à (1),(2) êîððåêòíî
ðàçðåøèìà ñ êîíñòàíòîé K = Mν(h). Â òåîðåìå 2 áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè çàäà÷à (1),(2) îäíî-
çíà÷íî ðàçðåøèìà, òî äëÿ ëþáîãî h > 0 : 2Nh = T ñóùåñòâóåò ν = ν(h) òàêîå, ÷òî ïðè ýòèõ
h, ν âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî îäíîçíà÷íàÿ ðàçðå-
øèìîñòü çàäà÷è (1),(2) ýêâèâàëåíòíà åå êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè. Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè
óñòàíàâëèâàåòñÿ âëèÿíèå èçìåíåíèÿ h > 0 íà îáðàòèìîñòü ìàòðèöû Qν(2h) è íà ÷èñëà γν(h),
qν(h) ïðè ôèêñèðîâàííîì ν, ν = 1, 2, . . .

Ò å î ð å ì à 3. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1),(2) êîððåêòíî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáîãî ν (ν = 1, 2, . . .) ñóùåñòâóåò h > 0 : 2Nh = T, N = 1, 2, . . . , ïðè êîòîðûõ
ìàòðèöà Qν(2h) : RnN → RnN îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (à),(á) òåîðåìû 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1),(2)
ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü çàäà÷à (1),(2) êîððåêòíî ðàçðåøèìà ñ
êîíñòàíòîé K. Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 2, ìàòðèöà Q∗(2h) : RnN → RnN îáðàòèìà ïðè
âñåõ h > 0 : 2Nh = T. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò h0 > 0, ïðè êîòîðîì äëÿ âñåõ h ∈ (0, h0] :
2Nh = T ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖[Q∗(2h)]−1‖ ≤ γ

2h
, (35)

ãäå γ � const, íåçàâèñÿùàÿ îò h. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Qhλ ≡ 1
2h

Q∗(2h)λ = c, λ, c ∈ RnN . (36)

Çàäàâàÿ ε > 0, âûáåðåì h0 = h0(ε) > 0, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó

1
αh0

[eαh0 − 1− αh0] ≤ 2ε

(4 + ε)(2 + ε)
.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ h ∈ (0, h0] : 2Nh = T, c = (c1, c2, ..., cN )
′ ∈ RnN ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ

fc(t) ∈ C([0, T ], Rn), îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè

1
2h

F∗,s(2sh) = −cs+1,
1
2h

F∗,N (2Nh) = 0, ‖fcs+1‖1 ≤
(
1 +

ε

2

)
‖cs+1‖, s = 1, N − 1.

Äëÿ ýòîãî ïî cs+1, s = 1, N − 1, èñïîëüçóÿ ëåììó èç [6,c.57], ñëåäóåò ïîñòðîèòü íåïðåðûâíûå
íà [(2s− 1)h, 2sh] ôóíêöèè fs+1(t), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

fs+1[(2s− 1)h] = fs+1[(2s + 1)h] = 0, max
t∈[(2s−1)h,(2s+1)h]

‖fs+1(t)‖ ≤
(
1 +

ε

2

)
‖cs+1‖,

F (A, fc) ≡ 1
2h

2sh∫

(2s−1)h

fs+1(τ1)dτ1+
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+
1
2h

∞∑

j=1

2sh∫

(2s−1)h

A(τ1)...

τj−1∫

(2s−1)h

A(τj)

τj∫

(2s−1)h

fs+1(τj+1)dτj+1...dτ1 = −cs+1, s = 1, N

è ôóíêöèþ fc(t) îïðåäåëèòü ðàâåíñòâàìè fc(t) = fcs+1(t), t ∈ [(2s − 1)h, 2sh], s = 1, N − 1,
fc(t) = 0, t ∈ [2(s− 1)h, (2s− 1)h], s = 1, N, è fc(t) = 0, t ∈ [T −h, T ]. Åñëè òåïåðü âçÿòü dc = c1,
òî F∗(A,B,C, fc, dc, h) = −c.

Èç îáðàòèìîñòè ìàòðèöû Qh ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî c ∈ RnN óðàâíåíèå (36) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå

λc = Q−1
h · c = −Q−1

h F (A,B, C, fc, dc, h). (37)

Åñëè xc(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1),(2) ïðè f(t) = fc(t), d = dc, òî âåêòîð λc = (λc
1, λ

c
2, ..., λ

c
N )

′ ∈
RnN , ñîñòàâëåííûé èç çíà÷åíèé xc(t) â òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ t = [(2r − 1)h], r = 1, N,ò.å. λc

r =
xc[(2r − 1)h], r = 1, N áóäåò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (36) è

‖Q−1
h c‖ = ‖λc‖ = max

r=1,N
‖xc[2r − 1]h‖ ≤ max ‖xc‖1 ≤ K max(‖dc‖, ‖fc‖1). (38)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â (38) ñëåäóåò èç êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2). Òàê êàê ïî
ïîñòðîåíèþ fc(t) è ïî âûáîðó dc èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî max(‖dc‖, ‖fc‖1) ≤

(
1 +

ε

2

)
‖c‖, òî èç

(38) ïîëó÷èì îöåíêó ‖Q−1
h c‖ ≤ (1 + ε

2)K‖c‖. Îòñþäà ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè c ∈ RnN ñëåäóåò,
÷òî ‖Q−1

h ‖ ≤ (1 + ε
2)K. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî h ∈ (0, h0(ε)] : 2Nh = T ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖[Q∗(2h)]−1‖ =
1
2h
‖Q−1

h ‖ ≤
(
1 +

ε

2

) K

2h
,

ãäå K � êîíñòàíòà êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1),(2), íåçàâèñÿùàÿ îò h, ò.å. îöåíêà (35)
ñïðàâåäëèâà ñ γ =

(
1 +

ε

2

)
K. Çíàÿ, ÷òî

‖Q∗(2h)−Qν(2h)‖ ≤ 2max{1, 2hmax(‖B‖, ‖C‖)}
[
eαh − 1− αh− . . .− (αh)ν

ν!

]
,

âûáèðàåì h = h(ε, ν) ∈ (0, h0] : 2Nh = T, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó
(
1 + ε

2

)
K

2h
× 2max{1, 2h max(‖B‖, ‖C‖)}

[
eαh − 1− αh− . . .− (αh)ν

ν!

]
<

ε

2(1 + ε)
, (39).

Òîãäà ïî òåîðåìå î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ îãðàíè÷åííî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ [8,c.142] ïîëó÷èì,
÷òî ìàòðèöà Qν(2h) îáðàòèìà ïðè âñåõ h ∈ (0, h] : 2Nh = T è äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà

‖[Qν(2h)]−1‖ ≤ (1 + ε)
K

2h
. (40)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè h = h ïîëó÷èì îáðàòèìîñòü ìàòðèöû Qν(2h) è ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ
à) ‖[Qν(2h)]−1‖ ≤ γν(h), ãäå γν(h) =

(1 + ε)K
2h

.

á) qν(h) = γν(h)× 2max(1, 2h max(‖B‖, ‖C‖))
[
eαh − 1− αh− . . .− (αh)ν

ν!

]
<

ε

2 + ε
< 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Åâðàçèéñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì.Ë.Í.Ãóìèëåâà
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Óñòàíàâëèâàþòñÿ ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ðåøåíèÿ
ïîëóïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è íà ïîëîñå äëÿ ñèñòåìû òèïà À.Â.Áèöàäçå ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.

Â îáëàñòè D = {(x, y) : −π < x < π,−∞ < y < ∞} ðàññìîòðèì ñèñòåìó
{

uxx − uyy − 2vxy + ϕ(y)ux + a(y)u = f(x, y),
2uxy + vxx − vyy + ψ(y)vx + d(y)v = g(x, y),

ãäå f, g ∈ L2(D). Ôóíêöèè ϕ(y), a(y), ψ(y), d(y) ïðåäïîëàãàåì íåïðåðûâíûìè. Åñëè ââåñòè îáî-
çíà÷åíèÿ

Bxy =




∂2

∂x2 − ∂2

∂y2 −2 ∂2

∂x∂y

−2 ∂2

∂x∂y
∂2

∂x2 − ∂2

∂y2


 , Px(y) =




ϕ(y) ∂
∂x 0

0 ψ(y) ∂
∂x


 ,

Q(y) =




a(y) 0

0 d(y)


 , w = (u, v), F = (f, g),

òî ýòà ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

L0w = Bxyw + Px(y)w + Q(y)w = F (x, y). (1)

×åðåç C∞
π,0(D, R2) îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé w = (u, v), áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â îá-

ëàñòè D, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ â D = {(x, y) : −π ≤ x ≤ π,−∞ < y < ∞}, ôèíèòíûõ
ïî y è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

w(−π, y) = w(π, y), wx(−π, y) = wx(π, y). (2)

Îïåðàòîð L0, çàäàííûé íà C∞
π,0(D, R2), äîïóñêàåò çàìûêàíèå â íîðìå ïðîñòðàíñòâà

L2(D, R2), êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç L.

Keywords: half-periodical problem, Bitsadze type singular system, operator, stripe
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 35J20
c Ê. Í. Îñïàíîâ, 2004.
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Ôóíêöèþ w(x, y) ∈ L2(D, R2) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2), åñëè íàéäåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {wn}∞n=1 ôóíêöèé èç C∞

π,0(D, R2) òàêàÿ, ÷òî ‖wn−w‖2,D → 0, ‖L0w−F‖2,D → 0 ïðè
n →∞. Çäåñü è â äàëüíåéøåì ‖ · ‖2,D � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå L2(D,R2).

Ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ïî Ïåòðîâñêîìó. Âàæíîñòü èçó÷åíèÿ êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ ñèñòåì è ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå èõ òåîðèè îò òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îäíîãî ýëëèïòè÷åñ-
êîãî óðàâíåíèÿ îòìå÷åíà â ìîíîãðàôèè [1, ñ.180]. Çàäà÷à ñ óñëîâèÿìè âèäà (2) â ñëó÷àå îäíîãî
óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [2�5]. Èçâåñòíûå äî ñèõ ïîð ðåçóëüòàòû ïî
ñèñòåìå (1) îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Îäíàêî ðàçâèòûå ïðè ýòîì ìåòîäû íå
âñåãäà ïðèìåíèìû ê ñèíãóëÿðíûì êðàåâûì çàäà÷àì òèïà (1), (2). Â ðàáîòå ïîëó÷åíû äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2) è óñòàíîâëåíà îöåíêà Ñîáîëåâñêîé
íîðìû ñ âåñîì ðåøåíèÿ.

×åðåç C, C0, C1, C2, C
′
1, C

′
2 è ò.ä. áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, âîîáùå

ãîâîðÿ, ðàçíûå â ðàçíûõ ìåñòàõ.
Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèè ϕ(y), a(y), ψ(y), d(y) íåïðåðûâíû è

inf
y∈R

{−ϕ(y), a(y), ψ(y), d(y)} ≥ δ > 0. (3)

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ w çàäà÷è (1)�(2) èìååò ìåñòî îöåíêà

‖w‖2
W 1

2 (D,R2) = ‖wx‖2
2,D + ‖wy‖2

2,D + ‖w‖2
2,D ≤ C‖F‖2

2,D. (4)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü w = (u, v) ∈ C∞
π,0(D, R2). Ïîëîæèì (−u, v) = w. Ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

(L0w, w) =
∫

D

[|wy|2 + a(y)|u|2 + d(y)|v|2]dydx−
∫

D

|wx|2dydx, (5)

(L0w, wx) =
∫

D

[−ϕ(y)|ux|2 + ψ(y)|vx|2]dydx. (6)

Èç (6), ïðèìåíÿÿ "íåðàâåíñòâî Êîøè ñ ε" è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (3), èìååì

1
2ε
‖L0w‖2

2,D +
ε

2
‖wx‖2

2,D ≥ δ‖wx‖2
2,D.

Âûáðàâ ε > 0 òàê, ÷òî δ− ε = δ0 > 0, (5) ñíà÷àëà óìíîæèì íà 0.5ε, çàòåì ñëîæèì ñ ïîñëåäíèì
íåðàâåíñòâîì. Ïîëó÷èì

ε

2
(L0w, w) +

1
2ε
‖L0w‖2

2,D ≥ ε

2

∫

D

[|wy|2 + a(y)|u|2 + d(y)|v|2]dydx + δ0‖wx‖2
2,D ≥

≥ ε

2
‖wy‖2

2,D + δ0‖wx‖2
2,D + δ‖w‖2

2,D.

Îòñþäà ïðè íåêîòîðîì γ > 0 âûòåêàåò îöåíêà

ε

2

(
1
2γ
‖L0w‖2

2,D +
γ

2
‖w‖2

2,D

)
+

1
2ε
‖L0w‖2

2,D ≥ ε

2
‖wy‖2

2,D + δ0‖wx‖2
2,D + δ‖w‖2

2,D,

èç êîòîðîé, ïîëàãàÿ δ − 0.25εγ > 0, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
(

ε

4γ
+

1
2ε

)
‖L0w‖2

2,D ≥ C0‖w‖2
W 1

2 (D,R2).
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Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà (4), êîòîðàÿ ïî íåïðåðûâíîñòè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþáîå ðåøåíèå
çàäà÷è (1), (2). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü ôóíêöèè f, g â ñèñòåìå (1) ïðåäñòàâëåíû â âèäå

f =
∞∑

n=−∞
fn(y)einx, g =

∞∑
n=−∞

gn(y)einx.

Ðåøåíèå w = (u, v) çàäà÷è (1)�(2) áóäåì èñêàòü êàê ïðåäåë ïðè N → ∞ â íîðìå L2(D, R2)
ýëåìåíòîâ (

N∑

k=−N

uk(y)eikx,
N∑

k=−N

vk(y)eikx

)
.

Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ wn = (un(y), vn(y)) (n = 0,±1,±2, ...) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
{ −u

′′
n − 2inv

′
n + (−n2 + inϕ(y) + a(y))un = fn(y),

−v
′′
n + 2inu

′
n + (−n2 + inψ(y) + d(y))vn = gn(y).

(7)

Çàìûêàíèå â íîðìå L2 ≡ L2(R, R2) îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèñòåìå (7) è îïðåäåëåííîãî
íà ìíîæåñòâå C∞

0 (R, R2) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ è ôèíèòíûõ â R âåêòîð-ôóíêöèé,
îáîçíà÷èì ÷åðåç ln. Ïóñòü λ ≥ 0. Òîãäà îïåðàòîð ln + λE (E çäåñü è â äàëüíåéøåì � åäè-
íè÷íàÿ 2 × 2-ìàòðèöà) ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå (7), ãäå êîýôôèöèåíòû a(y) è d(y) çàìåíåíû,
ñîîòâåòñòâåííî, íà a(y) + λ è d(y) + λ.

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3) è λ ≥ 0. Òîãäà äëÿ âñåõ w = (u(y), v(y)) ∈
D(ln + λE) èìååò ìåñòî îöåíêà

‖(ln + λE)w‖2
2 ≥ C0

∫

R

[|w′ |2 + (1 + n2 + λ)|w|2]dy, (8)

ãäå ‖ · ‖2 � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå L2.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü u, v ∈ C∞
0 (R), w = (u, v). Òîãäà

Re((ln + λE)w, w) = Re[(f, u) + (g, v)] ≥
∫

R

[|w′|2 + (−n2 + δ + λ)|w|2] dy.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (3), èìååì

δ + 1
δ

Im[(−fn, nu) + (gn, nv)] ≥ n2(δ + 1)‖w‖2
2.

Ñóììèðóåì äâà ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿ. Ê ïîëó÷åííîìó âûðàæåíèþ ïðèìåíèì "íåðàâåíñòâî
Êîøè ñ ε". Òîãäà

∫

R

[|w′|2 +
(
λ + (n2 + 1)δ

) |w|2] dy ≤ δ + 1
2γδ

∫

R

[|fn(y)|2 + |gn(y)|2] dy+

+
(δ + 1)γ

2δ
n2

∫

R

|w(y)|2dy +
3
4δ

∫

R

|(ln + λE)w|2dy +
δ

3

∫

R

|w|2dy,

îòêóäà, âûáðàâ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ÷èñëî γ, ïîëó÷èì îöåíêó (8), êîòîðàÿ îñòàåòñÿ ñïðà-
âåäëèâîé è äëÿ âñåõ w = (u, v) ∈ D(ln + λE). Ëåììà äîêàçàíà.
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Ïóñòü ∆j = (j−1, j+1), j ∈ Z. ×åðåç ln,j +λE (λ ≥ 0) îáîçíà÷èì ñóæåíèå îïåðàòîðà ln+λE
íà èíòåðâàë ∆j , îïðåäåëåííîãî íà ôóíêöèÿõ w = (u, v), óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì

u(j − 1) = u(j + 1) = 0, v(j − 1) = v(j + 1) = 0. (9)

Cîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà (8), óñòàíàâëèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖(ln,j + λE)w‖2
L2(∆j ,R2) ≥ C1

∫

∆j

[
|w′ |2 + (1 + λ)|w|2

]
dy, w ∈ D(ln,j + λE), (10)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C1 íå çàâèñèò îò j, w, λ.
Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3) è λ ≥ 0. Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà ln,j + λE ñóùå-

ñòâóåò îáðàòíûé (ln,j + λE)−1, îïðåäåëåííûé íà âñåì L2(∆j , R
2).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà (ln,j + λE)−1 îáåñïå÷èâàåòñÿ îöåíêîé
(10).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ìíîæåñòâî R(ln,j + λE) íåïëîòíî â L2(∆j , R
2). Òîãäà ñî-

ãëàñíî îáùåé òåîðèè îïåðàòîðîâ íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò U = (p, s) èç L2(∆j , R
2),

÷òî ((ln,j +λE)w,U) = 0 äëÿ âñåõ w ∈ D(ln,j +λE). Ïîñêîëüêó D(ln,j +λE) ïëîòíî â L2(∆j , R
2),

èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååì (ln,j + λE)∗U = 0, ãäå (ln,j + λE)∗− ñîïðÿæåííûé ê ln,j + λE
îïåðàòîð, ò.å. { −p

′′
+ 2ins

′
+ (−n2 − inϕ(y) + a(y) + λ)p = 0,

−s
′′ − 2inp

′
+ (−n2 − inψ(y) + d(y) + λ)s = 0, y ∈ ∆j .

Îòñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü âêëþ÷åíèÿ p
′′
, s
′′ ∈ L2(∆j). Ïîýòîìó p, s ∈ W 2

2 (∆j). Ïîêàæåì, ÷òî
ôóíêöèè p è s óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (9). Â ñàìîì äåëå

0 = (w, (ln,j + λE)∗U) = u
′
(j + 1)p̄(j + 1)− u

′
(j − 1)p̄(j − 1)+

+v
′
(j + 1)s̄(j + 1)− v

′
(j − 1)s̄(j − 1) + ((ln,j + λE)w, U)

äëÿ âñåõ w = (u, v) ∈ D(ln,j + λE). Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

(w, (ln,j + λE)∗U) = ((ln,j + λE)w, U),

òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî òîëüêî òîãäà, êîãäà p(j − 1) = p(j + 1) = 0, s(j − 1) =

s(j + 1) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè p, s ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Ñ.Ë.Ñîáîëåâà
◦

W 2

2

(∆j).
Òîãäà U ∈ D(ln,j + λE) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

0 = ‖(ln,j + λE)∗U‖L2(∆j ,R2) ≥ C0‖U‖L2(∆j ,R2),

êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî íåðàâåíñòâó (8). Ñëåäîâàòåëüíî, U = 0. Ïîëó÷åíî ïðîòè-
âîðå÷èå, êîòîðîå äîêàçûâàåò ëåììó.

Ëåììà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3) è λ > 0. Òîãäà èìåþò ìåñòî îöåíêè

‖(ln,j + λE)−1‖L2(∆j ,R2)→L2(∆j ,R2) ≤
C
′
0√
λ

, (11)

‖ d

dy
(ln,j + λE)−1‖L2(∆j ,R2)→L2(∆j ,R2) ≤

C
′
1

λ1/4
. (12)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îöåíêà (11) åñòü ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà (10). Äàëåå èìåþò ìåñòî
îöåíêè

|((ln,j + λE)w,w)| ≥ C2

∫

∆j

(|w′ |2 + (1 + λ)|w|2)dy − C3

∫

∆j

n2|w|2dy,
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|((ln,j + λE)w,w)| ≥ n2δ‖w‖2
L2(∆j ,R2), w ∈ D(ln,j + λE).

Èç íèõ ëåãêî ñëåäóþò íåðàâåíñòâà ‖(ln,j + λE)w‖L2(∆j ,R2)‖w‖L2(∆j ,R2) ≥ C4‖w′‖2
L2(∆j ,R2) è

‖(ln,j + λE)w‖L2(∆j ,R2) ≥ C5

√
1 + λ‖w‖L2(∆j ,R2), à èç ïîñëåäíèõ � îöåíêà (12). Ëåììà äîêà-

çàíà.
Ïóñòü θ1, θ2, ... � íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè èç C∞

0 (R) òàêèå, ÷òî
∑

j

θ2
j (y) = 1, supp θj ∈ ∆j .

Ñîãëàñíî ëåììå 3 ââåäåì îïåðàòîð K ïî ôîðìóëå

KF =
∞∑

j=1

θj(y)(ln,j + λE)−1θjF, F ∈ L2.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé θ1, θ2, ... â êàæäîé òî÷êå x ∈ R ñîñòîèò
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà (íå áîëåå äâóõ) ñëàãàåìûõ. Ïóñòü

T =
(

0 −1
1 0

)
.

Ïîñêîëüêó ln,j � ñóæåíèå îïåðàòîðà ln, òî KF ∈ D(ln + λE) è

(ln + λE)KF =
∞∑

j=1

(ln + λE)[θj(ln,j + λE)−1θjF ] = F −
∞∑

j=1

θ
′′
j (ln,j + λE)−1θjF−

−
∞∑

j=1

θ
′
jT (ln,j + λE)−1θjF − 2

∞∑

j=1

θ
′
j

d

dy
(ln,j + λE)−1θjF =

= F + M1,n(λ)F + M2,n(λ)F + M3,n(λ)F.

Ïîëîæèì C5 = max
k∈N

max
y∈R

(|θk(y)|, |θ′k(y)|, |θ′′k(y)|). Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ôóíêöèé θk (k = 1, 2, ...) è
ëåìì 2, 3 èìååì

‖M1,n(λ)F‖2
2 ≤ 10

∞∑

k=1

∫

∆k

|θ′′k(y)(ln,k + λE)−1θk(y)F (y)|2dy ≤

≤ C6√
λ

∞∑

k=1

‖θkF‖2
L2(∆k,R2) =

C6√
λ
‖F‖2

2,

‖M2,n(λ)F‖2
2 ≤ 10

∞∑

k=1

∫

∆k

|θ′k(y)T (ln,k + λE)−1θk(y)F (y)|2dy ≤ C7√
λ
‖F‖2

2,

‖M3,n(λ)F‖2
2 ≤ 20C5

∞∑

k=1

‖ d

dy
(ln,k + λE)−1θkF‖2

L2(∆k,R2) ≤
C8

λ1/4
‖F‖2

2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖M1,n(λ) + M2,n(λ) + M3,n(λ)‖L2→L2 = ‖Sn(λ)‖L2→L2 ≤
C9

λ1/4
, λ > 1.
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Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ÷èñëî λ0 > 1 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ λ ≥ λ0 èìåþò ìåñòî îöåíêè

‖Sn(λ)‖L2→L2 ≤
1
2
,

1
2
≤ ‖E + Sn(λ)‖L2→L2 ≤

3
2
, ‖(E + Sn(λ))−1‖L2→L2 ≤ 2,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî E + Sn(λ) : L2 → L2 � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Ïîëàãàÿ (E +
Sn(λ))F = h, èìååì (ln + λE)K(E + Sn(λ))−1h = h, h ∈ L2, λ ≥ λ0. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð
ln+λE îáðàòèì ïðè âñåõ λ ≥ λ0, à åãî îáðàòíûé K(E+Sn(λ))−1 îïðåäåëåí íà âñåì ïðîñòðàíñòâå
L2. Îòñþäà è èç îöåíêè (10) íà îñíîâàíèè îáùèõ óòâåðæäåíèé òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
âûòåêàåò

Ëåììà 5. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (3), òî äëÿ îïåðàòîðà ln ñóùåñòâóåò îáðàòíûé l−1
n ,

îïðåäåëåííûé íà âñåì ïðîñòðàíñòâå L2(R, R2).
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â íàñòîÿùåé ðàáîòå.
Òå î ð åì à. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (3), òî çàäà÷à (1), (2) äëÿ êàæäîé ïðàâîé ÷àñòè

F = (f, g) ∈ L2(D, R2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå w = (u, v), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó
Ñ.Ë.Ñîáîëåâà W 1

2 (D, R2).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (un, vn) (n ∈ Z) � ðåøåíèå ñèñòåìû (7). Òîãäà ôóíêöèÿ

wN = (
N∑

k=−N

uk(y)eikx,
N∑

k=−N

vk(y)eikx) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ FN =

(
N∑

k=−N

fk(y)eikx,
N∑

k=−N

gk(y)eikx). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {FN}, êàê ñõîäÿùàÿñÿ ê ïðàâîé ÷àñòè

F (x, y) ñèñòåìû (1), ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Òîãäà ñîãëàñíî îöåíêå (4) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{wN}∞N=−∞ òàêæå ôóíäàìåíòàëüíà â W 1

2 (D, R2) è â ñèëó ïîëíîòû W 1
2 (D, R2) ñõîäèòñÿ ïðè

N →∞ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè w = (u, v) ∈ W 1
2 (D, R2). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ w(x, y) � ðåøåíèå

çàäà÷è (1), (2). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ âûòåêàåò èç îöåíêè (4). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÄÈÔÐÀÊÖÈß ÏËÎÑÊÎÉ ÂÎËÍÛ ÍÀ ËÅÒÅ ÏÐÈ
ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÎÌ ÂÎËÍÎÂÎÌ ÂÅÊÒÎÐÅ
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Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èç ÷èñëà ñòðîãèõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ òåîðèè äèôðàêöèè ïî
ñóùåñòâó èçâåñòíû âñåãî äâà ïîäõîäà. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ìåòîä çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà è ìåòîä
Âèíåðà-Õîïôà-Ôîêà [1]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îíè àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íà
îñòðîì êðàå èëè, òàê íàçûâàåìîìó óñëîâèþ Ìåéêñíåðà, êîòîðîå äèêòóåò õàðàêòåð áåñêîíå÷íîãî
ðîñòà ðåøåíèÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê îñòðîìó êðàþ, è â ðåçóëüòàòå ÿâëÿåòñÿ îòâåòñòâåííûì
çà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Îäíàêî êðóã çàäà÷, ðåøàåìûõ â çàìêíóòîé ôîðìå,
èñòîðè÷åñêè îãðàíè÷èâàëñÿ ïîëóáåñêîíå÷íûìè ñòðóêòóðàìè, õîòÿ ýòè ìåòîäû áûëè ìîùíûìè
è èãðàëè ðîëü èñõîäíûõ ïðåäïîñûëîê ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé áîëåå ñëîæíûõ
çàäà÷.

Ìåòîä Âèíåðà-Õîïôà-Ôîêà áûë ðàçâèò äëÿ êîíå÷íûõ ñòðóêòóð â ðàáîòàõ [2], [3], êîãäà
òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû áûëà ïàðàëëåëüíà
êðîìêàì ïîëîñêîâî-ùåëåâîé ñòðóêòóðû.

Â äàííîé ðàáîòå â îòëè÷èå îò [2] ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôðàêöèÿ ïëîñêîé âîëíû íà ëåíòå ïðè
ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè âîëíîâîãî âåêòîðà.

1. Ï î ñ ò à í î â ê à ç à ä à ÷ è. Ïóñòü íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùóþ ëåíòó |z| 6 a, y =
0, −∞ < x < ∞ ïàäàåò ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà (ðèñ. 1), ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ â ïðîèçâîëüíîì
íàïðàâëåíèè

E0 = e0E, H0 =
[k0 · e0]

k0

√
ε

µ
E, E = A exp i(k0r− ωt), (1)

k0/k0 = i cosβ + j sinβ cosψ0 + k sinβ cosψ0,

r = xi+ yj+ zk, k0 = ω/c,

ãäå β � óãîë ìåæäó îñüþ x è íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, ψ0 � óãîë ìåæäó îñüþ z
è ïðîåêöèåé íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà ïëîñêîñòü (y, z), A � àìïëèòóäà ïîëÿ.

Keywords: value problem, integral equation, di�raction of a plane wave, boundary, electromagnetic �eld
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 78A45
c Ñ. Ñ. Ñàóòáåêîâ, 2004.
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Ðèñ. 1: Äèôðàêöèÿ ïëîñêîé âîëíû íà ëåíòå.

Íàïðàâëåíèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E0 çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðî-
èçâîëüíîãî âåêòîðà e

e0 = [k0 · e]/|[k0 · e]|.
Ãàðìîíè÷åñêèé ìíîæèòåëü îò âðåìåíè exp(−iωt) äàëåå âñþäó îïóñêàåì.

Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèè (1) ïàäàþùàÿ âîëíà çàâèñèò îò x ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó êàê
exp(ixk0 cosβ), äèôðàêöèîííûå ïîëÿ äîëæíû èìåòü òàêóþ æå çàâèñèìîñòü ïî êîîðäèíàòå x.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

E(x, y, z) = E(y, z) exp(ixk0 cosβ), H(x, y, z) = H(y, z) exp(ixk0 cosβ). (2)

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïðåäñòàâèì êàê ñóììó ïîëåé ïàäàþùåé è äèôðàãèðîâàííîé âîëí

E = E0 +E1, H = H0 +H1.

Òàê êàê Ex, Hx íàïðàâëåíû âäîëü êðîìêè ëåíòû, ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå áóäåì âûðàæàòü
÷åðåç íèõ ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ (2) è óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà

Ex =
i

ωε
(∂Hz/∂y − ∂Hy/∂z),

Ey =
i

ωε
(∂Hx/∂z − ∂Hz/∂x),

Ez =
i

ωε
(∂Hy/∂x− ∂Hx/∂y).

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü

Ey =
i

k0 sin2 β

(
cosβ

∂

∂y
Ex +

√
µ

ε

∂

∂z
Hx

)
, (3)

Ez =
i

k0 sin2 β

(
cosβ

∂

∂z
Ex −

√
µ

ε

∂

∂y
Hx

)
, (4)

Hy =
i

k0 sin2 β

(
cosβ

∂

∂y
Hx −

√
ε

µ

∂

∂z
Ex

)
, (5)
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Hz =
i

k0 sin2 β

(
cosβ

∂

∂z
Hx +

√
ε

µ

∂

∂y
Ex

)
. (6)

Ïðè÷åì ýòè áàçîâûå ñîñòàâëÿþùèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò äâóìåðíîìó
óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà

∂2

∂y2
Ex +

∂2

∂z2
Ex + k2

0 sin2 βEx = 0, (7)

∂2

∂y2
Hx +

∂2

∂z2
Hx + k2

0 sin2 βHx = 0. (8)

Óðàâíåíèÿ (7) è (8) êðàåâîé çàäà÷è äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì îòñóòñòâèÿ
òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ëåíòå

Ex = Ez = 0 ïðè y = 0, z 6 |a|. (9)

Òàêèì îáðàçîì, êðàåâàÿ çàäà÷à ðàçäåëèëàñü íà äâå êðàåâûå çàäà÷è.
1. Çàäà÷à Äèðèõëå. Óðàâíåíèå (7) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (9), êîòîðîå íàçîâåì ìàãíèòíîé

çàäà÷åé.
2. Çàäà÷à Íåéìàíà. Óðàâíåíèå (8) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

∂

∂y
Hx = 0 ïðè y = 0, z 6 |a|, (10)

êîòîðîå ñëåäóåò èç (9), òàê êàê íà ïîâåðõíîñòè ëåíòû ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

∂

∂y
Ex = 0 ïðè y = 0, z 6 |a|.

Ýòó çàäà÷ó íàçîâåì ýëåêòðè÷åñêîé çàäà÷åé.
Äàëåå ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

k ≡ k0 sinβ, h ≡ k cosψ0. (11)

2. Ð å ø å í è å ì à ã í è ò í î é ç à ä à ÷ è. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7)
ïðåäñòàâèì â âèäå

Ex(y, z) =

∞∫

−∞
exp{i(wz + v|y|)}F (w)

v
dw + E0

x(y, z), v =
√

k2 − w2. (12)

Çàïèøåì ñîñòàâëÿþùóþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïàäàþùåé âîëíû (1) íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé
ëåíòå

E0
x(0, z) = E0 exp(ihz), E0 ≡ e0xA,

ãäå e0x � ïðîåêöèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà e0 íà îñü x. Òîãäà, ñîãëàñíî ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (12),
èç (9) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

∞∫

−∞
exp{iwz}F (w)

v
dw + E0 exp(ihz) = 0 ïðè |z| 6 a. (13)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè h ôèêñèðóåì â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè (ÍÏ) êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
w.
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Èç-çà íåïðåðûâíîñòè ñîñòàâëÿþùåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hz íà ïðîäîëæåíèè ëåíòû íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

∞∫

−∞
exp{iwz}F (w)dw = 0 ïðè |z| > a. (14)

Ðåøåíèå ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (13) è (14) ïîñòðîèì ìåòîäîì êðà-
åâûõ èñòî÷íèêîâ [3]

F (w) = F1 + F2, (15)

ãäå

F2(w) =
√

k − w
(
A2(w) + B+(w)

)
exp(iwa), F1(w) =

√
k + w

(
A1(w) + B−(w)

)
exp(−iwa).

Èñêîìûå ôóíêöèè A2 è A1 ñîîòâåòñòâóþò àìïëèòóäå ïëîñêîé âîëíû, à B+ è B− � àì-
ïëèòóäàì îòðàæåííûõ âîëí îò êðîìîê ëåíòû. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë àíàëèòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ,
ðàñïîëîæåííûõ íà êðîìêàõ, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè ïîãëîùàþò è ïåðåèçëó÷àþò âîëíû.
Íàïðèìåð, A1 ãàñèò ïàäàþùóþ ïëîñêóþ âîëíó ñëåâà çà ïåðâîé êðîìêîé (z 6 a ), à A2 � ýòó
ïîðîæäåííóþ âîëíó òîêà ñëåâà îò âòîðîé êðîìêè (z < −a), B+ ïîãëîùàåò íàáåãàþùèå âîëíû
òîêîâ íà íå¼ ñïðàâà â îáëàñòè z < −a, B− � âîëíû òîêîâ îò èñòî÷íèêà F2 ñïðàâà îò íå¼. Ñëå-
äîâàòåëüíî, A1 è A2 àíàëèòè÷íû âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè w çà èñêëþ÷åíèåì ïðîñòîãî
ïîëþñà w = h.

Ïîñêîëüêó áåãóùèì íàïðàâî ïî îñè z âîëíàì ñîîòâåòñòâóþò îñîáûå òî÷êè òîëüêî â ÂÏ
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé w, òî B− äîëæíà áûòü àíàëèòè÷íîé â ÍÏ w, à B+ � â ÂÏ. Ïîýòîìó
èñêîìûå ôóíêöèè B− è B+ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

B−(w) = − 1
2πi

∞+iε1∫

−∞+iε1

Ψ2(u)
u− w

du, B+(w) =
1

2πi

∞−iε1∫

−∞−iε1

Ψ1(u)
u− w

du, (16)

ãäå èñêîìûå ôóíêöèè Ψ2 è Ψ1 àíàëèòè÷íû â ïîëîñå | Im u| < Im k , 0 < ε1 < Im k.
Ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòà, êîìïåíñèðóÿ ïðîñòîé ïîëþñ â òî÷êå w = h â ÍÏ w, èç (3)

îïðåäåëèì

A1(w) =
E0

√
k − h

2πi

exp(iha)
(w − h)

. (17)

Àíàëîãè÷íî èç (14) ïðè z < −a ïîëó÷èì

A2(w) =
E0

√
k + h

2πi

exp(−iha)
(w − h)

. (18)

(Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ (17) è (18) ñïðàâåäëèâû è ïðè ïàäåíèè ïëîñêîé âîëíû
ñëåâà.)

Ïîäñòàâèâ ôóíêöèþ B+(w) èç (16) â (14), çàìêíóâ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ (ÊÈ) âäîëü
âåùåñòâåííîé îñè áåñêîíå÷íîé ïîëóîêðóæíîñòüþ â ÍÏ w ïðè z < −a è êîìïåíñèðóÿ òî÷êó
âåòâëåíèÿ ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, íàéäåì

B+(w) = − 1
2πi

∞−iε∫

−∞−iε

exp(−i2au)
(u− w)

√
k + u

k − u

(
A1(u) + B−(u)

)
du.
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Ïîìåíÿâ çíàê ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, âûðàæåíèå óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

B+(w) =
1

2πi

∞+iε∫

−∞+iε

exp(i2au)
(u + w)

√
k − u

k + u

(
A1(−u) + B−(−u)

)
du. (19)

Àíàëîãè÷íî ïðè z > a èç (14), êîìïåíñèðóÿ òî÷êó âåòâëåíèÿ â ÂÏ w, ïîëó÷èì

B−(w) =
1

2πi

∞+iε∫

−∞+iε

exp(i2au)
(u− w)

√
k − u

k + u

(
A2(u) + B+(u)

)
du. (20)

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (12) è (13), äîñòîâåðíîñòü êîòîðî-
ãî ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (17)�(20) â ñèñòåìó è âû÷èñëèâ
èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (12) è (13) ïîëó÷åíà ñè-
ñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (19) è (20), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Äàëåå ñèñòåìó áóäåì ðåøàòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ìåòîäó ïåðåâàëà
ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòàëîííîãî èíòåãðàëà

I(w, l) =
1

2πi

∫

C+

exp(ilu)
u− w

√
k − u

k + u
du,

ãäå C+ � êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûé ñîñòîèò èç ïðÿìîé, ïåðåíåñåííîé ïàðàëëåëüíî âå-
ùåñòâåííîé îñè íà iε, è óçêîé ïåòëè, îãèáàþùåé òî÷êó u = −h â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (ÂÏ)
ñâåðõó. Åãî ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè Õàíêåëÿ H(1)

0 è Γ [2]:

I(w, l) =
1
2i

H(1)
0 (kl)−

√
k − w

k + w
exp(ilw)Γ(kl/2, w/k), (21)

ãäå

Γ(kl, w/k) = −
√

k2 − w2

2πi
exp(−i2lw)

∫

C1

exp(i2lu)
(u− w)

√
k2 − u2

du

èëè

Γ(kl, cosβ) = sinβ

kl∫

∞
H(1)

0 (2t) exp(−2it cosβ)dt.

Äåôîðìèðóÿ ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ â (19), (20) äî áåðåãîâ ðàçðåçà C1, êîòîðûé öåëåñîîáðàçíî
ïðîâåñòè îò òî÷êè wo = k ïàðàëëåëüíî ìíèìîé îñè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ñïóñêà, è âû÷èñëèâ
èíòåãðàë â êîðîòêîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè, ñèñòåìó (19), (20) ïðèâåäåì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)

{
B+(k) = A1(k) (I(−k, 2a)− I(−h, 2a)) + B−(−k)I(−k, 2a),
B−(−k) = A2(−k) (I(−k, 2a)− I(h, 2a)) + B+(k)I(−k, 2a).

(22)

Ðåøàÿ ÑËÀÓ, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

B+(k) =
A1(k) (I(−k, 2a)− I(−h, 2a)) + A2(−k)I(−k, 2a) (I(−k, 2a)− I(h, 2a))

1− I2(−k, 2a)
, (23)
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B−(−k) =
A1(k)I(−k, 2a) (I(−k, 2a)− I(−h, 2a)) + A2(−k) (I(−k, 2a)− I(h, 2a))

1− I2(−k, 2a)
, (24)

ãäå èñêîìûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ â ïåðåâàëüíîé òî÷êå ñëåäóþùèì îáðàçîì

B+(w) ∼= A1(w) (I(−w, 2a)− I(−h, 2a)) + B−(−k)I(−w, 2a), (25)

B−(w) ∼= A2(w) (I(w, 2a)− I(h, 2a)) + B+(k)I(w, 2a). (26)

3. Ð à ñ ÷ å ò ý ë å ê ò ð è ÷ å ñ ê î ã î ï î ë ÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå(15) â (12),
âû÷èñëèì äèôðàêöèîííîå ïîëå

E1
x = I1 + I2 (27)

â âèäå ñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ

I1 =

∞∫

−∞
exp{i(w(z − a) + v|y|)}A1(w) + B−(w)√

k − w
dw, (28)

I2 =

∞∫

−∞
exp{i(w(z + a) + v|y|)}A2(w) + B+(w)√

k + w
dw. (29)

Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

z = r cos θ, y = r sin θ; w = k sinα, v = k cosα

ïåðâûé èíòåãðàë ïðèìåò âèä

I1 =
E0

πi

∫

S

exp{ikR1 sin(α + ζ)}
sinα− cosψ0

cos
α− π/2

2
{sin ψ0

2
exp(ika cosψ0)+

+cos
ψ0

2
exp(−ika cosψ0) [I(k sinα, 2a)− I(k cosψ0, 2a)]}dα+

+
√

2k

∫

S

exp{ikR1 sin(α + ζ)} cos
α− π/2

2
I(k sinα, 2a)B+(k)dα,

ãäå S � êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñëåäóþùèé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò
ñâåðõó âíèç ïî íàïðàâëåíèþ âåùåñòâåííîé îñè. Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå
îáóñëîâëåíû ïåðåíîñîì íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò íà êðàé ëåíòû,

R1 =
√

r2 − 2ar cos θ + a2 ' r − a cos θ, ζ = θ + arctg
(

a sin θ

r − a cos θ

)
' θ +

a

r
sin θ.

Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ τ = α + β − π/2 è ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ôóíêöèè Õàíêåëÿ [2]

H(1)
0 (kR1) =

1
π

∫

S

exp(iR1k cos τ)dτ,
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ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïåðåâàëà ïîëó÷èì

I1 = −iE0 H(1)
0 (kR1)

cos ζ
2

cos ζ − cosψ0
{sin ψ0

2
exp(ika cosψ0)+

+cos
ψ0

2
exp(−ika cosψ0) [I(k sin ζ, 2a)− I(k cosψ0, 2a)]}+

+
√

2kπ H(1)
0 (kR1) cos

ζ

2
I(k cos ζ, 2a)B+(k).

(30)

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ âòîðîé èíòåãðàë

I2 = −iE0 H(1)
0 (kR2)

sin γ
2

cos γ − cosψ0
{cos

ψ0

2
exp(−ika cosψ0)+

+ sin
ψ0

2
exp(ika cosψ0) [I(−k cos γ, 2a)− I(−k cosψ0, 2a)]}+

+
√

2kπ H(1)
0 (kR2) sin

γ

2
I(−k cos γ, 2a)B−(−k).

(31)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

R2 =
√

r2 + 2ra cos θ + a2 ' r + a cos θ,

γ = θ + arccos
(

a sin θ

r + a cos θ

)
' θ − a

r
sin θ.

Îòìåòèì, ÷òî äèôðàãèðîâàííûå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ÿâëÿþòñÿ êîíè÷åñêèìè.
4. Ð å ø å í è å ý ë å ê ò ð è ÷ å ñ ê î é ç à ä à ÷ è. Òåïåðü ðàññìîòðèì äèôðàêöèþ

ïëîñêîé âîëíû (1) ñ ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé H0
x íà ëåíòå

H0
x =

√
ε

µ

E

k0
(k0ye0z − k0ze0y)

èëè
H0

x =
√

ε

µ
E

√
sin2 β − e2

0x.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) ïðåäñòàâèì â âèäå

Hx(y, z) = sign y

∞∫

−∞
exp{i(wz + v|y|)}F (w)dw + H0

x(y, z). (32)

Òîãäà èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïðîäîëæåíèè ëåíòû ñëåäóåò èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå

∞∫

−∞
exp{iwz}F (w)dw = 0 ïðè |z| > a. (33)

Ñîãëàñíî ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (10) òàêæå ïîëó÷èì
∞∫

−∞
exp{iwz}vF (w)dw + H0 exp(ihz) = 0 ïðè |z| 6 a, (34)

H0 ≡
√

ε

µ
A

√
sin2 β − e2

0xk sinψ0.
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Äëÿ îïðåäåëåííîñòè h ôèêñèðóåì â ÍÏ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé w. Ðåøåíèå ñèñòåìû ñèí-
ãóëÿðíûõ óðàâíåíèé (33) è (34) ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ìàãíèòíîé çàäà÷å

F (w) = F1 + F2, (35)

ãäå
F2(w) =

1√
k − w

(
A2(w) + B+(w)

)
exp(iwa),

F1(w) =
1√

k + w

(
A1(w) + B−(w)

)
exp(−iwa),

A2 è A1 � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çà èñêëþ÷åíèåì ïðîñòîãî ïîëþñà
â òî÷êå w = h â ÍÏ w, B−, B+ � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâåííî, â ÍÏ è â ÂÏ.

Èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (34), ïðè z 6 a çàìêíóâ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â ÍÏ, ïîëó÷èì

A1(w) =
H0

√
k + h

2πi

exp(iha)
(w − h)

.

Êîìïåíñèðóÿ ýòîò ïðîñòîé ïîëþñ â ÍÏ w ïðè z < −a, èç (33) èìååì

A2(w) =
H0

√
k − h

2πi

exp(−iha)
(w − h)

.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ (17) è (18) ñïðàâåäëèâû è ïðè ïàäåíèè ïëîñêîé âîëíû
ñëåâà. Êðîìå òîãî, â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ïîäèíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé â òîé ïîëóïëîñêîñòè w,
ãäå ïðîèçâîäèòñÿ çàìûêàíèå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ, ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(34).

Ïðåäñòàâèâ ôóíêöèþ B+(w) â âèäå èíòåãðàëà òèïà Êîøè, âçÿâ âû÷åò â òî÷êå w = u è
êîìïåíñèðóÿ òî÷êó âåòâëåíèÿ â ÍÏ, èç (33) ïîëó÷èì èñêîìóþ ôóíêöèþ

B+(w) = − 1
2πi

∞−iε∫

−∞−iε

exp(−i2au)
(u− w)

√
k − u

k + u

(
A1(u) + B−(u)

)
du.

Ïîìåíÿâ çíàê ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, äàííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâèì â âèäå

B+(w) =
1

2πi

∞+iε∫

−∞+iε

exp(i2au)
(u + w)

√
k + u

k − u

(
A1(−u) + B−(−u)

)
du. (36)

Àíàëîãè÷íî, êîìïåíñèðóÿ òî÷êó âåòâëåíèÿ â ÂÏ w, ïðè z > a èç (33) ïîëó÷èì

B−(w) =
1

2πi

∞+iε∫

−∞+iε

exp(i2au)
(u− w)

√
k + u

k − u

(
A2(u) + B+(u)

)
du. (37)

Òàêèì îáðàçîì, êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé çàäà÷è òàêæå ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñèñòå-
ìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà (36) è (37).

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (36) è (37) ïî ìåòîäó ïåðåâàëà ââåäåì ýòàëîííûé èíòåãðàë

J(w, l) =
1

2πi

∫

C+

exp(ilu)
u− w

√
k + u

k − u
du =

1
2i

H(1)
0 (kl)−

√
k + w

k − w
exp(ilw)Γ(kl/2, w/k),
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ãäå C+ � êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîñòîÿùèé èç ïðÿìîé, ïåðåíåñåííîé ïàðàëëåëüíî âåùåñòâåí-
íîé îñè íà iε, è óçêîé ïåòëè, îãèáàþùåé ïðîñòîé ïîëþñ â âåðõíåé ÂÏ u ñâåðõó. Îòìåòèì, ÷òî

J(−k, l) =
i

2
H(1)

0 (lk). (38)

Ðåøàÿ ÑËÀÓ
{

B+(k) = A1(k) (J(−k, 2a)− J(−h, 2a)) + B−(−k)J(−k, 2a),
B−(−k) = A2(−k) (J(−k, 2a)− J(h, 2a)) + B+(k)J(−k, 2a),

ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

B+(k) =
A1(k) (J(−k, 2a)− J(−h, 2a)) + A2(−k)J(−k, 2a) (J(−k, 2a)− J(h, 2a))

1− J2(−k, 2a)
, (39)

B−(−k) =
A1(k)J(−k, 2a) (J(−k, 2a)− J(−h, 2a)) + A2(−k) (J(−k, 2a)− J(h, 2a))

1− J2(−k, 2a)
, (40)

ãäå èñêîìûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ â ïåðåâàëüíîé òî÷êå ñëåäóþùèì îáðàçîì

B+(w) ∼= A1(w) (J(−w, 2a)− J(−h, 2a)) + B−(−k)J(−w, 2a),

B−(w) ∼= A2(w) (J(w, 2a)− J(h, 2a)) + B+(k)J(w, 2a).

Òàêèì îáðàçîì, âñå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëåíû.
Îñòàåòñÿ ëèøü âû÷èñëèòü ïîëå.

5. Ð à ñ ÷ å ò ì à ã í è ò í î ã î ï î ë ÿ. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (32) â (12) âû÷èñëèì
ñîñòàâëÿþùóþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ êîíè÷åñêèõ âîëí

H1
x = I1 + I2

â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ

I1 = sign y

∞∫

−∞
exp{i(w(z − a) + v|y|)}A1(w) + B−(w)√

k + w
dw,

I2 = sign y

∞∫

−∞
exp{i(w(z + a) + v|y|)}A2(w) + B+(w)√

k − w
dw.

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå (30) âûêëàäêè, âû÷èñëèì ïåðâûé èíòåãðàë

I1 = −iH0 H(1)
0 (kR1)

sin ζ
2

cos ζ − cosψ0
{cos

ψ0

2
exp(ika cosψ0)+

+ sin
ψ0

2
exp(−ika cosψ0) [J(k cos ζ, 2a)− J(k cosψ0, 2a)]}+

+
√

2kπ H(1)
0 (kR1) sin

ζ

2
J(k cos ζ, 2a)B+(k),

ãäå

R1 =
√

r2 − 2ar cos θ + a2 ' r − a cos θ, ζ = θ + arctg
(

a sin θ

r − a cos θ

)
' θ +

a

r
sin θ.
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Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ âòîðîé èíòåãðàë

I2 = −iH0 H(1)
0 (kR2)

cos γ
2

cos γ − cosψ0
{sin ψ0

2
exp(ika cosψ0) + cos

ψ0

2
exp(−ika cosψ0)×

× [J(−k cos γ, 2a)− J(−k cosψ0, 2a)]}+
√

2kπ H(1)
0 (kR2) sin

γ

2
J(−k cos γ, 2a)B−(−k).

Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

R2 =
√

r2 + 2ra cos θ + a2 ' r + a cos θ, γ = θ + arccos
(

a sin θ

r + a cos θ

)
' θ − a

r
sin θ.

Äèôðàêöèîííûå ïîëÿ (2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ êîíè÷åñêèìè. Ïðè β = π/2 îíè ïåðåõîäÿò â
öèëèíäðè÷åñêèå [1].

6. Ð å ç î í à í ñ í à ë å í ò å. Íèæå ðàññìîòðèì ðåçîíàíñ íà ëåíòå, êîòîðûé
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ ýòàëîííîãî èíòåãðàëà è ìåòîäà
ïåðåâàëà.

Ïðèðàâíÿâ çíàìåíàòåëü ê íóëþ, èç ðåøåíèÿ (23) è (24) ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå

1− I2(−k, 2a) = 0, (41)
ãäå

I(−k, 2a) =
1
2i

H(1)
0 (2ak)− 2ak(H(1)

0 (2ak)− i H(1)
1 (2ak)),

êîòîðîå îïðåäåëÿåò êîìïëåêñíûå ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ëåíòû, ò. å. ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëå-
áàíèé, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ïàäàþùèõ âîëí è çàòóõàþùèõ âñëåäñòâèå ïîòåðü
íà èçëó÷åíèå.

Èç ðåøåíèÿ (39) è (40), ïðèðàâíÿâ çíàìåíàòåëü ê íóëþ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå óðàâíåíèå

1− J2(−k, 2a) = 0, (42)
ãäå

J(−k, 2a) =
i

2
H(1)

0 (2ak).

Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (41), (42) íå èìåþò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé è
ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ëåíòû ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçîíàíñ íà ëåíòå îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ìàãíèòíûõ è ýëåê-
òðè÷åñêèõ âîëí. Ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ýëåêòðè÷åñêèõ âîëí íà ëåíòå ñîâïàäàþò ñ ðåçîíàíñíûìè
÷àñòîòàìè ìàãíèòíûõ âîëí íà ùåëè òàêîé æå øèðèíû.
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ÓÄÊ 517.95

ÎÖÅÍÊÈ ÐÅØÅÍÈß ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ ÒÅÎÐÈÈ
ÌÀÃÍÈÒÍÎÉ ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÈ Â Lp

Ø. Ñàõàåâ

ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè
480012 ã.Àëìàòû óë.Ìàñàí÷è, 39/49

Ïðèâîäèòñÿ îáîñíîâàíèå îäíîé çàäà÷è Êîøè, äîêàçàíà å¼ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è ïîëó÷åíà
îöåíêà ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà â ñëó÷àå, êîãäà òå÷åíèå æèäêîñòè òóðáóëåíòíîå (áåçäè-
âåðãåíòíîå).

Ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà èçó÷àåò äâèæåíèå æèäêîñòè, îáëàäàþùåé ýëåêòðîïðîâîäíîñòüþ,
ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýëåêòðè÷åñêèå òîêè, âîçíèêàþùèå â æèäêîñòè ïðè å¼ äâèæåíèè,
ìåíÿþò âíåøíåå ïîëå; îäíîâðåìåííî îíè îáóñëîâëèâàþò ìåõàíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå ìàãíèòíîãî
ïîëÿ íà æèäêîñòü, ïðèâîäÿùåå ê èçìåíåíèþ ñîñòîÿíèÿ å¼ äâèæåíèÿ. Ýòà âçàèìîñâÿçü äâè-
æåíèÿ è ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ è îäíîâðåìåííî òðóäíîñòüþ ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêè.

Óðàâíåíèÿ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè � ýòî îáû÷íûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè è ãèä-
ðîäèíàìèêè, â êîòîðûõ, îäíàêî, ó÷òåíà ñâÿçü ìåæäó äâèæåíèåì è ìàãíèòíûì ïîëåì. Êàê è â
áîëüøèíñòâå ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðîâîäíèêàì, ìàêñâåëëîâñêèìè òî-
êàìè ñìåùåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (åñëè èñêëþ÷èòü ñëó÷àé áûñòðûõ êîëåáàíèé). Äåëî â òîì,
÷òî Ìàêñâåëë ïåðâîíà÷àëüíî ââåë òîêè ñìåùåíèÿ ñïåöèàëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü çà-
ìêíóòîñòü ïîëíîãî òîêà â ìåñòàõ íàêîïëåíèÿ çàðÿäà, íàïðèìåð, íà ïëàñòèíêàõ êîíäåíñàòîðà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåíåáðåãàÿ òî÷êàìè ñìåùåíèÿ, ìû äîëæíû, ÷òîáû áûòü ïîñëåäîâàòåëüíûìè,
ïðåíåáðå÷ü ðàçðûâîì ëèíèé òîêà, îáóñëîâëåííûì íàêîïëåíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ýòèì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íàêîïëåíèåì çàðÿäà â óðàâíåíèè íåïðåðûâíîñòè çàðÿäà
è ñ÷èòàòü ýëåêòðè÷åñêèå òîêè çàìêíóòûìè. Ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå äåéñòâèå
íàêàïëèâàþùåãîñÿ çàðÿäà íåñóùåñòâåííî; íàîáîðîò, îíî èãðàåò âåñüìà ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Íî
â óðàâíåíèè íåïðåðûâíîñòè çàðÿäà îòíîøåíèå ÷ëåíà, õàðàêòåðèçóþùåãî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
çàðÿäà, ê äðóãèì ÷ëåíàì îáû÷íî èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà ~v2

c2
, ãäå ~v (x, t) � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ

ñðåäû, à c � ñêîðîñòü ñâåòà. Ïîýòîìó áîëüøåé ÷àñòüþ ýòèì ÷ëåíîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Åñëè ~j � ïëîòíîñòü òîêà, à ~H � íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òî (ïî çàêîíó Àìïåðà)

rot ~H = 4π~j (1)

è (1-é çàêîí Êèðõãîôà) div~j = 0.
Keywords: magnetic hydrodynamics, Cauchy problem, a priori estimation
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 76W05
cØ. Ñàõàåâ, 2004.
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Ìû áóäåì ñ÷èòàòü âåùåñòâî íåìàãíèòíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü µ ðàâíà
åäèíèöå; îäíàêî äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïåðåâîäà ê äðóãèì åäèíèöàì ìû âñþäó â óðàâíåíèÿõ ñîõðàíèì
µ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ~E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, òî (ïî çàêîíó Ôàðàäåÿ)

rot ~E = −µ
∂ ~H

∂t
, (2)

div ~H = 0.

Åñëè ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âåùåñòâà ðàâíà ~v, òî äåéñòâóþùåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ðàâíî ~E +
µ
[
~v × ~H

]
, òàê ÷òî (ïî çàêîíó Îìà áåç ó÷åòà ýôôåêòà Õîëëà)

~j = σ
(

~E + µ
[
~v × ~H

])
, (3)

ãäå σ � ýëåêòðîïðîâîäíîñòü âåùåñòâà.
Ãèäðîäèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè èìååò âèä

∂ρ

∂t
+ div (ρ~v) = 0, (4)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü âåùåñòâà. Â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âõîäèò îáúåìíàÿ ñèëà µ
[
~j × ~H

]
ýëåê-

òðîìàãíèòíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Åñëè êðîìå íå¼ åäèíñòâåííîé îáúåìíîé ñèëîé ÿâëÿåòñÿ ñèëà
òÿæåñòè, õàðàêòåðèçóåìàÿ óñêîðåíèåì ñèëû òÿæåñòè ~g, òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä

ρ
d~v

dt
= −grad p + ρ

⇀
g + ~F + µ

[
~j × ~H

]
; (5)

çäåñü p � äàâëåíèå, ~F � ñèëà âÿçêîñòè (íà åäèíèöó îáúåìà), à d
dt îçíà÷àåò ìàòåðèàëüíóþ

ïðîèçâîäíóþ, ò.å.
d

dt
=

∂

∂t
+ ~v grad. (6)

Äëÿ æèäêîñòè ñèëà ~F îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

~F = ρν∆~v, (7)

ãäå ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, â ÷àñòíîñòè, ïðè äâèæåíèè
áîëüøèõ ìàññ ñèëîé âÿçêîñòè ~F ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Äëÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè èëè ãàçà óðàâíåíèÿ (4) è (5) ñëåäóåò äîïîëíèòü óðàâíåíèåì òåï-
ëîâîãî áàëàíñà. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç U òåïëîâóþ ýíåðãèþ åäèíèöû ìàññû, òî ýòî óðàâíåíèå
çàïèøåòñÿ â âèäå

ρ
dU

dt
=

p

ρ

∂ρ

∂t
+ ε. (8)

Çäåñü ε õàðàêòåðèçóåò ïîëíîå êîëè÷åñòâî òåïëà (â åäèíèöå îáúåìà), îáóñëîâëåííîå òåïëîïðî-
âîäíîñòüþ, âÿçêîñòüþ è ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì. Ýòî

ε = λ∇2T, (9)

ãäå T � òåìïåðàòóðà, à λ � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. Óðàâíåíèÿ (1)�(5) è (8) ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè. Áóäåì ñ÷èòàòü ýëåêòðîïðîâîäíîñòü
σ âî âñåõ òî÷êàõ îäèíàêîâîé.
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Òîãäà èç óðàâíåíèé (1)�(3) ïîëó÷àåì

∂ ~H

∂t
= rot

([
~v × ~H

]
− 1

σµ
~j

)
= rot

[
~v × ~H

]
+ η∇2 ~H, (10)

ãäå
η =

1
4πµσ

. (11)

Óðàâíåíèå (10) îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ ïîêîÿùåéñÿ ñðåäû

∂ ~H

∂t
= η∇2 ~H. (12)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä óðàâíåíèÿ äèôôóçèè; η ìîæíî ñ÷èòàòü êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Óðàâíåíèå (12) ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå "ïðîñà÷èâàåòñÿ" ñêâîçü âåùåñòâî îò òî÷êè
ê òî÷êå. Çàòóõàíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûå ïî-
ëÿ, ïðîñà÷èâàþùèåñÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Ó÷èòûâàÿ ðàçìåðíîñòü
âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå âåëè÷èí, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âðåìÿ çàòóõàíèÿ ïîëÿ èìååò âåëè÷èíó
ïîðÿäêà L2η−1 = 4πµσL2, ãäå L � äëèíà, ïîðÿäêà ðàçìåðîâ îáëàñòè, çàíèìàåìîé òîêàìè. Íà-
ïðèìåð, âðåìÿ çàòóõàíèÿ ïîëÿ â îäíîðîäíîé ñôåðå ðàäèóñà a ðàâíî 4πσa2

π
, ñîëíå÷íîãî ïÿòíà �

íå ìåíåå 300 ëåò, ñîëíöà 1010 ëåò, ìåæçâåçäíîãî ãàçà Ãàëàêòèêè � åùå ìíîãî ðàç áîëüøå è ò.ä.
Âîîáùå äëÿ áîëåå ïðîâîäÿùèõ ìàññ ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ î÷åíü ìåäëåííî "ïðîñà÷èâàþòñÿ"
ñêâîçü âåùåñòâà.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðåäåëüíîãî ñëó÷àå ðàññìîòðèì äâèæóùèåñÿ âåùåñòâà ñ ïðåíåáðåæèìî
ìàëûì ýëåêòðè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (10) ïðèìåò âèä

∂ ~H

∂t
= rot

[
~v × ~H

]
. (13)

Ýòî óðàâíåíèå òîæäåñòâåííî óðàâíåíèþ äëÿ âèõðÿ ñêîðîñòè â ãèäðîäèíàìèêå íåâÿçêîé
æèäêîñòè. Êàê èçâåñòíî, îíî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíèè âèõðÿ äâèæóòñÿ âìåñòå ñ æèäêîñòüþ. Òàêèì
îáðàçîì, èç óðàâíåíèÿ (13) ñëåäóåò, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå ìåíÿåòñÿ òàê, êàê áóäòî ìàãíèòíûå
ñèëîâûå ëèíèè æåñòêî ñâÿçàíû ñ âåùåñòâîì.

Åñëè íè îäíèì èç ÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (10) íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü, òî èçìåíå-
íèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ âî âðåìåíè ñëàãàåòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè (12) è
(13). Òàêèì îáðàçîì, ñèëîâûå ëèíèè ñòðåìÿòñÿ äâèãàòüñÿ âìåñòå ñ âåùåñòâîì è îäíîâðåìåííî
ïðîñà÷èâàþòñÿ ñêâîçü âåùåñòâà.

Ïóñòü L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð îáëàñòè, çàíèìàåìîé ïîëåì, à v � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü
òî÷åê ñèñòåìû. Ýôôåêò ïåðåíîñà ïîëÿ ñ âåùåñòâîì ïðåîáëàäàåò íàä ïðîñà÷èâàíèåì ïîëÿ ïðè
Lυ >> η. Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì îáû÷íîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà R =

Lυ

v
ìîæíî îïðåäåëèòü

ìàãíèòíîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà RM =
Lυ

η
. Òîãäà ïåðåíîñ ïîëÿ âìåñòå ñ âåùåñòâîì ïðåîáëàäàåò

íàä åãî ïðîñà÷èâàíèåì ïðè RM >> 1.
Îáû÷íûå ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèå âîëíû îáóñëîâëåíû æåñòêîñòüþ, êîòîðóþ ìàãíèòíîå

ïîëå ïðèäàåò âåùåñòâó. Ìàãíèòíàÿ æåñòêîñòü ìîæåò âûçâàòü òàêæå è êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ
â ðàçëè÷íûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòàõ. Â ÷àñòíîñòè, ìàãíèòíàÿ æåñòêîñòü ñêàçûâàåòñÿ íà
íåîäíîðîäíîì âðàùåíèè çâåçä.

Òàêèì îáðàçîì, ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà ñóùåñòâåííûì îáðàçîì âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàññìîò-
ðåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåé ~H è ~υ. Ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ âåëè÷èí îïðåäåëÿåò âñå îñòàëüíûå
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ïàðàìåòðû, ò.ê. ~j îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ~H ïî çàêîíó Àìïåðà (ñì. (1)) è ïîñëå ýòîãî ~E îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî çàêîíó Îìà (ñì. (3)). Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ ïðàêòèêóþùååñÿ îáû÷íî â ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêå èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ ~j è ~E èç óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè; âñå âíèìàíèå
êîíöåíòðèðóåòñÿ íà îïðåäåëåíèè ~H è ~υ. Èçìåíåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè
ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè (èëè ïëàçìû) ïðèíàäëåæèò ê ÷èñëó êëàññè÷åñêèõ âîïðîñîâ ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêè. Íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ æèäêîñòü, ïðè ïåðåìåùåíèè êîòî-
ðîé êàæäûé æèäêèé ýëåìåíò ïðåíåáðåæèìî ìàëî èçìåíÿåò ñâîþ ïëîòíîñòü, ïðè÷åì âåëè÷èíà
ρ ìîæåò áûòü è íåîäíîðîäíîé. Â ýòîì ñëó÷àå Dρ/Dt = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, div ~υ = 0. Ñ òóðáó-
ëåíòíûì òå÷åíèåì ñâÿçàíû âàæíûå ïðîáëåìû çåìíîãî ìàãíåòèçìà, ñîëíå÷íûõ ïÿòåí, äâèæåíèå
íåáåñíûõ òåë, à òàêæå íåêîòîðûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ñîâðåìåííîé òåõíèêîé êîñìîñà [1�3].

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, åñëè ó÷åñòü ÷òî div ~H = 0, div~υ = 0 è äåéñòâóåò âíåøíÿÿ
ñèëà ~f , óðàâíåíèå (10) ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

∂ ~H (x, t)
∂t

= η∇ ~H +
(

~H,∇
)

~υ − (~υ,∇) ~H + ~f (x, t) . (14)

Ìû èçó÷èì óðàâíåíèå (14) ñî ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

~H (x, t) |t=0 = ~H0 (x) , t ≥ 0, x ∈ R3. (15)

Åñëè â óðàâíåíèè (14) îòáðîñèòü íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå, òî èìååì ëèíåéíóþ çàäà÷ó Êîøè
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

(
∂

∂t
− η∇2

)
~H (x, t) = ~f (x, t) , ~H (x, t) |t=0 = ~H0 (x) . (16)

Ðåøåíèå ýòîé õîðîøî èçâåñòíîé çàäà÷è Êîøè (ïðè ~f = 0) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ôîðìóëû
Ïóàññîíà [4]

~H (x, t) =
∫

R3

~H0 (ξ)
(

1
2
√

ηπt

)3

e−
(x−ξ)2

4πt dξ, (17)

äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî îöåíêà [5]

‖ ~H‖
W 2,1

p (R3
T )
≤ C‖ ~H0‖W

2,2/p
p (R3)

. (18)

Íåëèíåéíóþ çàäà÷ó (14), (15) ïåðåïèøåì (äëÿ êðàòêîñòè) â ñëåäóþùåì âèäå

d~v

dt
+ A0~v + K (~v,~v) = ~f (x, t) , ~U |t=0 = ~H0 (x) , (19)

ãäå U =
(

~H,~v
)
, A0

~H = η∇2 ~H, K
(

~H,~v
)

=
3∑

k=1

(
Hk~υxk

− υk
~Hxk

)
.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [5].
Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü u (x, t) ∈ W 2,1

q

(
R3

T

)
. Åñëè p , r ≥ q > 1 òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå
ρ = 1− 5

2q
+

3
2p

+
1
r
≥ 0 (20)

èëè
ρ1 =

1
2
− 5

2q
+

3
2p

+
1
r
≥ 0
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(ïðè p = ∞ èëè r = ∞ â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî),
òî, ñîîòâåòñòâåííî,

‖u‖p,r,R3
T
≤ C

(
ερ‖u‖q,R3

T
+ ερ−1‖u‖q,R3

T

)
(21)

èëè
3∑

i=1

‖uxi‖p,r,R3
T
≤ C

(
ερ1‖u‖q,R3

T
+ ερ1−1‖u‖q,R3

T

)
(22)

∀ ε ∈ (0, ε0) ; ε0 çàâèñèò îò R3
T . Êðîìå òîãî, åñëè 0 < α < 2− 5

q
< 1, òî

[u](α)

R3
T
≤ C

(
ε
1− 5

2q
−α

2 ‖u‖q,R3
T

+ ε
5
2q
−α

2 ‖u‖q,R3
T

)
, (23)

à ïðè óñëîâèè 0 < α < 1− 5
q

3∑

i=1

[uxi ]
(α)

R3
T
≤ C

(
ε
1/2− 5

2q
−α

2 ‖u‖q,R3
T

+ ε
5
2q
− 1+α

2 ‖u‖q,R3
T

)
. (24)

Ò å î ð å ì à 2. Ïðè ëþáîì q > 5
3 è ëþáûõ ~H (x, t) , ~υ (x, t) ∈ W 2,1

q

(
R3

T

)
ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî
∥∥∥K

(
~H, ~υ

)∥∥∥
W 2,1

q (R3
T )
≤ C min (1 , Tω)

(∥∥∥ ~H
∥∥∥

W 2,1
q (R3

T )
+

∥∥∥ ~H
∥∥∥

q,R3

) (
‖~υ‖

W 2,1
q (R3

T )

)
, (25)

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò T , ~H è ~υ,

ω =





1
q
, åñëè q ≥ 7

3
,

3
2
− 5

2q
, åñëè 5

3
≤ q ≤ 7

3
.

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü max
(

7
2q
− 3

2
, 0

)
≤ 1

σ
≤ 1

q
. Òîãäà 0 ≤ 1

q
− 1

σ
≤ ω,

∥∥∥K
(

~H, ~υ
)∥∥∥

q,R3
T

≤ T
1
q
− 1

σ

∥∥∥K
(

~H, ~υ
)∥∥∥

(σ)

q,R3
T

≤ T
1
q
− 1

σ

∥∥∥ ~H
∥∥∥

(r,σ)

Lpq(R3
T )

3∑

i=1

‖~υxi‖(r′,σ)

Lp′q(R3
T ).

Ïðè q >
5
3
ìîæíî ïîäîáðàòü ÷èñëà p, r ≥ 1 òàê, ÷òîáû

3
2pq

+
1
rσ

≥ 5
2q
− 1 ,

3
2p′q

+
1

r′q
≥ 5

2q
− 1

2
,

è îöåíèòü íîðìû ~H, ~υ (ñì. (22)�(25)). ×òîáû ïîñòîÿííàÿ â (25) íå çàâèñåëà îò T , ïðîäîëæèì
âåêòîðû â îáëàñòè R̃3

T = R2 × [−1 , T ] òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
∥∥∥ ~H

∥∥∥
W 2,1

q (R̃3
T \R3

T )
≤ C

∥∥∥ ~H0

∥∥∥
q,Ω

, ‖~υ‖
W 2,1

q (R̃3
T \R3

T ) ≤ C

(åñëè T ≥ 1, òî ýòîãî ìîæíî íå äåëàòü).
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Èç íåðàâåíñòâà (25) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ ~v, ~v′ ∈ W 2,1
q

(
R3

T

)

‖K (~v)‖q,R3
T
≤ C min (1 , Tω)

(
‖~v‖

W 2,1
q (R3

T ) + ‖~v (x , 0)‖q , R3

)
, (26)

‖K (~v)−K (~v′)‖q,R3
T
≤ ‖K (~v − ~v′, ~v)‖q,R3

T
+ ‖K (~v′, ~v − ~v′)‖q,R3

T
≤

≤ C min(‖~v‖
W 2,1

q (R3
T ) + ‖~v (x , 0)‖q , R3 + ‖~v′‖

W 2,1
q (R3

T ) + ‖~v′‖
W 2,1

q (R3
T )+

+‖~v (x , 0)‖q , R3)
(
‖~v − ~v′‖

W 2,1
q (R3

T ) + ‖~v (x , 0)− ~v′ (x, 0)‖q , R3

)
.

(27)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (19) áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé, äëÿ íîðì êîòîðûõ ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà âèäà

ξn+1 ≤ aξ2
n + bξn + C. (28)

Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Ë å ì ì à 1. Åñëè â (28) a, C > 0, 0 < b < 1, (1− b)2 > 4ac è åñëè

ξ0 ≤ ξ =
2C

1− b +
√

(1− b)2 − 4ac
(29)

(ξ � ìèíèìàëüíûé êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ aξ2 + (b− 1) ξ + C = 0), òî ïðè âñåõ n > 0
ξn ≤ ξ.

Ò å î ð å ì à 3. Ïóñòü q ≥ 5/3. Åñëè

min (1 , Tω)
(
1 + eγT

)2
(∥∥∥~f

∥∥∥
q , R3

+ 2
∥∥∥ ~H0

∥∥∥
q , R3

T

)
≤ 1

4C2
1C2

,

ãäå C1, γ � ïîñòîÿííûå èç íåðàâåíñòâà

‖~v‖q , R3
T
≤ C1 (T ) eγT , (30)

ïîëó÷åííîãî â [7,8], à C2, ω � ïîñòîÿííûå èç (25), òî çàäà÷à (19) ðàçðåøèìà â W 2,1
q

(
R3

T

)
è

äëÿ åå ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖~υ‖
W 2,1

q (R3
T ) ≤

2C1

(
1 + eγT

) (∥∥∥~f
∥∥∥

q,R3
T

+ 2
∥∥∥ ~H0

∥∥∥
q,R3

)

1 +
√

1− 4C2
1C2 min (1 , Tω) (1 + eγT )

(∥∥∥~f
∥∥∥

q,R3
T

+
∥∥∥ ~H0

∥∥∥
q,R3

) . (31)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðåøèì çàäà÷ó (19) ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé,
ïîëàãàÿ ~v(0) = ~H0, à ~v(n) , n ≥ 1 îïðåäåëÿÿ ðåêóððåíòíî êàê ðåøåíèå çàäà÷

d~v(n+1)

dt
+ A0~v

(n+1) = ~f −K
(
~v(n), ~U (n)

)
, ~v(n+1)|t=0 = ~H0.

Èç íåðàâåíñòâ (27) è (31) ïîëó÷èì

∥∥~v(n+1)
∥∥

W 2,1
q (R3

T ) ≤ C1

(
1 + eγT

) (∥∥∥~f
∥∥∥

q,R3
T

+
∥∥∥ ~H0

∥∥∥
q,R3

)
+

+C1C2

(
1 + eγT

)
min (1 , Tω)

(∥∥~v(n)
∥∥

W 2,1
q (R3

T ) +
∥∥∥ ~H0

∥∥∥
q,R3

)2 (32)
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è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåëè÷èí ξn =
∥∥~v(n)

∥∥
W 2,1

q (R3
T ) +

∥∥∥ ~H0

∥∥∥
q,R3

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (29) ñ

C = C1

(
1 + eγT

) (∥∥∥~f
∥∥∥

q,R3
T

+ 2
∥∥∥ ~H0

∥∥∥
q,R3

)
, b = 0 , a = C1C2

(
1 + eγT

)
min (1 , Tω). Â ñèëó ëåììû

1 âñå ξn îöåíèâàþòñÿ ÷åðåç ïðàâóþ ÷àñòü (31).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè

{
~v(n)

}
â W 2,1

q

(
R3

T

)
çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü ~u(n+1) = ~v(n+1)−

~v(n) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

d~u(n+1)

dt
+ A0~u

(n+1) = −K
(
~v(n) , ~u(n)

)
−K

(
~u(n) , ~v(n+1)

)
, ~u(n+1)|t=0 = 0

è â ñèëó (32)
∥∥~u(n+1)

∥∥
W 2,1

q (R3
τ )
≤ C1 min (1, τω) (1 + eγT

(∥∥~v(n)
∥∥

W 2,1
q (R3

τ )
+

∥∥~v(n+1)
∥∥

W 2,1
q (R3

τ )
+

+2
∥∥∥ ~H0

∥∥∥
q,R3

)∥∥~u(n+1)
∥∥

W 2,1
q (R3

τ )
.

Òàê êàê îãðàíè÷åííîñòü ~v(n) óæå äîêàçàíà, òî èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè

{
~v(n)

}
=

{
n∑

k=1

~u(k)

}
â íîðìå W 2,1

q

(
R3

τ

)
ñ íåêîòîðûì τ ≤ T , çàâèñÿùèì îò âåëè÷èíû

ïðàâîé ÷àñòè (14). Òàêèì æå îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ~v(n) â W 2,1
q

(
R3

2τ

)
è ò.ä.

Ç à ì å ÷ à í è å. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû è â ïðîñòðàíñòâå C2+α, 1+ 1
α (QT ),

0 < α < 1.
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Î ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÉ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÉ
ÇÀÄÀ×È ÄËß ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß
Ð. Å. Óòåøîâà

Àêòþáèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ê.Æóáàíîâà
463000 ã.Àêòîáå ïð. À.Ìîëäàãóëîâîé, 34 ruteshova@yandex.ru

Ìåòîäîì ïàðàìåòðèçàöèè èññëåäóåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îãðàíè÷åííîãî íà âñåé îñè ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðåäåëüíî íóëåâîé ìàòðèöåé è îãðàíè÷åííîé ñ âåñîì ïðàâîé ÷àñòüþ. Â òåðìè-
íàõ äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íîé ìàòðèöû ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è
åãî ñâÿçü ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìè÷íîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èñ-
ñëåäîâàíû ìíîãèìè àâòîðàìè [1�7]. Â [8�10] ýòè âîïðîñû èçó÷åíû ìåòîäîì ïàðàìåòðèçàöèè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íà R = (−∞,∞) ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå

dx

dt
= A(t)x + f(t), x ∈ Rn, ‖x‖ = max

j
|xj | (1)

ñ íåïðåðûâíûìè A(t) è f(t) íà R.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
‖A(t)‖ ≡ max

j

n∑
k=1

|ajk(t)| ≤ α(t), α(t) > 0 � íåïðåðûâíàÿ íà R ôóíêöèÿ è lim
t→∓∞α(t) = 0.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå (1) èìååò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå íå ïðè
ëþáûõ îãðàíè÷åííûõ íà R ôóíêöèÿõ f(t).

Ïîýòîìó çäåñü èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îãðàíè÷åííîãî íà R
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïðàâîé ÷àñòè f(t).

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî C̃(R, Rn) íåïðåðûâíûõ, îãðàíè÷åííûõ íà R ôóíêöèé x : R → Rn ñ
íîðìîé ‖x‖1 = sup

t∈R
‖x(t)‖ è C̃1/α(R,Rn) � íåïðåðûâíûõ, îãðàíè÷åííûõ ñ âåñîì 1/α(t) ôóíêöèé

f : R → Rn ñ íîðìîé ‖f‖α = sup
t∈R

‖f(t)/α(t)‖ .

Îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), êîãäà f(t) ∈ C̃1/α(R,Rn), íàçîâåì ðåøåíèåì
çàäà÷è 1α.

Keywords: di�erential equation, singular problem, parameterization's method, non-uniform partition, correct solvability
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34B40
c Ð. Å. Óòåøîâà, 2004.
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Èññëåäîâàíèå çàäà÷è 1α ïðîâåäåì íà îñíîâå ìåòîäà ïàðàìåòðèçàöèè [8] ñ íåðàâíîìåðíûì
øàãîì ðàçáèåíèÿ.

Âûáåðåì ÷èñëî θ > 0 è ïðîèçâåäåì ðàçáèåíèå R =
∞⋃

s=−∞
[ts−1, ts), ãäå òî÷êè ts ∈ R, s ∈ Z

îïðåäåëèì èç ñîîòíîøåíèé t0 = 0,
ts∫

ts−1

α(t)dt = θ.

Äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë hs = ts − ts−1, s ∈ Z
îáîçíà÷èì ÷åðåç h̃(θ), ò.å. h̃(θ) = (. . . , hs(θ), hs+1(θ), . . .).

Ââåäåì ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà:
mn � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé λs ∈ Rn

ñ íîðìîé
‖λ‖2 = ‖(. . . , λs, λs+1, . . .)‖2 = sup

s
‖λs‖, s ∈ Z;

L(mn) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, îòîáðàæàþùèõ mn â ñåáÿ, ñ
èíäóöèðîâàííîé íîðìîé;

mn(h̃(θ)) � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå-
ïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà [ts−1, ts) ôóíêöèé xs(t) ñ íîðìîé

‖x[t]‖3 = ‖(. . . , xs(t), xs+1(t), . . . ‖3 = sup
s

sup
t∈[ts−1,ts)

‖xs(t)‖, s ∈ Z.

Ñóæåíèå ôóíêöèè x(t) ∈ C̃(R,Rn) íà èíòåðâàë [ts−1, ts), s ∈ Z îáîçíà÷èì ÷åðåç xs(t), ò.å. xs(t)
� âåêòîð-ôóíêöèÿ ðàçìåðíîñòè n, îïðåäåëåííàÿ è ñîâïàäàþùàÿ ñ x(t) íà [ts−1, ts), s ∈ Z.

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è 1α ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ ðåøåíèÿ

x[t] = (. . . , xs(t), xs+1(t), . . .) ∈ mn(h̃(θ))

ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé

dxs

dt
= A(t)xs + f(t), t ∈ [ts−1, ts)

ñ óñëîâèÿìè ñøèâàíèÿ ðåøåíèÿ â òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ

lim
t→ts−0

xs(t) = xs+1(ts), s ∈ Z.

Íà êàæäîì èíòåðâàëå [ts−1, ts) ïðîèçâåäåì çàìåíó us(t) = xs(t) − λs, ãäå λs = xs(ts−1).
Ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðîì

dus

dt
= A(t)[us + λs] + f(t), t ∈ [ts−1, ts), (2)

us(ts−1) = 0, (3)

lim
t→ts−0

us(t) + λs = λs+1, s ∈ Z (4)

(λ, u[t]) ∈ mn ×mn(h̃(θ)), (5)

Çàäà÷à (2)�(5) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å 1α. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïàðà (λ∗, u∗[t]) ∈ mn×mn(h̃(θ))
� ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(5), òî ôóíêöèÿ x∗(t), ïîëó÷åííàÿ ñêëåèâàíèåì ñèñòåì ôóíêöèé (λ∗s +
u∗s(t), s ∈ Z, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C̃(R, Rn) è óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ (1) ïðè âñåõ t ∈ R. È, íàîáîðîò, åñëè x(t) � ðåøåíèå çàäà÷è 1α, òî ïàðà (λ, u[t]), ãäå
λ = (. . . , xs(ts−1), xs+1(ts), . . .), u[t] = (. . . , xs(t)− xs(ts−1), xs+1(t)− xs+1(ts), . . .), ïðèíàäëåæèò
mn ×mn(h̃(θ)) è óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3)
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è óñëîâèÿìè ñøèâàíèÿ ðåøåíèÿ â òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ (4). Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà λs çàäà÷à Êîøè (2)�(3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå us(t), ïðåäñòàâèìîå â âèäå

us(t) =
[∫ t

ts−1

A(τ1)dτ1 +
∫ t

ts−1

A(τ1)

τ1∫

ts−1

A(τ2)dτ2dτ1 + . . .+
∫ t

ts−1

A(τ1) . . .

τν−1∫

ts−1

A(τν)dτν . . . dτ1

]
λs+

+
∫ t

ts−1

f(τ1)dτ1 +
∫ t

ts−1

A(τ1)

τ1∫

ts−1

f(τ2)dτ2dτ1 + . . . +
∫ t

ts−1

A(τ1) . . .

τν−2∫

ts−1

A(τν−1)×

×
τν−1∫

ts−1

f(τν)dτνdτν−1 . . . dτ1 +
∫ t

ts−1

A(τ1) . . .

τν−2∫

ts−1

A(τν−1)

τν−1∫

ts−1

A(τν)us(τν)dτνdτν−1 . . . dτ1. (6)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Dν,s(hs(θ)) =
∫ ts

ts−1

A(τ1)dτ1 + . . . +
∫ ts

ts−1

A(τ1) . . .

τν−1∫

ts−1

A(τν)dτν . . . dτ1,

Fν,s(hs(θ)) =
∫ ts

ts−1

f(τ1)dτ1 +
∫ ts

ts−1

A(τ1)

τ1∫

ts−1

f(τ2)dτ2dτ1 + . . . +

+
∫ ts

ts−1

A(τ1) . . .

τν−2∫

ts−1

A(τν−1)

τν−1∫

ts−1

f(τν)dτνdτν−1 . . . dτ1,

Gν,s(u, hs(θ)) =
∫ ts

ts−1

A(τ1) . . .

τν−2∫

ts−1

A(τν−1)

τν−1∫

ts−1

A(τν)us(τν)dτνdτν−1 . . . dτ1.

Èç (6) íàõîäÿ lim
t→ts−0

us(t), s ∈ Z è ïîäñòàâëÿÿ â (4) ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëàì âûðàæå-
íèÿ, ïîëó÷èì äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ λs

[I + Dν,s(hs(θ))]λs − λs+1 = −Fν,s(hs(θ))−Gν,s(u, hs(θ)), s ∈ Z, (7)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q

ν,eh(θ)
áëî÷íî-ëåíòî÷íóþ äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâó-

þùóþ ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû (7). Â êàæäîé áëî÷íîé ñòðîêå ìàòðèöû Q
ν,eh(θ)

íåíóëåâûìè ÿâëÿ-
þòñÿ ëèøü I + Dν,s(hs(θ)) è I. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h̃(θ) ìàòðèöà Q

ν,eh(θ)
ïåðåâîäèò ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà mn ñíîâà â mn, ïðè÷åì

‖Q
ν,eh(θ)

‖L(mn) ≤ 2 +
ν∑

j=1

θj

j!
.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (7) çàïèøåì â âèäå

Q
ν,eh(θ)

λ = −Fν(h̃(θ))−Gν(u, h̃(θ)), λ ∈ mn, (8)

ãäå Fν(h̃(θ)) = (. . . , Fν,s(hs(θ)), Fν,s+1(hs+1(θ)), . . .) ∈ mn,

Gν(u, h̃(θ)) = (. . . , Gν,s(u, hs(θ)), Gν,s+1(u, hs+1(θ)), . . .) ∈ mn äëÿ ëþáûõ u[t] ∈ mn(h̃(θ)) è θ.
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Ðåøåíèå ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è (2)�(5) íàéäåì, êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð
(λ(k), u(k)[t]), îïðåäåëÿåìîé ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

Ø à ã 0. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà Q
ν,eh(θ)

: mn → mn îãðàíè÷åííî îáðàòèìà, èç óðàâíå-
íèÿ Q

ν,eh(θ)
λ = −Fν(h̃(θ)) îïðåäåëèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïî ïàðàìåòðó λ(0) ∈ mn. Íà îòðåç-

êàõ [ts−1, ts) ðåøàÿ çàäà÷è Êîøè (2)�(3) ïðè λs = λ
(0)
s , íàõîäèì u(0)[t] = (..., u(0)

s (t), u(0)
s+1(t), ...) ∈

mn(h̃(θ)).
Ø à ã 1. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå u

(0)
s (t), s ∈ Z â ïðàâóþ ÷àñòü (8), èç óðàâíåíèÿ Q

ν,eh(θ)
λ =

−Fν(h̃(θ))−Gν(u(0), h̃(θ)) îïðåäåëèì λ(1) ∈ mn. Íà îòðåçêàõ [ts−1, ts) ðåøàÿ çàäà÷è Êîøè (2)�(3)
ïðè λs = λ

(1)
s , íàõîäèì u(1)[t] = (..., u(0)

s (t), u(0)
s+1(t), ...) ∈ mn(h̃(θ)) è ò.ä.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà, à òàêæå îöåíêó ðåøåíèÿ çà-
äà÷è 1α óñòàíàâëèâàåò

Òå î ð åì à 1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h̃(θ) = (. . . , hs(θ), hs+1(θ), . . .) è
íåêîòîðîãî ν (ν = 1, 2, . . .) ìàòðèöà Q

ν,eh(θ)
: mn → mn îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

íåðàâåíñòâà
‖Q−1

ν,eh(θ)
‖L(mn) ≤ γν(h̃(θ)), (9)

qν(h̃(θ)) = γν(h̃(θ))
[
eθ − 1− θ − . . .− θν

ν!

]
< 1. (10)

Òîãäà çàäà÷à 1α èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗(t) ∈ C̃(R, Rn) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x‖1 ≤ γν(h̃(θ))
[
eθM(h̃(θ))

1

1− qν(h̃(θ))

θν

ν!
+ ‖f‖α

ν∑

j=1

θj

j!

]
+ M(h̃(θ)), (11)

ãäå M(h̃(θ)) = ‖f‖α

[
θeθ + (eθ − 1)γν(h̃(θ))

ν∑

j=1

θj

j!

]
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îãðàíè÷åííîé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû Q
ν,eh(θ)

: mn → mn

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî λ(0) ∈ mn, ïðè÷åì

‖λ(0)‖2 ≤ γν(h̃(θ))‖Fν(h̃(θ))‖2 ≤ γν(h̃(θ))‖f‖α

ν∑

j=1

θj

j!
.

Ïðè λs = λ
(0)
s çàäà÷à Êîøè (2)�(3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u

(0)
s (t). Ïðèìåíèâ íåðàâåí-

ñòâî Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïîëó÷èì

‖u(0)
s (t)‖ ≤ ‖f‖αθeθ + ‖λ(0)

s ‖(eθ − 1), s ∈ Z,

‖u(0)[t]‖3 = sup
s

sup
t∈[ts−1,ts)

‖u(0)
s (t)‖ ≤ M(h̃(θ)).

Äàëåå ïî àëãîðèòìó íàéäåì λ(1) è îöåíèì ‖λ(1) − λ(0)‖2

‖λ(1) − λ(0)‖2 ≤ γν(h̃(θ))‖Gν(u(0), h̃(θ))‖2 ≤ γν(h̃(θ))
θν

ν!
M(h̃(θ)). (12)

Ïðîäîëæàÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì ïàð (λ(k)
s , u

(k)
s (t)),

s ∈ Z, k = 1, 2, . . . Âíîâü èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïîëó÷èì îöåíêó ðàçíîñòè
ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè ÷åðåç ðàçíîñòü ïàðàìåòðîâ

‖uk
s(t)− u(k−1)

s (t)‖ ≤
(

e

tR
ts−1

α(τ)dτ

− 1
)
‖λ(k)

s − λ(k−1)
s ‖, t ∈ [ts−1, ts). (13)
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Èç óðàâíåíèÿ (8) âûòåêàåò îöåíêà

‖λ(k+1) − λ(k)‖2 ≤ qν(h̃(θ))‖λ(k) − λ(k−1)‖2, k = 1, 2, . . . (14)

Â ñèëó óñëîâèÿ (10) è íåðàâåíñòâ (12)�(14) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λ(k), u(k)[t]) ïðè k → ∞
ñõîäèòñÿ ê (λ∗, u∗[t]), ïðè÷åì èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè

‖λ∗ − λ(k)‖2 ≤
[
qν(h̃(θ))

]k

1− qν(h̃(θ))
γν(h̃(θ))

θν

ν!
M(h̃(θ)),

‖u∗[t]− u(k)[t]‖3 ≤
(
eθ − 1

) [
qν(h̃(θ))

]k

1− qν(h̃(θ))
γν(h̃(θ))

θν

ν!
M(h̃(θ)).

Â ñèëó òîãî, ÷òî (λ∗, u∗[t]) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2)�(3), ôóíêöèÿ x∗(t), ïîëó÷åííàÿ
ñêëåèâàíèåì ñèñòåì ôóíêöèé (λ∗s + u∗s(t)), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 1α è ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(11).

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x∗(t), x̃(t) � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è 1α. Òîãäà
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñèñòåìû ïàð (λ∗, u∗[t]), (λ̃, ũ[t]) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è ñ
ïàðàìåòðîì (2)�(5), ïðè÷åì

‖u∗[t]− ũ[t]‖3 ≤
(
eθ − 1

)‖λ∗ − λ̃‖2,

‖λ∗ − λ̃‖2 ≤ qν(h̃(θ))‖λ∗ − λ̃‖2, qν(h̃(θ)) < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, λ∗ = λ̃, u∗[t] = ũ[t], ò.å. x∗(t) = x̃(t).
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Ïåðåéäÿ â óðàâíåíèè (8) ê ïðåäåëó ïðè ν →∞ è ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî

‖Gν(u∗, h̃(θ))‖2 ≤ θν

ν!
‖u∗[t]‖3,

ïîëó÷èì, ÷òî λ∗ ∈ mn óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
1
θ
Q∗,eh(θ)

λ = −F∗(A, f, h̃(θ)), λ ∈ mn. (15)

Çäåñü Q∗,eh(θ)
= lim

ν→∞Q
ν,eh(θ)

, F∗(A, f, h̃(θ)) = 1
θ lim

ν→∞Fν(h̃).

Ðåøåíèå λ = (. . . , λs, λs+1, . . .) ∈ mn óðàâíåíèÿ (15) ñîâïàäàåò â òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ ñî çíà÷å-
íèÿìè òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1α. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè λ̂ = (. . . , λ̂s, λ̂s+1, . . .) ∈ mn � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (15) ïðè f(t) = f̂(t), òî, ðåøàÿ çàäà÷è Êîøè íà èíòåðâàëàõ [ts−1, ts) ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ λ̂s, íàéäåì ôóíêöèè ûs(t), s ∈ Z, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ñóììû ðÿäîâ

ûs(t) =
[∫ t

ts−1

A(τ1)dτ1 +
∫ t

ts−1

A(τ1)

τ1∫

ts−1

A(τ2)dτ2dτ1 + . . .
]
λ̂s+

+
∫ t

ts−1

f(τ1)dτ1 +
∫ t

ts−1

A(τ1)

τ1∫

ts−1

f(τ2)dτ2dτ1 + . . .

Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà óêàçàííûå ðÿäû ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà [ts−1, ts), s ∈ Z. Ó÷èòû-
âàÿ ýòîò ôàêò è îöåíêó

‖ûs[t]‖ ≤ (eθ − 1)

[
‖λ̂‖+ sup

t∈[ts−1,ts)

∥∥∥∥
f(t)
α(t)

∥∥∥∥
]

,
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ïðèõîäèì ê âûâîäó:
à) ôóíêöèè ûs(t) íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû íà [ts−1, ts), s ∈ Z;
á) äâóñòîðîííå-áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (. . . , ûs(t), ûs+1(t), . . .) îãðàíè÷åíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, û[t] = (. . . , ûs(t), ûs+1(t), . . .) ∈ mn(h̃(θ)). Ôóíêöèÿ x̂(t), ïîëó÷åííàÿ ñêëåè-

âàíèåì ñèñòåì ôóíêöèé (λ̂s + ûs(t)),s ∈ Z ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 1α ïðè f(t) = f̂(t). Îáðàò-
íî, åñëè x̃(t) � ðåøåíèå çàäà÷è 1α ïðè f(t) = f̃(t), òî λ̃ = (. . . , λ̃s, λ̃s+1, . . .), ãäå λ̃s = x̃(ts−1),
ïðèíàäëåæèò mn è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (15) ïðè f(t) = f̃(t).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Çàäà÷à 1α íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ðàçðåøèìîé ñ êîíñòàíòîé K,
åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(t) ∈ C̃1/α(R, Rn) îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t) ∈ C̃(R,Rn)
è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖x‖1 ≤ K‖f‖α,

ãäå K � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò f(t).
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 1α ïðè ôèêñèðîâàííîì ν óñëîâèÿ òåî-

ðåìû 1 íå òîëüêî äîñòàòî÷íû, íî è íåîáõîäèìû.
Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü íà [ts−1, ts] çàäàíà íåïðåðûâíàÿ (n×n) � ìàòðèöà A(t) è ‖A(t)‖ ≤ α(t),

α(t) > 0 íåïðåðûâíà íà [ts−1, ts],
ts∫

ts−1

α(t)dt = θ.

Òîãäà ïðè ëþáûõ ε > 0, θ > 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ

1
θ

(
eθ − 1− θ

)
<

ε

2(1 + ε
2)(1 + ε)

, (16)

äëÿ âñÿêîãî bs ∈ Rn ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ fbs(t) ∈ C([ts−1, ts], Rn), îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

fbs(ts−1) = 0, fbs(ts) = 0, (17)

max
t∈[ts−1,ts]

∥∥∥∥
fbs(t)
α(t)

∥∥∥∥ ≤
(
1 +

ε

2

)
‖bs‖, (18)

F (A, fbs) ≡
1
θ

ts∫

ts−1

fbs(t)dt +
1
θ

ts∫

ts−1

A(t)

t∫

ts−1

fbs(τ)dτdt+

+
1
θ

ts∫

ts−1

A(t)

t∫

ts−1

A(τ)

τ∫

ts−1

fbs(τ1)dτ1dτdt + . . . = bs. (19)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 ñòàòüè [10]
(âåêòîð b ∈ Rn çàìåíÿåì âåêòîðîì θ

hs
b ∈ Rn).

Òå î ð åì à 2. Çàäà÷à 1α êîððåêòíî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
ν (ν = 1, 2, . . .) íàéäåòñÿ θ(ν) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ h̃(θ) = (. . . , hs(θ), hs+1(θ), . . .) ìàòðèöà
Q

ν,eh(θ)
: mn → mn îáðàòèìà è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (9), (10).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïîêàæåì îáðàòèìîñòü ìàòðèöû Q∗,eh(θ)
: mn →

mn ïðè âñåõ θ ∈ (0, θ0]. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

1
θ
Q∗,eh(θ)

= b, λ, b ∈ mn. (20)
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Ker Q∗,eh(θ)
ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåâîãî ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà mn. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò λ̃ ∈ mn, ‖λ̃‖ 6= 0, äëÿ êîòîðîãî Q∗,eh(θ)
λ̃ = 0. Ðåøàÿ çàäà÷è Êî-

øè (2)�(3) íà èíòåðâàëàõ [ts−1, ts), s ∈ Z, ïðè λs = λ̃s, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ũ[t] =
(. . . , ũs(t), ũs+1(t), . . .) ∈ mn(h̃(θ)), s ∈ Z.

Ôóíêöèÿ x̃(t), ïîëó÷åííàÿ ïóòåì ñêëåèâàíèÿ ñèñòåì ôóíêöèé (λ̃s + ũs(t)), s ∈ Z, ïðèíàäëå-
æèò ïðîñòðàíñòâó C̃(R, Rn) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ, ïðè÷åì
‖x̃‖1 6= 0. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòüþ çàäà÷è 1α, ò.ê. äðóãèì åå
ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ x(t) = 0. Èòàê, ìàòðèöà Q∗,eh(θ)

: mn → mn îáðàòèìà.
Âîçüìåì ε > 0 è âûáåðåì θ0 = θ0(ε) > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó (16) ëåììû. Òîãäà

ñîãëàñíî ëåììå äëÿ ëþáûõ bs ∈ Rn, s ∈ Z ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèè fbs(t) ∈ C([ts−1, ts], Rn),
s ∈ Z, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè (17)�(19). Ôóíêöèÿ fb(t), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè fb(t) =
fbs(t), t ∈ [ts−1, ts], s ∈ Z, ïðèíàäëåæèò C̃1/α(R, Rn) è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

F∗(A, fb, h̃(θ0)) = b è
∥∥∥∥
fb(t)
α(t)

∥∥∥∥ ≤
(
1 +

ε

2

)
‖b‖.

Òàê êàê çàäà÷à 1α ïî óñëîâèþ êîððåêòíî ðàçðåøèìà, òî óðàâíåíèå (15) ïðè ëþáîé
fb(t) ∈ C̃1/α(R,Rn) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå λb = (. . . , λb

s, λ
b
s+1, . . .) ∈ mn, ãäå λb

s = xb(ts−1),
xb(t) � ðåøåíèå çàäà÷è 1α ïðè f(t) = fb(t), ïðè÷åì

‖λb‖ = sup
s∈Z

‖xb(ts−1)‖ ≤ ‖x(t)‖1 ≤ K‖fb(t)‖α ≤ K
(
1 +

ε

2

)
‖b‖. (21)

Òàê êàê óðàâíåíèå (20) äëÿ ëþáîãî b ∈ mn èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå λb ∈ mn è ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà (21), ïîëó÷èì, ÷òî

à) ìàòðèöà Q−1

∗,eh(θ)
îïðåäåëåíà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå mn,

á) ïî òåîðåìå Áàíàõà ìàòðèöà Q−1

∗,eh(θ)
îãðàíè÷åíà, ïðè÷åì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

‖λ‖ = θ‖Q−1

∗,eh(θ)
b‖L(mn) ≤ K

(
1 +

ε

2

)
‖b‖,

èìååì
‖Q−1

∗,eh(θ)
‖L(mn) ≤

(
1 + ε

2

)
K

θ
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî

‖Q∗,eh(θ)
−Q

ν,eh(θ)
‖L(mn) ≤ eθ − 1− θ − . . .− θν

ν!

è âûáèðàÿ θ ∈ (0, θ0], óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó
(1 + ε/2)K

θ

[
eθ − 1− θ − . . .− θν

ν!

]
<

ε

2(1 + ε)
, (22)

ïî òåîðåìå î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ îãðàíè÷åííî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷èì îãðàíè÷åííóþ
îáðàòèìîñòü Q

ν,eh(θ)
è îöåíêó

‖Q−1

ν,eh(θ)
‖L(mn) ≤

(1 + ε)K
θ

. (23)

Òîãäà â ñèëó íåðàâåíñòâà (22) èìååì

qν(h̃(θ)) =
(1 + ε)K

θ

[
eθ − 1− θ − . . .− θν

ν!

]
<

ε

2 + ε
< 1.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Âçàèìîñâÿçü ìåæäó ÷èñëîì, îãðàíè÷èâàþùèì ñâåðõó ‖Q−1

ν,eh(θ)
‖L(mn), è êîíñòàíòîé êîððåêò-

íîé ðàçðåøèìîñòè K óñòàíàâëèâàåò
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Òå î ð åì à 3. Çàäà÷à 1α êîððåêòíî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ν
íàéäåòñÿ θ0 = θ0(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h̃(θ), θ ∈ (0, θ0] ìàòðèöà
Q

ν,eh(θ)
: mn → mn îáðàòèìà, ïðè÷åì åé îáðàòíàÿ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖Q−1

ν,eh(θ)
‖L(mn) ≤

γ

θ
, (23)

ãäå γ − const, íå çàâèñÿùàÿ îò h̃(θ).
Åñëè ïðè ýòîì èçâåñòíà êîíñòàíòà K êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 1α, òî äëÿ ëþ-

áîãî ε > 0 íàéäåòñÿ θ(ε, ν) > 0, ÷òî îöåíêà (23) âûïîëíÿåòñÿ ñ êîíñòàíòîé γ = (1 + ε)K ïðè
θ ∈ (0, θ(ε, ν)]. Îáðàòíî, åñëè èìååò ìåñòî (23), òî K = γ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü çàäà÷à 1α êîððåêòíî ðàçðåøèìà ñ
êîíñòàíòîé K. Âîçüìåì ε > 0 è âûáåðåì θ(ε, ν) ∈ (0, θ0(ε)], óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó (22).
Òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî â òåîðåìå 2, ìàòðèöà Q

ν,eh(θ)
áóäåò îáðàòèìîé ïðè âñåõ θ ∈ (0, θ(ε, ν)]

è äëÿ åå îáðàòíîé ñïðàâåäëèâà îöåíêà (23), ò.å. γ = (1 + ε)K.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (23). Âûáåðåì θ, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

(10). Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1 çàäà÷à 1α èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗(t) ∈ C̃(R, Rn), äëÿ
êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà (11). Ïåðåéäÿ â (11) ê ïðåäåëó ïðè θ → 0, ïîëó÷èì

‖x∗(t)‖1 ≤ γ‖f‖α,

ò.å. çàäà÷à 1α êîððåêòíî ðàçðåøèìà ñ êîíñòàíòîé γ. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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ÒÅÎÐÅÌÀ ËÈÒÒËÂÓÄÀ�ÏÝËÈ ÄËß ÑÌÅØÀÍÍÎÉ
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ã.Àëìàòû óë.Ïóøêèíà, 125 dauren@math.kz

Ïîëó÷åí âàðèàíò òåîðåìû Ëèòòëâóäà-Ïýëè äëÿ ñìåøàííîé íîðìû.

1. Ââåäåíèå. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå, òåîðèè ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è òåîðèè ïðèáëèæåíèé âàæíóþ ðîëü èãðàþò êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà
Ëèòòëâóäà-Ïýëè è ðàçëè÷íûå åå îáîáùåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 3, 4, 5, 6] è óêàçàííóþ òàì
áèáëèîãðàôèþ, à òàêæå çàìå÷àíèå 1 íèæå). Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ìû ïðèâîäèì âàðèàíò ýòîé
òåîðåìû, âàæíûé ïðè èçó÷åíèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ îáîáùåííîé ñìåøàííîé ãëàäêî-
ñòè.

Ïóñòü N,Z,R,C � ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,
ñîîòâåòñòâåííî; T = [0, 2π), N0 = N ∪ {0}; d ∈ N, Rd è Td � d-ìåðíûå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî è òîð. Äëÿ x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd ïîëîæèì (x,y) =

∑d
1 xjyj ,

|x| =
√

(x,x), |x|∞ = max1≤j≤d |xi|; äëÿ α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd
0 ïîëîæèì |α| = α1 + · · ·+ αd.

Ôèêñèðóåì n ∈ N, n ≤ d; äëÿ ïðîèçâîëüíûõ e ⊂ ed = {1, . . . , d} (∅ 6= e = {j1, . . . , j|e|},
1 ≤ j1 < . . . < j|e| ≤ d; çäåñü |e| � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ e) è x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd ïîëîæèì
x(e) = (xj1 , . . . , xj|e|) ∈ R|e|. Äàëåå ôèêñèðóåì ðàçáèåíèå ε = {e(1), . . . , e(n)} ìíîæåñòâà ed (ò.å.
ed = ∪n

i=1e
(i), e(i) ∩ e(k) = ∅ ïðè i 6= k, e(i) 6= ∅, di := |e(i)|, 1 ≤ i ≤ n,

∑n
i=1 di = d). Áóäåì

åùå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ∀j ∈ e(k) è ∀l ∈ e(i) j < l ïðè 1 ≤ k < i ≤ n. Äëÿ óäîáñòâà äëÿ x ∈ Rd

ïèøåì x = (x1, . . . ,xn), ãäå xi = x(e(i)) ∈ Rdi , 1 ≤ i ≤ n, à òàêæå Rd = Rd := Rd1 × · · · × Rdn ,
Nd

0 = Nd
0 := Nd1

0 × · · · × Ndn
0 (d = (d1, . . . , dn)).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ e ⊂ en = {1, . . . , n} (âêëþ÷àÿ ∅ è ñàìî en), z ∈ (0,∞), t = (t1, . . . , tn) ∈
Rn,x = (x1, . . . ,xn) ∈ Rd ïîëîæèì e = en \ e, zt = (zt1 , . . . , ztn), t(e) = (t1(e), . . . , tn(e)),
x(e) = (x1(e), . . . ,xn(e)), ãäå ti(e) = ti, xi(e) = xi ïðè i ∈ e è ti(e) = 0, xi(e) = 0(∈ Rdi) ïðè
i ∈ e; èíîãäà áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü t(e) òî÷êîé (ti1 , . . . , ti|e|) ïðîñòðàíñòâà R|e|, à x(e) � òî÷êîé
(xi1 , . . . ,xi|e|) èç Rdi1 × · · · × Rdi|e| (=: Rd(e); àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì Td(e), Nd(e)) è ïèñàòü t =
(t(e), t(e)), x = (x(e),x(e)), Rd = Rd(e) × Rd(e) (çäåñü e = {i1, . . . , i|e|}, 1 ≤ i1 < . . . < i|e| ≤ n).

Keywords: Littlewood�Paley theorem, mixed norm
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 41A45, 26B40
c Ä. Á. Áàçàðõàíîâ, 2004.
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Äëÿ p ∈ [1,∞] ïóñòü, êàê îáû÷íî, Lp(R) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : R → C,
ñóììèðóåìûõ â p-é ñòåïåíè (ïðè p = ∞ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ) íà R, ñî ñòàíäàðòíîé
íîðìîé

‖f | Lp(R)‖ =




∫

R
|f(x)|pdx




1
p

( p ∈ [1,∞)),

‖f | L∞(R)‖ = ess sup { |f(x)| : x ∈ R };
Lp(T) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f : R → C, ñóììèðóåìûõ â

p-é ñòåïåíè (ïðè p = ∞ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ) íà T, ñî ñòàíäàðòíîé íîðìîé

‖f | Lp(T)‖ =




∫

T
|f(x)|pdx




1
p

( p ∈ [1,∞)),

‖f | L∞(T)‖ = ess sup { |f(x)| : x ∈ T }.
Äëÿ p = (p1, . . . , pd) ∈ [1,∞]d ïóñòü Lp(Rd) (Lp(Td)) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ (2π-

ïåðèîäè÷åñêèõ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé) ôóíêöèé f : Rd → C ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖f | Lp(Rd)‖ = ‖ (· · · ‖ f | Lp1(R)‖ · · · ) | Lpd
(R)‖

(ñîîòâåòñòâåííî,
‖f | Lp(Td)‖ = ‖ (· · · ‖f | Lp1(T)‖ · · · ) | Lpd

(T)‖)
(çäåñü íîðìà ‖ · | Lpj (X)‖ âû÷èñëÿåòñÿ ïî xj (j ∈ ed), X = R èëè T). Åñëè p1 = · · · = pd =: p,
òî ïîëîæèì Lp(Rd) := Lp(Rd) è Lp(Td) := Lp(Td).

Äëÿ p = (p1, . . . , pd) ∈ [1,∞]d è e ⊂ en (e ìîæåò áûòü ïóñòûì èëè ñîâïàñòü ñ en) ïóñòü
Lp,e = Lp(Td(e) × Rd(e)) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : Rd → C, 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ
ïî x (òî÷íåå, ïî âñåì ïåðåìåííûì xj c j ∈ e(i)), i ∈ e ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖f | Lp,e‖ = ‖f | Lp(Td(e) × Rd(e))‖ = ‖(· · · ‖f | Lp1(X
d1
1 )‖ · · · ) | Lpn(Xdn

n )‖
(çäåñü Xi = T, åñëè i ∈ e, è Xi = R, åñëè i ∈ e, à íîðìà ‖ · | Lpi(X

di
i )‖ âû÷èñëÿåòñÿ ïî xi,

1 ≤ i ≤ n). ßñíî, ÷òî Lp,en = Lp(Td) è Lp,? = Lp(Rd).
2. Òåîðåìà Ëèòòëâóäà�Ïýëè. Ââåäåì (d-ìåðíûå) ÿäðà Äèðèõëå DN (x) è èõ íåïåðèî-

äè÷åñêèå àíàëîãè DR(x) (x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, N ∈ N0, R > 0):

DN (x) =
d∏

j=1

N∑

k=−N

eikxj ,

DR(x) =
d∏

j=1

sinRxj

xj

è äàëåå � ÿäðà Fl(x) è Fl(x) (l ∈ N0):

F0(x) = D1(x), Fl(x) = D2l(x)−D2l−1(x) (l ∈ N),

F0(x) = D1(x), Fl(x) = D2l(x)−D2l−1(x) (l ∈ N).

Íàêîíåö, îïðåäåëèì "êðàòíûå" (d-ìåðíûå) ÿäðà Fe
m(x) (x ∈ Rd, m ∈ Nn

0 , e ⊂ en):

Fe
m(x) =

∏

i∈e

Fmi(xi)
∏

i∈e

Fmi(xi)

è èõ ñâåðòêè ñ ôóíêöèåé f ∈ Lp,e : Fe
m ∗ f(x).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë
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Òåîðåìà. Ïóñòü p = (p1, . . . , pd) ∈ (1,∞)d. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå Ap, Bp (0 < Ap <
Bp) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé f ∈ Lp,e èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Ap ‖ f | Lp,e‖ ≤ ‖

 ∑

m∈Nn
0

|Fe
m ∗ f |2




1
2

| Lp,e‖ ≤ Bp ‖ f | Lp,e‖. (1)

Ç àì å ÷ à í è å 1. Ýòà òåîðåìà ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé òåîðåìîé Ëèòòëâóäà�Ïýëè
ïðè d = n = 1, e = {1} (ñì. [1, ãë. 15]). Äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ
Lp(Td) (ò.å. ïðè d = n > 1, e = en è p1 = . . . = pn = p) îíà ïîëó÷åíà Ñ.Ì.Íèêîëüñêèì [2,
c.65]. Äëÿ Lp(R) íåðàâåíñòâà (1) óñòàíîâëåíû Ä.Ãþè (1960ã.), à äëÿ Lp(Rd) (ïðè d = n >
1, e = ∅ è p1 = . . . = pn = p) � Ï.È.Ëèçîðêèíûì (1963ã.), çàòåì Ï.Êðý (ñ d > n = 1,
1964ã.), äëÿ Lp(Rd) (ñ d = n > 1) � Ï.È.Ëèçîðêèíûì (1970ã.). Ýòè íåðàâåíñòâà ïðè d = n >
1, e(i) = {i}, i = 1, . . . , n è ïðîèçâîëüíîì e äîêàçàíû Î.Â.Áåñîâûì [5] (â ýòîé æå ðàáîòå ñì.
ïîäðîáíûé êîììåíòàðèé è ññûëêè íà ðàáîòû óêàçàííûõ àâòîðîâ). Îòìåòèì åùå, ÷òî â [4,
c.162] ïðèâåäåí (ñ äîêàçàòåëüñòâîì) âàðèàíò òåîðåìû äëÿ Lp(Td) ïðè d > n = 1. Íàêîíåö,
óêàæåì, ÷òî â [6] äîêàçàíà òåîðåìà Ëèòòëâóäà�Ïýëè äëÿ ïðîñòðàíñòâ Lp(Rd,H) ôóíêöèé
ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ç àì å ÷ à í è å 2. Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â îñíîâíîì ñëåäóåò ñõåìå
ðàáîòû [5]. Á′îëüøàÿ îáùíîñòü â ñðàâíåíèè ñ òåîðåìîé èç [5] ñîñòîèò â ïðîèçâîëüíîñòè
ìíîæåñòâ e(i), i = 1, . . . , n. Èìåííî â òàêîì âèäå òåîðåìà Ëèòòëâóäà�Ïýëè îêàçàëàñü ïî-
ëåçíîé ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâ îáîáùåííîé ñìåøàííîé ãëàäêîñòè â ðàáîòàõ [7, 8].
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ÎÖÅÍÊÈ ÏÎÏÅÐÅ×ÍÈÊÎÂ ÏÎ ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÓ
ÌÍÎÆÅÑÒÂ, ÑÂßÇÀÍÍÛÕ Ñ ÎÁËÀÑÒÜÞ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÌÅØÀÍÍÎÃÎ ÒÈÏÀ

À.Á. Èìàíáàåâà

ÞÊÃÓ èì. Ì.Î.Àóåçîâà
486001 ã. Øûìêåíò ïð. Òàóêå-õàíà, 5

Â ðàáîòå èññëåäîâàíû íåêîòîðûå àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñìåøàííîãî
òèïà è ïîëó÷åíû äâóõñòîðîííèå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ ïî Êîëìîãîðîâó ìíîæåñòâà åãî ðåøåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâûì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ èç åäèíè÷íîãî øàðà.

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Lu = −k(y)uxx − uyy + a


y,

π∫

−π

u(x, y)dx


ux + c


y,

π∫

−π

u(x, y)dx


u = f, (1)

ãäå k(y) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [−1; 1] ôóíêöèÿ, yk(y) > 0 ïðè y 6= 0 è k(0) = 0.
Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

u(−π, y) = u(π, y), ux(−π, y) = ux(π, y), (2)

u(x,−1) = u(x, 1) = 0. (3)

×åðåç C([−1; 1], L2(−π; π)) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ïîëó÷åííîå ïîïîëíåíèåì îò-
íîñèòåëüíî íîðìû

‖u(x, y)‖C([−1;1],L2) = sup
y∈[−1;1]




π∫

−π

| u(x, y) |2dx




1
2

= sup
y∈[−1;1]

‖u(x, y)‖L2(−π,π),

à W 1
2 (Ω) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ íîðìîé

‖u‖1,2,Ω =




∫

Ω

[| u |2 + | ux |2 + | uy |2]dy




1
2

Keywords: Nonlinear di�erential mixed type equation, Kolmogorov's width
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 35M10, 35P15
c À.Á. Èìàíáàåâà, 2004.
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Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèè a(y, z), c(y, z) êóñî÷íî- íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû ïî
îáîèì àðãóìåíòàì è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:
i0) |a(y, z)| ≥ δ0 > 0, c(y, z) ≥ δ > 0.

Òå î ð åì à 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå i0). Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3)
òàêîå, ÷òî

sup
y∈[−1;1]

‖u(x, y)‖L2(−π,π) + ‖u(x, y)‖1,2 ≤ C‖f‖2, (4)

ãäå C > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.

Â [1] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ êîìïàêòíîñòè ðåçîëüâåíòû óêàçàííîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå
L2(Ω). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî M = {u ∈ D(L) : ‖Lu‖2 + ‖u‖2 ≤ T} , ÿâëÿþùååñÿ ÷àñòüþ
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ L, êîìïàêòíî â L2(Ω). Äëÿ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà, òåì áîëåå, êîãäà îíî
ñîäåðæèò ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàòåëüíà çàäà÷à îá àñèìïòîòèêå èõ
ïîïåðå÷íèêîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ k-ïîïåðå÷íèêîì ïî Êîëìîãîðîâó ìíîæåñòâà M â ïðîñòðàíñòâå
L2(Ω) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dk = inf
{=k}

sup
u∈M

inf
v∈=k

‖u− v‖2,

ãäå {=k}− ìíîæåñòâî âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ L2(Ω), ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò k.
Îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ M ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðè-
áëèæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Lu = f ê òî÷íîìó. Òåì ñàìûì, îöåíèâàÿ ïîïåðå÷íèêè ìíîæåñ-
òâ, ñâÿçàííûõ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ òîãî èëè èíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, ìû íå
òîëüêî ïîëó÷àåì òîíêèå õàðàêòåðèñòèêè îáðàòíîãî ê íåìó îïåðàòîðà, íî è áëèæå ñîïðèêàñà-
åìñÿ ñ âîïðîñàìè ïðèëîæåíèÿ.

Òå î ð åì à 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ i0) è
i0i0) sup

z∈C
sup

y∈[−1;1]
|a(y, z)| < ∞, sup

z∈C
sup

y∈[−1;1]
c(y, z) < ∞.

Òîãäà äëÿ ïîïåðå÷íèêîâ dk ïî Êîëìîãîðîâó ìíîæåñòâà M ñïðàâåäëèâû îöåíêè

c−1
0

1
k
≤ dk ≤ c0

1√
k
, k = 1, 2, . . .

ãäå c0 > 0 íå çàâèñèò îò k.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì íåîáõîäèìû íåêîòîðûå ëåììû è îöåíêè. Ââåäåì ìíîæå-
ñòâà

M̃s = {u ∈ C((−1; 1), L2(−π, π)) : ‖ux‖2
2 + ‖uy‖2

2 + ‖u‖2
2 ≤ s},

Ṁp = {u ∈ L2(Ω) : ‖uxx‖2
2 + ‖uyy‖2

2 + ‖u‖2
2 ≤ p}.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ i0), i0i0). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c1 > 1
ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

Ṁc−1
1
⊆ M ⊆ M̃c1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü u(x, y) ∈ Ṁc−1
1
. Òîãäà ñ ó÷åòîì èçâåñòíîãî âëîæåíèÿ

ïðîñòðàíñòâà Ñ.Ë.Ñîáîëåâà W 2
2 (Ω) â ïðîñòðàíñòâî C(Ω) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïîëó÷èì

‖Lu‖2
2 + ‖u‖2

2 = ‖ − k(y)uxx − uyy + a


y,

π∫

−π

u(x, y)dx


ux+

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2004. Òîì 4. � 3 (13)
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+c


y,

π∫

−π

u(x, y)dx


u‖2

2 + ‖u‖2
2 ≤ ‖ − k(y)uxx‖2

2 + ‖ − uyy‖2
2+

+‖a

y,

π∫

−π

u(x, y)dx


ux‖2

2 + ‖c

y,

π∫

−π

u(x, y)dx


u‖2

2 + ‖u‖2
2 ≤

≤ c2(‖uxx‖2
2 + ‖uyy‖2

2 + ‖ux‖2
2 + ‖u‖2

2) ≤ c3(‖uxx‖2
2 + ‖uyy‖2

2 + ‖u‖2
2) ≤

≤ c−1
1 c3.

Çäåñü c2 = sup
z∈C

max
y∈[−1;1]

{|k(y)|, |a(y, z)|, |c(y, z)|}. Îòñþäà, c1 âûáðàâ òàêèì, ÷òî c−1
1 c3 ≤ 1, èìååì

Ṁc−1 ⊆ M.

Ïóñòü òåïåðü u ∈ M . Òîãäà â ñèëó òåîðåìû [1] èìååì

‖ux‖2
2 + ‖uy‖2

2 + ‖u‖2
2 ≤ c1(‖Lu‖2

2 + ‖u‖2
2),

ò.å.
M ⊆ M̃c1 .

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ i0), i0i0). Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

c−1ḋk ≤ dk ≤ cd̃k, k = 1, 2, . . . ,

ãäå c > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, d̃k, ḋk � k-ïîïåðå÷íèêè, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâ M̃c,
Ṁc−1.

Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ ñëåäóåò èç ëåììû 1 è ñâîéñòâ ïîïåðå÷íèêîâ ïî Êîëìîãîðîâó.
Ââåäåì ôóíêöèþ N(λ) =

∑
dk>λ

1, ðàâíóþ êîëè÷åñòâó ïîïåðå÷íèêîâ dk, áîëüøèõ λ > 0.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ðàáîòå [2].

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ i0), i0i0). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Ṅ(cλ) ≤ N(λ) ≤ Ñ(c−1λ),

ãäå Ñ(λ) =
∑

d̃k>λ

1, Ṅ(λ) =
∑

ḋk>λ

1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2. Äëÿ ôóíêöèé Ñ(λ) è Ṅ(λ) ñïðàâåäëèâû
îöåíêè [3]:

c−1λ−2 ≤ Ñ(λ) ≤ cλ−2, (5)

c−1λ−1 ≤ Ṅ(λ) ≤ cλ−1. (6)

Ïóñòü λ = d̃k, òîãäà Ñ(d̃k) = k. Èç (5) è (6), ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

c−1 1√
k
≤ d̃k ≤ c

1√
k
,

c−1 1
k
≤ ḋk ≤ c

1
k
.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2004. Òîì 4. � 3 (13)



Îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ ïî Êîëìîãîðîâó ìíîæåñòâ, ñâÿçàííûõ ñ îáëàñòüþ ... 105

Îòñþäà ñ ó÷åòîì îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â ëåììå 2, ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Öèòèðîâàííàÿ ëèòåðàòóðà

1. Ìóðàòáåêîâ Ì.Á., Îñïàíîâ Ê.Í.,Èìàíáàåâà À.Á. // Òðóäû Ìåæä. íàó÷íîé êîíô. "Ñî-
âð. ïðîáëåìû ìàò. ôèçèêè è èíôîðìàö. òåõíîëîãèè." Òàøêåíò, 2003. Òîì II. C.263�264.

2. Ìóðàòáåêîâ Ì.Á. // Äèôôåðåíö. óðàâí. 1991. Ò.27, �6. Ñ.1034
3. Ìûíáàåâ Ê.Ò.,Îòåëáàåâ Ì.Î. Âåñîâûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è ñïåêòð äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ì., 1988.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 12.07.2004 ã.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2004. Òîì 4. � 3 (13)



Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. Àëìàòû. 2004. Òîì 4. � 3 (13). P. 106 � 111

ÐÅÔÅÐÀÒÛ � ABSTRACTS

ÓÄÊ: 517.938 2000 MSC: 34D08
Aldibekov T.M. On generalized central exponent of linear system with unbounded

coe�cients // Mathematical journal. 2004. Vol. 4. No. 3 (13). P.5�11.
Representation of generalized central exponent of linear system of di�erential equations with

unbounded coe�cient is obtained.
References � 4.

ÓÄÊ: 517.938 2000 MSC: 34D08
�ëäèáåêîâ Ò.Ì. Êîýôôèöèåíòòåði øåíåëìåãåí ñûçû©òû æ³éåíi æàëïûëàìà

- æî¡àðû îðòàëû© ê°ðñåòêiøi òóðàëû// Ìàòåìàòèêàëû© æóðíàë. 2004. Ò. 4. � 3 (13).
Á.5�11.

Æ´ìûñòà êîýôôèöèåíòòiê ìàòðèöàñû øåíåëìåãåí ñûçû©òû äèôôåðåíöèàëäûê æ³éåíi
æàëïûëàìà - æî¡àðû îðòàëû© ê°ðñåòêiøòi ôîðìóëàñû êåëòiðiëãåí.

Áèáë. � 4.

ÓÄÊ: 517.95 2000 MSC: 34K06, 35D05, 35L20
Amangalieva M.M. About solvability of the boundary value problems for the

hyperbolic equation with means// Mathematical journal. 2004. Vol. 4. No. 3 (13). P. 12�15.
The unique strongly solvability of the two boundary value problems for hyperbolic equation with

means.
References � 4.

ÓÄÊ: 517.95 2000 MSC: 34K06, 35D05, 35L20
Àìàí¡àëèåâà Ì.Ì. Îðòàëàí¡àí ì³øåëi ãèïåðáîëàëû© òåäåóäi øåêàðàëû© åñåï-

òåðiíi øåøiëiìäiëiãi òóðàëû// Ìàòåìàòèêàëû© æóðíàë. 2004. Ò. 4. � 3 (13). Á. 12�15.
Îðòàëàí¡àí ì³øåëi ãèïåðáîëàëû© òåäåó ³øií åêi øåêàðàëû© åñåïòi æàë¡ûç ºëäi øåøiëiì-

äiëiãi àíû©òàë¡àí.
Áèáë. � 4.



Ðåôåðàòû 107

ÓÄÊ: 532.526 2000 MSC: 76F40
Beketaeva A.O. Simulation of a jet injection into a supersonic air �ow// Mathematical

journal. 2004. Vol. 4. No. 3 (13). P. 16�21.
The supersonic compressible turbulent �ow with perpendicular injection through a nozzle in

a wall is numerically simulated. The governing equations are the two-dimensional Navier-Stokes
equations. The in�uence of Mach number on lift increase at a jet injection into a supersonic air �ow
is determined.

References � 6.

ÓÄÊ: 532.526 2000 MSC: 76F40
Áåêåòàåâà À.Î. À¡ûíøà ìåí äûáûñ æûëäàìäû¡ûíàí æî¡àðû à¡ûííû ºñåðëå-

ñóií çåðòòåó// Ìàòåìàòèêàëû© æóðíàë. 2004. Ò. 4. � 3 (13). Á. 16�21.
�àáûð¡àäà¡û ñàûëàó àð©ûëû äûáûñ æûëäàìäû¡ûíàí æî¡àðû à¡ûí¡à à¡ûï øû¡óû ñàí-

äû© çåðòòåëäi. Åêi °ëøåìäi òîëû© Íàâüå-Ñòîêñ òåäåóëåð æ³éåñiíi øåøiìi àé©ûí åìåñ Áèì-
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Êåç êåëãåí òîë©ûí âåêòîðû ³øií æàçû© òîëêûííû òàñïàäà¡û äèôðàêöèÿñû ©àðàñòûðû-
ë¡àí. Øåêòiê åñåï Äèðèõëå æºíå Êîøè åñåïòåðiíå á°ëiíãåí. Âèíåð-Õîïô-Ôîê ºäiñiíi íåãiçiíäå
îëàðäû ºð ©àéñûñû, ñèíãóëÿðëû© èíòåãðàëäû© òåäåóëåðäåí áàñòàï, åêiíøi òåêòi Ôðåäãîëüì
òåäåóëåð æ³èåñiíå, ºði ©àðàé àñó ºäiñi æºíå ýòàëîí èíòåãðàëäàðû àð©ûëû ñûçû©òû© òåäå-
óëåð æ³éåñiíå êåëòiðiëãåí. Ýëåêòðîìàãíèòòiê °ðiñòi °ðíåêòåði àëûí¡àí. Òàñïàäà¡û ðåçîíàíñ
³øií õàðàêòåðèñòèêàëû© òåäåóëåð àëûí¡àí.
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turbulent (nondivergent).
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A version of the Littlewood�Paley theorem for mixed norm is obtained.
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ÏÐÀÂÈËÀ ÎÔÎÐÌËÅÍÈß ÑÒÀÒÅÉ
Ñòàòüè, íàïðàâëÿåìûå â "Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë", äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëå-

äóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1. Ñòàòüÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïîëíîì îáúåìå èëè â âèäå êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ
íà ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì ÿçûêàõ.

2. Ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ è ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì äëÿ ïå÷àòè.
Â ëåâîì âåðõíåì óãëó íåîáõîäèìî óêàçàòü èíäåêñ ÓÄÊ, äàëåå íàçâàíèå ñòàòüè è
ôàìèëèè àâòîðîâ ïî àëôàâèòó.

3. Ê ñòàòüå ïðèëàãàþòñÿ â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ íà êàçàõñêîì, ðóññêîì è àíãëèéñêîì
ÿçûêàõ (äëÿ ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå òîëüêî íà àíãëèéñêîì): íàçâàíèå ñòàòüè;
ôàìèëèè è èíèöèàëû àâòîðîâ; êëþ÷åâûå ñëîâà; àâòîðåôåðàò ñ óêàçàíèåì èíäåêñà
2000 Mathematics Subject Classi�cation.

4. Êðîìå òâåðäûõ êîïèé íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü â ðåäàêöèþ äèñêåòó ñ ïîäãîòîâëåí-
íûì â LATEX tex-ôàéëîì ñòàòüè èëè ïåðåñëàòü åãî ýëåêòðîííîé ïî÷òîé e-mail:
journal@math.kz (ñì. îáðàçåö îôîðìëåíèÿ ñòàòüè â http://www.math.kz/ â
ðàçäåëå "Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë").

5. Îáúåì ñòàòåé (ñòàíäàðòíûé ôîðìàò â LATEX) íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 æóðíàëüíûõ
ñòðàíèö (íå áîëåå 20 ìàøèíîïèñíûõ ñòð. ÷åðåç 2 èíòåðâàëà), êðàòêèå ñîîáùåíèÿ
� 3 æóðíàëüíûå ñòðàíèöû (íå áîëåå 6 ìàøèíîïèñíûõ ñòð. ÷åðåç 2 èíòåðâàëà).
Îáúåì ðåôåðàòà � íå áîëåå 1/4 ñòð. (0,5 ìàøèíîïèñíîé ñòð.).

6. Íóìåðîâàííûå ôîðìóëû ñëåäóåò ïèñàòü â îòäåëüíîé ñòðîêå.

7. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòàâëÿåòñÿ ïî ïîðÿäêó ññûëîê â òåêñòå. Ïðè ññûëêå íà ìî-
íîãðàôèþ íåîáõîäèìî óêàçàòü ñòðàíèöó (íàïðèìåð, [1, ñ.45]). Ññûëêè íà íåîïóá-
ëèêîâàííûå ðàáîòû íå äîïóñêàþòñÿ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì
âèäå.
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